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Abstrakt: Cilem diplomové prace je demonstrovat Witteniv mechanismus v né-
kterych rozsitenich Standardniho modelu zalozenych na Pati-Salamové kalibra¢ni
grupé. Smyslem tohoto mechanismu je ziskat extrémné velkou majoranovskou
hmotnost pravotocivych neutrin jako dvousmyckovou korekci a nasledné ziskat
nizké fyzikalni hmotnosti neutrin skrz seesaw mechanismus I. typu. Ukaze se, ze
prislusné Feynmanovy diagramy lze zkonstruovat bez jakychkoli interakei vek-
torovych bosoni. Zatimco v minimalnim SO(10) ¢i SU(5)xU(1) modelu tento
typ korekci neexistuje, v Pati-Salamové modelu mohou byt dokonce dominantni.
Nasledné jsou uvazeny dusledky pripadného ¢astecného sjednoceni kalibrac¢nich
vazeb nebo vnoreni Pati-Salamovy grupy do kalibra¢ni grupy ., Teorie Velkého
Sjednoceni®. Na zavér je zkontrolovano, zdali nedochazi k neptipustné rychlému
rozpadu protonu. Diskutované modely lze prohléasit za potencialné realistické,
avsak pouze na tukor prediktivity, nebof v fadé klicovych vztahti vystupuji zcela
neznamé yukawovské vazbové konstanty.
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Uvod

Yang-Millstv formalismus kalibrac¢nich teorii [IH3] patii v soucasnosti mezi
zakladni stavebni kameny kvantovych teorii pole, které slouzi k popisu ¢astic
a jejich interakci. Popis fyziky elementarnich ¢astic pomoci kalibra¢né invariantni
teorie ¢asto umoznuje jednotnym zpusobem popsat zcela odlisné typy interakeci
a zaroven si zachovat velkou prediktivitu.

Kalibrac¢ni polni teorii je i takzvany Standardni model c¢asticovych interakei,
popisujici silnou a elektroslabou interakci elementarnich ¢astic. Tento model se
dockal mnoha experimentalnich potvrzeni, poslednim z velkych tspéchii pak byl
objev Higgsova bosonu [4], jehoz existenci tato teorie predpovidala.

Nicméné i pres velkou presnost, se kterou Standardni model popisuje celou
radu déju v prirodé, mame naznaky a pozorovatelné diikkazy, ze se nejedna o zce-
la kompletni teorii fyziky elementarnich c¢astic. Kromé akademicky atraktivnich
myslenek, jako napriklad sjednoceni vsech elementarnich sil do jedné, zde mame
zavazné problémy, jez je potreba vyfesit. Jednim z nich je pozorovani oscilaci
neutrin. Standardni model totiz ve své minimalni podobé vyzaduje, aby hmotnost
neutrin byla nulova, zatimco existence téchto oscilaci naopak implikuje, ze se
jednd o hmotné céstice [5HE]. O hmotnostech neutrin navic vime, ze musi byt
oproti ostatnim c¢asticim Standardniho modelu nezvykle malé. O tom se mizeme
presvédcit analyzou kinematiky S rozpadu [9] nebo porovnanim kosmologickych
modelt s realitou [10].

Nastava tedy otazka, jak Standardni model vhodné rozsitit. Lakavym zptisob-
em je opét pouzit kalibra¢né invariantni kvantovou teorii pole, avSak s bohatsi
symetrii. Takova teorie by mohla popisovat fundamentalni interakce Standardniho
modelu jako jednu jedinou, nebo napriklad sjednotit kvarky s leptony a chépat
je pouze jako jeden typ castic.

V nékterych z téchto modelt mizeme extrémné malou hmotnost neutrin cha-
pat jako disledek existence nové fyziky, respektive symetrie, na extrémné vyso-
kych energetickych skalach. Tato vysoka energeticka skala se mize v nizkoener-
getické fyzice projevit riiznym zptsobem. Jedna moznost je, ze se v teorii kromé
diracovského hmotnostniho ¢lenu neutrin objevi i velikd majoranovskad hmotnost
pro pravotocivé komponenty poli neutrin. Pomoci takzvaného seesaw mechanismu
[11, 12] se pak extrémné mald hmotnost neutrin vysveétli jako disledek pritom-
nosti této extrémné veliké majoranovské hmotnosti. Wittentv mechanismus [13]
spoc¢iva v tom, ze majoranovskou hmotnost neziskame v lagrangianu teorie primo,
nybrz jako prispévek vyssiho radu poruchového rozvoje teorie.

V ptvodni Wittenové publikaci [I3] byl tento mechanismus diskutovan v kon-
textu takzvané SO(10) teorie, zatimco publikace [14], [15] poskytuji detailni dis-
kuzi realistické aplikace v ramci SU(5) x U(1) modelu. V [16] lze nalézt zminku
o moznosti tento mechanismus pouzit pro urcitou supersymetrickou verzi Pati-
Salamova modelu, ktery je zalozen na rozsiteni barevné SU(3) grupy na SU(4)
a nasledném chapani leptonu jako ¢tvrté barvy kvarka [I7]. Cilem této prace je
diskutovat tento mechanismus v rznych nesupersymetrickych variantach Pati-
Salamova modelu.

Prace je c¢lenéna nasledujicim zptusobem. Nejprve si struéné pripomeneme
strukturu Standardniho modelu. Nésledné shrneme zakladni experimentalni vy-



sledky pro hmotnosti neutrin, jakozto motivaci pro rozsireni Standardniho mo-
delu. Zaroven si popiseme tzv. béh kalibracnich vazeb Standardniho modelu a
uvedeme struc¢nou motivaci pro rozsiteni kalibra¢ni grupy. V treti kapitole si
ukazeme tii odlisné varianty seesaw mechanismu a predstavime si Wittentiv me-
chanismus, jakozto ,radia¢ni“ verzi seesaw mechanismu I. typu. Ve ¢tvrté kapi-
tole budeme detailné diskutovat lagrangian minimalniho Pati-Salamova modelu.
Pata kapitola obsahuje hlavni vysledky této prace. Ukazeme si, jak Wittentv
mechanismus aplikovat v minimalni verzi modelu a jaké dusledky prinasi pro ra-
dovou velikost energetické skédly spontanniho naruseni Pati-Salamovy symetrie.
Nasledné ukazeme, jak se vysledky zméni v riznych modifikacich tohoto modelu
a neminiméalnich variantach. V posledni kapitole stru¢né shrneme zndmé vysledky
pro polocas rozpadu protonu v téchto modelech. Uvidime, Ze 1ze ziskat realistické
hmotnosti neutrin a realisticky polocas rozpadu protonu zaroven. Prediktivita
teorie je vsak v nesrovnatelné horsim stavu v porovnani napiiklad se zminénym

SU(5) x U(1) modelem.
V celé praci budeme uzivat prirozenou soustavu jednotek
c=h/(27m) =€ =1,

kde ¢ je rychlost svétla ve vakuu, h Planckova konstanta a ¢y permitivita vakua.



1. Standardni model

V této kapitole strucné zrekapitulujeme konstrukei lagrangianu Standardniho
modelu a pripomeneme nékteré zakladni vlastnosti této teorie. Primarnim tcelem
této kapitoly je zavést potrebné znaceni a pripomenout urcité aspekty kalibrac-
nich teorii, které pozdéji vyuzijeme pri diskuzi Pati-Salamova modelu.

Zékladem kalibracni teorie je nejprve specifikovat kalibracni grupu, ta je v
pripadé Standardniho modelu rovna

GSM = SU(?’)COl X SU(?)L X U(l)y (11)

Pro informace o SU(n) grupédch a jejich reprezentacich muzeme nahlédnout do
[18-20], zatimco technické podrobnosti ohledné konstrukce kalibra¢nich teorif lze
nalézt v [2 B]. Barevna SU(3)., grupa je zodpovédna za silnou interakei kvarkd,
zatimco SU(2)r x U(1)y zprostfedkovava elektroslabé interakce. Kvantové cislo
Y nazyvame slabym hypernabojem.

Nésledné je tfeba jednotliva pole vhodné usporadat do multipletii, respektive
urcit, jak se pole transformuji vici kalibracni grupé. Pripomeneme si, jaka pole
fermionti a vektorovych bosont se ve Standardnim modelu vyskytuji, jaké maji
transformacni vlastnosti a jak spolu navzajem interaguji. Poté si pripomeneme
roli Higgsova skalarntho multipletu a kalibra¢né invariantnich interakci fermiont
s témito skalary.

Uc¢inme predem malou poznamku ke znaceni. V kvantové polni teorii bézné
popisujeme fermiony pomoci takzvaného diracovského bispinoru. Jedna se o ob-
jekt se ¢tyfmi komponentami, ktery se transformuje konkrétnim zptisobem vici
Lorentzové transformaci. Vici kalibracni grupé se vSak riizné komponenty mo-
hou transformovat odlisné, proto pro nas bude vhodnéjsi popis pomoci dvoukom-
ponentnich spinorii ve Weylové realizaci. Definici spinorii, spolecné s pouzitym
znacenim a konvencemi, uvadime v priloze [A]

1.1 Fermiony ve Standardnim modelu

Jako elementarni fermiony do Standardniho modelu vstupuji kvarky a lep-
tony, a to ve tfech generacich. V jedné generaci kvarkii mame pole pro horni
kvark u, s elektrickym néabojem +2/3, a dolni kvark d, s ndbojem —1/3. Jelikoz
pracujeme s dvoukomponentnimi spinory, mame jesté pole antikvarki u. a d.
s opacnymi naboji. Tyto pole mame navic ve tfech riznych variantach. Kvantové
¢islo, které je odlisuje, se nazyva barva. Celkem tim padem mame pole kvarkt
(u193;ub?3;d; 93;d2%3), tedy 12 nezdvislych poli spinori v jedné generaci.

Co se leptont tyce, v jedné generaci mame pouze elektronova pole e, e. s na-
bojem F1 a nenabité levotocivé neutrino v. V principu bychom mohli uvazovat
i pole v, nicméné pravotoc¢ivé neutrino, jehoz existence by odpovidala pritomnosti
tohoto pole, nebylo doposud detekovano.

Jiz zndme kalibrac¢ni grupu a spinorova pole, kterd v teorii vystupuji. Dalsim
krokem je téchto 15(41) poli usporadat do reprezentaci kalibracni grupy Ggsas.
Podivejme se nejprve na SU(3)., ¢ast grupy Ggp. VUci této grupé se trojice
kvarkl (uy93;d;23) transformuji jako triplet, zatimco (ul??;dl*?) jako antitri-
plet. Leptony se viici této grupé netransformuji. Pravé toto odlisné chovani jedné



z fundamentdlnich sil vi¢i riznym typim fermiont slouzi v Pati-Salamové mo-
delu jako motivace pro rozsiteni barevné symetrie i na leptony. K této diskuzi se
vratime pozdéji v ¢asti [2.3]

Zbyla ¢ést grupy Ge, tedy SU(2), x U(1)y, udava tvar elektromagnetickych
a slabych interakei. Dvojice (v,e) a (u;,d;) tvori SU(2). dublety, zatimco ostatni
pole viici této grupé tvori singlety. Kvantové ¢islo Y poli nalezneme podle vzorce

Qem =TF +Y, (1.2)

kde Q.. je nadboj daného pole a T} = 03/2 = diag(1/2,—1/2) je diagonalni
generator SU(2)y, grupy. Zatimco grupa SU (3)., mé odlisné ptsobeni na kvarky a
leptony, grupa SU(2),, naklada zcela odlisné s poli ¢astic a anti¢dstic. V ptvodnim
Pati-Salamové ¢lanku [I7] se tato asymetrie odstrani rozsifenim kalibra¢ni grupy
o SU(2)g, vuci které se naopak pole anticastic chovaji jako dublety, zatimco pole
castic jako singlety.

Transformacni vlastnosti vici grupé Ggp mizeme shrnout nasledovné:

[ U1 u2 ug \
T ( dl d2 d3 > - (372a1/6)a

u ul) = (3,1,-2/3),
diod? ) =(3,1,1/3), (1.3)

) (1,2,-1/2),
1), = (1,1,0)),

kde ¢isla v zavorkach udéavaji, jak se dany multiplet poli transformuje postupné
vaci SU(3)eor, SU(2)r a U(1)y grupé. Pro ¢ast SU(3).o x SU(2), tedy plati
transformacni vztahy
Q— Uy -Q-Usg,
L— Uy L,
U—U-Ul,
D— DU,

(1.4)

kde Us je unitarni matice 3 x 3, totiz prvek grupy SU(3).o a Usr je analogicky
unitarni matice 2 x 2. Vuéi U(1)y se veskerd pole transformuji pouhym nésobenim
faktorem exp (—igY’), kde Y je slaby hypernaboj daného pole a g je kalibraéni
vazba U(1)y grupy, viz nasledujici ¢st.

Casto miize byt uzitecné u multiplet explicitné vypisovat maticové indexy.
Indexy odpovidajici SU(2), grupé budeme znacit feckymi pismeny, zatimco ba-
revny index pomoci bézné latinky. Poloha indexu odlisuje, zdali se multiplet
transformuje pomoci dané unitarni matice nebo matice k ni komplexné sdruzené.
Multiplety maji indexy

Qui, Lo, U, D" (1.5)

Multiplety U, D maji horni index, nebof se jedna o antitriplety. Komplexnim
sdruzenim multipleta by indexy prirozené zménily polohu. Transformacni rovnice



(1.4) miuzeme vypsanim indext prepsat na

(1.6)

Jakmile mame pole usporddanad v multipletech, mtizeme zacit zkoumat inter-
akce s vektorovymi bosony.

1.2 Vektorové bosony

Plati, Ze na kazdy generator kalibracni grupy teorie pripada jeden realny
vektorovy boson. Ve Standardnim modelu méme osm vektorovych bosont diky
SU(3)co grupé a ¢tyti diky SU(2); x U(1)y grupé. Volny lagrangian a vzdjemné
interakce téchto vektorovych bosoni jsou dany Yang-Millsovym ¢lenem, zatimco
interakce s ostatnimi ¢asticemi se ziskaji zaménou parcialni derivace v kinetickych
¢lenech za derivaci kovariantni. Pro detailni popis této procedury pripominame
literaturu [2, [3].

Podivejme se nejprve na SU(3)., Cast grupy Ggas. Osm odpovidajicich vek-
torovych bosonti nazyvame gluony. S gluony interaguji pouze kvarky, nebot pole
leptonii tvori viici této grupé singlet. Detailni fyzikou kvarkid se zabyvat nebu-
deme, v nasem kontextu je dulezité predevsim to, ze kvarky tvori barevny tri-
plet, zatimco leptony se barevné interakce neztcastnuji. Podrobnosti o interakcich
kvarki a gluont je mozno nalézt v [21, 22].

Na grupu SU(2), x U(1)y pripadaji ¢tyri vektorové bosony, které zprostred-
kovavaji elektroslabou interakci c¢astic. Tato vektorova pole lze zvolit tak, aby
jedno odpovidalo fotonu, zatimco zbylé tfi jednomu nabitému bosonu a jednomu
neutralnimu. Pro diskuzi zédkladni fenomenologie téchto interakci odkazujeme na
[23-25).

Oznacme pole gluontii G};'"S, pole vektorovych bosonu odpovidajicich SU(2),
grupé WI}’Q’?’ a U(1)y boson oznacme B,,. Definujme

1 a\a

Gy i= 5GaN", (1.7)
1 a __a

L[/“ = §LLH’O_ y (18)

kde 01?3 jsou Pauliho matice a A% tzv. Gell-Mannovy matice [18] normalizo-
vané na Tr (A°\") = 26%. Vektorové bosony viici globélni kalibraén{ transformaci
tvoli pfidruzenou reprezentaci, miizeme jim tedy p¥iradit indexy (G,,); a (W,),”.
Matici W, je bézné parametrizovat pomoci jednoho realné¢ho a jednoho komplex-
niho vektorového pole, konkrétné

3 1 2 17170 1 {7+
W, = 1 1Wu- 2 WM N Z;/V“ = 12WM \/ilwuo . (1.9)
® 2 WN + ZWH W TWN_ —§WM

2



Dle ([1.2)) si muzeme ovéfit, ze pole W mé naboj +1. Pomoci kovariantni derivace
dostaneme pro interakci téchto bosonti s fermiony

L3> Tr (QT’V“ <wauQ + 9,QGT + gBMQ» +

_ 2
U4 <—gsG§ . ?;gBMI) U+

+ DAyt (—gSGZ + gB”[> DT+ (1.10)

N (gwwﬂ - gBuI> L+

+en"gB, e,

ekvivalentné vypsanim indexti
£5 Q™ (9uW, Qui + 9.6/ Qs + 5 BQui) +
_ o 2 .
Wy (—gstZU] _ ?)gBU‘) +

+D;y - (—gstiDj + gBD’) + (1.11)

+L %y - <waa5Lﬁ - gBLa> +
+ecy - gBec,

kde jsme pro prehlednost potlacili lorentzovsky index, ktery by se mohl plést s
SU(2), indexy. V této notaci 1épe vidime, jak jednotlivé cleny ziskavame - za
kazdy index multipletu nasobime prislusnou matici vektorovych bosont, pricemz
za horni index pridavame znaménko minus.

Pole fotonu lze ziskat vhodnou kombinaci neutralnich poli WS a B,,. Prejdéme
k novym neutralnim polim ortogonalni transformaci

Wg = costwZ, +sinby A,

! . (1.12)
B, = —sinfwZ, + cos Oy A,.

Uhel 6y nazjvame slabym sméSovacim thlem. Pokud tento thel zvolime tak, aby
platilo
g cos by = g, sin by = e, (1.13)

pole A, odpovidé fotonu. O tom se miizeme snadno presvédcit rozpisem interakei
(1.10)) a dosazenim rovnice pro naboj (1.2)). Pak lze interakci s polem A, psat ve
tvaru

La, = Qi fA,, (1.14)
f

kde sc¢itdme pres vSechna spinorova pole f a @ znaci ndboj daného pole. To
ale neni nic jiného nez interakcni lagrangian kvantové elektrodynamiky. Bosony
Wj,Zu budeme nazyvat intermedidlnimi bosony. Pro jejich interakce miizeme
psat

_ Juw 3 .2 7
Lz, = a cos by (TLf Q) sin QW) Mz, (1.15)

Gw

—Ii _
\/§d YurW, + h.c. (1.16)

Ly, = Loy, W +

V2



Za zminku stoji fakt, ze ve Standardnim modelu mame tfi rtizné kalibrac¢ni
vazby ¢s,0w,9. To si mizeme dovolit jenom diky tomu, ze grupa Gg), je dana di-
rektnim soucinem tii riznych grup. Jina vazba odpovida interakci s gluony, jina
interakci s bosony odpovidajici SU(2), a U(1)y grupé. Kdybychom méli kalib-
ra¢ni teorii zalozenou na jediné jednoduché grupé, naprt. SU(5) nebo SO(10), méli
bychom k dispozici pouze jednu vazbu. To je koneckoncii jedna z motivaci k hle-
dani Teorie Velkého Sjednocent, ktera by vSechny ti uvedené interakce popisovala
pravé pomoci takové kalibra¢ni grupy.

1.3 Spontanni naruseni symetrie

Kalibrac¢ni invariance nam zakazuje ptridat do lagrangianu hmotnostni ¢len pro
vektorové bosony. Dokonce nam i zakazuje pridat hmotnostni ¢leny pro fermiony.
Zpusob, jak tento problém obejit a stale mit renormalizovatelnou kalibra¢né in-
variantni teorii, je symetrii spontdnné narusit. V modelech zalozenych na vétsi
kalibra¢ni grupé nez Ggp; ndm navic spontanni naruseni symetrie umoznuje zis-
kat zpét pouze invarianci vici Ggyy, coz je klicové pro zreprodukovani vysledki
Standardniho modelu.

Spontanni naruseni symetrie je béznou soucasti kalibracnich teorii a podrob-
nosti muzeme nalézt v [3]. Zde celou proceduru a jeji dusledky shrneme pouze
kratce. Za ucelem spontanniho naruseni symetrie pridame do Standardniho mo-
delu skalarni dublet

h = < Z; ) = (1,2,1/2). (1.17)

Nazyvat ho budeme Higgsiuv dublet. Do lagrangidnu tak musime zahrnout i
obecny renormalizovatelny kalibra¢né invariantni ¢len sestrojeny pomoci tohoto
dubletu
_ N ot =) 1.18
Eh_—Z(Zh —v?), (1.18)
kde v a A jsou konstanty. Lze ukazat, ze vakuova stfedni hodnota skalarniho
pole je, az na kvantové korekce [26], rovna minimu skaldrniho potencialu, po-
kud pole budeme vnimat jako proménné. Miuze se tedy stat, ze vakuova stredni
hodnota skalarniho pole neni rovna nule. Abychom ale méli dobie definovanou
poruchovou teorii, musime k takovému poli pricist vhodnou konstantu, pripadné
proménné vhodné reparametrizovat tak, aby vakuova stredni hodnota téchto pre-
definovanych poli jiz byla rovna nule. Lagrangianu vyjadienému v téchto novych
skalarnich proménnych budeme rikat naruseny lagrangian. Toto posunuté pole
jiz ,nepatii“ do puvodniho multipletu, nebot se transformuje jinym, netrivialnim
zpusobem. Zachovany tak zlistanou pouze ty symetrie, vici kterym je ,,vakuum®“
(souhrn vsech vakuovych stfednich hodnot poli) invariantni.
Pro spontdnni narueni symetrie Standardnfho modelu uvazujme v? kladné.
Z rovnice vidime, ze pole hq je neutralni, zatimco pole h; mé ndboj rovny +1.
Vidime, ze skaldrni potencidl nabyva svého minima i v bodé hy = 0, hy = v/ V2.
Poli hg tedy miiZzeme pfifadit vakuovou stiedni hodnotu rovnou v/+/2. Posunutim
pole hg se spontanné narusi SU(2),, x U(1)y symetrie a zistane zachovana pouze
U(l)g symetrie. Barevna SU(3)., symetrie zistane zfejmeé zachovana taktéz.
Kdybychom uvazovali, zZe i h; ma nenulovou vakuovou stfedni hodnotu, narusili
bychom jisté U(1)g symetrii, ¢emuz se pochopitelné chceme vyhnout.
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V dusledku spontanniho naruseni symetrie ziskaji nékteré vektorové bosony
hmotnost [27, 28]. Hmotnost ziskaji pravé ty, které odpovidaji nékterému z na-
rusenych generatoru symetrie [29]. Ve Standardnim modelu tak foton a gluony
zustanou nehmotné, zatimco intermedialni bosony W a Z ziskaji nenulové hmot-

nosti, konkrétné [30]

1
MW = FVGw,

2 (1.19)
Mz = 5”\/9121; + g%

Tento fakt mizeme snadno pochopit intuitivné. Skalarni dublet h interaguje
s vektorovymi bosony skrz kovariantni derivaci. Neni tézké si rozmyslet, Ze se
v nenaruseném lagrangianu objevi interakéni ¢leny obsahujici dvé vektorova pole
a dvé skalarni. V naruseném lagrangianu se tak objevi ¢len obsahujici pouze dvé
vektorova pole. To ale neni nic jiného, nez hmotnostni ¢len pro dana vektorova
pole. Navic plati takzvany Goldstoneuv teorém [31], ktery ndm fikd, ze za kazdy
naruseny generator symetrie se ve spektru objevi realny nehmotny skalarni bo-
son. Tyto Goldstoneovy bosony je mozné z teorie kompletné odstranit vhodnou
volbou kalibrace. Tim nam z teorie zmizi urcity pocet stupni volnosti, ktery se
ale vykompenzuje tim, Ze stejny pocet vektorovych bosont ziskd hmotnost. Volné
hmotné vektorové pole ma totiz t¥i stupné volnosti, na rozdil od vektorového ne-
hmotného pole, které ma pouze dva. Jelikoz hmotnostni cleny vektorovych bosont
narusuji lokalni kalibra¢ni symetrii explicitné, mohou hmotnost ziskat pouze ty,
které odpovidaji narusenym generatortm.

1.4 Yukawovské interakce

Pridanim skaldrniho multipletu do teorie ziskdme nové kalibra¢né invariantni
¢leny, které musime uvazit. Kromeé jiz zminéné interakce mezi skalary ziskavame
i kalibra¢né invariantni kombinaci dvou fermionovych a jednoho skalarniho mul-
tipletu. V naruseném lagrangianu se tak objevi hmotnostni ¢len pro fermiony.

Podivejme se, jaké invarianty jsme schopni vytvorit pomoci fermiont a Higgs-
ova dubletu (1.17)). Jedinymi SU(n) invariantnimi tenzory jsou Kroneckeriv delta
symbol &’ (tentokrat indexem 7,j mame na mysli index libovolné SU(n) grupy)
a totdlné antisymetricky Levi-Civitav tenzor €, ;, , resp. €~ [I8 [19]. Pokud
indexy jednotlivych multipleti zizime pomoci téchto invariantnich tensort, zis-
kame SU(3)qq x SU(2)y, invariant, zatimco invarianci vici U(1)y musime zkont-
rolovat dodatecné. Na tuto proceduru se ekvivalentné mizeme divat nasledovneé -
provedeme tenzorovy soucin piislusnych reprezentaci ( ,vypiseme* vedle sebe pri-
slusné multiplety) a nasledné z tohoto souc¢inu vybereme singlet (zizime indexy
vhodnym zptisobem).

Snadno zjistime, Ze nejobecnéjsi invariantni yukawovsky lagrangian je tim
padem

Lyur. = =15 QU hs = Y,QuD" W = Yy Loel ™ + h.c.
1.20
(—Y]'f,eaﬁLil/ghg + h.c.) (1.20)

Indexy I,J odlisuji rizné generace. Matice yukawovskych konstant Y7; mohou
byt zcela obecné. Posledni ¢len uvadime v zavorce, nebot k jeho konstrukci je
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nutnd pritomnost singletu v,, které, jak jsme jiz zminovali, se v minimalni verzi
Standardniho modelu nevyskytuje.
V naruseném lagrangianu ziskdme c¢leny
d e
vYry ' vY7; ' vYy;
— : —=d;id.; — —=-eje.; + h.c.

V2 T NG

YV
(-1)\/%JV[VC] + h.c.)

Vidime, zZe pripadna existence singletu v, ndm umoznuje ziskat diracovsky hmot-
nostni ¢len neutrin. Jelikoz jsme predpokladali, Zze matice Y;; jsou libovolné,
nejsou uvedend pole vlastnimi stavy hmotnosti. To napravime prechodem k vhod-
né bazi, co se prostoru daném indexy I,J tyce. V lagrangianu pak dostaneme
bézné diracovské hmotnosti ¢leny. Prechodem k takové bazi se ale zméni struk-
tura interakéniho ¢lenu s nabitymi vektorovymi bosony W/jt

Vidime, ze jedind z interakei (1.14]),(|1.15)),(1.16]) obsahujici ¢leny s riznymi
poli fermionti je pravé interakce s bosony Wj Podivejme se, jaké disledky ma
pro tuto interakci diagonalizace yukawovskych matic Y7; kvarkt. Tyto matice
diagonalizujeme bi-unitarni transformaci. Pisme

E{:rm. —
(1.21)

YU =U,YEU,,,
whe = ur (Uy) (1.22)
U/CL = (ch)JL UeJ,

pro matici Y¢ a pole d,d. analogicky. Matice U, U, jsou unitdrni, zatimco Y% je
realnda, diagonalni a pozitivné definitni matice. Dosazenim do ([1.16)) ziskame

g —11 T *
Lwua = T (U 7)
Pokud tedy prejdeme k polim s definovanou hmotnosti, ztratime zaroven diago-
nalitu interakci fermiont s vektorovym polem W*. MiZe se tak stat, ze kvark z
jedné generace se preméni na kvark generace jiné. Tyto premény jsou charakteri-
zovany takzvanou CKM (Cabbibo-Kobayashi-Maskawa) matici

S (1.23)

m

Vory = UTU?. (1.24)

Zéaroven z rovnice vidime, pro¢ se pro ostatni interakéni ¢leny nic nezmeé-
ni. V lagrangidnu se totiz potkaji matice UT a U* odpovidajici stejnému poli a
diky jejich unitarité se navzajem vyrusi. Pro podrobnéjsi diskuzi CKM matice
a dusledku jeji pritomnosti v teorii odkazujeme na [24, 25].

vvvvvv

méme pole v, 1ze piechod e; := ¢/;(Ul)’; vykompenzovat zménou baze pro neu-
trina 7! = UL.7'K. Interakce tak opét nemichd jednotlivé generace mezi
sebou a neutrino se nemiize samovolné zménit na neutrino z generace jiné. Kdy-
bychom ale v teorii méli i pole v., tato kompenzace by jiz nebyla mozna, nebot
bychom zaroven chtéli diagonalizovat i matici Y};. Tim se dostaneme do zcela
stejné situace jako v kvarkovém sektoru. Matici analogickou CKM matici nazy-

vame PMNS (Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata) matici.
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1.5 Fixace kalibrace

Pro kvantovani kalibra¢né invariantni teorie a nasledného vyuziti porucho-
vého poctu je stézejni upresnit, v jaké kalibraci pracujeme. My budeme vyuzivat
takzvanou wunitarni kalibraci. Cilem této kalibrace je z teorie odstranit vSechny
Goldstoneovy bosony.

Zatimco v klasické teorii nenarazime na zadny problém, situace v kvantové
polni teorii si zddna ponékud vétsi pozornost. Z pozadavku unitarity rozptylové
S matice, pripadné z kvantovani kalibrac¢né invariantni teorie pomoci drahového
integralu, plyne, ze za tucelem fixovani kalibrace musime do teorie pridat nefy-
zikélni pole - takzvané duchy [2, B]. Otdzka je, jak tyto nefyzikdlni pole ovlivni
teorii, pokud zafixujeme kalibraci polozenim poli odpovidajicich Goldstoneovym
bosontim nule. Lze ukazat, ze v takovém pripadé v teorii duchy ve skutecnosti
uvazovat nemusime, nicméné v efektivnim lagrangianu, respektive ve vytvorujicim
funkciondlu Greenovych funkci, ziskdme divergentni nepolynomialni vzéjemnou
interakci skaldrnich poli [32]. V Fe¢i Feynmanovych grafi tedy mame nekoneéné
typt vertexi s riznym poctem vnéjsich skalarnich linek, které jsou navic tmérné
divergentni konstanté. Poznamenejme, ze se béhem celé prace nedostaneme do
situace, kdy bychom tyto divergentni interakce skaldrnich poli skute¢né museli
uvazovat.

Zvolenim unitarni kalibrace z teorie odstranime veskeré nefyzikalni stupné
volnosti, ale pouze za cenu pritomnosti nekoneéné mnoha skalarnich vertext.
Prirozené se navic nabizi otazka, zdali je takova teorie viibec renormalizovatelna.
Odpovéd je ano, nebof 1ze ukazat, ze se jedna o limitni pripad & — oo Sirsi tiidy
takzvanych R kalibraci [33]. Pro tuto tfidu kalibraci lze dokazat jak renormali-
zovatelnost, tak nezavislost rozptylové S matice na parametru £ [34].

Pracovat budeme s narusenym lagrangianem v unitarni kalibraci, s veskerymi
hmotnostnimi ¢leny zahrnutymi do volné c¢asti lagrangianu. Prejdéme navic k ta-
kovym polim, pro ktera jsou prislusné matice hmotnosti diagonalni. Poté mame
pro nabité hmotné vektorové pole, napriklad Wf, volny propagator ve tvaru

g;w - p,upy/MI%V

— + o
O TW, W [0)pp =i = M2, (1.25)
a pro nenabité hmotné vektorové pole, napiiklad Z,, obdobné
v v M2
0|72, 2, |0 g — 190 = Pulr/ M7 (1.26)

p* — M3

I po odkalibrovani Goldstoneovych bosonii méame stale v teorii nenarusenou
lokélni symetrii, které odpovidaji nehmotné vektorové bosony. Tuto kalibrac¢ni
symetrii je tfeba fixovat dodatecné, napiiklad U(1)q symetrii mizeme fixovat
pridanim clenu

1
Lo = —5 (0,4 (1.27)
pro pole fotonu A, s tim Ze propagator tohoto pole je pak rovny
(0| TALA, |0) .y = —z‘gp’;”. (1.28)

Duchy odpovidajici této fixaci kalibrace nemaji zadny spoleény vertex s ostatnimi
poli, tj. decoupluji se a neni potieba je v poruchovém rozvoji uvazovat.
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Na zavér uvedme, Ze v R kalibraci maji Goldstoneovy bosony ¢ propagator
rovny [3]

0| Toe [0) g = i—— (1.29)

p*— &M’
kde M je hmotnost prislusného vektorového bosonu, ktery v unitarni kalibraci
ziska hmotnostni ¢len diky odkalibrovani tohoto Goldstoneova modu.
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2. Motivace k rozsireni
Standardniho modelu

V predchozi kapitole jsme vidéli, ze bez poli v, nejsme ve Standardnim modelu
schopni ziskat hmotnostni ¢len pro neutrina a popsat jejich oscilace, tj. preménu
neutrina z jedné generace na neutrino z jiné. Jelikoz tento jev v prirodé pozoru-
jeme, Standardni model zfejmé nutné potiebuje rozsirit.

Tato kapitola slouzi pravé jako velmi struéna motivace pro rozsireni Stan-
dardniho modelu. Provést tuto diskuzi v plném rozsahu presahuje nase moznosti,
omezime se tak pouze na témata, ktera pro nas budou relevantni pri diskuzi
Pati-Salamova modelu, kterym se chceme v této praci zabyvat.

Konkrétné nejprve okomentujeme oscilace neutrin a uvedeme zakladni expe-
rimentalni disledky pro jejich hmotnosti. Uvidime, zZe alesponi dvé neutrina musi
mit nenulovou extrémné nizkou hmotnost. Nasledné struc¢né popiseme béh ka-
libra¢nich vazeb a moznost jejich sjednoceni na vysoké energetické skdle. Diky
tomu budeme schopni ziskat urcitou predstavu, na jaké energetické skale by se
mohla objevit nova, dosud neznama fyzika. Posledni ¢ast vénujeme modeltim s
rozsitenou kalibra¢ni grupou. Tyto modely jsou totiz schopné popsat sjednoceni
kalibracnich vazeb Standardniho modelu a navic i prirozené vysvétlit velmi ma-
lou hmotnost neutrin, jakozto dusledek spontanniho naruseni symetrie na vysoké
energetické skale.

2.1 Hmotna neutrina a jejich oscilace

Jiz vime, Ze oscilace neutrin tizce souvisi s existenci jejich nenulové hmotnosti.
Vztah hmotnosti neutrin a oscilaci miizeme navic demonstrovat na jednoduchém
kvantové mechanickém modelu [24]. Pro jednoduchost uvazujme pouze dvé gene-
race, respektive presnéji ,,viné“, neutrin, kterym odpovidaji ortonormalni stavy
|vr=12). Vlastni stavy hmotnosti znacime |v;—12). Tyto dvé ortonormélni béaze
jsou spojeny unitarni transformaci

) = Ups i) - (2.1)

P1i vhodné volbé fazi uvedenych stavii mtzeme dokonce matici U uvazovat redl-
nou a psat
cosf) —sind
= . . 2.2
v ( sinf cosf ) (22)

Vlastni stavy hmotnosti se propaguji dle rovnice
lvi(t)) = exp (—iE;t + ipx) [13(0)) . (2.3)

V ultra-relativistické limité mizeme pro energie vlastnich stavii hmotnosti psat

2

ms
Ei:,/p2+m?%E+2EZ, (24)
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kde E je celkova energie neutrina. Pokud budeme detekovat neutrina v.x = L a
v Case t = L, mizeme psat
2

W (L)) ~ exp (—;"E) %.(0)). (25)

Pravdépodobnost zmény viné neutrina z [ = 1 na J = 2 pri energii £ je dana

LAM?
4F ’

|{(vi(L) | VJ(O)>|2 = sin? (20) sin? ( (2.6)
kde jsme vyuzili ortonormalitu obou zavedenych bazi a jejich vztah . Navic
jsme oznadili Am? = m? — m2. M&Feni oscilac{ neutrin tedy mitiZe poskytnout
informaci o rozdilu kvadratt jednotlivych hmotnostni. O absolutnich velikostech
jednotlivych hmotnosti oscilace nerikaji nic.

Uvedme, jaké rozdily kvadratti hmotnosti neutrin diky oscilacim pozorujeme.
Tyto oscilace jsme schopni pozorovat vice nezavislymi zptisoby. Z historického
hlediska sehralo dilezitou roli pozorovani solarnich neutrin. P¥i procesech probi-
hajicich ve Slunci vznikd znaéné mnozstvi elektronovych neutrin, které bychom
v principu méli byt schopni detekovat na Zemi. Diky oscilacim ale pozorujeme
vyrazny deficit téchto neutrin. Analyzou ubytku elektronovych neutrin byla SNO
observator schopna ziskat odhad rozdilu kvadrati hmotnosti dvou vlastnich stavi
hmotnosti [0

Am3, ~8-107° eV2 (2.7)

Déle jsme napriklad schopni detekovat neutrina, ktera vznikaji v jadernych
reaktorech. KamLAND detektor je sestrojeny tak, aby mohl detekovat elektro-
nova neutrina. I v tomto experimentu byl pozorovan iibytek elektronovych neutrin
oproti o¢ekavani. Analyza dat dava vysledky konzistentni s pozorovanim solarnich
neutrin [7].

Odlisnym pozorovanim je detekce atmosferickych neutrin. Atmosféricka ne-
utrina vznikaji pri rozpadech hadronti, pochazejicich z kosmického zareni, ve
vyssich vrstvach atmosféry. Standardni model velmi presné predpovida, které
typy reakci, respektive rozpadii, by mély byt dominantni. V diisledku miizeme
predpovédét pomér jednotlivych typt neutrin, které detekujeme na Zemi. Pokud
bychom uvazovali neoscilujici neutrina, ziskdme spor mezi teorii a experimentem.
Vysledky porizené detektorem SuperKamiokande [5] jsou vsak konzistentni s osci-
lacemi mezi muonovym a tauonovym neutrinem. Stejnym detektorem se podarilo
sledovat ubytek muonovych neutrin generovanych protonovym synchrotronem.
V tomto experimentalnim usporadani mame zdroj neutrin zcela pod kontrolou,
na rozdil od predchozi metody. Vysledky méreni byly pouzity odhadu rozdilu
kvadrati hmotnosti dalsich dvou vlastnich stavii hmotnosti [§]

Am3,| ~2.8-107% V2, (2.8)

Vsimnéme si, ze tato data stale neposkytuji kompletni informaci o hierarchii
hmotnosti my 2 3. Situaci m; < my < mg nazyvame normdlni hierarchii, zatimco
pripad mo < my < mg tnvertovanou hierarchii.

Timto vycet metod a experimentti potvrzujicich oscilaci neutrin zdaleka ne-
kon¢i, pouze chceme poukéazat na to, ze mame k dispozici vice odlisSnych metod
a uvést, v jakych radech se pohybuji rozdily kvadrati hmotnosti.
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Pozorovani oscilaci nam stale nic nerika o absolutni skale, na které by se
hmotnosti neutrin mély pohybovat. Tuto chybéjici informaci mtze poskytnout
pozorovani kinematiky [ rozpadu. Nejnovéjsi vysledky experimentu KATRIN
hlasi efektivni hmotnostni skdle elektronového neutrina [9]

my, < 1.1eV. (2.9)

Jedna se, zjednodusené fec¢eno, o vazeny soucet vsech tii hmotnosti neutrin. Jed-
notlivé vahy jsou dané konkrétnimi prvky PMNS matice, o které jsme se zminovali
v [I.4] Pfesnou definici této veli¢iny lze nalézt ve vyse uvedené publikaci.

Uvahy zaloZené na kosmologickych modelech ndm dévaji dokonce vyrazné
prisnéjsi omezeni na velikosti hmotnosti. Napriklad interpretace dat pochézejicich
z teleskopu Planck dokonce dédva omezeni na soucet hmotnosti neutrin [35]

> m; < 0.24 V. (2.10)

Prehled rtiznych model a odpovidajicich omezeni na hmotnosti neutrin lze na-
1ézt v [10]. Nevyhodou téchto odhadu je praveé jejich zévislost na konkrétnim kos-
mologickém modelu, zatimco vysledky pochézejici z S rozpadu vyuzivaji pouze
kinematické tvahy.

Hmotnost neutrin by se tedy méla pohybovat maximélné v fadech desetin
elektronvoltu. To v kontextu Standardniho modelu piisobi ponékud neprirozené.
Nejtézsi castici Standardniho modelu je top kvark s hmotnosti m; ~ 170 GeV,
zatimco nejleh¢i, kromé neutrin, je elektron s hmotnosti m, ~ 0.510 MeV" [36].
Hmotnosti vsech znamych hmotnych castic se pohybuji v rozmezi Sesti rad,
zatimco hmotnosti neutrin by mély byt alespon o dalSich Sest rfada nizsi nez
hmotnost elektronu. V principu to nepredstavuje zadny problém, pokud bychom
detekovali pravotoc¢ivé neutrino, mohli bychom do Standardniho modelu pridat
hmotnostni ¢len s tim, 7ze by yukawovskd matice Y}, nabyvala vyrazné
nizsich hodnot nez pro ostatni fermiony. Zaroven se ale muzeme pokusit najit
takové rozsiteni Standardniho modelu, ve kterém by se mald hmotnost neutrin
vysvétlila prirozenéjsim zplisobem.

2.2 Beéh kalibracnich vazeb

Nenulovd hmotnost neutrin je primy dikaz, ze minimalni Standardni model
potiebuje rozsiteni. Muzeme predpokladat, ze efekty tohoto rozsiteni se vyrazné
projevi az na urcité vysoké energetické skale. Béh kalibrac¢nich vazeb mize slouzit
jako napovéda, jak vysoka by tato skala mohla byt. Zaroven slouzi jako jedna
z motivaci k rozsiteni kalibracni grupy, cemuz budeme vénovat ¢ast nasledujici
po této.

Parametry lagrangidnu renormalizovatelné poruchové kvantové teorie pole
nejsou primo pozorovatelné veliciny. Jejich hodnota zavisi na volbé renormali-
zacniho schématu, pro nalezeni vztahu k fyzikalné méritelnym veli¢cinam se bézné
vyuziva tzv. Greenovych funkei [3, B7]. Soucédst renormalizacniho schématu je
i volba urcité energetické skaly. Pokud pozadujeme, aby poruchovy rozvoj mél
vhodné vlastnosti z hlediska konvergence, je bézné v radé renormalizac¢nich sché-
mat tuto energetickou skalu volit priblizné na té hodnoté, na které uvazujeme
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Obrazek 2.1: Béh kalibra¢nich vazeb ve Standardnim modelu.

konkrétni procesy. V disledku pak i kalibra¢ni vazby v lagrangidanu zaviseji na
skale, na které teorii uvazujeme. Této zavislosti se ika béh vazeb.

Pro zavislost kalibrac¢ni vazby g¢;, odpovidajici grupé G;, na skéle p 1ze odvodit
rovnici [38],[39]

dg; 1 _E ' 2 1 3 3\ .
" dﬂ—lw( 3T2<Ad><Gz>+3;T2<Rf>+3§Tz<Rs>) Pt o(g®) =

1
" 1672

big? + 0(93)'

(2.11)
S¢itame pres multiplety spinorti f a multiplety komplexnich skalarnich poli s.
T>(R) je index reprezentace R grupy G; dany rovnici

Ty(R)5™ = Tx (T°T") , (2.12)

kde T* jsou generdtory grupy v dané reprezentaci, s tim ze T5(Ad) je tento index
vycisleny pro pridruzenou reprezentaci grupy G;. Toto priblizeni je navic platné
pouze tehdy, pokud sc¢itdme pouze pfes ta pole, kterd maji hmotnost vyrazné
nizi nez Skéla p1. Piejdéme k proménnym ¢ = s-In (u/p) a o ' = (47)/g?. Pak
ziskame rovnici

d
at T
jejimz fesenim je ziejmé primka.

Ve Standardnim modelu mame t¥i rizné kalibra¢ni vazby odpovidajici gru-
pam SU(3)cor, SU(2)r a U(1)y. Podivejme se na feseni pro tyto vazby.
Normalizaci SU(n) grup volime tak, aby pro fundamentalni reprezentaci platilo
T5(fun) = 1/2. Pro pridruzenou reprezentaci pak plati T5(Ad) = n. Abelovska
grupa U(1)y je v tomto ohledu ponékud problematicka, nebot neni vibec zrejmé,
jaka je ,prirozend“ normalizace jejiho generatoru Y. Pokud jako generator U(1)y
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volime pravé Y, dostaneme

11 2
by=——-34+--6=—7,
3 3
11 9 11 19
N ST B S 2.14
5 “T3 0ty T g (2.14)
) 1 1 41
f.l e - = —
by 3 10+3°575%

Oznacme navic o, ! = (47)/e*. S vyuzitim (1.13)) dostévame

a;t(t) = a; H(te) + T(t —to),

0 (1) = (s ") (1) + 2 (¢ — o), (2.15)
oy (t) = ((1=sin®0w) o) (to) — 461(75 — to).

Pocéateéni podminky uréené experimentem jsou v renormalizaénim schématu M .S
rovny [36]

Mz ~ 91 GeV,

g, (1t = My) ~ 01184,

o (= My) =~ 127.9,

sin? Oy (= M) ~ 0.2312.

(2.16)

Z hlediska nékterych rozsiteni Standardniho modelu je prirozené zvolit odlisSnou
normalizaci hypernaboje, a to Y — \/gY (vSimnéme si, ze prispévek fermiont do
b je pak stejny pro vSechny tii vazby). Na obrazku muzeme vidét béh téchto
t1i vazeb.

Vidime, Ze vSechny t¥i pifmky se sbihaji do oblasti okolo 103 — 106 GeV'.
To samo o sobé pfirozené nemusi znamenat viitbec nic. Nabizi se ale moznost
sjednotit vSechny tri kalibrac¢ni interakce do jedné. Rovnice je totiz pouze
priblizna, navic do ni vstupuji pouze pole s hmotnosti mensi nez skala p. V tivahu
tak prichazi nasledujici, byt ¢isté hypoteticky, scénar. Béh vazeb se tidi dle rov-
nice do chvile, kdy se za¢nou uplatnovat vlivy hypotetickych velmi tézkych
poli, které jsme dosud neuvazovali. V disledku se pak kalibra¢ni vazby skutecné
protnou v jednom bodé a nasledné se vyvijeji jako jedna jedina. Odlisnost silné,
slabé a elektromagnetické interakce by pak bylo mozné chapat jako nizkoener-
geticky efekt na energiich nizsich nez pfiblizné 10'¢ GeV. Tento scénai by bylo
mozné prirozené realizovat v kalibracni teorii s jednou jednoduchou grupou, ktera
by obsahovala Ggys jako svoji podgrupu. Velmi tézka pole by se v této teorii ob-
jevily dusledkem spontanniho naruseni symetrie na vysoké energetické skale. Nad
touto skdlou bychom ale méli uz jen pouze jednu kalibrac¢ni vazbu, jejiz béh by
se opét Tidil rovnici (2.11)).

2.3 Modely s rozsirenou kalibracni symetrii
Kdybychom uvazovali teorii s jednoduchou kalibra¢ni grupou G D Ggys, méli

bychom misto tii nezavislych kalibrac¢nich vazeb pouze jednu. Zaroven bychom
se mohli na vsechny tfi fundamentalni interakce (silnd, slaba, elektromagnetickd)
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SO(10)

y *
(f)

SU(5) ® U(1) SUA)e ® SU(2), ® SU(2)x

(b) () / l

SUM)E @ SU2), @ U(L)g

SU(5) (c) SU@3)c’® SU2)p ® SU2)r @ U(1)p_1

//Sé 1

/S(\](y r@UML)r@Ul)p-r

SUB)c®@SU2),@U(1)y

Obrazek 2.2: Retézce spontdnniho naruseni SO(10) symetrie, prevzato z [40].

Standardniho modelu divat jako na jednu jedinou. Mezi volnymi parametry Stan-
dardntho modelu bychom tak mohli nalézt netrividlni vztahy. Naptiklad mini-
malni SU(5) model, jakozto nejjednodussi teorie zalozend na jednoduché kalib-
racni grupé [41], predpovida na vysokych skélach (byt v rozporu s experimentem)
hodnotu sin? fy, = 3/8, zatimco ve Standardnim modelu se jedna o volny para-
metr. Zobecnénim teorie tedy naopak muzeme ziskat vazby na dosud nezavislé
parametry a nasledné se pokusit takové predpovédi experimentalné ovérit.
Sjednoceni kalibra¢nich interakci pomoci jedné jednoduché grupy nemusi byt
jedind motivace k rozsiteni symetrie Ggp;. Mtizeme se napriklad zamérit na fakt,
ze Standardni model pracuje s levotoc¢ivymi a pravotoc¢ivymi komponentami bi-
spinorft nesymetrickym zptisobem, interakce s bosony W* dokonce paritu
narusuji maximalné. Stejné tak chovani kvarkii a leptonii je velmi odlisné. I v
SU(5) teorii méame urcitou asymetrii mezi jednotlivymi poli, néktera se trans-
formuji podle pétirozmérné reprezentace, zatimco ostatni podle desetirozmérné.
K rozsitovani kalibra¢ni grupy Standardniho modelu tak miizeme pristoupit zcela
odlisnym zptisobem. Misto abychom se pokouseli sjednotit jednotlivé fundamen-
talni sily pomoci jednoduché kalibra¢ni grupy, mtizeme se pokouset sjednotit po-
pis jednotlivych c¢éstic, respektive hledat takové grupy, které by nam umoznily
vlozit pole fermiont do reprezentaci symetrickym zptsobem. Idedlni variantou by
bylo vsech 15(+1) poli usporadat do jedné jediné ireducibilni reprezentace.
Zkusme se vydat pravé touto cestou. Vici elektroslabé interakci se kvarky
a leptony chovaji témér stejnym zpusobem - levotociva pole (ve smyslu chirality,
viz priloha |A]) fermiontu tvori SU(2);, dublet, zatimco pravotociva (resp. levoto-
¢iva pole antifermionti) SU(2)y singlet. Rozdil mame pouze v hodnotéch slabého
hypernaboje Y pro kvarky a leptony. Naopak z hlediska barevné interakce je situ-
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ace znacné odlisna, nebot leptony se vuci grupé SU(3)., netransformuji. Jelikoz
mame stejné rodin kvarkt i leptont, nabizi se varianta rozsirit barevnou kalibracni
grupu SU(3) o1, zndmou ze Standardniho modelu, na SU(4) a leptony chapat jako
¢tvrtou barvu kvarkt. V tomto smyslu bychom méli sjednocené kvarky s leptony.
Vsimnéme si, ze v tomto modelu musime nutné uvazovat pritomnost pole v..
Bez néj bychom totiz nebyli schopni rozsitit SU(3)., symetrii poli antikvarkt na
SU(4) symetrii. Napad chépat leptony jakozto ¢tvrtou barvu kvarka se poprvé
objevil v [17], podle autoru tfidu téchto modeli nazyvame Pati-Salamovy.

V tomto pivodnim cldnku se navic kromeé SU(2), grupy, kterou zname ze
Standardniho modelu, uvazuje kalibra¢ni grupa obohacena o analogickou inter-
akci poli anticastic. Kompletni kalibrac¢ni grupa je potom

GPS = SU<4)col X SU(2)R X SU(2)L (217)

Nejenom ze ziskame sjednoceni kvarkti s leptony, ale zaroven i ziskame shodny
popis pravotocivych a levotoc¢ivych komponent bispinorovych poli. Pozorované
naruseni parity v prirodé takovy model vysvétluje spontannim narusenim syme-
trie.

Kalibra¢ni teorie zalozend na SO(10) grupé je sjednocenim obou pristupt.
Jedna se o jednoduchou grupu a vSech Sestnact spinorovych poli je usporadano
v jediné Sestnactirozmérné reprezentaci [42]. Zminéné grupy SU(5) a Gpg obsa-
huje SO(10) jako svoje podgrupy. Teoreticky by se tedy SO(10) symetrie mohla
na vysoké energetické skale spontanné narusit na Gpg. Druhy krok naruseni sy-
metrie na Ggy by nésledné mohl probihat na nizsi skale. Retézce spontéanniho
naruseni SO(10) symetrie na symetrii Standardniho modelu uvadime pro ilustraci
prostiednictvim diagramu [2.2]

V nasledujici kapitole si ukazeme, Ze spontannim narusenim symetrie na vy-
soké energetické skale dokadzeme ptirozené ziskat velmi malou hmotnost neutrin.
Vyhod modelt s rozsitenou kalibrac¢ni symetrii je hned nékolik. Zminili jsme moz-
nost omezeni volnych parametri Standardniho modelu, vysvétleni rtiznych asy-
metrii v prirodé pomoci spontanniho naruseni a prirozeny popis malych hmotnosti
neutrin. Nicméné tim vycet kladi téchto teorii nekonéi. Na druhou stranu vse
prichazi za cenu predpokladu velmi tézkych skalarnich ¢astic zarucujici naruseni
symetrie. Pocet téchto ¢astic navic mize byt velmi velky.

Déle se musime ptat, jaké nové procesy tyto teorie predpovidaji a jestli je sku-
tecné v prirodé pozorujeme. Typickou predpovédi téchto rozsiteni Standardniho
modelu je rozpad protonu. Zatimco Standardni model zvlast zachovava baryonové
a leptonové ¢islo, v pripadé SO(10) a SU(5) modeli tomu tak neni. Soucasné ex-
perimentalni limity na polocas rozpadu protonu pak mohou slouzit k omezeni
povolenych hodnot konstant lagrangidnu. V téchto modelech dochézi k naruseni
baryonového ¢isla skrz interakei s vektorovymi a skaldrnimi bosony. Jak uvidime
pozdéji, i v Pati-Salamové modelu mize dojit k rozpadu protonu dojit, avsak
nikoli prostrednictvim vektorovych bosonti, nybrz skrz interakci s nékterymi ska-
larnimi bosony.

Na zavér uc¢inme poznamku o tom, v jakém smyslu takovéto teorie s vétsi
kalibra¢ni grupou G O Ggys reprodukuji vysledky Standardniho modelu. Klicem
k odpovédi na tuto otazku je spontanni naruseni symetrie. Pfredpokladejme, zZe te-
orie obsahuje vhodné skalarni multiplety s nenulovou vakuovou stfedni hodnotou,
pomoci kterych se symetrie G narusi na Gg,;. Dale predpokladejme, ze vakuova
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stfedni hodnota téchto multipletii je velmi velkd, pro jednoduchou grupu napii-
klad praveé 106 GeV. Pokud si pfipomeneme, jakym zpiisobem vektorové bosony
ziskévaji hmotnost (viz , muzeme uvazit, ze vektorové bosony odpovidajici
narusenym generatorim grupy G ziskaji hmotnost imérnou této velké vakuovée
stfedni hodnoté, stejné jako tomu je ve Standardnim modelu s hmotnostmi bosonti
(L-19). Decoupling teorém [43] ndm pak ve své podstaté rika (velmi zjednodusens
feceno), ze vliv téchto velmi tézkych ¢astic je mozné pro ucely studia fyziky na
nizkych energetickych skalach zanedbat. Jejich pritomnost pouze odpovida zméné
hodnot parametrti v lagrangianu, o kterych stejné vime, ze nejsou fyzikalni veli-
¢iny. Pokud tedy mame v teorii velmi tézké castice, je vhodnou nizkoenergetickou
aproximaci tyto ¢astice zcela ignorovat. Nizkoenergetickou limitou kalibrac¢ni teo-
rie s grupou G, ktera se na vysoké energetické skale spontanné narusuje na Ggyy,
je tim padem skutecné Standardni model.
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3. Seesaw mechanismus

Od potencialniho zobecnéni Standardniho modelu bychom chtéli, aby bylo
schopné popsat malou hmotnost neutrin co nejptirozenéjsim zptisobem. Jiz né-
kolikrat jsme zminili, Ze existuje moznost chapat nizkou hmotnost neutrin jako
dusledek spontanniho naruseni kalibra¢ni symetrie na vysokych energiich. V této
kapitole si ukdzeme nékteré zpusoby, kterymi lze tohoto dosdhnout.

Jednim z moznych zptlisobii, jak popisovat neutrina, je pomoci majoranov-
skych spinorovych poli. Majoranovské pole slouzi k popisu fermioni, které jsou
zaroven svymi anti¢asticemi. Zatimco pro diracovsky hmotnostni ¢len je potieba
existence dvou riznych dvoukomponentnich spinorovych poli, pro hmotnostni
¢len majoranovského pole si vystacime pouze s jednim spinorem. Pokud by vlast-
nimi stavy hmotnosti neutrin byla skuteéné majoranovska pole, nabizi se hned
nékolik jednoduchych variant, jak prirozené popsat jejich nizkou hmotnost - tak-
zvané seesaw mechanismy:.

Pro nasi praci je nejzajimavéjsi seesaw mechanismus I. typu. Jeho pointa
spoc¢iva v tom, ze kromé pole v uvazujeme i pole v., coz ndm umozni zkonstruovat
kromé diracovského hmotnostniho ¢lenu i majoranovsky ¢len pro pole v.. Pokud
by tento majoranovsky hmotnostni ¢len byl vyrazné vétsi nez c¢len diracovsky,
ziskame prechodem k vlastnim staviim hmotnosti tfi velmi lehka neutrina a tii
velmi tézka.

V této kapitole si podrobné zavedeme majoranovska pole a detailné rozebe-
reme seesaw mechanismus I. typu. Pro tplnost kratce zminime i zbylé dva typy
tohoto mechanismu. Na zavér si ukdzeme Witteniv mechanismus. Ve své pod-
staté se jedna o seesaw mechanismus I. typu s tim rozdilem, Ze majoranovskou
hmotnost neziskame v lagrangianu teorie primo, nybrz jako smyckovou korekci.

3.1 Majoranovské pole

V této Casti budeme vyuzivat znaceni a konvence shrnuté v piiloze [A] Majo-
ranovské pole popisujeme pomoci spinorti, volnym lagrangidnem majoranovského
pole ¢ je

ree ]- = - - ]- -
Ll = 5 (§i0"0,8 + io"9,8) — SM (e +¢). (3.1)

Z tohoto lagrangianu muzeme nalézt pohybové rovnice

o106 — ME =0,

e s (3.2)
i0"0,E — M¢ = 0.

Pokud oznacime E(p) := 1/ + M2, lze TeSen{ téchto volnych pohybovych rovnic
psat ve tvaru

Bp | | .
£ = /—_, urda, e P+ vmeaT £ (3.3)
] a5 e )
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kde a,a' jsou standardni anihila¢ni a krea¢ni fermionické operatory splitujici an-
tikomutacni relace

{a’pS)ps}_QE()( )5/6(3)(ﬁ_ﬁ)7
{Clp“g,(lp/,s/} = {ap,s’a;[)’,s/} =0

a u™ v jsou komutujici dvoukomponentni spinory fesici algebraické rovnice

(3.4)

pua“um‘” M @maj =0,
pua"vm‘” + Mum‘” = (8:5)

Vsimnéme si, ze hmotnostni ¢len jsme vytvorili pomoci jediného spinoru.
Porovnejme situaci s béznym diracovskym bispinorem . Ten muzeme roze-

psat pomoci dvou spinori jako
Xo
pr— _d 3-6
D < 7 > (3.6)

a nasledné psat pro volny lagrangian

Ll = Ypi"0bp — mippop = Xio" B + hio*dux —m (xn + xi) . (3.7)
Reseni pohybovych rovnic

10" 0,m —myx =0,

3.8
ioctd,x —mn =0, (3:8)
respektive
" O0ubp — mapp = 0, (3.9)
vyzaduje zavést dvé sady kreacnich a anihila¢nich operatori. Dostavame
d p di d
= > / T R T AL (3.10)
—t1/2 2E(p)?(2m)* ( L )
kde u®" v¥" jsou komutujici bispinory fesici
T dir _ O
By = m) s (3.11)

(" + m) dlr = 0.

Zatimco lagrangian je U(1) invariantni pro libovolny néboj pole 9, v
pripadé pole & v tomu tak neni. Majoranovské pole tak muze popisovat
pouze neutralni fermion. Lagrangian sice mizeme vhodnou transformaci
prevést na soucet dvou majoranovskych lagrangiant, konkrétné

_ ; (616" 0,6 + $ic"0,0) — ;m (60 +00) +

1 B i B (3.12)
+5 (0ic"0,0 + 0ic",0) + 5 (60 + 60)
kde spinory ¢, 8 jsou rovny
1
¢=—=K+n),
\{5 (3.13)
0=—=h-n
\/5 )
2
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nicméné tato pole jiz nemaji definovany U(1) ndboj, vuci této grupé se trans-
formuji netrivialné. Pokud ale pracujeme s neutrdlnimi spinory, neni problém
uvazovat obecny lagrangian ve tvaru

cxnlz(x n)(ﬂ;’agau wfau )(i; >_
e (i) () e

K majoranovskym polim s pevné danou hmotnosti prejdeme diagonalizaci matice

hmotnosti
M; m
(4 ). 019

3.2 Seesaw mechanismus 1. typu

(3.14)

Nyni jiz vime, co mame na mysli majoranovskym polem a jak vypada majo-
ranovsky hmotnostni ¢len. Prejdéme tedy k diskuzi seesaw mechanismu prvniho
typu [11), 12].

Predpokladejme, ze do Standardniho modelu skutecné pridame i singlet v,.
Nejenze jsme pak pomoci yukawovské interakce schopni ziskat diracovsky
hmotnostni ¢len, ale zaroven mizeme pridat i majoranovsky c¢len pro spinor v,
nebot se jisté jednd o kalibra¢ni invariant. Pro volny lagrangian neutrin ziskame

; M
kin. . I 17 (I~ I
ciree = ghine _myp; (VCI/J +v I/é]) - (chg + Vcl/;]) =

3.16)
- 1 0 m v’ (

_ pkin _ [ = I I 1J

=LV <2(V VC><mJ[ MIJ><V5>+h.c.>,

kde jsme oznacili

vYry
7
K majoranovskym polim prejdeme diagonalizaci matice hmotnosti. Podivejme se,
co by se stalo, kdyby matice hmotnosti M;; byla fadové mnohem vétsi nez matice
myy. Pokusme se prevést matici hmotnosti na blokové diagonalni tvar. Potla¢me
indexy generaci, oznacme

(3.17)

mry ‘=

. 0 m
M = ( Y ) (3.18)
a definujme matici
1 —mM~!

Nejen ze od matice M chceme, aby byla vyrazné vétsi nez m, ale zaroven
chceme, aby jeji inverze naopak byla velmi ,mald“. Presnéji tedy mtzeme poza-
dovat, aby vlastni ¢isla matice M byly vyrazné vétsi nez vlastni ¢isla matice m.
V tomto smyslu pak piseme M > m.

Pro matici V' plati
1 0 m
T i
Vv —<o 1>+0<HM
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tudiz ji miazeme pro M > m povazovat za unitarni. Pouzijme ji ke zméné baze

neutrin .
v\ ([ v—(mM ),
v ( v, ) N ( Ve + (mM—1)Ty > ’ (3:21)
¢imz zaroven prejdeme k matici hmotnosti

B e (1 0

Q

Dokoncenim diagonalizace ziskame tti velmi lehka majoranovska pole, ktera
jsou dominovana prispévkem od v, a tii velmi tézka pole s dominantnim prispév-
kem od v.. To ale vysvétluje, pro¢ pozorujeme velmi lehka levotociva neutrina.
Tato konstrukce se nazyva seesaw mechanismem I. typu.

Ve Standardnim modelu mtizeme pridat majoranovsky hmotnostni ¢len do
lagrangianu piimo, nebot pole v, je vici Ggys singlet. V nékterych modelech
s vetsi kalibracni grupou, nez je Gy, jiz v, singlet byt nemusi. Tak tomu je na-
piiklad v tzv. flipované SU(5) x U(1) teorii a i v Pati-Salamové modelu. Majora-
novsky hmotnostni ¢len ale stale mtizeme ziskat spontannim narusenim symetrie.
Zaroven tak muzeme oduvodnit, pro¢ je matice M vyrazné vétsi nez matice m.
Matice m vznikne spontannim narusenim symetrie Ggyr — SU(3)eor X U(1)g,
jeji ,prirozena” velikost se tedy pohybuje okolo elektroslabé skaly v &~ 250 GeV
[36]. Naopak majoranovsky hmotnostni ¢len vznikne spontdnnim narusenim roz-
sitené kalibrac¢ni symetrie na symetrii Standardniho modelu. Zaroven vime, ze
charakteristicka skala takového spontanniho naruseni musi byt vyrazné vétsi nez
elektroslaba skala, jinak by model nezreprodukoval vysledky Standardniho mo-
delu dostatecné presné [2.3] V modelech s jednoduchou kalibraéni grupou, jako
napiiklad SO(10), dokonce ocekévame, ze se tato skdla bude pohybovat okolo

1016 GeV 2.2

3.3 Seesaw mechanismus II. a III. typu

Pro tplnost si ukazme dalsi dvé varianty seesaw mechanismu. Cilem je opét
ziskat velmi malou majoranovskou hmotnost. Rozdil spociva v tom, ze do teorie
misto v, pridame jina pole.

Seesaw mechanismus II. typu [44] predpoklad4 existenci nového Higgsova ska-
larntho SU(2), tripletu (1,3,1) = A 2. Ten nam umoziiuje ziskat novou yukawov-
skou interakci

L5k = yry LEeP AJLY + h.c. (3.23)

Pole A, je nenabité, tudiz mize mit nenulovou vakuovou stredni hodnotu va. V
naruseném lagrangianu ziskdme majoranovsky hmotnostni ¢len

LA = yIAJUAl/II/J. (3.24)

Pokud by va bylo velmi malé, obdrzeli bychom velmi malou hmotnost levotoci-
vych neutrin v. Zkusme vyuzit spontanniho naruseni symetrie. Pfedpokladejme
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obecny kalibra¢né invariantni skalarni potenciél

Via = A: (nth - v2)2 + M3Tr (ATA) + 2y (Tr (ATA))2 +

(3.25)
+AsTr (ATAATA) + (pha® Al Thy + hc) .
Vakuové stiedni hodnoty (A)) = va a (hg) = vy jsou ddny minimem tohoto
potencidlu. Zjistime, ze plati
2
- HVEH

R 3.26

VA
Pokud je M3 > pvy, dostdvdme hmotnost neutrin na vyrazné nizsi skdle nez vy,
tedy na nizsi skédle nez hmotnosti ostatnich ¢astic Standardniho modelu.

V seesaw mechanismu I. typu jsme ziskali malé hmotnosti neutrin jako du-
sledek velké majoranovské hmotnosti v,.. Velikost této hmotnosti jsme odivodnili
tim, Ze se jedna o disledek spontdanniho naruseni vétsi symetrie nez Ggys na veliké
energetické skdle. V seesaw mechanismu II. typu jsme misto veliké majoranov-
ské hmotnosti pridali do teorie tézky skalarni SU(2)y triplet. Tento typ seesaw
je v [44] diskutovany v ramci kalibraéni teorie s grupou SU(3).,; x SU(2)L X
SU(2)r x U(1). V takové teorii obsahuje skaldrni potencidl oproti vetsi
mnozstvi multipletd, diky ¢emuz lze ukazat, ze va je nepfimo tmérné skéle g,
na které se spontanné narusi SU(2)g. Malou hmotnost neutrin 1ze tedy v tomto
kontextu interpretovat jako primy dusledek spontanniho naruseni parity v pii-
rodeé.

Seesaw mechanismus III. typu spoc¢iva v pridani dalSich fermiont do teorie.
Misto singletu v, jak tomu bylo v seesaw 1. typu, uvazujeme novy SU(2), triplet
se slabym hyperndbojem rovnym nule [45]. Zna¢me jej napifklad T,% = (1,3,0).
V lagrangianu se objevi nové ¢leny

Lor =y Lia€® T3 hey + M3 1, °T) 5% + hec. (3.27)

Pro neutrina se tak v narusené fazi dostaneme do situace zcela analogické jako
v (3.16)), akorat roli pole v, prebird neutralni komponenta tripletu 7. Pro velmi
vysoké My tak opét ziskame velmi lehka neutrina, dominovana prispévkem pole
V.

3.4 Wittenuv mechanismus

Nékteré modely s rozsitenou kalibracni symetrii vyzaduji pritomnost pole v..
V tu chvili bychom radi lehka neutrina ziskali seesaw mechanismem I. typu. Po-
kud v, neni vici kompletni kalibra¢ni grupé singlet, nemtzeme majoranovsky
hmotnostni ¢len pridat do lagrangianu primocare, musime vyuzit spontanni na-
ruseni symetrie. Takovy zptisob typicky vyzaduje zavést do teorie dalsi skalarni
multiplety, které by umoznily vytvorit vhodny kalibra¢né invariantni clen, jehoz
narusenim by vznikla majoranovska hmotnost.

Nicméné ukazuje se, ze ziskat majoranovsky hmotnostni ¢len v lagrangianu
explicitné neni zcela nutné. Vime preci, ze fyzikalni hmota neni rovna hmotnost-
nim parametrim v lagrangianu, nybrz poélu v propagatoru prislusného pole. Poly
propagatoru jsou v poruchové teorii ovlivnény Feynamnovymi grafy obsahujicimi
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Obrazek 3.1: Typicky Feynamntv graf generujici majoranovskou hmotnost. Vnéjsi
skalarni linie znaci vakuové stfedni hodnoty v naruseném lagrangianu.

smycky. Muzeme se tedy pokusit do teorie pridat takovy skalarni multiplet, ktery
by ndm umoznil ziskat majoranovskou hmotnost jako smyckovou korekci. Tento
pristup je obzvlast zajimavy v pripadé, kdy je takovy multiplet mensi nez mul-
tiplet nutny k ziskani majoranovské hmotnosti na stromové tirovni, nebot typicky
chceme prednostné zkoumat minimdini rozsiteni soucasného modelu.

V [13] 1ze nalézt rozbor takové situace pro SO(10) teorii, dle autora nazyvame
tento mechanismus Wittentiv. Otéazka je, jestli je mozné tento mechanismus vyuzit
i v jinych teoriich. Navic nés prirozené zajiméa nejen samotnd moznost sestrojit
prislusné smyckové grafy, ale i jestli by takova teorie mohla byt realisticka.

Ihned se nabizeji kalibrac¢ni teorie, jejichz kalibra¢ni symetrie je néktera z pod-
grup SO(10). Jednou z podgrup je SU(5) x U(1). Pro tuto teorii lze diskuzi Witt-
enova mechanismu nalézt v [14], 15]. Podgrupou SO(10) je i grupa Pati-Salamova
modelu SU(4) x SU(2), x SU(2)g. V [16] mizeme najit struénou diskuzi Witte-
nova mechnismu pro supersymetrickou verzi tohoto modelu.

Diagramy slouzi jako ukazka dvousmyckovych korekci k majoranovské
hmotnosti neutrin. K jejich sestrojeni potirebujeme yukawovskou interakci schop-
nou otoc¢it smér fermionické linky. Prislusny skaldrni multiplet méa nulovou va-
kuovou stfedni hodnotu, jinak bychom majoranovskou hmotnost mohli ziskat na
stromové urovni. Skaldrni multiplet s nenulovou vakuovou stredni hodnotou po-
tfebujeme k tomu, abychom byli schopni ziskat interakci dvou vektorovych poli
s jednim skaldrnim. Tyto dva skalarni multiplety navic musi mit nenulovy vza-
jemny propagator. Ten vznikne rozepsanim jejich vzajemnych interakénich ¢lent
v narusené fazi, respektive naslednym prechodem k vlastnim staviim hmotnosti.
Interakéni c¢len skalaru s vektorovymi bosony by mél byt tmeérny Skale spontan-
niho narusenti, je tedy Sance, ze takovy smyckovy prispévek k majoranovské hmoté
bude velmi velky a to i presto, ze na stromové trovni majoranovskou hmotnost
nemame.

V nasledujici kapitole si podrobné rozebereme minimalni Pati-Salamtv mo-
del. Ukazeme jak zvolit co nejmensi skalarni sektor, ktery by umoznoval spravné
popsat hmotnost kvarka a nabitych leptoni a zaroven umoznoval ziskat majo-
ranovskou hmotnost neutrin jako smyckovou korekci. V piiloze [B] je pro uplnost
podrobné ukéazano, jak vypada propagator majoranovského pole pri zapocteni
smyckovych korekci a jak z néj ziskat hmotnosti lehkych neutrin.
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4. Minimalni Pati-Salamuv model

Hlavnim cilem této prace je diskutovat Witteniv mechanismus v nékterych
variantach Pati-Salamova modelu. Za timto tcelem nejprve detailné probereme
lagrangian teorie s kalibra¢ni grupou

GPS = SU(4)col X SU(Q)R X SU(Z)L (41)

Ukazeme, jaké skalarni multiplety je tfeba v takové teorii uvazovat, abychom
byli schopni popsat nizké hmotnosti neutrin. Konkrétné se pokusime uvazovat co
nejmensi mozny pocet skalarnich ¢astic, v tomto smyslu tedy tuto variantu na-
zyvame minimalni. Pfedem poznamenjme, zZe detailni diskuze lagrangidnu mini-
malni verze tohoto typu rozsiteni Standardniho modelu nam umozni snadno ana-
lyzovat Wittentiv mechanismus i v nékterych odlisnych variantach Pati-Salamova
modelu.

4.1 Multiplety fermionii

Fermiony uspordddme do multipleti obdobnym zptsobem jako v [I7]. Jak
jsme pripomnéli v[I.2] pole u; a d; tvoii ve Standardnim modelu barevné triplety.
V[2.3]jsme jiz zminovali, ze Pati-Salamtv model chépe leptony jako ¢tvrtou barvu
kvarkii a Ze pole anti¢astic se transformuji vaci SU(2)g jako dublety. Fermiony
tedy muzeme usporadat do dvou multiplet

L Uy U2 U3V . o ‘
F= ( i d 4o ) = (4,1,2) = Fu, (4.2)
ui ug ui) Ve 1 9 Qs
c = ( dl d2 d3 ec) :(4’2’1):Fc ) (43)

kde cisla v zavorkach udavaji transformacni vlastnosti vaci grupé G'pg. Maticové
indexy a a i jsou SU(2); a SU(4).q indexy. Pruhem odlisujeme SU(2)g index
od SU(2),, indexu.

Zbylé dvé generace fermionii usporadame do multipletti naprosto shodnym
zpusobem.

4.2 Skalarni sektor

Pripomenme, co od miniméalniho skalarniho sektoru oc¢ekavame. V prvni radé
musi multiplety umoznovat spontanni naruseni symetrie

Gps — GSM — SU(?))col X U(l)Q.

Za druhé musime v naruseném lagrangianu ziskat takové hmotnostni ¢leny kvarkt
a nabitych leptont, které jsou konzistentni se Standardnim modelem. To obnasi
spravné hodnoty hmotnostni a parametric CKM matice . Poslednim poza-
davkem je existence yukawovské interakce, ktera narusuje fermionové ¢islo. Pokud
tato interakce nedokaze generovat majoranovsky hmotnostni ¢len pole v, na stro-
mové urovni, vyuzijeme ji alespon ke konstrukei smyckové korekce typu |3.1}]
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4.2.1 Spontanni naruseni symetrie

Nejprve identifikujeme generator slabého hypernaboje Y a elektromagnetic-
kého naboje (). VSimnéme si, ze matice

Ty = diag (1/3,1/3,1/3, —1) (4.4)

je jeden z generdtori SU(4)., grupy. Pusobenim na multiplety (4.2)),(4.3)) zjis-
time, zZe jedna o cislo B — L, kde B je baryonové cislo a L leptonové. Generatory
Y a @) nasledné muzeme vyjadrit jako

B—L
Q:ﬁ+m+i73 (4.5)

B—-L
Y:ﬁ+—7< (4.6)
V prvnim kroku chceme narusit jak SU(4)..1, tak SU(2)g invarianci. K tomu
potiebujeme multiplet, ktery se viici témto dvéma grupam nechova jako singlet.
Dvojice multipletu (4, 1,1), (1,2, 1) neptichdzi v ivahu, nebot dle (4.5)) tyto va-
rianty neobsahuji zadné neutralni pole. Druhou nejmensi variantou je

_ ( Hu Hiz Hiz¢o | _
H=(42]1) = ( Hy Hy Hy o ) = Hj;. (4.7)
7 predchozich rovnic , vidime, ze jediné pole s nenulovou vakuovou
stfedni hodnotou muze byt ¢y. V takovém piipadé zistane z puvodni SU(4) x
SU (2) g invariance zachovana pouze podgrupa SU(3) x U(1)y, coz je presné nasim
cilem.

Ve druhém kroku chceme symetrii SU(2);, x U(1)y narusit na U(1)g. Mul-
tiplet, ktery toto naruseni zaruci, ziejmé nemize byt singlet vici SU(2).. Nej-
mensi varianta (1,1,2) nepfichdzi v tvahu, nebof oba prvky takového dubletu
jsou dle rovnice elektricky nabité. Mohli bychom zkoumat variantu (1,1, 3),
nicméné rozhodnéme se radéji pro multiplet

h:@gﬁ:(éﬁ %):hg (4.8)

nebot jej budeme potiebovat pro ziskani diracovskych hmotnostnich ¢lent, jak
uvidime v dalsi sekci. Plisobenim generatorem (4.5)) zjistime, ze nenulovou stredni
hodnotu mohou mit pouze diagonalni prvky. Tim skuteéné narusime SU(2).
symetrii, zatimco U(1)g symetrie zustane zachovana.

Vakuové stredni hodnoty poli ozna¢me napriklad

(¢o) =V,
<f~Lo> = Vth, (4.9)
<h0> = V9p.

4.2.2 Diracovské hmotnosti fermionu

Ze Standardniho modelu jsme jiz pouceni, ze ucelem skalarnich multipletii
neni pouze spontanné narusit symetrii, ale predevsim v dusledku generovat hmot-
nostni ¢leny fermiont. Ty se v lagrangianu objevi prostfednictvim yukawovské
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interakce se skalary, které maji nenulovou vakuovou stfedni hodnotu. Predbéh-
néme tedy o kousek dopfedu a zaméime se na yukawovské interakce fermiont,
které mohou mit za nasledek diracovsky hmotnostni ¢len.

Takovy ¢len musi obsahovat jak multiplet F* tak multiplet F;. Z hlediska
grup tim padem prichazeji v ivahu pouze skalarni reprezentace

(4,12) ® (4,2,1) = (4®4,2,2) = (1,2,2) & (15,2, 2). (4.10)

Multiplet (1,2,2) jiz uvazujeme za tcelem spontdnniho narugeni symetrie. Podi-
vejme se, jaké generuje hmotnostni cleny fermionti.
Jedinymi zpusoby, jak indexy reprezentaci zizit do invariantu jsou

Yt FiFsch = ylj Frai F5ihs®, (4.11)
yé}fFfFJch* = yi’,{FlmF%h*ﬁﬁea’BeBa, (4.12)

kde I,J jsou indexy odlisujici jednotlivé generace a yi7, jsou obecné komplexni
matice yukawovskych konstant. Rozepsanim do slozek ziskame v naruseném la-
grangianu diracovské hmotnostni ¢leny

erm. 1J 1J i
Li = (ylh Vth + Yap U2h) (uh‘ch + Vﬂ/cJ) +

: (4.13)

+ (yiivon + ysionn) (dndiy + erec)

To by ovSem znamenalo rovnost pro diracovské hmotnosti
ml” =m}’, (4.14)
m, =m}’. (4.15)

Druha z téchto rovnic nam ve skutec¢nosti nevadi, nebot malou hmotnost neutrin
chceme ziskat az pomoci Wittenova mechanismu. Prvni z téchto rovnic se ale
chceme v realistickém modelu vyvarovat.

Do Higgsova sektoru tak pridame i druhy pripustny multiplet

® = (15,2,2) = ¢, (4.16)

ktery ndm umozni do lagrangidnu pridat interakce
HaF 1 Fre® =y g Frai 52 0%, (4.17)
Yaa FrFre®* = ysd Fro F5I 0, 7 e egs, (4.18)
Patnactidimenzionalni reprezentaci SU (4)., muZeme chapat jako matici 4 x 4
s nulovou stopou, multiplet ® pak jako ¢tyti takovéto matice. Nenulovou stredni
hodnotu mohou mit pouze prvky, pro které plati @« = a a zaroven ¢ = j. O tom se

opét muzeme presvédcit zapiisobenim generatorem elektromagnetického naboje
([4.5). Vakuové stiedni hodnoty navic nesmi narusit SU(3).y symetrii. Ozna¢me

(®" 1) = vio,

; (4.19)
(@ 5;) = v2a.
Index 7 bézi od 1 do 3 a nescitame pres néj. Nulovost stopy implikuje
O ) = —3u10,

(@ 5,) = =300,
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Pravé rovnost vakuovych stfednich hodnot pro ¢ = 1,2,3 ndm zaru¢i zachovani
SU(3)cor Symetrie.
Pokud tedy kromé interakei (4.11)),(4.12)) uvazime i (4.17)),(4.18]), ziskame di-

racovské hmotnostni ¢leny

L = (y1nv1n + Y2nV2n + Y10V10 + Y2oV20) Utic+
+ (Y1nV11 + YorvVan — 3Y10V1e — 3Y20Ven) Vet
+ (Y1nv2n + Y2nvin + Y19V20 + Yoovis) dd.+
+ (Y1nv2n + Y2nv1n — 3Y10V20 — 3Y20V10) €€,

(4.21)

respektive

Me = Y1pV2n + Y2rV1n — 3Y16V20 — 3Y20V10, ( )
mq = Y1pV2n + YorVin + Y1002 + Y20 V10, ( )
My = Y1pV1n + YorV2n + Y10V10 + Y20 V20, (4.24)

(4.25)

My = Y1nV1in + YorV2n — 3Y10010 — 3Y25V25-

Pro ziskani spravnych hmotnostni nabitych fermiontt mame k dispozici ¢tyti ne-
zavislé yukawovské matice. Dalsi volnost navic mame ve vakuovych stfednich
hodnotach. Teoreticky mame dostateéné volnych parametri, abychom dokonce
obdrzeli dostatecné nizkou diracovskou hmotnostni matici pro neutrina a pova-
zovali je za diracovské ¢astice namisto majoranovskych. Jelikoz ale mtizeme psat

My = My + My, (4.26)

m, = Mg — 3My, (4.27)

kde my = y1pvon+YonV1in @ My = Y10V26+Y26V18, prirozena skala diracovské hmot-
nostni matice je stejnd jako skala hmotnostni matice hornich kvarkt. Pokud se
chceme vyhnout extrémné jemnému ladéni jednotlivych volnych parametru (tzv.
fine-tuning), nejsme schopni ziskat matici neutrin na spravné energetické skéle. Z
tohoto divodu stale chceme do teorie zakomponovat seesaw mechanismus, ktery
nam zaru¢i malé hmotnosti neutrin prirozenym zptusobem.

4.2.3 Majoranovska hmotnost neutrin

V predchozi ¢asti se ndm podarilo ziskat spravné hmotnosti kvarkl a nabitych
leptonii. Diracovska hmotnost neutrin se stale pohybuje okolo elektroslabé skély.
Radi bychom aplikovali seesaw mechanismus I. typu, abychom ziskali lehka neu-
trina. Do teorie chceme prirozené pridat co nejméné dalsich ¢astic. Pokud bychom
chtéli majoranovsky hmotnostni ¢len poli v, obdrzet pomoci spontanniho naruseni
kalibra¢ni symetrie, museli bychom sestrojit yukawovskou kalibra¢né invariantni
interakci skalarniho multipletu s dvéma kopiemi multipletu F.. V tivahu by tim
padem prichazely pouze skaldarni multiplety

(42,1)®(4,2,1) = (6 10,1 & 3, 1). (4.28)
Nejmensi z téchto reprezentaci je
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s tim, Ze muzeme sestrojit dvé rizné yukawovské interakce s dvojici multiplet
F., konkrétné

' FuFeyD = yl’e5a P o Dy, (4.30)
ngFcIFcJD* = ygjeijkleaBngFf]jD*kl' (4-31)

Ze symetrie index vidime, Ze matice y; o jsou symetrické.

Nicméné vakuova stfedni hodnota prvka multipletu D musi byt nulova, ne-
bot vSechny maji dle rovnice (4.5) nenulovy naboj. V tuto chvili vstupuje do
hry Wittentv mechanismus. Pokud totiz multiplet D nestaci na to, abychom zis-
kali majoranovsky hmotnostni ¢len na stromové trovni, mizeme se ho alespon
pokusit ziskat jako radiac¢ni korekei. Interakce jsou ty, které v grafu za-
ruci zménu sméru fermionové linie. Navic jisté neni problém sestrojit kalibracné
invariantni interakci D a H, kterd ndm v [3.1] zaruCuje nenulovost skaldrniho pro-
pagatoru. Pochopitelné neni zfejmé, jestli jsme timto postupem schopni ziskat
realistické hmotnosti neutrin. Tomu se budeme vénovat v pristi kapitole.

4.3 Pole vektorovych bosoni

V této sekci zavedeme znaceni pro vektorové bosony, uréime které z nich ziskaji
hmotnost a zjistime, jak se transformuji vii¢i uré¢itym podgrupam Gpg.

Bosony odpovidajici grupam SU(2)./r oznacime ndpodobné jako ve Stan-
dardnim modelu (1.9). PiSme

1 Lpp0 Ly
W — W, o= 2 LB V3 L/R“>. 4.32
bl =g b R (ﬁWL/Ru — WL i (4:32)

Patnéct generatoru grupy SU(4)., oznac¢ime T}, odpovidajici bosony V*. Nor-
malizaci opét volime Tr (Tfo) = 0%°/2. Generatory podgrupy SU(3)ee zvolme
tak, aby platilo

T

=+

Gu+]3%\/%Bu \}§<Xu)
1 (9 3 ’

a(s)

kde G, je matice gluonii , I3 je jednotkova 3 x 3 matice, B, je vektorové pole
odpovidajici (spravné normalizovanému) generatoru a nabita vektorova pole
X,, odpovidaji ostatnim generdtorim SU(4)c. grupy.

Pole G,, W, zndme ze Standardniho modelu. Transformuji se vici pridru-
zené reprezentaci SU(3).0, resp. SU(2), nenesou baryonové ani leptonové ¢islo
a jedinymi nabitymi poli jsou qu. Pole Wg, maji naprosto stejné vlastnosti
jako Wy, ., jedinym rozdilem je, ze se transformuji vaci SU(2)g.

Snadno nahlédneme, Ze pole B, se vici grupé Standardniho modelu Gy
netransformuje. V tomto ohledu jsou bosony X, podstatné zajimavéjsi. V prvni
fadé si miizeme vSimnout, ze trojice Xi’; tvori SU(3)., triplet. Zvlastnosti téchto
bosont je, ze maji nenulové baryonové i leptonové cislo. Konkrétné maji

V, = ViTy = (4.33)

B(X)=1/3, L(X)=-1, (4.34)
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tim paddem maji v souladu s relaci (4.5) naboj rovny
Q(X)=2/3. (4.35)

Trojici poli ij ziskame pouhym hermitovskym sdruzenim.

V prvnim kroku spontdnniho naruseni se grupa symetrii SU(4). X SU(2)r
zmensi na SU(3) .o X U(1)y. Z téchto 15+3 = 18 bosont musi, v souladu s diskuzi
[1.3] 9 ziskat hmotnost a 9 zistat nehmotnych. Jelikoz SU(3)., symetrie zistéva
nenarusend, vsech osm gluonti musi ziskat nehmotnych. Zaroven zustava zacho-
véna U(1)y symetrie, dle rovnice tak kombinaci neutralnich poli B,, W3 ,
ziskame jedno pole nehmotné a jedno hmotné. Triplet nabitych poli X téz musi
ziskat hmotnost. Pti spontannim naruseni Gpg — Ggjs zlistane 21 — 12 = 9 bo-
sont nehmotnych. Osm téchto bosonti tvori gluony, posledni nehmotné pole musi
byt ddno kombinaci B, Wp a WJ.

Shriime tedy transformacni vlastnosti bosoni V,,. Plati

X =(3.1,2/3)g, =(1/3.-1,2/3), , o (4.36)
X =(3,1,-2/3) = (=1/3,1,=2/3) ; . (4.37)
G =@1,0g =000, (4.38)
B =110y,  =(0,00),, o (4.39)

Ocekavame, ze pole X i,WRi ziskaji hmotnost timérnou skale V', zatimco Wf
ziskaji hmotnost timérnou elektroslabé skale. Ve spektru trojice neutralnich poli
B, W3, W} se objevi dva hmotné bosony a jeden nehmotny. Nehmotnym bosonem
je foton, zatimco jeden z hmotnych bosont lze identifikovat jako intermedialni
boson Z, znamy ze Standardniho modelu. Druhy hmotny boson ma hmotnost
umérnou skale V. K hmotnostnimu spektru vektorovych bosonii se vratime v
nasledujici sekei, konkrétné v ¢asti[4.4.2]

4.4 Lagrangian modelu

V tuto chvili mame kompletné specifikovano, jakéa pole teorie obsahuje a jak se
transformuji vici kalibrac¢ni grupé. Lagrangian teorie ziskame tak, ze ve volném
lagrangidnu téchto poli zaménime parcidlni derivaci za kovariantni a nasledné
pridame obecny kalibra¢né invariantni skalarni potencial a yukawovské interakce.

Tato procedura je ve své podstaté primocara. V této sekci si tak ukazeme
pouze ty interakce, které budeme piimo pottebovat v této praci. Zaroven si i uka-
zeme, jak vypadaji hmotnosti vektorovych bosonti a nékterych skaldrnich c¢astic.

4.4.1 Interakce poli s vektorovymi bosony

Interakce poli s vektorovymi bosony je urc¢ena kovariantni derivaci. Nasim
cilem bude identifikovat interakce vstupujici do smyckovych grafi Wittenova me-
chanismu a urcit hmotnostni spektrum vektorovych bosont.

Kalibra¢ni vazba odpovidajici SU(4). grupé musi byt shodna s vazbou od-
povidajici SU(3).e grupé ve Standardnim modelu, jinak bychom zfejmé neziskali
spravné interakce gluonii s kvarky. Znac¢me ji tedy g;. Vazby odpovidajici grupam
SU(2)r/r budeme znacit g /g.
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Pro interakci s fermiony obdrzime

L3 P (9uW30 "7 + 9.V 6.0) Foy = Fearr™ (9rWpp®0) + 95V} /05" ) FY.
(4.40)
Hmotnostni ¢leny vektorovych poli ziskame z interakci typu skaldr-skaldar-vektor-
vektor zaménou skalarnich poli za jejich vakuovou stfedni hodnotu, tedy naruse-
nim interakénich ¢lent

3 ) 2
L>-Tr (QRWRa Hpg, + gsVz‘jH&j) -
- 2
—Tr (gRWRaﬂhBa - gLWLﬁahaﬁ> _ (4.41)
_ ) . ) 2
—Tr (gRWR@B(I)ﬁz y o gLWLﬁaq)ﬂl 5 + gsv}kq)az ok — gSszcI)ak aj) '

Pro zkréaceni zapisu myslime stopou a umocnénim na druhou néasobeni kom-
plexné sdruzenym vyrazem a néasledné scitani pres vSechny indexy, napriklad
Tr (H@i)Q = HyH** a podobnd. Zaroven se jednd o interakce vstupujici do
Wittenova mechanismu. Rozdil je pouze v tom, ze zaménu skaldrniho multipletu
za jeho vakuovou hodnotu provedeme pouze jednou, nikoli dvakrat. Interakce poli
D;; s vektorovymi bosony neuvddime, nebot pro né nebudeme mit vyuziti.

4.4.2 Hmotnostni lagrangian vektorovych bosoni

Hmotnosti ¢leny vektorovych poli nalezneme rozepsanim interakénich clent
(4.41)) v narusené fazi. Zacnéme nejdrive prvni fazi spontanniho naruseni, totiz
¢lenem obsahujicim H. Pripomenme, ze v tomto multipletu je jediné pole s ne-
nulovou vakuovou stiedni hodnotou ¢q a zna¢ime ji V' (4.9). Dostéavame
hmotnostni ¢leny

2 V2 2v2
L> —932 WEWs — 982

V(B wy )( S N ) ( B ) (442)

0
_%\/%QRQS ig}!?% Wg

Dle ocekavani gluony ztstanou v tomto kroku nehmotné, zatimco jistou lineér-
n{ kombinaci B a W} ziskdme dalsi nehmotné pole. Pole Wi a X, ziskdvaji
hmotnostni ¢leny tmérné V2. JelikoZ tyto ¢dstice ve Standardnim modelu ne-
pozorujeme, musi dle decoupling teorému [43] byt V' skutecné vyrazné vétsi nez
elektroslaba skala.

Diagonalizujme matici v . Konkrétné provedme prechod

1 Iy
V297 + 39

1
Wy =—o-o ( 392By — QQIQ%BY) 7 (4.44)

V297 + 392
¢imz lagrangian (4.42)) prejde na

_gRV? g:v?
2 2

X,;Xi+ _

392 + 242
gszgRBHBH. (4.45)

mass __
L% =

WiWg —

X;7X — ;VQ
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Z interakci (4.40]) zjistime, ze interakci bosonu By miuzeme psat ve tvaru

gsg T

kde s¢itdme pres vsechna pole spinort. Porovnanim s (1.10) dojdeme k rovnici

3 2.2
2= _SIr (4.47)
393 + 29%

Vazbu ggr tak dokdzeme vyjadrit pomoci kalibra¢nich vazeb Standardniho mo-
delu.

Pole Wi ziskaji hmotnostni ¢leny v narusené fazi rozpisem interakei s mul-
tiplety h a ®. Odsud plyne, ze konstanty v;, ¢ se musi pohybovat na elektroslabé
Skale, nebot hmotnosti W3 jim jsou imérné, a potfebujeme zreprodukovat vztahy
. To nam velmi zjednodusi vypocty. Pro ilustraci se nejprve zamérime na
¢leny generované interakci s h. Pro hmotnostni ¢leny dostaneme

L/, 2 0 0 9%2 —9RIL W]%
£3 4 (Ulh " U%) ( Wi Wi ) —9YRrRIL 91 wy )

(4.48)
1 wWe W g% (V3 +v3,)  —9gLgrRVINVA Wy
-5 ( R L ) _ 27,2 2 w+ |-
2 grLgrvInV2n g7, (VT + v3) L
Mame tedy prispévek do matice hmotnosti nabitych poli W g
1 2 (12 4 .2 2 _
]\/[g/R =2 %" (1/ i v 2ngvahU;h . (4.49)
2 9JLYRV1R V2R, g1, (V3 + v3))

Cleny tadu O(v/V') ale musi byt velmi malé, rozhodnéme se je tedy zanedbat.
Vsimnéme si, ze se prakticky jedna o stejnou situaci jako v seesaw mechanismu
L. typu (viz - vrchni blok matice je dominantni vi¢i ostatnim prvkim. Zde
je navic situace jednodussi v tom, ze se jedna pouze o matici 2 X 2. Diagonalizaci
této matice snadno nalezneme

M 1( 92 (VZ 403, +03,) 0 , N
( L/R) 2 0 2 2 (v1nv2n) ~

g9t (v}, +v3,) — g VZt0?, 102, (4.50)

1 grV? 0
) 0 g7 (Wi +v3) )’

coz efektivné znamend zanedbat jakékoli ¢leny obsahujici Wf{, které nejsou tmér-
né zaroven V2.

V prispévcich od multipletu ® tak ze stejného divodu viitbec nemusime ¢leny s
W3 uvazovat. Kombinace s Wy, totiz miizeme zanedbat (viz piedchozi odstavec),
zatimco kombinace s jinymi poli ndm dokonce zakazuje zachovani U(1)¢ symetrie.
Stejné tak nemusime uvazovat ¢leny s X+, nebot ty jsou jisté zanedbatelné vici
¢lentim (4.42)). Pifspévky k hmotnostem Wi jsou rovny

£ 5 —6g; (vl +v3,) W, W, (4.51)
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zatimco hmotnostni ¢leny neutralnich poli jsou
L3 -3g; (Uip + U%@) WEWE — 397 (U%i’ + U%cb) WrWg—
+69.9r (Uip + Ugcb) WLWg

Prejdéme od poli (W3, B) k (B, By) a opét zanedbdvejme ¢leny radu O(v/V),
respektive vliv pole By na hmotnosti ostatnich bosonti. S vyuzitim (4.47]) mizeme
psat

mass 12 (Vg +03p) + 0, + 03, ( wo B ) < 9 —9L9 ) ( wy )

WpBy 1 YN~ g By )

(4.53)
Od poli (By, W}) piejdeme k polim (4, Z) jako ve Standardnim modelu (1.12)),
¢imz zaroven zreprodukujeme rovnici .
Celkové pro hmotnostni lagrangian vektorovych bosonti mizeme psat

(4.52)

2v2 2v2 ) 1 3 2 92 2
Liass 3 =T WigWy = X x0 QVQgSZ‘qRBHBH—
4.54)
B 1 12 (V24 + v2g) + v3, + v2 (
_ <9%WL Wi+ . (g% +92) ZZ> (vig 2@2) in 1T Vap
Pro kvadraty hmotnosti tézkych ¢astic plati
2 9; 2
My ===V
X 2 Y
2 9%% 2 4.55
MWR - ?V 5 ( . )
39 + 2g3
2 s Ry 2
My, = ?V :
zatimco pro bosony Standardniho modelu mame
m?% =0,
2 2 2 2
2 2 2\ Vin T V3 + 12 (Vi + v3g)
m% = (g} + ¢°) 5 : (4.56)
m2 2Vt + V3, + 12 (vig + v3g)
W — 2 *
Z rovnic (1.19)) dostavame
v =03, + 03, + 12 (vl + 03 - (4.57)

Kalibrac¢ni vazba g je shodna s vazbou gy ve Standardnim modelu. Pro g;, a gr

mame vztahy
3929%
= | =", 4.58
I 392 + 295 (459

uw = gL, (459)

(4.60)

Vse plati v aproximaci kdy zanedbavame cleny fadu O(v/V'). P¥ipomenme, Ze pole

Wi jsou vlastnimi stavy hmotnosti pouze v rdmeci této aproximace, jak je patrné

z matice . Nabité intermedialni bosony Standardniho modelu tim padem v

Pati-Salamové modelu nenarusuji paritu maximalné, nebot velmi slabé interaguji
i s poli anticastic, nicméné odchylka od Standardniho modelu je zanedbateln4.
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4.4.3 Yukawovské interakce

Yukawovské interakce fermionii se skalary mtizeme rozdélit na tti typy, kon-
krétné na interakce obsahujici kombinaci F'F', F.F, nebo F'F..

S posledni variantou jsme se jiz v této kapitole seznamili, jednd se o interakce
(4.11),(4.12),(4.17) a (4.18). S variantou F.F, jsme se taktéz potkali, nebof prave
ta nas motivovala k pridani multipletu D. Ziskali jsme cleny . Invarianty
obsahujici F'F' najdeme zcela analogicky jako predeslé. Celkové méame

Eyuk:. = y{f{F]Fth + yé,{FIFCJh* + y{éFIF&J(I) + ygéF]Fd@*—i—

1 1
U FerFesD + 295" FeFoy D'+ (4.61)

1 . 1 .
+Z?J3{J€aﬁ€”leaiIFﬂjJDkl + iyiJEQBFQiIFIBj]D*Z] + h.c

Ze symetrie indext je patrné, Ze zatimco matice yj, 4 mohou byt zcela libovolné,
matice y; 4 staci uvazovat symetrické.

4.4.4 Skalarni potencial

Skalarni potencial obsahuje veskeré renormalizovatelné kalibra¢né invariantni
kombinace skaldrnich multipletii teorie. Je zfejmé, ze z multiplett h,®,H,D jsme
schopni vytvorit ponékud velké mnozstvi takovychto ¢leni. Nastésti tyto cleny
nepotiebujeme znat vsechny.

Radi bychom veédéli, jakou pribliznou strukturu ma skalarni spektrum teo-
rie, pricemz spektrum multipleti H a D bychom radi znali pfesné, nebot ptimo
vystupuje ve Wittenové mechanismu a souvisi s polo¢asem rozpadu protonu v
tomto modelu. Z ostatnich skalarnich interakeci nas bude v této praci zajimat
pouze urcita skupina, kterou specifikujeme pozdéji.

Hmotnostni spektrum multipletd H a D

Zacnéme odvozenim hmotnostni poli z multiplett H a D. Od téchto multipleti
oc¢ekavame, ze budou velmi tézké, zanedbavejme tedy prispévky fadu O(v/V).

Pripomerime znaceni ([4£.7). Vici grupé Standardnfho modelu nalezneme trans-
formacni pravidla

Hy = (Hy1,Hy, Hiz) = (3,1,2/3) s,
Hy = (Hay, Hyy, Hys) = (3,1, —1/3) s,
Po = (1,1,0)51\/[,

¢1 = (L1, —1)su-

Podivejme se, jak se rozklada multiplet D vici grupé Standardniho modelu. Pi-
sobenim této podgrupy nalezneme

T = Di4 = (3, 1, —1/3)51\/[, (466)
1 .. _
A= iewkpjk =(3,1,1/3)sum- (4.67)

Pro triplet H; a pole ¢; bychom méli ziskat jednoduché hmotnostni ¢leny, za-
timco pro triplety Ho, T, A* netrividlni hmotnostni matici 3 x 3. Zaroven by se dle
Goldstoneova teorému mélo ve spektru objevit 9 nehmotnych realnych bosonti.

37



Zacneme postupné konstruovat relevantni ¢leny skalarniho potencialu.

Invariatni ¢leny dimenze d = 2 jsou pouze

HH* = Hy H*™ (4.68)
DD* = D;;D*4, (4.69)
DD = ¢€"Dy;Dy. (4.70)

Pisme 1
Vo uhHH + iu%D*DD*Jr
1 (4.71)
+ <8u2DDDD + h.c.>

Uctel numerickych faktort je ¢isté esteticky a bude zjevny pozdéji.

Invariantni ¢leny dimenze d = 3 nemohou obsahovat multiplet ® ani h. Kvili
SU(2) invarianci by z této dvojice musely byt pravé dva ze tii multiplett. Posledni
multiplet by nemohl byt D ani H, nebot by se nejednalo o SU(4) invariant. Jediné
moznosti jsou

H*H*D = e, H* " H*I D, (4.72)
HHD = €™ gy, H; Dy, (4.73)

a jejich komplexni sdruzeni. Pro tuto c¢ast lagrangianu mame
1 N 1

Konkrétni numerické faktory opét volime pouze z estetickych diavodii. Pravée tyto
interakce jsou stézejni pro funkénost Wittenova mechanismu, nebot v naruseném
lagrangidnu generuji ¢len typu H D, ktery zarucuje nenulovost skaldrniho propa-
gatoru vyskytujictho se v grafech typu 3.1}

Z clenti dimenze d = 4 uvedeme pouze ty, které generuji hmotnostni c¢leny.
Nebudeme tak napriklad uvadét invarianty sestrojené pouze pomoci multipletu
D.

Pokud invariant obsahuje lichy pocet D, nemuzeme ziskat SU(4) invariant,
nebot lichy pocet SU(4) indexti se ndm nepodaii zzit do invariantniho vyrazu.
Nejprve naleznéme vsechny invarianty sestrojené pouze z multipletu H. Pokud
takovy invariant neobsahuje zadné komplexni sdruzeni, ziskdme pouze moznost

HHHH = ¥ ¢ Ho Hy Hoy Hy,. (4.75)
Jeji ptispévek k hmotnostem je nulovy. Invariant obsahujici jedno (nebo tii) kom-

plexni sdruzeni opét neexistuje diky pozadované SU(4) invarianci. Zbyva tedy
varianta obsahujici dvé komplexni sdruzeni. Takové invarianty existuji dva, a to

(HH") =Te(H'H)", (4.76)
HH"HH* =Tr (H'HH'H). (4.77)
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Invariant obsahujici dva multiplety D musi obsahovat jeden komplexné sdruzeny
multiplet H. Celkem dostavame ¢tyfi moznosti ztizeni indext a to

(DD) (HH*) = "™ D;; Dy H**™ Hayp,, (4.78)
HDDH* = €MD, Dy H* ™ Hy, (4.79)
(DD*) (HH*) = D* Dy H**™ Hy,,, (4.80)
HD*DH* = DD, ;H*™H,,. (4.81)
MiZzeme psat
V3 M\ (HH*HH*) + )\, (HH*)” +
+ (AgHHHH + ;al (DD) (HH*) + ;aQHDDH* + h.c) + (4.82)

1
+50s (DD") (HH") + a,HD" DH".

Hmotnostni spektrum poli z multipleta H a D je tedy dano c¢asti skalarniho
potencialu

1
Vup = 4, HH* + 5,ﬁJD*DD* + N (HH*HH") + X\ (HH*)* +

1
+—a3 (DD*) (HH*) + ay,HD*DH"+
2
1 1 1 (4.83)
+(\sHHHH + gHbpDD + G HH'D + 1 HHD+
1 1
+501 (DD) (HH") + Sa HDDH" + h.c).
Pro prehlednost se nejprve omezime pouze na hmotnostni cleny tripletu 7, A*
a Hy. Zapisem vyse uvedeného skalarniho potencialu v asymetrické fazi dostavame

Virar- = (M% + 2/\2‘/2) HyH; + (M%D* + a3V2) (TT* 4+ A*A) +
+ (uhp + (01 + a2)V?) TA+ (ufp + (af + a3)V?) T* A"+

A+ VHIT 4 15V Ho T + 1oV Hy A+ psV HF A* + aVATT* = (4.84)

Hy

=(H; T A) Mip,-| T

A*

Matice hmotnosti M%;, 4 téchto tripletl je rovna
fiir + 20V pV paV
My = piVo pbpe +(as+a) V2 ophp + (e +a3)V? | L (4.85)
% whp + (a1 + ag)V? 1hpe + azV?

Pro ostatni pole, tedy pro barevny triplet [, a pole ¢y; mame
Vis = pig (HY Hy + ¢ + ¢1¢n) +
+MV? (2H] Hy + 46560 + 26161 + dodo + $oo5) +
+A V2 (2HT H + 46560 + 26161 + dodo + $op) =

; ) (4.86)
= (13 +2 (0 + ) V2) (6161 + Hi Hy) +

1 1
g (1 46 O+ 02)) S5+ 5 (1 +2 (A + X)) B
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kde jsme oznacili
1
= —= (S0 + 1) . 4.87
®o \/5( 0 0) ( )
Ihned vidime

miy, =mp, =mp = g +2 M\ + ) V7, (4.88)
m§, = pigy + 6 (A + ) V2. (4.89)
Nezapomenme, ze jsme doposud nevyuzili podminky, ze vakuové sttedni hod-

noty multiplet musi skaldrni potencial minimalizovat. Provedme variaci (4.83])
podle H a dosadme za pole jejich vakuové stiedni hodnoty. Dostavame

5VH,D’¢0=V,D:O = (M%{V + 2 ()\1 + )\2) V3> (5¢0, (490)

coz vede na podminku
P2\ A+ ) VE=0. (4.91)

V dusledku jsou pole Hi,¢1, Py nehmotna. To je ale v naprosté shodé s Goldsto-
neovym teorémem. Pro pole Sj ziskdme

m?, =4 (A + A) V2 (4.92)
a pro matici hmotnosti M?_IT A

—2)\1V2 ,u1V [L;V
Mpra=| 1V wppe +(as+a)) V2 pfp + (af +a3)V? | (4.93)
wVo o php 4 (a1 + a)V? 1 e + azV?

Vlastni stavy hmotnosti nalezneme diagonalizaci této matice, zna¢me je napriklad
T} 9 3. Piislusnou unitarni transformaci zapisme jako

Ty Ug Uir Upa- H,
T | = | Uy Usp Upae T |. (4.94)
T3 Usg Usp Upa A*

Nezapornost hmotnostniho spektra implikuje urcitd omezeni na parametry
skalarniho potencidlu. Z (4.92) jisté plyne

(A + Ag) > 0. (4.95)

Z pozadavku semi-definitnosti matice (4.93) dostavame t¥i dvojice nerovnosti

A1 S 07
. e a2 (4.96)
(4o + (a3 + aa)V?) (s + a5V?) = |5 + (af + @)V 2 0,
1hpe + (a3 4 ag) VZ >0, (497
—2M (NQDD* + asVz) —|ua* > 0. '
2 2
o (4.98)

—2\1 (php- + (a3 +as) V?) = i[> > 0.
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a v neposledni radé
det Mz, > 0. (4.99)

Ve skutecnosti v kombinaci s nezdpornosti determinantu matice hmotnosti je
pouze jedna ze sad podminek (4.96)),(4.97)),(4.98]) nezavisla.

Pro pozdéjsi tucely uvazme situaci, kdy je hmotnosti skala multipletu D vy-
razné vétsi nez skdla spontanniho naruseni symetrie V', tedy

phpe > V2. (4.100)

V takovém ptipadé se dostavame do velmi podobné situace jako v seesaw mecha-
nismu I. typu - diagonalizujeme matici, jejiz spodni blok je dominantni oproti
ostatnim prvkim. Pro prehlednost oznac¢me

i () (4101
& 2 ( YV2 o2 ( W2
«F+(as+ag) Ve ppp+(a) +a3)V

M2 — Kpp 3 4 DD 1 2 ' 4.102

b ( w2 + (a1 + az)V? 13 + azV? (4.102)

Snadno se presvédcime, Ze pokud platni (4.100)), muzeme pro matici U (4.94]) psat

Uig Uir Upa- _
1 0 1 —Vut(M3)™!
Usyp Usr Uiy | = ( 0 Uy ) . ( VM2)1y H <1 b) ) , (4.103)
Usg Usr Uja- D b

kde Uy je unitarni matice diagonalizujici matici M? (4.102).

Hmotnostni spektrum multipleta h a ¢

Nyni se zamérme na spektrum poli z multipleti h a ®. V tomto spektru se musi
objevit Higgstv dublet ze Standardniho modelu. Tento dublet by mél obsahovat
tti Goldstoneovy bosony a realné pole s hmotnosti na elektroslabé skale.

Ukazme ale, ze ,prirozena® skala hmotnosti vSech ¢éstic z téchto multipleti
je rovna V. Abychom ziskali spravnou hmotnost Higgsova bosonu znamého ze
Standardniho modelu, musi nékteré z parametru skalarntho potencidlu mit az
neprirozené presné hodnoty, tj. musime provést takzvany fine-tuning.

Toto tvrzeni demonstrujme na zjednoduseném pripadé naseho modelu. Kon-
krétné se omezme pouze na situaci, kdy v modelu neni pritomny multiplet .
Navic uvazujme priblizeni, kdy vakuova stredni hodnota multipletu h jde limitné
do nuly, resp. v/V & 0. Nésledné okomentujeme, jak se situace zméni v obecném
pripadeé.

Hmotnostni ¢leny poli h nalezneme zapisem potencialu

Vin = (Mihhaahﬁgeaﬁew + h-0> + e s+
t (brha®hs’ eape™ His H + h.c) + bohy W™ His H*+

+ (bgH*i&haathBHﬁeaﬁeB:Y 4 hc) + b4h&ah*BaH-BH*ia—|—

(2

(4.104)

+b5h—ah*BaH-5H*ﬁ€B—€&6

a % ot
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v asymetrické fazi. Konkrétné dostaneme
Vit = (203 + (201 — bs) V) hhy eas + hoc| +
(e + (b2 +ba) V2) By 4
+ (1pe + (b = b5) V2) By"h72, =

_ ( pa  pra ) (ipe + (b2 +ba) V) (217, + (201 — bs) V?) hi,
v (2pfy, + (2by — b3) V)" (uipe + (b — bs) V?) hse )

(4.105)
V poslednim kroku jsme zvysili/snizili index pomoci matice e.
Ziskavame tak dva SU(2) dublety s hmotnostmi
1
mi = = | (207 + (b2 + by — bs) V?) &
2 (4.106)

/412012, + (21 — by) V2 + (by + bs)? va).

,Piirozend“ skala obou hmotnost{ je tim padem zfejmé V2. My ale pozadujeme,
aby jeden z dubletii byl v limité nulové elektroslabé skaly dokonce nehmotny.
Pravé z tohoto divodu se musime uchylit k fine tuningu, abychom kompenzo-
vali iméru skdle V2. Snadno si rozmyslime, Ze piftomnost multipleti ®, D na
tomto faktu nic nezméni. Nutnost volit urcité parametry skalarniho potencidlu s
presnosti v/V pusobi ponékud neptirozené, takovychto jemnych ladéni parametru
chceme provést co nejméné.

Kdybychom naopak méli pouze multiplety ®, H, opét bychom zjistili, ze ,,pri-
rozena* skala hmotnosti ¢astic z multipletu ® je téz V. Tento fakt muzeme
snadno nahlédnout néasledujicim zptisobem. Vime, ze 15-ti rozmérna reprezen-
tace SU(4)q grupy obsahuje barevny redlny oktet, singlet a komplexni triplet.
Nyni se podivejme na ¢ast potencidlu obsahujici h i h* a provedme zdménu

hah*?y — @ @7, (4.107)
Tato ¢ast skalarniho potencialu generuje hmotnostni ¢leny pro vsechny vyse zmi-
néné komponenty z ®. Tyto ¢leny jsou analogické diagonalni ¢asti matice (4.105)).
Pochopitelné se nejedna o jediné prispévky do prislusnych hmotnostnich mati-
cich, nicméné zavislost na skale V' je jiz v tento okamzik zfejmé. Uvazenim vsech
prispévki se v maticich hmotnosti pouze objevi dalsi nezavislé parametry, k zad-
nému vyruseni prispévki velikosti V2 dojit nemtize. P¥itomnost obou multiplett
h,® zaroven taktéz zavislost na této skale kompenzovat nedokaze.

Pokud se tedy chceme vyhnout jakémukoli nevynucenému fine-tuningu para-
metri skalarniho potencidlu, jediné prirozené lehké skalarni ¢astice jsou nehmotné
Goldstoneovy bosony a Higgstiv boson Standardniho modelu, které dohromady
tvori SU(2), dublet znamy ze Standardniho modelu. Ostatni skaldrni ¢éstice z
multipleti h, ® maji prirozenou skalu hmotnosti V.

Shriime si, na jakych skaldch se pohybuji hmotnosti skaldrnich ¢astic v nami
zkoumaném modelu.

o Vespektru h a ® se objevi jeden dublet (1,2, 1/2)g,s obsahujici t¥i nehmotné

Goldstoneovy bosony a jeden neutralni skaldr s hmotnosti na elektroslabé

skale. Musime vSak pripustit fine-tuning parametri skaldarniho potencialu.
Ostatni ¢astice maji hmotnosti imérné skale V.
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o Ve spektru H objevime nehmotny barevny triplet Hy; = (3,1,2/3)su, re-
alné pole Py = (1,1,0)sas a komplexni pole ¢; = (1,1, — 1)gps. Jednd se o
Goldstoneovy bosony odpovidajici naruseni symetrie SU(4) x SU(2)r —
SU(3) x U(1)y. Déle obdrzime redlné pole Sy s hmotnosti na skale V.

«+ Céstice z D se michaji s tripletem Hs,; z multipletu H. Spektrum je déno
matici (4.93)). Ocekavame, Ze ziskdme jeden barevny triplet s hmotnosti na
skale V' a dva triplety na neurcené skale zavislé na velikosti ppp«.

Vsimnéme si, ze tyto vysledky odpovidaji pravidlim uvedenych v [46]. Stru¢né
feCeno - pfi minimalnim fine-tuningu submultiplet narusujici symetrii ziskava
hmotnost imérnou skéale naruseni, zatimco ostatni pole z daného multipletu zis-
kavaji hmotnost imérné skale naruseni o stupen vyssi symetrie. Dublet Standard-
niho modelu je tedy lehky, nebot je zodpovédny za naruseni symetrie SU(2), X
U(l)y — U(1)g, ostatni prvky multipletu h a ® ziskavaji hmotnosti tmérné skéle
naruseni symetrie SU(4) x SU(2)gr — SU(3) x U(1)y. Za tuto fazi naruseni je
zodpovédny multiplet H, tudiz jeho prvky ziskavaji hmotnosti na skéle tohoto
naruseni. Zustava nam neurcena skala ppp+, nebof pole z multipletu D nejsou
zodpovédné za zadny krok spontanniho naruseni symetrie.

Vy$e uvedené pravidlo nam ale 7iké, co ocekavat od skdly ppp«, kdyby uva-
zovany Pati-Salamtv model byl pouze efektivni teorii odpovidajici spontannimu
naruseni urcité vétsi symetrie (napt. SO(10)) Ggur — Gps. V takovém piipadé
by skala pupp- odpovidala skale této faze spontanniho naruseni.
nutné k naruseni symetrie na nékteré nizsi skale. Tento princip se téz v literatute
nazyva extended survival hypothesis [47, 148].
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Obrazek 4.1: Béh kalibra¢nich vazeb v minimalnim Pati-Salamové modelu pod
skalou V/

4.5 Béh kalibrac¢nich vazeb

Podivejme se, jaké hodnoty pfiblizné oc¢ekavame od vazby gr. Rovnici (4.47))
milzeme prepsat na

agt =o' — Sa (4.108)

coz nam umoznuje zkoumat béh této vazby po skalou V' pomoci rovnice .
7 diskuze skaldrniho potencidlu vime, ze od veskerych skalarnich c¢astic, vyjma
nefyzikalnich Goldstoneovych bosonti a Higgsova dubletu Standardniho modelu,
oc¢ekavame, ze budou velmi tézké, tudiz do béhu vazeb pod skélou V' neprispivaji.
Goldstoneovy bosony odpovidajici naruseni Gps — Ggpr béh taktéz neovliviuji.
To plyne z odvozeni rovnice a faktu, Ze v R¢ kalibraci maji tyto bosony
bézny skaldrni propagator s hmotnostni £M, kde M je hmotnost odpovidajiciho
(tézkého) vektorového bosonu ([1.29)). Pro beh vazeb pod Skélou V' tak prispivaji
stejnd pole jako ve Standardnim modelu. Rovnice , odvozené v pro
Standardni modelu, miizeme v dusledku pouzit i pro Pati-Salamtv model. Béh
kalibra¢nich vazeb Pati-Salamova modelu pod neznamou skdlou V' muzeme vidét
na obrazku [4.11
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5. Wittenuv mechanismus v
Pati-Salamové modelu

V predchozi kapitole jsme se podrobné seznamili s lagrangianem minimalniho
Pati-Salamova modelu. Vidéli jsme, ze diracovské hmotnosti neutrin by se mély
pohybovat priblizné na Skdle hmotnosti hornich kvarku Zaroven vime, Ze
fyzikdlni hmotnosti neutrin musi byt vyrazné mensi 2.1l Toho se pokusime do-
sahnout prostrednictvim Wittenova mechanismu [3.4}

V této kapitole pristoupime k hlavnim vysledktim prace. Nejprve si ukazeme,
jak Wittentiv mechanismus aplikovat v minimalnim Pati-Salamové modelu. Na-
sledné pak pomoci ziskanych vysledkl rozebereme hmotnosti neutrin i v nékte-
rych modifikacich tohoto modelu. Konkrétné okomentujeme, jak by se situace
zménila v nékterych neminiméalnich variantach, v modelu s diskrétni levo-pravou
symetrii a v modelu s kalibracni grupou SU (4).q. x SU(2)r, x U(1).

5.1 Dvousmyckové korekce k majoranovské
hmotnosti neutrin

Podivejme se na smyckové korekce k majoranovské hmotnosti neutrin. Pripo-
miname, ze poznamky k dvoubodovym 1PI funkcim a jejich vypoctu uvadime v
piiloze [B]

V nasem kontextu jsou zajimavé pouze ty korekce, které mohou byt poten-
cialné vyrazné vétsi nez elektroslaba skala. Tyto prispévky nasledné vedou k
malym fyzikalnim hmotnostem neutrin. Z tohoto diivodu se nemusime starat o
jednosmyckové korekce. Snadno si rozmyslime, ze diagram je jediny mozny
prispévek. Tato korekce je ale diky propagatoru mezi multiplety F' a F. pfimo
umérna hmotnosti nékterého z fermiontt a mizeme ji zanedbat.

Uvedme poznamku k pouzitému znaceni ve Feynmanovych diagramech. Vnéj-
simi skalarnimi liniemi znacime vakuové stredni hodnoty danych multipleta. Toto
explicitni znaceni vakuovych strednich hodnot vyuzivame cisté pro ilustraci, ze-
jména pokud se jednd o linie vedouci ze skalarniho propagéatoru - veskeré hmot-
nostni ¢leny mame zahrnuté ve volném lagrangianu, jednad se pouze o ukézku
konkrétni interakce, kterd v narusené fazi lagrangianu zarucuje nenulovost da-
ného propagétoru.

Na trovni dvou smycek jsme jiz skutecné schopni najit korekce, které by te-
oreticky mohly byt dostatecné veliké. V prvni fadé jisté mame diagramy
diskutované v puvodnim ¢lanku [I3]v kontextu SO(10) grupy. JelikozZ tato grupa
obsahuje G pg jako svoji podgrupu, tyto grafy snadno sestrojime i v minimalnim
Pati-Salamové modelu Potencialné vsak mame i dalsi nenulové prispévky po-
hybujici se na zadouci skéle. Staci pouze nahradit vektorové linie skaldrnimi[5.3]
Uvidime, ze tyto ptispévky mohou byt dokonce dominantni.

Odpovidajici dvousmyckové integraly jsou logaritmicky divergentni. K jejich
vypoctu budeme vyuzivat dimenzionalni regularizaci. Jelikoz ve volném lagrangi-
anu nemame majoranovsky hmotnostni ¢len, nemame k dipozici ani divergentni
kontrélen, kterym bychom pripadné divergence grafit mohli kompenzovat. Renor-
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Obrézek 5.1: Jednosmyckova korekce k majoranovské hmotnosti poli neutrin v, -
nalevo vidime obecnou strukturu diagramu, napravo pak ukazku konkrétniho pri-
spévku v minimalnim Pati-Salamové modelu. Vnéjsi skaldrni linie znac¢i vakuové
stfedni hodnoty.
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Obrézek 5.2: Dvousmyckové korekce k majoranovské hmotnosti poli neutrin v, v
minimalnim Pati-Salamové modelu - prispévky generované vektorovymi bosony.
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Obrézek 5.3: Dvousmyckové korekce k majoranovské hmotnosti poli neutrin v, v
minimalnim Pati-Salamové modelu - prispévky generované vyhradné skalarnimi
bosony.
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Obrézek 5.4: Dvousmyckové korekce k majoranovské hmotnosti poli neutrin v, v
minimalnim Pati-Salamové modelu - prispévky generované vektorovymi bosony
v Te¢i konkrétnich poli.

malizovatelnost teorie tak vyzaduje, aby soucet radiac¢nich korekei k majoranovské
hmotnosti byl konecny.

5.2 Minimalni Pati-Salamuv model

Podivejme se na vyse uvedené korekce v minimalnim Pati-salamové modelu.
Nejdiive budeme uvazovat pouze grafy s vektorovymi liniemi, poté se zamétrime
na prispévky generované pouze interakcemi skalarnich bosont.

5.2.1 Prispévky generované vektorovymi bosony

Na obrazku muzeme vidét patticné diagramy s popsanymi G pg multiplety.
Z interakci fermionu s vektorovymi bosony je patrné, ze v obou grafech figuruji
bud pouze spinorova pole anti¢astic anebo pouze ¢astic. Smér fermionové linie
obratime pomoci interakce s multipletem D, vertex skaldar-skaldr-vektor obdrzime
diky multipletu H. Z néj se uplatni pouze triplet Hs, nebot ostatni komponenty
maji nulovy vzajemny propagator s poli z D, tedy s T a A*. Tyto triplety maji
naboj £1/3. Z vektorovych bosonii se tak uplatni pouze interakce obsahujici Wiz
a X*. Pole W totiz s multipletem H neinteraguji, zatimco vyuziti neutralnich
poli ndm neumoznuje zachovani elektrického néaboje. Na obrazku muizeme
vidét, jak dané Feynmanovy diagramy vypadaji v fe¢i konkrétnich poli.

Potrebné interakce vektorovych bosonu ziskdme z rovnic a . Pro

interakci s fermiony mame

gs

V2

pro interakci s tripletem Hy

(el + ey"dz) X\, — IR (W di + Deyec) W, + he,  (5.1)

L3>
V2

L = —gngW}'{Xi_Hgi + h.c. (52)

Posledni potiebnou interakci je yukawovska interakce multipletu F,. a D. Roze-
psanim lagrangianu (4.61]) obdrzime

e (ecluiJ - Vddij) (y{JTi + ngA;'k> + ety (y{JAk + yéJT*k) +h.c (5.3)
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Pokud navic vyuzijeme toho, 7Ze pracujeme s dvoukomponentnimi spinory, mi-
zeme z vy matic vypsat pouze relevantni blok a psat pro tuto c¢ast lagrangianu
modelu

Ly, = (ecruly — verdsy ) (i’ Ti + y3? A7) —

7 = dr g i—
—derio" <\/§UCIW;?:F;L + 782€chu ) o

L (5.4
- (\g/%WRuecI + \g/ﬁXLUclz> 5””01_ )
—9sgrVWg X;THy'+
+h.c.

Zatimco scitaci konvence ndm umoznuje explicitné nevypisovat matici nabojového
sdruzeni C , zapis pomoci ¢ matic namisto v matic nas navic osvobozuje
od nutnosti psat v nékterych vyrazech transpozici v matic. Plati totiz vyrazy
typu

aclia-uycl = _cho-'uac]zV (55>

Prejdéme k samotnému vycisleni smyckovych korekei.

Topologie 1.

Zacnéme nejdrive topologii s vektorovou linii vedouci stredem grafu. Hodnotu
tohoto grafu znacme

<VcIVcJ>%PI~

Index 2 pro tento prispévek volime pouze pro to, abychom pro prehlednost méli
co nejpodobnéjsi znaceni s [15], kde je tento piispévek uvazovan az jako druhy.

Kazdy vertex odpovida jednomu fadku v lagrangianu ([5.4)), efektivné tak mu-
sime provést vSechny kontrakce ve vyrazu

i4ﬁf!<2 /d4I1...4 (_Vcldf;J (y{Jﬂ + yéJA:))(m)

3 = dr ; Js i—
—dC[iO'u (uchWI_{u + 7€C[XL ))
( V2 V2 (22)

IR - 9s i _
— | =Wgper + ==X, udi> U“VCI>
(—ngRVWJEXfHSl)

(5.6)

(z4)

a provést Fourierovu transformaci. Faktor i /4! pochézi z Dysonova rozvoje a do
¢iselného faktoru Ky zahrnujeme kombinatoricky faktor. Jelikoz z interakéniho
lagrangianu pouzivame kazdy vertex pravé jednou, mame 4! moznosti, jak per-
mutovat argumenty z;, coz nam dle ocekavani zkrati faktor 4! ve jmenovateli.
Nesmime ale zapomenout na dodatecny faktor 2. Pro I = J plyne z toho, Ze
mame dva zpusoby, jak vnéjsi propagatory pripojit na dany graf (viz diskuze .
Pro I # J plyne ze symetrie matic y! ‘g Kdybychom naptiklad konkrétné hledali
piispévek do 1PT funkce (v vew)ip;, z viTazu by se uplatnil jak prispévek
I'=1,J =2takil =2,J =1 Diky symetrii matic y{% ale oba tyto piispévky
davaji stejnou hodnotu. Obdrzeli jsme tedy

Ky =2-4l. (5.7)
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Jak v tomto vyrazu kontrahovat pole je zfejmé. Z dodatku [B] vime, Ze se

Vv

muzeme omezit na nulovy vnéjsi impuls. Mizeme psat

M2 4Y) 2% 1 dpdiq
<VcIVcJ>%P1: <4! ) 2RV/ (2m)° <dlC chl>( )0 p
(wr e @ (X5 X)) W W) e+ (5:8)

H(eerfer) 0T (X' XY iy (Wi, Wik ) Siiss
pricemz jsme oznacili
Sk =1 (H T q) + y5™ (H* AR () (5.9)

Prechodem k vlastnim stavim hmotnosti (4.94]) ziskame

zIK 251 ( KUjT + ngUjA*) U;H (510)

¢ —m

Veskeré hmotnosti bosonti vystupujici v tomto integralu jsou extrémné velké.
Pokud bychom se v celkovém integralu, o kterém vime, ze musi byt konecny a
nezavisly na renormalizac¢ni skéle, rozhodli provést substituci p,q — Vp,Vq, kde V
je vakuova sttedni hodnota multipletu H , ihned bychom uvideéli, ze mizeme
zanedbat hmotnosti fermiont. V této aproximaci pak muzeme psat

d*pdiq ( -4y

<V01V0J>%PI ZQSQRV‘Sk/ (2m)8 \ g2 %?%

g — pup g0 — (p+4q)v Vip-ﬂ-Q)p g — II\'}L&IZ" g — (p+ )u(p+q)” g
[ + 2R x 2 Si?l(q(])) ’
p? —M)% (p+q)?— Mg, p*— Mg, (p+q)?*— Mx 2

(5.11)

Topologie 2.

V pripadé druhé topologie postupujeme naprosto stejnym zptsobem. Tento-
krat musime provést veskeré kontrakce ve vyrazu

9Rr _ _
d45(71...4 <_ <W €cl + Z uch) JMVCI)
/ V2 Ry \/_ u o)
(ecluij (y{JTz' + ngA;))(m

itK,

) (5.12)

WRM ol T X L_ ﬂcli> o “%1)

(—gngVW§XfH§i)(x4)

S vyuzitim (5.5) snadno nalezneme

'K dpdiq, —
959 p
(erves)ipr = 4! : RV / (%4%’%

q- p
vy _ ptp¥ _ Qvg” qu (513)
g M% 9y Mg + g M3 gilJ )1 -5
— M} 2 — Mg, M q — M3 | RHero) g
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Zbyva urcit kombinatoricky faktor K. PTi Spatném vycisleni tohoto faktoru by se
divergentni ¢asti prispévki a neodecetly a dostali bychom divergentni
vyraz, méjme se tedy na pozoru. Jisté i v tomto pripadé musime uvazit faktor 2
plynouci se symetrie yukawovskych matic y; » a moznosti permutovat vnéjsi linie
pro I = J. Podivejme se ale na ptuvodni vyraz (5.12)), ve kterém jsme provadeéli
kontrakce. Tentokrat jsme jeden z radku lagrangianu (5.4) vyuzili dvakrat. Diky
tomu nemame 4! odlisnych zpusobt, jak permutovat argumenty x;, ale pouze 4!/2.
Tim padem

K, =4 (5.14)
a
2.2 4, 74
! .gSgR w[dpdig,  —qp
clVec - Vo; / 5 5
<V 1V J>1PI i (271')8 ( P qg pg%l
v p“p — q”q _ qu (5.15)
9" - 9y WR +g My gilJ )1_75
p2—M§<q - Mg, p? —M2 ¢ — Mg | 0o

Celkovy prispévek

Oznacme
o
d4pd4 g p V” — ]j\/[p2 g,, - %\U/[%
I, (M Mg, / 1P . (5.16
(Mix Mp,m) @) @ P P =M @ — M (p+ )2 —m? (5-16)
gV (P+a)v (p+9)?
d*pdq — B gp — HEOepre”
IQ(MXvMRam) ::/ b lf}/ ﬂv# M2 = 2 )
(2m)% ¢ "p? — Mg (p+q)?— Mg ¢* —m?
(5.17)
¥ =L (Mx,Mgm)+ I,(Mg,Mx,m), (5.18)
22 = IQ(MX7MR)m) + IQ(MR7MX7m>7 (519
definujme proménné
2
5= ]\”; , (5.20)
M2
k== (5.21)
M,
a zavedme )

V pripadé Mg = My, respektive k = 1, je tato funkce I zfejmé totozna s funkci
I(s) figurujici v analogické dvousmyckové korekei v SU(5) x U(1) modelu [15].

Pro dvousmyckovou korekci k majoranovské hmotnosti poli v. od grafii s vek-
torovymi propagatory celkové dostavame

M, =1 (<VCIVCJ>%P[ + <VcIVcJ>%P[> =
(5.23)

3939?% IK IK *
= (471_)4 V; <y1 UJT + Yo UjA*) U]HI(S]’k)
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I(s, k)

log1o(s)

Obrézek 5.5: Funkce odpovidajici souctu dvousmyckovych integraltt odpovidaji-
cich diagramtim

Funkei I(s;,k) lze nalézt explicitné vypocitanou v dodatku . Poznamenejme, ze
skutec¢né dojde k odecteni divergentnich c¢asti jednotlivych prispévki. Tato funkce
je dokonce omezena i v obou argumentech, konkrétné

-3 < I(s,k) < 3. (5.24)
Chovani této funkce muzeme vidét na grafu [5.5

Provedme struéné porovnéni se situaci v SU(5) x U(1) modelu [15]. V mi-
nimalni verzi tohoto modelu bychom misto matic y;, y> dostali ve vyrazu
yukawovskou matici Y¢ udévajici hmotnosti d-kvarkd. O této matici vime, Ze
se pohybuje v fadech az 1072, coz méa za disledek dalsi potlaceni smyckové ko-
rekce. Jako dusledek je tato smyckova korekce prilis nizka, aby mohla popisovat
realistické hmotnosti neutrin. V Pati-Salamové modelu jsou pro nas matice y;,ys
zcela neznamé, nemame zadnou informaci o jejich velikostech. Muzeme pouze
pozadovat, aby teorie byl poruchova, coz vede k odhadu

Y| < Ymax ~ 4. (5.25)

Tento rozdil je dan tim, ze zatimco v SU(5) x U(1) teorii jsou v reprezenta-
cich fermiont pritomny pole ¢astic a anti¢astic zaroven, v Pati-Salamové modelu
jsou usporadany zvlast. Pro ziskani yukawovské interakce narusujici fermionové
c¢islo tak musime pridat dalsi skalarni multiplet a tedy i dal$i neznamou matici
yukawovskych konstant.

Z matematického hlediska je ale vyraz ((5.23)) velmi podobny korekci v SU(5) x
U(1) modelu s dvéma Higgsovymi multiplety. Mtuzeme tak provést analogické
odhady na velikost této korekce.

Nejprve se pokusme se odhadnout vyraz

%
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Jisté plati
> nUUsy + 92Uia=Uyy) I(s3,k) | <
i (5.27)
SymaxZ(‘UiT (517 )|+‘UzA UzH[<Slvk)’>7

tudiz se zamérime pravé na

C = Z \Uir Ul I(si,k)| + |Uia- Uy I(s4,k)]) - (5.28)

Ukazme, zZe za ucelem maximalizace tohoto vyrazu musi byt dvé z tii hodnot

I; = I(s;,k) stejné. Bez Gjmy na obecnosti uvazujme situaci I3 < I, < 1.
Vyuzijme unitarnosti matice U, konkrétné podminky

Z UirUly = Z UiaUly =0 (5.29)
a pisme

C = |U1TU1*H(]1 — ]3) + UQTU;H(IZ — ]3)| + (T < A) =
-1
= (I — I3) |(UirUsy + UQTUZ*HLS) + (T A) = (5.30)
(L —I3)
= (]1 — ]3) |U1TU1*H + UQTUQ*H . X| + (T S A)

Z trojihelnikové nerovnice

\UrrUsy + UspUsy - X| + (T < A) <

5.31
<|UwUly| - (1 = X) + |UirUsy + UspUsy| - X + (T > A) (5:31)

vidime, ze v proménné X je vyraz C konvexni, tudiz maxima nabyva v jedné z
krajnich hodnot. Maxima tedy dosahneme bud pro Iy = I3 nebo I, = I.

Zbytek diskuze se opira prave o fakt, ze dvé I; jsou si rovny. Opét bez ijmy
na obecnosti predpokladejme I; = I, nebot diskuze I, = I3 by probihala stejné.
V takové pripadé se mizeme vratit zpét k , vyuzit a ziskat

C = (|UspUsy| + [UsaUsy|) (I — 13) < (|UspUsy| + [UsaUsy|) (Imaz — Lmin)-

(5.32)
Nasim cilem je najit extrém vyrazu
([UsrUsy| + [UsaUsp) (5.33)
na mnoziné
UsrUsp + UspUs g + UsgUsy = 1. (5.34)

Féaze téchto komplexnich koeficient jsou zfejmé irelevantni a muzeme se ome-
zit pouze na realné matice U. Standardnimi metodami, naptiklad parametrizaci
pomoci sférickych soutadnic, nalezneme maximum

2
(|UsrUsy| + |UsaUsy|) — |sin ¢ cos @] - ’|sin9| + |COS€|’ < \é_, (5.35)
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pricemz rovnost lze dosahnout napitklad pro (Usr,Usa,Usy) = (1/2,1/2,1/4/2).
Celkové dostavame

> (UaUfy + Uia-Uly) f(si,k)' <

i _ (5.36)
< Z |UZT Sla )| + |U’LA* (S“ )|) \/_ ma:l? mzn \/— 3
a tim padem
W2 ,
‘MUIJ < (4 )4gngV ‘ymax . (537)

Hodnoty vazeb gr,gs mizeme odhadnout z jejich béhu (viz . Jako hruby odhad
muzeme pouzit napiiklad gg =~ 0.6, gs ~ 0.5 (coz v zévislostechodpovidé bodu
~ 1016 GeV'). Nésledné dostévame

1J
‘M’U. ~

032 V. (5.38)

Ve variantach SU(5) x U(1) modelu diskutovanych v [14} [I5] jsou obdobné
grafy jedinymi prispévky k majoranovské hmotnosti. V téchto modelech tedy po-
zadujeme, aby M, > M, ~ 10 GeV, coZ je minimdalni potencidlné realisticka
hodnota majoranovské hmotnosti slucitelna s experimentalnimi limity na hmot-
nosti lehkych neutrin pii diracovské hmotnosti m, ~ m,, ~ 10* GeV. Kdybychom
toto pozadovali i v ndmi zkoumaném modelu, ziskali bychom z ([5.38))

V > 102 GeV, (5.39)

coz zpétné potvrzuje konzistenci volby hodnot vazeb gr,gs odpovidajici skale
~ 1016 GeV.

Nyni si ale ukazeme, zZe prispévky generované interakcemi skalarnich bosoni,
které jsme schopni v tomto modelu sestrojit, nam umoznuji, aby se spontanni
naruseni symetrie Gps — Gy potencidlné odehravalo na vyrazné nizsi skale.

5.2.2 Prispévky generované vyhradné skalarnimi bosony

Diky multipletu ® = (15,2,2) mame dostatecné bohaty skalarni sektor na to,
abychom byli schopni zkonstruovat smyckové korekce k majoranovské hmotnosti
bez vektorovych bosont. To je ale podstatny rozdil oproti minimalnimu SO(10)
modelu [I3], minimalnim variantdm SU(5) x U(1) modelu [I5], ¢ nékterym dal-
sim minimalnim modelim s odliSnou kalibraéni grupou [16]. Jak uvidime, tyto
prispévky mohou byt dokonce dominantni. V principu jsme tak schopni ,snaze*
popsat lehka neutrina, nicméné za cenu nizsi prediktivity, nebot do vyrazi pro
majoranovskou hmotnost neutrin vstupuji dalsi nezndmé nezavislé parametry.

Na obrazku muzeme vidét, jak odpovidajici diagramy vypadaji v fe¢i Gpg
multipletii, zatimco na muzeme vidét, jak se patficné multiplety musi trans-
formovat vici Ggys. Uvedomme si, ze plati

® =(15,2,2) = (8,2,1/2)sm @ (8,2, —1/2) 5D (5.40)
@ (3,2,7/6)sm ® (3,2, 1/6)SM€B
® (3,2, -7/6)sm @ (32: —1/650)®
®(1,2,1/2)sa ® (1, —1/2)SM

h=(1,22) = (1,2,1/2) ® (1,2, — 1/2) (5.41)
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a rovnou identifikujme jednotlivé komponenty

1

(I)aii4 = ﬁBlai = (37§7 - 1/6)SM7 (542)
1 _
oy, = EBQOQ = (3,2,1/6)sm, (5.43)
i W 13 - B
V. =0 + 3\/;5,?%1 = (8,2,1/2) s + (1,2,1/2) 51, (5.44)

.y Wi 13 . _ _
Y5, = 0" + 3\/;5%@2 =82, —1/2)sm + (1,2, = 1/2)spr,  (5.49)

he® = b = (1,2,1/2) s, (5.46)
hy =Dy = (1,2,1/2) s, (5.47)

3 _
oy, = _\/;hqna = (1,2,1/2)sm, (5.48)
[e% 3 (e o
oy = _\/;hcm = (1,2, = 1/2)sum (5.49)

s tim, Ze indexy ,j... = 1,2,3. Vidime, %e bez multipletu ® = (15,2,2) bychom
potfebné diagramy nebyli schopni zkonstruovat. To je patrné z diagramu [5.6]
nebof veskeré varianty obsahuji barevny triplet nebo oktet, ktery multiplet A
neobsahuje.

Ukazme, ze se v naruseném lagrangianu skutecné objevi potiebné interakce
vhodné trojice skalarnich poli. Ziskame je zdpisem lagrangianu

L3 (el H Hy ok 0% eaﬁegﬁ + e H' O Hg 0% 0 e 5™+
—I—CgH*&iHBj(I)a]mhéﬁeagé +c H*O”HBJCI)O‘] D Beage +
s H' 9 Hy 0% 0P+ g H* Hy 0% h*0 ense™ + h.c)+ (5.50)
e H O Hg 0" 0% )+ cg H O Hy @7, 7' ™+
oo Hg @ 100 4 g H ™ Hy 0", 0% e0qe™
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Obrézek 5.6: Dvousmyckové korekce k majoranovské hmotnosti poli neutrin v, v
minimalnim Pati-Salamové modelu - prispévky generované vyhradné skalarnimi
bosony v Te¢i multipleti Standardniho modelu.
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v asymetrické fazi. Konkrétné obdrzime

1
EBEV(Cl‘FCQ)‘

2 3 .
-(HQjOlﬁjkBl b 3 §H2jB1ﬁ]hq>1 -
%y ak B 2 /3 *7 a B
—H3'0,"",By" + 3 gHz By ihes |€apt
]. (%] *7 @
+ﬁv (c3 4 cq) (_H2jBl ’h,” + H3'B, ih25> €apt (5.51)

1 ) )
+ %4 (C5 + 06) (HQjBlaJh*Qa + H;lBZQih*la) +

V2
1 2 /3 ajix aj px
—|—EV (c7 + cs) -3 §H2jBl W aoa + HojO, 7 By, | +

1 2 3 * 7 o * j o
+ﬁV (Cg + Cl()) (—3\/;H2JB 2ajh<1>1 + H2j0 2alJBl l) —+ h.C.7

respektive
1 *J Yk * e
L3> ——7=V(c+c5) HyO lﬁjkB 1ok €7 —

V2
_LV (c1+ ) H5i02aki32ﬁk€aﬂ+
V2

1
+

V2

]. *J @ *
+—=V (cg + c109) Hy’ O, ljB lal

V2

1 *7] * * o
L3> —2V (¢ + ;) Hy B g 1" 106"+

2V/3
b
2V/3
1 % * *] %
+EV (c5+c)) HYB 1laj
1 .
+5V (5 + i) H;'B,®hy east

| (5.52)
V (c7 + cs) H;JO*m]'leal"‘

+ V(er+ e2) HékiBQaih@Beaﬁ"’

h*lﬁeaﬁ“—

-

| (5.53)
+—=V (ci + cf) H;jB*laj hy*+

+—=V (c5 + cg) Hy' By,*,h*,,,—

REie)

———V (¢ + ¢s) HY B*|,, hgo*—

lag

5

1 *J o 7%
———=V (cg + c10) Hy’ B, jh dla-

2V/3
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Abychom sladili polohy indext jednotlivych multipleti, ozna¢me

*  ak. a * ak
Oy = (€7075%,0,°%) (5.54)
B myak = (B*lak>€aﬁB2 k) ) (5.55)
h*(m)a = (Gaﬁh*lﬁ, h2a’ Eaﬁh*¢1ﬁ7 hq>2a> . (556)

Kompaktné tak miizeme predeslé interakce zapsat napriklad jako
OB * * Bh * ¥ o

Vidime tak, ze grafi typu dokéazeme sestrojit celou fadu. Kazdy z pti-
spévkil je umérny skale spontanniho naruseni V', yukawovské matici y; a dvojici
yukawovskych matic z y; 25,91,26. Déle je patrné, Ze z matematického hlediska
jsou vSechny prispévky tmérné stejnému typu dvousmyckového integralu.

Kvili velikému poctu odlisnych prispévku prakticky nejsme schopni diskutovat
velikost celkové korekce v plné obecnosti. VSechny tyto prispévky ale maji radu
spoleénych rysi, zkusme se tak zamérit pouze na jeden konkrétni. Vezméme v
tvahu napiiklad pouze prispévek, ktery je tmérny maticim y15,916 a matici y;
zaroven. Jediny takovy prispévek je dany lagrangidanem

Linie = —Verdiy ( 5T+ yIKA*)
1 . -
+ﬁy1é‘]€5adcﬂll B(z)ﬁ

5.58
+y{g€ﬂah lIaVcJ+ ( )

* Bh m* * a
+7VH2]ZC B kh’ (m)

Na tomto prispévku demonstrujeme, jakym mechanismem dojde k odecteni diver-
genci smyckovych grafli a ukazeme, jak velké mohou v principu byt odpovidajici
radiac¢ni korekce k majoranovské hmotnosti neutrin.

Rozhodnéme se jesté preznacit

Timyi = (T3, A7 Ha). (5.59)

Smyckovou korekci k majoranovské hmotnosti generovanou lagrangianem (|5.58))
poté muzeme psat ve tvaru

3V & . .
Mg = i(Verves) 1113}}14) = b ZZ leKchbNKylh + leKy]CbNKylh )Crm Bh
=1 mn
#(T) 7 7(hA) (BX) p7r*(BX)
S S U U v O (5.60)

abc A

{m{D,0;mi™ 0;mPYY | (pg)]

Odivodnéme jednotlivé faktory. Faktor 3 plyne z tii odlisnych barevnych variant
prislusného grafu, resp. z izeni SU(3) indexu. Zbytek prvniho fadku tvori pouze
prislusné interakéni konstanty danych vertexti. Symetrizaci souc¢inu yukawovskych
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matic jsme obdrzeli ze stejného diivodu, jako jsme u prispévka generovanych vek-
torovymi bosony obdrzeli faktor 2 (prispévky byly tmérné symetrické yukawov-
ské matici). Druhy fadek tvori unitarni matice diagonalizujici hmotnostni matice
pifslusnych skalarnich poli. Matice U™) diagonalizuje spektrum tripleti Ty, ve
skutecnosti se tedy jednd o preznaceni matice . Analogicky U™ diagonali-
zuje spektrum poli , konkrétné A-komponenty téchto dubletii, atd. Obdobné
znacime prislusné hmotnosti, které vystupuji v poslednim radku. Takzvana Van
der Bijova zdvorka znaci prislusny smyckovy integral, tedy

{m{,0;mg™ 0;mEV Y | (pg)| =
/d4pd4q P 1 1 1 (5.61)
PRy = (mi”) g = (my™)2 (p + q)? = (m™V)

Tento zptsob znadeni detailné zavadime v piiloze [C] V téZze priloze lze nalézt

integral (5.61]) explicitné vypocitany.
Diilezitym pozorovanim je, Ze rozvojem v regularizaénim parametru ziskame

2(4m)* {m((lT),O; ml()hk), 0;m } ‘(pg)‘ - —I— O(1). (5.62)

Divergentni ¢ast tedy viibec nezavisi na konkrétnich hmotnostech. Diky tomu je
ale vyraz (5.60) skutecné konecény, coz ihned vidime z podminky unitarnosti

T *(T
3 U;(lgUa(ﬁ,,)) — O (5.63)

Stejnym argumentem lze dokazat, ze vyraz je nezavisly na renormalizacni skéale.
Diky tomu miizeme psat

M, 47T LA ZZ IK?J;@NK?J + leKy;QNKy Delh
I=1 mn (5.64)
) (D) () p(hh A) 7 r#(BA
D22 UadUsts) Unts) Usimy Uetoy Uy L (et
abc A
kde
(7) \ 2
m
T = <(BA)> : (5.65)
me
) 2
me

(5.67)

a funkce I, je ddna rovnici . Predstavu o chovani této funkce si muzeme
udélat na zakladé grafu

Jelikoz je integral I, v principu neomezeny a zaroven se ve vyrazu ((5.64) vy-
skytuje velké mnozstvi neznamych parametri v netrivialnich kombinacich, nejsme
schopni najit presny horni limit, jako tomu bylo u korekce z predeslé c¢asti .
Pokusme se alespon ucinit fadové odhady, abychom ziskali predstavu, jak velka
muze korekce M, byt. Na zdkladé podminky poruchovosti muzeme odhad-
nout

leKyJ*@NKylh + leKy;(bNKylh ‘ S 2Ymac¥1nYre ~ 8TY1RY10 (5.68)
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log1o(x)

Obrézek 5.7: Funkce odpovidajici dvousmyckovym integralim typu

Dale na zakladé podminky poruchovosti konstant skalarniho potencialu pisme

odhad
Bh 1 4m

mnNQ\/_ maaz’\’%'

Komplikace spociva pravé v odhadu kombinaci unitarnich matic diagonalizuji-
cich skalarni spektrum a integrélu L. V prvni fadé zdliraznéme, ze i prestoze je
funkce Iy, neomezena, vyraz (5 nelze v poruchovém rezimu ziskat libovolné
veliky. Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze pokud by konkrétni m(PY odpo-
vidalo lehkému Higgsové bosonu standardniho modelu, ziskali bychom extrémné
velké hodnoty proménnych funkce I a néasledné i extrémné velkou zkoumanou
dvousmyckovou korekci. Tak tomu ve skutec¢nosti neni, nebot ,absolutni skala“
této funkce neni podstatna. Pro dané mgB’\) muzeme k funkci I, pric¢ist libovol-
nou konstantu bez zmény velikosti M, . To jsme koneckonct jiz vidéli, kdyz jsme
ukazovali, jakym zptisobem dojde k vyruseni zavislosti na regulariza¢nim parame-
tru e. Jedna se o primocary dusledek relace (5.63|). Zaroven z diskuze skaldrniho
potencialu 4.4.4] vime, ze v poruchovém rezimu je prirozena skala ostatnich ska-
larnich ¢éastic rovna V', jedinou vyjimkou jsou dva triplety ze spektra Ho, A*)T.
Proménnou y tedy nelze ziskat libovolné velikou, na rozdil od proménné
x . V této proménné pak skuteéné vyraz I logaritmicky diverguje. Za-
roven se ale dostavame do rezimu , coz ihned vede k potlaceni jakékoli
divergence diskutované korekce k majoranovske hmotnosti. Unitarni matice U

v tomto pripadé nabyva tvaru (| m, dostaneme tak vyraz s logaritmicky ros—
toucim citatelem a jmenovatelem rostoucim jako mocnina. Celkové by tak ve

skutecnosti zkoumana radiacni korekce klesala k nule.
Na zékladé chovani funkce Iy, viz [5.7] u¢itime jednoduchy odhad

(5.69)

C

>0 S Uty Uatsy) Uy Uiy Uty Uty s (@hestie)| ~ 1. (5.70)

mn abc A

O hmotnostech tézkych skaldrnich ¢astic nemame dostatecné informace. Tvrdime
tak, ze hmotnostni spektrum muze byt v principu takové, Ze rozmezi hodnot
I (22 ,y3.) je dostatecné velké (a zaroven ve spektru nemame piilis té7ké triplety,
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viz predchozi diskuze), aby vyraz (5.70) skutecné dosahoval velikosti fadu ~ 1.
Celkové pak dostavame potencialni velikost

MG ~ 2<ﬁ)291hy1¢V (5.71)

To je ale kvantitativné podstatny rozdil oproti korekeim generovanym interak-
cemi s vektorovymi bosony. Misto iméry kalibracnim vazbam gg,g, jsme obdrzeli
umeéru yukawovskym maticim yy5,y10. Tyto matice sice vystupuji ve vyrazech pro
hmotnosti matice fermioni (4.22), nicméné volnost v téchto vyrazech je tak velka,
ze nelze ucinit zavéry o relativni skale velikosti téchto matic. I ponékud ptizemni

odhad
Yinthe S 1 (5.72)
vede na
M ~ 1072V, (5.73)
zatimco kdyby se podarilo ziskat realistické hmotnostni matice fermionti i v pii-
padé na hrané poruchovosti

Yinyre ~ 4w, (5.74)

dostali bychom dokonce

i~V (5.75)
Tvrdime tedy, Ze nelze vyloucit scénar, kdy se spontanni naruseni symetrie Gpg —
Gy odehrava na skdle V' ~ 1013 GeV a i presto je extrémné nizkd hmotnost
neutrin dana dvousmyckovou radiac¢ni korekci.

Shrime si, co jsme na zakladé chovani korekce dané lagrangianem (5.58)) zjis-
tili. V prvni radé jsme demonstrovali, jakym zptisobem dojde k vyrusSeni diver-
genci v regularizacnim parametru smyckovych integral. Dale jsme vidéli, ze tato
korekce je imérna soucinu tii yukawovskych matic. V principu tak miize byt
tento typ radiac¢nich korekci radové mnohem vétsi, nez prispévek generovany po-
moci interakei s kalibraénimi bosony. Tento zavér je zcela neovlivnén tim, zZe jsme
uvazovali pouze urcitou tfidu korekei. Ostatni korekce jsou totiz imérné jiné sadé
yukawovskych matic, tudiz nemuze dojit k zddnému ,,prirozenému* odecteni a
naslednému celkovému potlaceni tohoto typu korekei.

5.2.3 Celkova korekce k majoranovské hmotnosti neutrin

Na zaveér provedeme strucné shrnuti ziskanych poznatk o dvousmyckové ra-
diacni korekci k majoranovské hmotnosti v minimélnim Pati-Salamové modelu.
Videéli jsme, ze existuji dva zasadné odlisné typy Feynmanovych grafti, které na
urovni dvou smycek generuji majoranovskou hmotnost pro pole v,.

Na prvnim typu korekci se podileji interakce poli s vektorovymi bosony. Pro

tuto korekei lze psét (5.23)

3 2.2
gjrg)fv Z (y{KUjT + yéKUJ’A*) Uil (sj:k)- (5.76)
J

MIJ _
v. (4

Yukawovské matice y o jsou zcela nekorelované s diracovskymi hmotnostmi fermi-
onti. Pokud pozadujeme, aby teorie byla v téchto konstantach poruchova, dosta-

neme (5.37)
9\/§ 2 2 1J

(47’(’)49ng Ymaz| -

1J
]

<

(5.77)
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Pokud by se jednalo o jediny zdroj majoranovské hmotnosti neutrin, pozadovali
bychom M, 2 10'* GeV. Pomoci béhu vazeb gr ; bychom pak obdrzeli podminku

na Skdlu spontdnniho naruseni symetrie (5.38)), (5.39))
M| 10732V (5.78)

V > 102 GeV. (5.79)

Druhy typ korekci je dan pouze interakcemi skalarnich bosonii. Tyto korekce
bychom nebyli v tomto modelu schopni ziskat bez multipletu ® = (15,2,2). Téchto
korekei je prilis velké mnozstvi na to, abychom byli schopni presné a detailné
analyzovat celkovou velikost jejich souctu. Prislusny dvousmyckovy integral je
navic neomezeny ve svych proménnych, coz opét komplikuje diskuzi. Na urcité
tridé téchto korekci jsme si tak alespon ukazali nékteré zakladni vlastnosti. Predné
tyto korekce jsou umérné soucinu tii yukawovskych matic, pricemz dvé z nich
souvisi s diracovskymi hmotnostmi fermionti. V diisledku je tak v principu mozné,
aby tento typ korekei dosahoval potencialné az velikosti ([5.75))

M~V (5.80)

To ale implikuje oproti (5.79) podstatné konzervativnéjsi podminku na skalu
spontanniho naruseni

V > 10" GeV. (5.81)

Oba typy korekci maji spolecné to, ze v nich figuruje propagator multipletii
D = (6,1,1) a H = (4,2,1), respektive jsou pfimo imérné soucinu prvkiu unitérni
matice Uia-U}y nebo UipUjy. Ze samotného zavéru diskuze skalarniho
potencialu [4.4.4] vime, Ze za urcitych podminek mizeme odhadnout, na jaké skale
se tyto vyrazy pohybuji. Konkrétné kdyby Pati-Salamova kalibracni symetrie byla
pouze dusledek spontdnniho naruseni jesté vétsi symetrie, jako napiiklad SO(10),
na skéle Vgpyr, hmotnostni skala ¢astic z multipletu D = (6,1,1) by se rovnala
praveé této skale. Pokud by tato skala navic byla vyrazné vétsi nez V, tedy

Veur >V, (5.82)
mohli bychom na zakladé rovnice (4.103)) psat radovy odhad

V Vv V
Uge Uy ~ <./—2x < VRr— 5.83
A MVC%UT “Veur Vaur (5:83)

kde jsme navic vyuzili nerovnic , a pozadované podminky porucho-
vosti A\; < 4. Pro soucin U;pU}y; bychom ziskali zcela stejny odhad. V situaci,
kdy je Pati-Salamova symetrie dusledek naruseni vétsi symetrie tedy ziskdme
dodatecné potlaceni radiacnich korekci k majoranovské hmotnosti. Podminka
je zejména relevantni pri diskuzi korekei generovanych vyhradné skalar-
nimi bosony, nebof bez tohoto dodateéného potlaceni pripoustime hodnoty skély
V ~ 10* GeV, zatimco $kéla Vg by se méla pohybovat okolo 106 GeV'. Odhad
(5.80) v této situaci prechazi na

VZ
e~ V8T : (5.84)
Veur
Pii Vgur ~ 10'% GeV ziskdvame modifikaci ([5.81])
V > 10"2 GeV. (5.85)
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5.3 Minimalni Pati-Salamiv model s
levo-pravou symetrii

Doposud jsme skalu spontanniho naruseni povazovali za zcela neznamou.
Oproti tomu v SU(5) x U(1) modelu muzeme skalu spontanniho naruseni od-
hadnout z podminky ¢astecného sjednoceni kalibra¢nich vazeb [14].

Sjednoceni kalibracnich vazeb ma svoje misto i v Pati-Salamové modelu. Ka-
libraéni grupa obsahuje SU(2);, a SU(2)g grupu, pricemz kazdé odpovidd vlastni
kalibra¢ni vazba. V minimélni verzi modelu, kterou jsme se do ted zabyvali, se
tyto vazby vyvijeji odlisnym zptisobem i nad skalou V. Do béhu g totiz prispiva
skalarni multiplet H = (4,2,1), zatimco do béhu g, nikoli. Kdybychom ve skalar-
nim sektoru uvazovali i analogicky multiplet Hy, := (4,1,2), béh obou vazeb by se
ridil stejnou diferencialni rovnici.

Pak bychom mohli uvazovat situaci, kdy na nizkych energetickych skalach
vazby gr nabyvaji odliSnych hodnot, pficemz se na skdle spontdnniho naru-
seni sjednoti. Nasledné by se vyvijely jako jedna jedina. V modelu bychom méli
kompletni diskrétni levo-pravou symetrii, byt spontanné narusenou.

V takové situaci muzeme skalu spontanniho naruseni V' odhadnout z pod-
minky sjednoceni gp = gr a nasledné ji porovnat s odhady plynoucich z Witte-
nova mechanismu. Ty navic mizeme pouzit stejné jako v predchozi ¢asti, nebot
multiplet H; negeneruje nové korekce k majoranovské hmotnosti poli v..

Skalu V v tomto modelu odhadnéme z grafu . Ziskavame hruby odhad

Vps ~ 1087 GeV. (5.86)

Vidime, ze kdybychom uvazovali pouze smyckové korekce generované interakcemi
s kalibra¢nimi bosony, spontanni naruseni na této skéale by dle bylo nekon-
zistentni s hmotnostmi neutrin . To ale neni pravda, pokud uvazujeme i prispévky
¢isté od skaldrnich bosont, jak je vidét z (5.75)).

Pozoruhodné nelze vyloucit ani scénar, kdy je Pati-Salamova symetrie diisled-
kem naruseni SO(10) symetrie. Odhad je jisté treba brat s rezervou. Pripo-
menme, ze prispévky od skaldrnich bosonit mély velmi komplikovanou strukturu,
kterd nam znemoznila ucinit pfesné odhady. Museli jsme se tak uchylit pouze k
hrubym radovym odhadim bez vycislovani konkrétnich numerickych prefaktort.
V odhadu pro zménu ignorujeme presnou strukturu skalarnitho hmotnost-
niho spektra, o vicesmyckovych korekcich nemluvé. Z tohoto divodu nelze rozdil
sotva pul radu mezi odhadem a brat jako signal, ze je Wittentv
mechanismus nekompatibilni s narusenim symetrie SO(10) — Gpg.

K tomuto modelu na zavér poznamenejme, ze multiplet H; v principu umoz-
nuje ziskat dalsi nezavisly zptisob, jakym generovat hmotnosti neutrin. Konkrétné
se jedna o ,Wittenovskou“ obdobu seesaw mechanismu II. typu. Odpovidajici
Feynmanovy grafy jsou naprosto analogické k tém, které jsme zkoumali doposud,
v sta¢i pouze zaménit multiplet anti¢dstic F, za multiplet F', kalibracni
bosony Wg za W, a multiplet H za Hj. Ziskdme tak radia¢ni korekei pro majora-
novskou hmotnost poli v. Ta bude pochopitelné timérna vakuové stredni hodnoté
neutralniho pole z multipletu Hy. Stejné jako tomu je v [44], i zde mtizeme oceka-
vat, ze tato vakuova stfedni hodnota bude velmi mala. Tyto prispévky nikterak
neovlivnuji dosavadni diskuzi - pokud pomoci Wittenova mechanismus, resp. se-
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esaw mechanismu I. typu ziskame prilis tézka neutrina, seesaw mechanismus II.
typu situaci nezachrani.

5.4 Neminimalni varianty Pati-Salamova
modelu

Podivejme se v kratkosti, jak by situace vypadala v Pati-Salamové modelu s
odlisnym skaldrnim sektorem. Z diskuze [4.2.3| vime, ze multiplet D = (6,1,1) nenf
jediny, ktery umoznuje naruseni fermionového c¢isla. Podivejme se, jaké dusledky
by mélo zvoleni odliSného multipletu.

Multiplet E = (10,3,1)

Tento multiplet obsahuje singlet vi¢i transformacim Standardniho modelu,
cozZ nam prirozené umoznuje ziskat majoranovskou hmotnost primo na stromové
urovni diky yukawovské interakci

1] pria i _
Yy FCI FcJ E@'j&ﬁ'

(5.87)

Majoranovska hmotnost poli v, je tak zcela volny parametr teorie.
Vsimnéme si, ze jelikoz je multiplet E v obou dvojicich indext symetricky, je
i odpovidajici yukawovska matice symetricka.

Multiplet D4 = (6,3,1) a E4 = (10,1,1)

Ani jeden z téchto multipleti singlet vici transformacim Standardniho mo-
delu neobsahuje. Zaroven je ze symetrie indexii patrné, ze yukawovské matice
odpovidajici témto multipletiim jsou antisymetrické. To ale znamena, ze grafy
typu nelze pomoci téchto multipleti zkonstruovat, nebot pouze symetricka
cast prislusné yukawovské matice je pro tyto korekce relevantni. Nicméné korekce
typu 5.3 stale mohou byt nenulové, nebot jsou imérné soucinu tii yukawovskych
matic. Takovy soucin samoziejmé jiz antisymetricky byt nemusi. Kvalitativné se
diskuze téchto skalarnich prispévk prilis nelisi, zatimco kvantitativni analyza by
byla zavisld na konkrétni volbé ostatnich skalarnich multiplet.

Na muzeme vidét, jak by mohly naptiklad vypadat konkrétni nenulové
Feynmanovy diagramy. Pokud pouze nahradime multiplet (6,1,1) za (6,3,1) nebo
(10,1,1), nebudeme schopni ziskat nenulovy propagitor s multipletem (4,2,1),
nebot potirebné interakce

DAij&BH*iaH*jB7 EAin*iaH*jBE@B (5.88)

jsou kvili symetrii index1 identicky rovné nule. Pokud bychom meéli k dispozici
dva odlisné multiplety H, opét bychom byli schopni potifebny propagator zkon-
struovat.

Dalsi moznosti je spontanné narusit symetrii pomoci jiného multipletu nez

e/ s

Pati-Salamova modelu tim ale dosahneme pouze toho, ze ziskdme vice prispévku
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Obrézek 5.8: Dvousmyckové korekce k majoranovské hmotnosti poli neutrin v, v
neminimdlnich Pati-Salamové modelu s multipletem (6,3,1), resp. (10,1,1). Spodni
index u multipletu (4,2,1) znadi to, ze pro konstrukci potfebné interakce potie-
bujeme tyto multiplety dva.

na stejné hmotnostni skale, pripadné obdrzime odlisny vyraz pro skalarni propa-
gator mezi multipletem narusujicim fermionové ¢islo a multipletem narusujicim
symetrii, coz by vedlo k modifikaci nerovnice . Bez pridani velkého mnozstvi
dalsich multipleti se tak uc¢inéné radové odhady prili§ nezméni.

V SU(5) x U(1) teorii [15] byla situace odlisna. Pfidanim dalstho skalarniho
multipletu se podafilo vyhnout imére majoranovské hmotnosti poli v, yukawov-
ské matici dolnich kvarki a naslednému potlaceni odpovidajici radiacni korekce.
V Pati-Salamové modelu toto potlaceni nemame jiz od samého zacatku.

5.5 Pati-Salamtv model s maximalnim naruse-
nim parity
Nyni se zamétime na model s kalibracni grupou
G = SU(4) x SU(2), x U(L)s. (5.89)

Jedna se jak o podgrupu grupy Gpg, kterou jsme doted uvazovali, ale zaroven i
o podgrupu SO(10) grupy . Leptony jsme opét sjednotili s kvarky, nicméné
tentokrat uvazujeme maximalné narusenou paritu, tj. neuvazujeme SU(2)g in-
terakce, stejné jako je tomu ve Standardnim modelu.

Fermiony se vii¢i této grupé prirozené transformuji jako

[ U1 u2 uzlV \
Q — ( dl d2 d3 e > - (472a0>G7

= ( ul u ug Ve ) = (1717_1/2)G’

C C

D = ( d d* d? e, ) = (4,1,1/2)¢,

(5.90)

kde ¢isla v zavorkach udédvaji transformacni vlastnosti vuci grupé G (5.89)). Hmot-
nosti fermiontt muzeme generovat pomoci multipleti

(12,1/2)c, (15,2,1/2)c, (5.91)
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s tim, ze ziskdme vztahy analogické k (4.26]),(4.27)).

Konstrukce dvousmyckovych korekei k majoranovské hmotnosti neutrin se
ale v urcitych aspektech lisi, nebot nyni jiz nemame k dispozici nabité bosony
W3, které hraly stézejni roli pti konstrukei pfispévkii k majoranovské hmotnosti
generované interakcemi s vektorovymi bosony.

5.5.1 Prispévky generované vektorovymi bosony

Do potencialnich diagrami sméruji dvé fermionové linky odpovidajici mul-
tipletu U. Pravé kvuli tomu, Ze jiz neuvazujeme kalibraéni SU(2)g invarianci,
nemame k dispozici interakci vektorovych bosonti s multiplety U a D zaroven.
V pripadném diagramu tedy figuruji fermiony pouze z U. Skalarni multiplety,
pomoci kterych lze otocit smér fermionové linie, najdeme tim padem pomoci ten-
zorového soucinu

(4,1,1/2)¢ ® (4,1,1/2)¢ = (6,1,1)¢ @ (10,1,1)¢. (5.92)

Vsimnéme si, ze se v ramci grupy Gpg se jedna o submultiplety reprezentaci
(6,3,1)c a (10,3,1)g. Nasledujici diskuze je tak prakticky shodnd s tou, kterou jsme
provedli v predchazejici sekci.

Antisymetricka varianta (6,1,1)s odpovida antisymetrické yukawovské matici,
prislusné dvousmyckové korekce generované interakcemi vektorovych bosont jsou
tak nulové. Symetrickd varianta S = (10,1,1)¢ obsahuje singlet Standardniho
modelu, kterému lze priradit nenulovou vakuovou stfedni hodnotu. Interakce

Y UIUSS;; (5.93)

generuje majoranovsky hmotnosti ¢len pfimo na stromové urovni, stejné jako
tomu bylo v ([5.87)).

Majoranovskd hmotnost neutrin je tedy bud zcela nezavisly parametr (vari-
anta (10,1,1)s) a nebo je tento typ radiac¢nich korekei nulovy (varianta (6,1,1)¢).

5.5.2 Prispévky generované vyhradné skalarnimi bosony

Majoranovska hmotnost neutrin miize byt stale generovana pomoci diagrami
typul5.6, Pfesnou podobu diagramu nalezneme snadno, staci se podivat na situaci
v modelech s grupou G pg, cemuz jsme se do ted vénovali, a z relevantnich grafi,
tj. z[5.3|a 5.8 vybrat spravné submultiplety.

Pokusme se najit ,minimalni“ model s grupou G. Kromé uvedenych mul-
tipleti® mtzeme k naruseni fermionového ¢isla vyuzit téz multiplety

(6.1,0)c, (10,1,0)¢, (5.94)

které v kontextu grupy Gps odpovidaji multipletim (6,1,1) a (10,1,1). Nejprve
si uvédomme, ze vici grupé Standardniho modelu se uvedené reprezentace trans-
formuji jako

(671’0)G = (3717 - 1/3)SM S (3a1a1/3)5M7 (595)
(6,1,1)¢ = (3,1,2/3)sm @ (3,1,4/3)sm1, (5.96)
(10,1,0)g = (1,1, — 1)gar @ (3,1, — 1/3)s2s ® (6,1,1/3) 51 (5.97)
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Spontanni naruseni symetrie G — Ggy; provedeme pomoci multipletu
Hg = (4,1,1/2)¢ = (1,1,0)s0 P (3,1,2/3) 51 (5.98)

Ihned vidime, ze bez pridani dalsich multipletii prichazi v iivahu pouze naruseni
fermionového ¢isla pomoci multipletu D¢ = (6,1,1)g. To pro nas neni prekvapent,
nebof zbylé dvé varianty v kontextu grupy Gpg vyuzivaly existence tripletu H,
, ktery se vyskytoval pfirozené jako soucast multipletu H = (4,2,1) (4.7).
Zaroven ale opét narazime na problém pri konstrukci invariantni interakce, zaru-
cujici nenulovost pottebného skalarniho propagatoru, z divodu symetrie indexti.
Reprezentace D¢ je antisymetricka, potifebny invariant

DeiyHEHY (5.99)

je identicky rovny nule. Bez pridani dalsich multiplett tak Witteniv mechanismus
aplikovat nelze. Pokud bychom do teorie pridali napiiklad dalsi kopii multipletu
Hg, potiebné diagramy bychom byli schopni jiz zkonstruovat snadno. Stejné tak
bychom ale mohli namisto Dg vyuzit reprezentace (6,1,0)¢ a do teorie pridat
multiplet (4,1, — 1/2)q. Odpovidajici Feynmanovy diagramy by byly analogické
tém z minimalniho Pati-Salamova modelu [5.6] Bez dalsich pozadavk® tak neni
ziejmé, kterou variantu povazovat za minimdini.
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6. Rozpad protonu v
Pati-Salamové modelu

V predchozi kapitole jsme ukézali, Ze pozadavek dostatecné veliké majora-
novské hmotnosti poli v, dava spodni odhad na skalu spontanniho naruseni Pati-
Salamovy symetrie. Za urcitych podminek, viz ¢ast [5.3] jsme mohli skélu spon-
tanniho naruseni odhadnout pomoci pozadavku sjednoceni vazeb a nasledné tyto
odhady porovnat. Zaroven jsme mohli v diskuzi SU(5) x U(1) modelu [15] vidét,
ze prilis nizkd skala spontdnniho naruseni symetrie by mohla implikovat prilis
kratky polocas hypotetického rozpadu protonu.

V této kapitole aplikujeme znamé vysledky o rozpadu protonu na minimalni
Pati-Salamiv model. Ukazeme si, ze minimalni Pati-Salamiiv model je v tomto
ohledu velmi neprediktivni. V dtsledku nejsme schopni najit zadny vztah mezi
polocasem rozpadu protonu a hmotnosti neutrin. Uvidime, ze situace je v odlis-
nych variantach této tridy modelt analogicka.

6.1 Minimalni Pati-Salamuv model

Cilem této casti je zjistit, zdali interakce minimalniho Pati-Salamova modelu
pripoustéji rozpad protonu na stromové trovni a jak vypadaji prislusné efektivni
operatory dimenze d = 6.

V prvni fadé si mizeme uvédomit, ze interakce fermionti s vektorovymi bo-
sony - ) nemohou sami o sobé v Pati-Salamové zapric¢init rozpad protonu.
Zduvodnéni je primocaré - tyto interakce ziejmé zachovavaji ¢islo B — L, nicméné
muzeme nahlédnout, ze zaroven zachovavaji i B + L. Tim padem tyto interakce
zachovavaji baryonové i leptonové ¢islo zaroven a k rozpadu protonu prostiednic-
tvim vektorovych bosont na stromové tirovni dochazet nemtize. V tomto ohledu
se zfejmé SU(5) x U(1) model lisi.

Stale se muze stat, ze k rozpadu protonu dochézi prostrednictvim yukawov-
skych interakei se skalarnimi bosony. V [49] 1ze najit seznam skaldrnich multiplett
Standardniho modelu, které dokazi generovat rozpad protonu na stromové tirovni.
7 této publikace bude pro néas dulezity fakt, Ze tuto schopnost maji skalarni
triplety (3,1, — 1/3)sm a (3,1, — 4/3)sa. Minimalni Pati-Salamiv model sku-
teéné prvni z téchto tripletii obsahuje, nebot jej prirozené obsahuje reprezentace
D = (6,1,1) (4.66). Ocekavame, ze diky yukawovskym interakcim tohoto mul-
tipletu pujde dosdhnout rozpadu protonu prostfednictvim diagrami typu [6.1]

Konkrétné rozpisem yukawovskych interakci obdrzime

E = (€c]ﬁcj — VC[30J> (y{Jf + yé‘];{*) -+ (ﬁd X JCJ> (y{‘];{ + ngT*) +

+(erty i) (0T + 9t A) + (@1 ) (A" P T) +hes

kde jsme barevny index nahradili zna¢enim pomoci vektorti. Oznacme

* * *
ALIKL . ZyIJyKL U + 1J KL UaAUaA+ 1J, KL UaAUaT 1J, KL UaAUaT
’ij‘l 7 j a k mg 7 l mg 7 k m2 ’

(6.2)
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(3,1,-1/3)sm (3.1, —4/3)su

Uc Uc

Obrézek 6.1: Priklad Feynmanovych diagramt prispivajicich k rozpadu protonu
na stromové drovni.

kde m2 jsou vlastn{ ¢isla matice (£.93) a U;; jsou prvky matice (4.94)). Pokud
prejdeme k vlastnim staviim hmotnosti skalarnich tripleti a v diagramech typu
nahradime (tézké) skalarni propagatory

{ v

_— 5 ——, 6.3
g (63
obdrzime stejné vysledky jako pomoci efektivniho lagrangianu
LI = Al el dl, (UfKecL - dngVcL> +
A
FARSE eyl (When — diin ) +
(6.4)

IJKL —i 30 ( Kk k
+A4*13*26ijkuIdJ (ucKecL - dCKVCL> —|—
IJKL Y I —k _
+A4*3*3*4*6ijkuldj (U;KBL - dKI/L) 3

pricemz hvézdickou u indext koeficientu A znacime, ze prislusna yukawovska
matice je komplexné sdruzena.

Na stromové trovni tak médme hned nékolik efektivnich operatoritit dimenze
d = 6 , které prispivaji k rozpadu protonu. Vypocet polocasu rozpadu protonu
muzeme provést analogicky jako v [50] - pfejdeme k vlastnim staviim hmotnosti
fermiont, uréime jednotlivé koeficienty u efektivnich operatori a dosadime do
vzorcu plynoucich z chirdlniho lagrangidanu a miizovych vypocti. Nicméné jak je
i v tomto zdroji poukazano, byt v kontextu SU(5) teorie, pokud jsou yukawovské
interakce odlisné od téch, které jsou zodpovédné za hmotnosti fermion,
nejsme schopni uéinit témeér zadné predpovédi.

Pro konkrétnost se dale omezime pouze napriklad na proces

p—>7T0+6+, (65)

pro ostatni potencialni rozpadové kanaly by diskuze probihala analogicky. Uni-
tarni matice diagonalizujici hmotnostni matice nabitych fermioni ozna¢me (v
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souladu s [50]) pro tuto ¢ast

Ul MU = Mo,
DIM,D = MJ*,
EIM.E = M

a definujme

a(dee) = AN U DeniUeic1 Eera, (6.9)
a(de,e) = A EUan Den Ui B, (6.10)
a(d,e,) = ALEE U D% Ueger Eora, (6.11)
a(d.e) = A3 5. U Dy Ug By (6.12)

Pro rozpadovou $itku procesu (6.5]) dostaneme [50]

Tpsmpret & (LT1-107 GeV®) (Ja(dse) — a(dee)|” + |a(d,e.) — aldeeo)[) -

(6.13)
Tato veli¢ina musi splnovat experimentalni podminku [51]
D e 2 1.6-10% yr. (6.14)

Nyni jiz zcela konkrétné vidime, pro¢ bez dalsich predpokladt nejsme schopni
smysluplné odhadnout polocas rozpadu protonu v ramci Pati-Salamova modelu.
Struktura koeficientt (6.9)-(6.12)) relevantnich efektivnich operatori je pilis slo-
zitd a vstupuje do ni velké mnozstvi neznamych parametri. Ve zcela obecném
pripadé nemame dostatek informaci o yukawovskych maticich y;, hmotnostnim
spektru relevantnich skalarnich tripletii a ani o maticich diagonalizujicich hmot-
nostni matice nabitych fermionti. Vhodnou volnou yukawovskych konstant lze
v principu dosdhnout, aby tyto koeficienty byly dokonce nulové. V nasledujici
kapitole si alespon ukazeme, Ze se situace vyrazné zjednodusi v pripadé, kdy je
hmotnostni skala multipletu D vyrazné vyssi, nez skala spontanniho naruseni
Pati-Salamovy symetrie. Zaroven uvidime, ze ziskané zavéry se prilis nezméni ani
v jinych realizacich Pati-Salamova modelu.

6.2 Modifikace a neminimalni varianty
Pati-Salamova modelu

V predchozi ¢asti jsme si na prikladu procesu ukazali, jakou strukturu ma
vyraz pro rozpadovou sitku protonu v minimalnim Pati-Salamové modelu. V této
casti si ukdzeme, jak se situace zméni ve variantach diskutovanych v predchozi
kapitole. Konkrétné si ukazeme, ze pokud je Pati-Salamova symetrie dtsledek
spontanniho naruseni symetrie typu SO(10), spodni hranice odhadu na skélu
V je konzistentni s dostatecné nizkou rozpadovou sitkou protonu. Poté
pomoci ziskanych vysledk velmi stru¢né okomentujeme neminimalni modely a
variantu s maximalné narusenou paritou, resp. s kalibra¢ni grupou G .
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Pati-Salamtiv model jako efektivni teorie

V casti jsme zminovali, ze lze Pati-Salamovu symetrii chapat jako di-
sledek spontdnniho naruseni napt. SO(10) symetrie na $kale Vgpr ~ 106 GeV.
Pozadavek realisticky malych hmotnosti neutrin implikoval fadovy odhad (5.85))

V > 10" GeV. (6.15)

Ukazme si, jaké dusledky mé spontdnni naruseni piipadné SO(10) symetrie na
vyrazné vyssi skale nez V' pro rozpadovou sitku protonu. Zaroven pro jednodu-
chost predpokladejme, Ze veskeré yukawovské matice y; se pohybuji priblizné na
stejné skale

lyil ~y (6.16)

a zavedme ,efektivni*“ hmotnost

y
la(d.e) — a(dge)|” + |a(d,e.) — aldye.)|” ~ T (6.17)
Mess
Z podminky (6.14)) dostaneme
Mesp 2y - 1077 GeV = 47 - 100 GeV. (6.18)
Zjednoduseni nyni spoc¢iva v tom, ze diky predpokladu

UDD* ™~ VGUT > %4 (619)

vime, jakou strukturu ma hmotnosti spektrum poli z reprezentace D a jak od-
povidajici hmotnostni matici (4.93]) diagonalizovat. Diky (4.103) muzeme psét

radovy odhad
2 2

N T (6.20)
! IU2DD* VGQUT

ignorovat vliv matic diagonalizujicich hmotnostni matice nabitych fermiont a
ziskat tak
Vaur ~ Mepp 2 41 - 10'° GeV ~ 10'%° GeV, (6.21)

coz se s ohledem na ucinéné velmi hrubé aproximace prilis nelisi od pozadavku
Vaur ~ 10' GeV. UZ jen samotny vliv unitdrnich matic — muze v
principu limit vyrazné snizit.

Spodni limit udava podminku na hmotnostni skalu multipletu D, ni-
koli na skalu spontanniho naruseni Pati-Salamovy symetrie. Zaroven vidime, Ze
ziskany limit je potencialné konzistentni se sjednocenim vazeb v ramci velké sjed-
nocujici teorie.

Neminimalni varianty Pati-Salamova modelu

Snadno si uvédomime, ze z hlediska rozpadu protonu se situace v neminimal-
nich variantach Pati-Salamova modelu prilis nezméni. Klicova je pouze existence
vhodnych yukawovskych interakei castic se skaldrnim tripletem (3,1, — 1/3)gas.
Takovy triplet obsahuji kromé reprezentace D i varianty Dy, Eq i E. Skrz
yukawovské vazby obdrzime lagrangian analogicky k . Multiplety Dy a E
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navic jisté obsahuji i multiplet (3,1, — 4/3)sm, ktery téz do rozpadu protonu
prispiva.

Jedinym rozdilem je, Ze reprezentace D, a E kvuli netrivialni transformaci
vacéi SU(2)g grupé yukawovsky interaguji pouze s multiplety F., nikoli s F. Z
koeficientu — je tim padem nenulovy pouze prvni z nich. To ale na

zbytku diskuze nic neméni.

SU(4) x SU(2)r x U(1) model

Ani zde se situace prakticky nijak neméni. Vidime, ze vSechny pripustné repre-
zentace — narusujici fermionové ¢islo obsahuji barevny triplet, ktery
generuje rozpad protonu. Yukawovské matice téchto interakei nesouvisi s témi,
které generuji hmotnosti fermionti. Muzeme tak provést obdobnou diskuzi jako v
predchozich ¢astech.
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Z.aver

Nejprve jsme strucné shrnuli zndmé vysledky Standardnfho modelu [T} pred-
stavili si t¥i varianty see-saw mechanismu a princip Wittenova mechanismu [3]
Néasledné jsme detailné diskutovali lagrangian minimdiniho Pati-Salamova mo-
deluld] Videéli jsme, 7e prirozena skdla diracovské hmotnosti neutrin je stejna jako

skala hmotnosti hornich kvark (4.26)), (4.27)). Z tohoto divodu od majoranovské
hmotnosti poli v, chceme, aby byla velka alespon

M, 210" GeV. (6.22)

Poté ziskdme realistické hmotnosti lehkych neutrin (2.9)).

Néasledné jsme ukézali, jak Witteniv mechanismus aplikovat pravé v mini-
mélnim Pati-Salamové modelu[5.2] Vidéli jsme, Ze existuji dva velmi odlisné typy
dvousmyckovych korekci generujici majoranovskou hmotnost poli v.. Prvni z nich
je analogicky tém, které zname z kontextu SO(10) [13] ¢ SU(5) x U(1) modelu
[14, [15]. Klicové pro konstrukei odpovidajicich diagramt jsou interakce vekto-
rovych poli, konkrétné tyto diagramy muizeme vidét na obrazku [5.4 V piiloze
jsme ukazali, ze staci provést explicitni vypocet pro nulovou vnéjsi hybnost.
Zjistili jsme, ze pokud by neexistovaly dalsi radiac¢ni korekce, nerovnost
by implikovala podminku pro vakuovou stfedni hodnotu multipletu narusujiciho

Pati-Salamovu symetrii ((5.39)

V > 10'%2 GeV. (6.23)

Druhy typ radiacnich korekei jsme ziskali tak, ze jsme v predeslych Feynmanovych
diagramech nahradili vektorové linie za skaldrni|5.6] Existenci téchto korekei ndm
zarucila piftomnost skaldrnfho multipletu (15,2,2), ktery v naruSeném lagrangi-
anu prispiva k diracovskym hmotnostem fermionii [4.2.2] Téchto prispévki exis-
tuje cela fada, na rozdil od prispévkiu predchoziho typu jsme tak nebyli schopni
kvantifikovat horni mez velikosti téchto korekci presné. Zamérili jsme se tak pouze
na urcitou tridu korekei, generovanou lagrangianem . Velikost odpovidajici
majoranovské hmotnosti byla uréena predevsim yukawovskymi konstant, o kte-
rych mame ptilis malo informaci. Z tohoto diivodu tvrdime, ze prediktivita mo-
delu je vyrazné horsi nez ve zminovanych SU(5) x U(1) a SO(10) teoriich, ve
kterych existuji pouze korekce prvniho typu. Ukazali jsme, ze potencidlné nelze
vylouc¢it ani scénar, kdy jsou odpovidajici yukawovské matice veliké natolik, ze
pro vakuovou stfedni hodnotu V' lze namisto ((6.23|) pozadovat pouze ([5.81|)

V > 10" GeV. (6.24)

Déle jsme diskutovali situaci, kdy je Pati-Salamova symetrie diisledkem spon-
tanniho naruseni jesté vétsi kalibracni symetrie, napriklad prave SO(10) |5.2.3]
Z diskuze skalarniho potencidlu [4.4.4] vime, Ze prirozena skala hmotnosti poli z
multipletu narusujiciho fermionové ¢islo je pravé rovna skale spontdanniho naru-
seni této velké kalibracni symetrie. Znac¢ime ji Vgyr. Pokud by tato skdla byla
vyrazné vetsi nez skala V', doslo by k dodateénému potlaceni obou typt radiac-
nich korekei. Pro velikost $kaly Vour ~ 106 GeV, okolo které by se teoreticky

72



meély sjednocovat kalibra¢ni vazby jsme misto ((6.24]) obdrzeli prisnéjsi odhad
(15.85))
V > 10"2 GeV. (6.25)

Rozebrali jsme téZ moznost castecného sjednoceni kalibrac¢nich vazeb v ramci
Pati-Salamova modelu[5.3] Toho lze dosdhnout pridénim multipletu H;, = (4,1,2)
do minimélniho Pati-Salamova modelu. Skala, na které by mélo dojit k sjednoceni
vazeb gr,9r je konzistentni se spodni hranici nerovnosti .

V neminimalnich Pati-Salamovych modelech by diskuze vypadala velmi po-
dobné Vyjimkou je varianta obsahujici skaldrni multiplet (10,3,1), kterd
umoznuje ziskat majoranovskou hmotnost poli v. pfimo na stromové tirovni.

V modelu s kalibra¢ni grupou

G =5U4) x SU(2)L x U(1)zs, (6.26)

nelze sestrojit dvousmyckové korekce prvniho typu k majoranovské hmotnosti
poli v,, pokud zaroven v teorii nemame skalarni multiplet (10,1,1)q, ktery gene-
ruje majoranovskou hmotnost primo na stromové trovni 5.5, Prispévky druhého
typu lze konstruovat naprosto stejnym zpusobem, jako ve vySe diskutovanych
modelech. Jelikoz je grupa G podgrupou Gpg, staci uvazovat analogické inter-
akce, pouze se omezime na patticné interakce submultipletit Gpg multipleti. Bez
dalsich pozadavki neni zrejmé, jak definovat minimdalni model s grupou G. Bud
jsme nuceni uvazovat vice kopil multipletu narusujiciho kalibrac¢ni symetrii a nebo
ponékud uméle uvazovat existenci multipletu (4,1, — 1/2)¢ [5.5.2}

V posledni kapitole [f] jsme ukézali, ze veskeré diskutované modely obsahuji
skalarni triplet schopny generovat rozpad protonu na stromové trovni s odpovida-
jicim efektivnim operatorem dimenze d = 6 . Odpovidajici yukawovské konstanty
jsou pro nas naprosto neznamé, coz nam nasledné znemoznuje uc¢init odhady na
prislusné rozpadové sitky, pripadné nalézt souvislost s majoranovskou hmotnosti
neutrin, jako tomu bylo napriklad v SU(5) x U(1) modelu [15]. Ukézali jsme
vsak, ze pokud je Pati-Salamova symetrie disledkem spontanniho naruseni vétsi
symetrie, experimentalni omezeni na polocas rozpadu protonu negeneruje dalsi
podminky na skélu spontdnniho naruseni V', nybrz pouze na skalu Vgyr (6.2

Celkové nelze diskutované modely na zédkladé provedenych tvah prohlasit za
nerealistické, pouze za velmi neprediktivni v porovnéani s jinymi obdobnymi teo-
riemi. Jedna se predevsim o dusledek faktu, Zze majoranovska hmotnost neutrin
i polocas rozpadu protonu silné ovliviiuji zcela neznamé yukawovské konstanty.
Rada uc¢inénych odhadt byla provedena pouze Fadové, nicméné nezd4 se, ze de-
tailni numericka analyza by byla schopna bez dodateénych informaci prinést re-
levantni predpovédi.
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A. Spinory, bispinory a Diracovy
~ matice

Méjme béznou metriku Minkowského prostorocasu ve tvaru
g =diag(1,—1,—-1,—1). (A.1)

Spinory zavedeme jako objekty s presné danymi transformacnimi vlastnostmi vici
Lorentzové grupé. Necht matice M je komplexni matice 2 x 2 s determinantem
rovinym jedné, tedy M € SL(2,C'). Kromé ni pak budeme potiebovat komplexné
sdruzenou matici M* a jejich inverze M~ M*~!. S maticovymi indexy piSme

ME, (MYE (M), (e L. (A2)

Definujme antisymetrickou matici €*? = €’ o rozméru 2 x 2 s €'?2 = 1. Inverzni
matici znacime €,5 = €., lis{ se pouze znaménkem. Plati relace

EMPes, = (M™)°. (A.3)

~

Nyni uvazme dvoukomponentni objekt &, a k nému komplexné sdruZeny &,.
Definujme operaci zvysSovani indexu jako

£ = P,
o (A4)
& =c¢ 5&
Transformaci téchto ¢tyt objekti vici matici M definujeme jako
£ = MJEg, £ = (M1)ge,
3 (A.5)

€= (M), €= e

Vsimnéme si, Ze tyto transformace jsou konzistentni s . Pozadujme navic, aby
rizné takové objekty spolu antikomutovaly, tedy aby tvorily tzv. Grassmanovu
algebru. Pak tyto objekty nazyvame spinory. Z hlediska Lorentzovy grupy rovnice
(A.5) nefikd nic jiného, nez Ze objekty s neteckovanymi indexy tvori (1/2,0)
reprezentaci Lorentzovy grupy, zatimco ty s teckovanymi (0,1/2) [19]. Vyjimec-
né budeme potiebovat objekty transformujici se jako spinory, které vsak spolu
komutuji. Ty budeme explicitné nazyvat komutujicimi spinory.
Sc¢itaci konvenci pro spinorové indexy zavedeme jako

XN = X"Na = —NaX” = 1%Xa = NX,

S, S _ L (A.6)
XN = Xall = =1 Xa = NaX = NX-
Vyuzili jsme toho, Ze spinory antikomutuji.
Dopliime béZné Paulieho matice o jednotkovou matici 0¥ a definujme
ot = (00, 0’) : (A.7)
ot = (JO, —ai) : (A.8)
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Témto maticim mizeme taktéz pritadit spinorové indexy, konkrétné miazeme psat
_ B ZpaB
ot = O'ZB, ot =gt (A.9)
Poté se vyrazy typu yo*n skutecné transformuji jako ¢tyivektor [19].
Diracovym bispinorem 1) mame na mysli slozeny objekt transformujici se podle
(1/2,0) @ (0,1/2) reprezentace Lorentzovy grupy, presnéji mizeme psat

_ [ Xa
Y= ( 7o ) (A.10)

Majoranovym bispinorem ), myslime bispinor sestrojeny pouze pomoci jednoho

spinoru, totiz
U = ( gi ) . (A.11)

Pro Diracovy v matice, splinujici
{’Y,ua%/} = 29!“/7 (A.12)

volime Weylovu realizaci, tedy

0 ot e L
n .
W= ( 540 ) Y5 = < 0 7 ) . (A.13)

Pro matici nabojového sdruzeni volime konvenci

af
_.20_ [ € 0 -1_ [ €aB O,
C’._Z’y’y—<o 6a6>7 C _<0 ed‘5>' (A.14)
V této Weyloveé realizaci v matic plati
—’yg =C'v,C. (A.15)
Sdruzeny bispinor mé pak slozky
&D = ( " Xa ) (A.16)
Ztejmé pro Majoranovsky spinor plati
B = o (A.17)

V pribéhu celého textu pracujeme prevazné se spinory namisto bispinort.
Uvedme par detailti ohledné znaceni, Necht ¢, je bézné diracovské bispinorové
pole popisujici napiiklad elektron. Pak poli e,e. , které zavadime v kapitole [1]
rozumime

(&

]_ _
- T%w“"’ (A.18)

L=
2

Zcela analogické vztahy plati i pro ostatni pole fermionii. V textu navic implicitné
pouzivame séitaci konvenci. V literature lze bézné nalézt vyrazy typu eCe,, coz se
da prepsat na e,es. V nasi séitaci konvenci tedy piSeme —ee.. Pokud tedy mame
na pameéti, ze pracujeme s dvoukomponentnimi spinory a pouzivame scitaci kon-
venci, nemusime v fadé vyrazii matici C' explicitné vypisovat. Pole e nazyvame
polem castic, zatimco pole e. polem anticastic. Jelikoz se obé transformuji dle
(1/2,0) reprezentace Lorentzovy grupy, nazyvame je levotoCivymi poli. Zduraz-
néme, ze v tomto kontextu se pojem levotoéivost vztahuje k chiralité (tedy prave
k trnasforma¢nim vlastnostem vuci Loretzové grupé), nikoli k helicité.

€ =

C,. (A.19)
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B. Propagatory majoranovskych
poli

Uvazujeme pouze dva spinory &1, &, zobecnéni na veétsi pocet je primocary.
Odpovidajici majoranovské bispinory znac¢ime

— 5}@
v “(5? )

B.1
o 1= ( Sz ) (B1)
2 - 6; .
Matici volnych propagatora Gg zavedeme jako
<€ia£]ﬂ>0 <§mgﬁ>0 > _
G = e i0S — (). B
’ < @ (€T ) = vl (B:2)

Jedna se o matici s rozméry 8 x 8. Lomené zavorky v tomto pripadé znaci va-
kuovou stfedni hodnotu T-souc¢inu vnittku zavorky. Index 0 znadci, Ze se jedna
o propagatory ve volné teorii. Casoprostorové argumenty poli explicitné nevypi-
sujeme, pokud to neni pottfeba. Z kontextu bude vzdy jasné, zda pracujeme v
souradnicové reprezentaci nebo v impulsové.

Soucet prispévki jednocasticovych ireducibilnich Feynmanovych grafi ozna-

¢ime 5
« (o3
P = ( <_£Z Sapher <_€Z €]-3>1PI ) = ()1pr (B.3)
(Cialishipr (i pr
Zde lomené zavorky s indexem 1PI znaci pouze to, ze se jedna o soucet hodnot
odpovidajicich 1P grafii. Rozeberme podrobnéji znaceni a definici téchto veli¢in.
Pripomenme, ze 1P grafy jsou takové, které jsou souvislé a nelze je preruse-
nim jedné vnitini linie rozdélit na dva podgrafy. Jejich hodnotu uréime pomoci
Feynmanovych pravidel. Konkrétné provedeme rozvoj T-exponencialy interakéni
casti lagrangianu a vybereme pouze prispévky obsahujici pole uvedené v prislusné
zévorce ()1pr. Tyto pole zcela ignorujeme, zatimeo ostatni spolu ziuzime v souladu
s Wickovym teorémem. Nésledné vybereme pouze ty prispévky, jejichz odpovi-
dajici Feynmanuv graf je typu 1PI. V literatufe byva casto zvykem pocitat tyto
1P1I prispévky mirné odliSnym zptisobem - s T-exponencidlou kontrahujeme dalsi
dvé pole, a nasledné ,ustiihneme® vnéjsi propagatory. Nicméné my tyto dalsi dvé
pole neuvazujeme a ekvivalentné ,ustfihdvame® samotna pole vystupujici v za-
vorce ()1pr. Jednd se o ekvivalentni postup, v kontextu majoranovskych c¢astic
povazujeme tento pristup v nékterych situacich za méné matouci. Opacéné poloha
spinorovych indexti v matici P vic¢i matici Gy je tak dana tim, ze v zavorkach
jsou prave ty spinory, které odpovidaji ,utrzenym® polim, tedy ve skutecnosti
plati napft.
(& &p)ipr = ay, (B.4)
kde af je matice uréenad Feynmanovymi pravidly pro pifslusné grafy.
P1i vypoctech pochopitelné nesmime zapomenout na kombinatoricky faktor
odpovidajiciho grafu. Pozor si navic musime davat v ptipadé i = j pro (§7¢;s)1p1
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a (éméfh pr. V takové situaci musime zapocitat dodatecny faktor 2. Ten se objevi
v dusledku toho, Ze vnéjsi propagdtory lze pripojit dvéma zplsoby na ,utrzena*

pole &' a g, resp. Em, Sf Rozeberme tento faktor podrobné. Pokud mame jeden
prispévek ve tvaru

& (w)ag (x.y)&s(y), (B.5)
mame ihned i druhy odpovidajici druhému zpiisobu pripojeni propagatort
& (2)e” s (y,2)eralin(y). (B.6)

Pouze jsme preznacili ¢asoprostorové argumenty (pfes které se ve skutecnosti na-
konec integruje), prohodili pozici spinorti a zménili polohu indext pomoci € ma-
tic. Prisné vzato tedy nedostavame faktor 2, ale prispévek v predchozim tvaru.
Zména polohovych argumentt ve Fourierové transformaci odpovidd zméné zna-
ménka vnéjsiho impulsu. Jelikoz vsak v lorentzovsky invariantnich teoriich musi
platit a o § 2 a zavislost na impulsu musi byt kvadraticka, ziskdvame skute¢né
zminény faktor 2.

Pripomenme, Ze pro majoranovské bispinory plati . Proto ma skutecné
smysl uvazovat pouze 1PI prispévky typu @iwj)l pr a propagatory pouze typu
Wﬂb_ﬁo- Jedna se totiz pouze o nasi volbu, pripadny propagator (¢;1;), snadno
nalezneme z propagatoru jiz vypocteného. I v pripadé, kdy pocitame s bispinory,
se musime mit na pozoru v situaci ¢ = j. Diky nenulovosti napriklad kontrakce
(¢ivj)o mame i nyni dvé moznosti, jak pfipojit vnéjsi propagatory na konkrétni
1PI prispévek. Provedme stejnou diskuzi jako v pripadé spinort. Pokud méame
prispévek B

Ui(@) Az,y)di(y), (B.7)
kde A je matice v prostoru bispinoru, tak existuje i prispévek odpovidajici opac-
nému pripojeni propagatori

_ T _

Uy(@) (CAW)C™Y) Wily) = di(2) (CT' AT (y,2)C) ¥ily).  (B.S)

Pro A o (1473)/2 zrejmé zreprodukujeme vyse diskutovany faktor 2. Kdybychom

ale méli napiiklad ptispévek A = (1 + 75)p, dle (B.8) bychom obdrzeli i A =

(1 —95)p. To v feci spinorti znamend pouze to, ze pokud mame graf piispivajici
do (55‘5;}1”, mame zaroven i analogicky piispévek pro @mfjﬁ)lp[.

Nyni si snadno uvédomime, ze plati rovnice
G =G + PQG). (B.9)
Platnost nahlédneme opakovanou iteraci rovnice. Napriklad v fe¢i bispinori po-

stupné dostavame prispévky typu

(i) = (ibylo + (ko (bridrpr{iso + - .. (B.10)
V Tedi spinorti je logika zcela stejna - postupné séitdme vsechny mozné 1PI grafy
spojené volnymi propagétory. V tuto chvili by mélo byt znaceni prispévka 1P[
grafi jasné, stejné tak by mélo byt ztejmé, pro¢ do prislusnych 1PI graft zapocita-
vame faktor 2, resp. co se mysli tim, ze vnéjsi propagatory lze na 1PI graf pripojit
dvéma zpusoby - celd procedura je zavedena tak, abychom skutecné rovnici
zrekonstruovali plny rozvoj propagatoru. Resenim rovnice (B.9) je

G=(G'-P) =T (B.11)

Prvky matice I nazyvame (dvoubodovymi) 1PI funkcemi.
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B.1 Volny lagrangian

Zavedené pojmy pouzijeme pro vypocet 1Pl funkci v elementarnim ptipadé
- volny lagrangian s obecnym hmotnostnim ¢lenem. Nejprve se pro jednoduchost
omezime na situaci s readlnym hmotnostni ¢lenem, nasledné vysledek zobecnime
na komplexni hmotnostni ¢len. Konkrétné v této sekci méjme

) (0, )5 ) 5Oy (e e ) (8 ) e
(B.12)

£

el

Pro redlny hmotnostni ¢len miizeme v fec¢i bispinort psat

L= 5 (D Bt + 0, 0y) — 5 (o + mad ) = mo ()
(B.13)
Jako volny lagrangian vezméme pouze kinetickou ¢ast. Resenim pohybovych rov-
nic snadno zjistime, ze plati

1 1
_ DPu0, _ Pud,;
<XaXB>0 = 1725’ <77a77/3>0 = 272/87
p p (B.14)
I NN v '
M n")o = zT;‘ ;o (XN = ZTJ ,
zatimco ostatni kontrakce jsou nulové. V fec¢i bispinori tedy
_ Pt

Prispévky do 1PI funkci jsou trivialni v tom smyslu, ze stac¢i uvazovat pouze
prvni mocninu interakéni (tedy v tomto piipadé hmotnostni) ¢dsti lagrangidnu.
Pokud sugestivné napiseme

L= =5 (W0xs + Xad5X") = 75 (000 ms +7a857") -

2 o (B.16)
—mp (x*0/ns + Xa0%7") |
muzeme ihned psat
00
_5f®<nTZL $D> p“ggﬁea((] 0)
P=i bk =—i-1® M. (B.17)
p“&dﬁ ® 00 _5(1 ® myry Mp
® 0 0 B mp MR

U clentt s my, a mpg jsme zapocitali faktor 2 diskutovany v predchozi sekci,
faktor ¢ pak plyne z toho, Ze se se jedna o prvni ¢len Dysonova rozvoje. Symbol
M znaci matici hmotnosti, zatimco symbol 1 jednotkovou matici 4x4 v prostoru
bispinoru (poloha spinorovych indexiu je zfejmé z predchozi rovnice).

V teci bispinort mame

Lonass = —5 (matht) — 5 () = mo (5,44) (B.18)
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a tedy

mp Mp

P=appr=—i-1® ( ML MD ) , (B.19)

kde jsme opét pro diagonalni ¢leny zapocitali oba ¢leny odpovidajici dvoum moz-

nym zptisoblim pripojeni vnéjsich propagatorii - tim jsme ziskali faktor 2 v sou-

ladu s . Vidime, ze vysledky pocitani se spinory a bispinory jsou shodné.
Pro 1PI funkce tedy ziskame rovnici

Y myp Mmp " 10
I =—i 5a®<mD mR) puaaﬁ®<01 _

= B 1 0 . mr m n B.20
p a8 P L D ( )
o) He(m )

=—i(p@I-1®M).

Situaci nyni na komplexni hmotové ¢leny zobecnime snadno. Stéle se jedna
o viceméné trivialni zalezitost, nicméné jiz v tomto pripadé narazime na urcité
chovani, které lze zobecnit na interagujici pripad.

Hmotnostni ¢len mé nyni diky komplexnimu sdruzeni tvar

mr, mip_ ._3 MR Mp_ g
Lunass = — 26 Pyg — B4 — TRy 5%7P
B X 94 X8 9 Xa 9 n 9
—mpX*8.15 — MpXad 57_7B =
1 - 1= . 1+75
= 5 (mud = B i, ) - (B.21)

—3 (=520 + mid, ””zﬁn)

= (o, 20 b, ).

Pro 1PI prispévky P tedy dostavame

Y myp Mmp " 0 0
P=i 5a®<mD mR> p“a“ﬁ®<0 0

, (B.22)
_. 00 . my m?
ap _sa L D
p“au®<00> 5/3®<m*n mR>

respektive (opét si miuzeme vyzkouset, Ze ziskdme stejny vysledek jak pri pociténi
s bispinory, tak se spinory)

= (i)1pr = 1_75®<mL mD)—z'H%@(mZE mD) (B.23)

2 mp Mp 2 mp Mmp

Pro 1P funkce mame

Puo,,
F=— 1 0 mi  mj N
pHas & L "D B.24
p0#®<01> 56@(”% mE) ( )
1+
=—2(pw"®l— 275®-M— 275®-M*>



Pro realné hmotnosti zfejmé zreprodukujeme vysledek z predchozi sekce.
Vidime, ze v pripadé komplexnich hmotnosti se nam ve vyrazu pro I' objevuji

projektory (1 £ 75)/2, tedy struktura vyrazu je o néco bohatsi. V dalsi ¢ésti

rozebereme, jak 1PI funkce vypadaji v obecném interagujicim pripadé.

B.2 Obecny interakcéni lagrangian

Jak se zméni struktura matice I' v obecném pripadé interagujici teorie se snaze
diskutuje v Teci spinoru.

Nejprve diskutujme korekci k ¢lenu explicitné obsahujicimu ¢ matice. Po za-
pocteni interakénich korekei dostaneme

2B . .
(&' )pr = szJZBZij(pQ) = zpuagg ® Z(p?). (B.25)

Druhy ¢len, tedy ¢len (€;,&;5)1pr snadno ziskdme z ¢lenu prvniho. Prohozenim
argument, ¢imz zménime celkové znaménko, ale zaroven i znaménko hybnosti ve
Fourierové obraze, a zménou polohy indext totiz ¢len prevedeme na clen pred-
chozi. Plati tedy

(Cinliphrpr = a0 Zu(p?) = ip"ol’ @ Z" (p?). (B.26)

Pravé transpozici matice Z bychom ve vysledku nemuseli c¢ekat. V teoriich s
jednim nabitym bispinorem, jako naptiklad QED, totiz plati

X7 pr =0 (B.27)

ve vsech fadech poruchové teorie, coz ma za nasledek dokonce diagonalnost matice
Z. V QED by totiz nenulovost takového prispévku byla ve sporu se zachovanim
naboje, resp. s nulovosti (ee’);p;.

Korekce k hmotnostni matici oznac¢ime

(€ €phipr = —i0) @ (M + X(p?)). (B.28)

— _B i " ~
(€l )1pr = —i0% ® (M* + (p?)). (B.29)
Ze symetrie indext vidime, Ze matice ¥ je symetrickd.
Dle [52] mizeme psit X" = ¥ a Z' = Z. Celkové tedy mame

. =04 ® (M +3(p%)  puoly, @I +2Z0%) |
TN\ e e (1+2760Y) s e (M) )
A =5
= —1
2
1+
—1
2

(B.30)

P @I+2)—10(M+1X))—

(p,ﬁ“@ I+2Z") -1 (M* +E*)),

kde ¥ je symetrickd a Z hermitovska matice.
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B.3 Pd4ly propagatortt majoranovskych poli

Nyni jiz vime, jak v obecné interagujici teorii vypadaji dvoubodové 1PI funkce
I'. Také vime, ze fyzikalni hmotnosti ¢astic jsou rovny pélum prislusného propa-
gatoru. Z rovnice tak vidime, zZe hmotnosti mizeme ekvivalentné nalézt
jako body p3, ve kterych je matice I' singulérni.

Ukazme si, jak lze v teoriich s Wittenovskou smyckou nalézt fyzikalni hmot-
nosti neutrin. Jako vysledek ocekdavame tii velmi lehkd neutrina a tfi naopak
velmi tézka Bl

Nejprve prevedme I' do diagonalniho tvaru v prostoru indext ¢,7. Pokud od
puvodnich spinoru prejdeme k novym spinorim pomoci matice A, tedy

& — A&,
matice I' z definice (B.11)) prejde na
AT 0 A 0
() (i)

L =5 T +’75 T) (1 I+ )
= A AT A A" ).
( 2 ® 2 © 2 ® Tty 2 ®©

(B.31)

(B.32)

Matici A tedy volime tak, aby matice
AT (M +3(%) 4,

(B.33)
AT (T4 2(p) A7
byly diagonalni a prvni z nich redlna. VSimnéme si, ze v obecném piipadé ne-
mame nicim zarucenou unitarnost této matice. Patrna je téz zavislost matice A
na vné&jsim impulsu p?.

Oznacme tedy

Sp(p?) = AT(p*) (M + 2(") A(p*) = Spe (0%)d5, (B.34)
Zp(p?) = AT(?) (I + Z(0")) A*(p*) = Zp(e) ()5, (B.35)

pricemz tyto matice jsou jiz diagonalni. Matice I' prejde dle na
ploy’ @ Zp(p?)  —0% ® p(p?) (B.36)

= —i (puy" ® Zp(p*) = 1@ Sp(p?)) = Loy

Body, ve kterych je matice I' singularni, nyni najdeme béznym zptisobem. Diky
diagonalité matic (B.34)),(B.35)) dostavame sadu rovnic

(B.37)

77

(F+mi)Tpu =0, k*=m]

kde m; je fyzikdlni hmotnost odpovidajici ptislusnému bloku I'p;y. Pomoci rov-
nice (B.36]) snadno zjistime, Ze (B.37)) 1ze ekvivalentné prepsat na

mi Zp@)(m;) = Spg) (m3). (B.38)
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Fyzikalni hmotnosti jsou tedy urceny sadou rovnic (B.38) a (B.34)),(B.35),
tedy soustavou rovnic

AT(p) (M +2(%)) AP®) = Spe) ()3, (B.39)
AT(?) (I +2(0%) A*(0%) = Zpe (%), (B.40)
miZD(Z-) (mf) = ED(i)(m?). (B41)

Je patrné, ze vytesit tyto rovnice analyticky je v typickém pfipadé nemozné, coz
nas nuti uchylit se k aproxima¢nim metodam.

B.4 Radiac¢ni seesaw mechanismus
Aplikujme vysledky predchozi ¢asti na nasi situaci, tedy na pripad, kdy zis-

kame velikou majoranovskou hmotnost poli v, jako radiac¢ni korekci. Vime, ze
obdrzime tii té7kd neutrina s hmotnostmi MM a t¥i lehkd neutrina s hmotnost{

Oznacme
Spey(m?) = mye) + AZpay(my), (B.42)
Zp)(m?) =1+ AZpg(m3). '
Pro matici A pisme
A(p?) = Us(p?) + AA(p?), (B.43)

kde Us(p?) unitdrni matice diagonalizujici M + 3. Pokud AZ < I, méame i
AA < I.

Zameérme se na rovnici a pokusme se ji Tesit perturbativné. Dosazenim
(B.42) obdrzime

Hodnotu m§°) chapeme jako prvni odhad fyzikalni hmotnosti, ostatni ¢leny jako

korekce. Iteraci rovnice a Taylorovym rozvojem ziskame

m; = mi) + AXpay(miy) — mio)AZpe) (M) +

coz v prvnim priblizeni dava
m; = My + AED(Z’) (m?(o)) — mi(O)AZD(i) (mf(o)) + ..., (B46)

Pro tézkd neutrina oznacme AXp;) = AZ%. A7 na pripadné dalsi korekce se
jednda pravé o radiac¢ni majoranovskou hmotnost poli antineutrin, které jsme se
v této praci vénovali. ,Prirozena®“ bezrozmérnd proménna této funkce je pomér
p?/V?% kde V je ,velkd® vakuovd stiedni hodnota multipletu narusujici Pati-
Salamovu symetrii. Jako m;) miZeme pouzit hmotnost na stromové trovni, tedy
diracovskou hmotnost . Pak ale vidime, ze je vhodnym ptiblizenim

a navic muzeme dal aproximovat

MM ~ AS((0), (B.47)



nebot m;)/AXpa) ~ 0. MM zmaéi pravé hmotnosti tézkych neutrin. Pro lehké
neutrina vime, ze diky seesaw formuli (3.22)) ziskdame vysledek typu

m ~ mz/Z%(mz). (B.48)

(2 (2

To nas opravnuje k tomu, abychom i hmotnosti lehkych neutrin pocitali pouze
pomoci radiacnich korekci s nulovou vnéjsi hybnosti. Jelikoz nas zajima pouze
prvni nenulovy korekéni ¢len, mizeme v rovnici zanedbat ¢len AA. Celkove
skutecné dostavame pro matici hmotnostni neutrin

M, = My + %(0), (B.49)

na kterou muzeme aplikovat formule seesaw mechanismu I. typu.
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C. Vypocet dvousmyckovych
integrali s nulovou vnéjsi
hybnosti

V tomto dodatku si explicitné spocitame funkci , danou souctem dvou-
smyckovych integrali, a integral . Vime, ze pro Mr = Mx je funkce
shodna s funkci ziskanou pri vypoctu Wittenovské radiacni korekce v
SU(5) x U(1) modelu. Provedeme tedy analogicky vypocet jako v [15], pFicemz
nastinime obecny postup pti vypoctu dvousmyckovych integrali. Tento postup
nasledné aplikujeme na vypocet funkce (5.61)).

BéZznym postupem je algebraickymi tpravami prevést veskeré diléi integraly
na urcitou sadu ,elementarnich® integralu [53]. Tato metoda je v nasem pripadé
obzvlasté efektivni, nebot nam staci spocitat dané integraly pouze pro nulovou
vnéjsi hybnost. V takovém pripadé miizeme jednotlivé mezivysledky psat ve velmi
kompaktni a prehledné formé pomoci takzvanych Veltman-Van der Bijovijch za-
vorek [54]. Nejprve tento formalismus struéné shrneme a poté se pustime do
samotného vypoctu zminénych funkei.

Konvence a konkrétni znaceni prebirame z [15]. Zrekapitulujme pro prehled-
nost klicové definice a relace. Integraly pocitame v dimenzionalni regularizaci,
pocet dimenzi zna¢ime D a konvenci pro regulariza¢ni parametr € volime

D =4 —2e. (C.1)
Veltman-Van der Bijovy zavorky zavedeme jako

{MH,MlQ,...;le,...;M31,...} =
_/dequ 1 1 1
‘ (2m)2P (p* — M) (p? — M) ... (¢* = M3) ... (([p+q)* — M§)...

(M M.} = [ :
w3 b= | G G ARG = )

{Mi1, Mg, ...; Moy, ...; Msy, ... } [A(p.g)] =

— / ol g : : ! A(p,q)
(2m)2P (p? — MP)(p? — M) ... (> — M3) ... ((p+q)? —Mzy) ... 77
(C.4)

Déle pouzivame zkracené znaceni
{2My; Mp; Mc} = {Ma, Ma; Mp; Mc} . (C.5)
Elementarnimi integraly budeme mit na mysli pravé integraly typu

{2M a; Mp; M} spolecné s {M4}. Potfebné integraly prevedeme na elementéarni
rozkladem na parcialni zlomky, castecnym délenim a vyuzitim "t Hooftovy p-
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operace [55]

{M4; Mp; Mo} =
1
= 55— (M3 {20 Mp; Mc} + M {2Mp: Mcs My} + ME {2Me: Ma; Mg}).
(C.6)
Pro tyto elementarni integraly méame explicitni vztahy
{M,} AMi S L2+1+7T2 + O(€?) (C.7)
= —1 —€ — = - .
A (47)? A7 g\ 6 <)
1
kde )
Ly=1 4 —1 :
A Og 471'@2 + 7 Y (C 9)
@ je renormalizacni skéla, v Fuler-Mascheroniho konstanta,
1 1 1 2
S(M) == —— L+-)—|LP+L+ -+ — :
(M) = =5+ (L4 3) ( + +2+12>, (C.10)
MQ
a R
M3’
Mg‘ (C.11)
b = 279
M

a funkce f(a,b) je dana vztahem

1 l—a—bf_. [ = (Yo [ ™
a,b) = —-logalogh+ ————|Li|{—— ) + Li (—)—Ll <—>+
flab) = —Z logalog NG ( ( y1> . "

+Li<b_a>+Li<a_b> —Li(b_“> —Li(a_b )
T Y2 T hn

(C.12)
Pro prehlednost jsme oznacili
q=1-2(a+0b)— (a—1b)> (C.13)
1'12—;(1—1—[?—&:':\/(_]), (C.14)
yl2—i(1+a—bi\/§). (C.15)
Funkce Li(z) se téz nazyva dilogaritmus a je definovdna jako
Li(z) = —/OZ dulog(lu_“). (C.16)
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C.1 Korekce k majoranovské hmotnosti
generované vektorovymi bosony

Nyni mizeme prejit k vypoctu integrala (5.16)),(5.17). Integral (5.16]) muzeme

prepsat na

I(Mx,Mg) =
= {Mx.,0; Mg,0;m} [((~D +4)pg — 4(pa) + ]@;((pQ)+ (a7
a0~ 3z #0)):
Plati o
pi = () + 5 L] (C.18)

2
Clen timérny komutétoru se po integraci pies ¢ neuplatni, nebot jisté bude tmérny
vyrazu ptp” [y,,7,] = 0. V (C.17) tak miZeme beztrestné provést zdménu pg —
(pq), coz vede na

2 2

2 2
p q b q
ILi(Mx ,Mg) = {Mx,0; Mg,0; -D — .
1( X R) { XY, R, 7m} l( + M?( + MIQ{ M}%M%) (pQ)‘|
(C.19)

Integral (5.17) upravime stejnym zptisobem, opét vyuzijeme (C.18) a dostaneme

2 2 2 2 2 2
+ +
JQ(MX,MR)z{MX,O;m,O;MR}KD—H L Uk A >>(pq>+

METME T MIMR

+2p2q2 ¢ PP (pq)Q]

MZ  M2MZ  MZM2

(C.20)
Nejprve tyto vyrazy vyjadiime pomoci jednoduchych zavorek, ¢ehoz lze dosah-
nout jednoduchymi algebraickymi tipravami. Demonstrujme tento postup na jed-
nom konkrétnim ¢lenu, u ostatnich postupujeme analogicky. Vezméme napriklad

{Mx,0; Mg,0;m} |p*(pg)] = {Mx; Mp,0;m} [(pq)] =
= {Mx; Mp,0;m} [((p+ @)* = m* = p* + M¥ — ¢ + m® — M3 )] =
= {Mx; Mp,0} — {Mp,0;m} — {My; Mp;m} + (m* — M%) {Mx; Mp,0;m} .
(C.21)

ZAaroven mame

{Mg,0;m} = {Mg,0} {m}. (C.22)

Jednoduché zavorky rozkladdme na mensi béznym rozkladem na parcialni zlomky,
pripadné dalsimi pravé demonstrovanymi tpravami. Mzeme naptiklad odvozovat
relace typu

1
{Mx; Mp,0;m} = — {Mx; Mp,0;m} [ M}, — p* + p?] =
MR
1
-1

(C.23)
({Mx; Mp;m} — {Mx;0;m})
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nebo naptiklad
(M50} = AjR (Mg} — {0}) = A; {Mg}. (C.24)

V fedi jednoduchych zavorek lze vySe nastinénym zpusobem integraly (5.16))

a (.17 prepsat na

M M
L(Mx,Mg) = — (D —1) (W {MR,O M ,0;m} —
1 1 iy (C.25)
——={Mx,0; Mg; — —{Mg,0; Mx; — ———— 10;0;
2{ XY, Rum} 2{ RyY, X7m} QM)Q(M]%{ ) 7m}>
a
2— D M3 3 —
L(Mx,Mg) = TM—f{mo 0; Mg} + —{MX,O m; Mg} +
m2 D—2 {MX MR}
—(240:m; Mg} — {m; Myx; M L= ey - WX MRy
+4M2M2( {O>ma R} {ma X R})+2M§(m2{ X?m} 4M)2(M]2% +
M2 — M2 M2 M2 — M%
‘f’w <2D_3+]\4R> {m() MX,MR} W{m;MX;MR}‘f‘
m? + M3 + M}
o R (s M} — {m; Ma}).
X“"*R
(C.26)

Druhym krokem je prejit k elementédrnim zévorkdm. Upravami typu (C.23)) pre-
vedeme veskeré zavorky do tvaru {Ma; Mp; Mc} a nasledné vyuZijeme operace

(C.6). Prejdéme rovnou k vyrazim ¥; 5 (5.18). Vysledkem je

Y1 =5L(Mx,Mg)+1(Mgr,Mx) =
1 m* D —

D—?)]\leﬂzj\f)%{,’n7 ! } M2M2{ X5 R}+
D —
D—lMIQ%
+D7—3W <{2MR§ Mx;m} — {2Mpg; m; 0}>—|—
D 3 M2 <{2MX§ Mpg;m} — {2Mx;m;0}>—|—
D—-1 m?
o | 12m; Mx; 0 o2m: Mp: 0} | —
+D—3M§M§<{ m; Mx; 0} + {2m; Mg; })
D—-1 m*
— =T o2m: Mx: M 29m: 0: 0
D—SM;%M%(H mi Mix; Mk + {2m; 0; }>+
D —1m?
+D—3]\4§<{2MX5WO} + {2m; Mx; MR}>_
D —1m?
“D_312 <{2Mx; Mp;m} + {2m; Mx; 0}>+
D —1m?
+ 55372 \ 12Meym; O} + {2m; Mi; M} — {2Mp; Mx;m} — {2m; Mg; O}
o X

(C.27)
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95 = 2 (Iy(Myx,Mp) + Io(Mgp,My)) =
:A%?{Mx;m}Jr]\Zg {Mpg; }—%
D -2 M4
D — 3M2
D -2 M4
+D 3M2

2

]\/[2(

2

m
]\/[2(

+

5 ({2Mp; 00} — {2Mp;m; 0}) +

5 ({2Mx;0;0} — {2Mx;m; 0}) +

{2m; Mg; 0} — {2m; Mx; Mg}) +

{2m; Mx; 0} — {2m; Mx; Mp}) +

+Lﬂz (
D—3102
1 2
*p—garg (MmO} = (20 M) =

- ({QMR; Myx;m} + {2Mx; Mg; m}) _

{2Mx;m;0} — {2Mx; Mgr;m}) +

(C.28)

Mg
- M;
M
MR

D_2 (M2 M2

({20 i) — 20010} ) -

(20 M) ~ {2003 m:0) ) -

1 m*
D —3MZM?2
D —2 (Mg — Mg)?
+D—3 m2

D —2 (M5 — M)?
" D-3 m?

+ ({2m; Mx; 0} 4 {2m; Mg; 0} — {2m; Mx; Mg}) +

1 1
<M2 {2Mp; Mx;m} + 7 {2Mx; Mp; m}> -
X

1
<M2 {QMR, MX,O} + 2 {2MX7MR70}>

2 (M3 — ME)?
3 MIM

D —
—|—D {2m; Mx; Mg} .
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Kone¢né tak pro hledanou funkei 7(s,k) dostavame v limité e — 0
~21(s,k) = =2+ (2ks® — s — k™' = 1) log” k — 2log k+
+2(1- k) (F(0.8) + FOE) s+
+ (2 logk + 2logk (2k52 —5— k’l) — 4) log s+
+ (4ks* = (k+ 1)s =k +2— k") log” s+
+ (4ks* = 2(k + k7%)s7) £(0,0)+
+k (45* = 65+ 2571) £(0,9)+
+k (4K28% — Gks + 2k 27") f(0.ks)+
+ (4ks — 201+ k) — 2(k — 1)%k~'s71) f(s, k1) +
+ (45 — 201+ k)k~ = 21— k71)%s7Y) F(kks)+
+(4ks® — 2(1 +k)s — 2(k — D)2k ) f(sH ks,

(C.29)

Pro k =1, tedy v pripadé Mx = Mg, dostavame
I(5,1) =1+ 2log s + s(1 — 2s)log® s+
+2(s7 = 1)(F(0,0)(1+ 5+ 57) + 25f(s,1)+ (C.30)
+f(0,8)(s —1)(2s + 1) + 82f(8_1,8_1)>.
I presto, ze mnoho ze sc¢itanct ve vyrazu ((C.29) v limitnich hodnotach pro-

ménnych diverguje, tato funkce je omezena. Konkrétné pri pevném k dostavame
asymptotické chovani

I(s = 0,k) =3—
(L= k)7* 4+ 3klogk(l — (1 +k)logh) — 6(1 + A*)Li(1 — k)
’ 2(k —1) (C.31)
3klogk 91 9
S logs> —i—O(s log 3)
3(1 + k) log?s log s

Pro k = 1 jsou tyto vyrazy definovany konecnou limitou k& — 1. Skutecné tak
mame

-3 < I(s,k) < 3. (C.33)
Chovéni této funkce miizeme vidét na grafu

C.2 Korekce k majoranovské hmotnosti

generované vyhradné skalarnimi bosony
Nyni si spoc¢itdme dvousmyckovy integral ((5.61))

L (mamp,me) = {ma.0;mp,0;me} | (pg) . (C.34)
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Obréazek C.1: Funkce odpovidajici souctu dvousmyckovych integralti odpovidaji-
cich diagramtim

V prvni fadé i tentokrat miizeme diky (C.18)) provést zaménu pg — (pq). Nejprve
vyuzijeme
2(pq) = (p+q)* = mg — p* — ¢ + mg, (C.35)

¢imz integral prevedeme na soucet jednoduchych zavorek. Oznacme

mA
— A C.36
e (C.36)
2
mB
— 1'B C.37
y = (C.37)

~ 1 1
Iy = 24— —2L
BT (4t ( * € C) *
1 2
+ —xilyfl%Jr

1=y +ay™) fly e )+
(_I—l +I—1y—1) Fly,0)+ (C.38)

Lo oy
—logx — logy + §log (xy ))
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Obréazek C.2: Funkce odpovidajici dvousmyckovym integraltim typu [5.3

Tuto funkci potfebujeme k urc¢eni majoranovské hmotnosti neutrin. 7 diskuze v
[5.2.2] vime, Ze postaci, pokud se omezime na vysetfovani funkce

T
+ (1 —r '+ yﬁ_l) floy™ty™) + (1 —y a:y_1> flyz™ ™)+
+ (—yil + :Cfly*l) f(z,0) + (—:cfl + xily’l) f(y,0)+
+ (y_l — xy_1> f(z710) + (x_l - yx_1> fly=10)+
(=) flay)-

)
C.39
) (C.39)

Lo oy
—logx —logy + ilog (xy ))

Tato funkce je symetricka ve svych argumentech a méa asymptotické chovani

1 (y + 2)log® x log
I =——-—1 - = :
sh (T = 00,y) = — 5 —logz I +0(——), (C.40)
1 24621 —6Li(1 —
I (v, y = 0)=— - — T torosT i 1’)+ (C.41)
2 6x
l—z+zloga
1 : 42
Tylogy—n e * O(y) (C.42)

Predstavu o chovani této funkce si téZz muzeme udélat na zdkladé grafu [C.2
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