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dech. Prvni kapitola prace se vénuje tivodu o korelacnim koeficientu a jeho vlast-
nostech a strué¢nému predstaveni Fisherovy z-transformace. Druhéa kapitola se
vénuje metodé zalozené na zobecnénych pivotech. Vysvétluje také proc¢ je pro
tuto metodu potrebny predpoklad dvojrozmérného norméalniho rozdéleni. Treti
kapitola popisuje dvé metody zalozené na empirické vérohodnosti. Tyto metody
jsou vhodné i pro jind dvojrozmérnd rozdéleni nez normalni. V zavérecné kapitole
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1. Uvod a zakladni pojmy

V prvni kapitole si zavedeme zakladni pojmy, nezbytné pro nasi praci. Také
se seznamime s bézné pouzivanou metodou pro testovani nezavislosti nahodnych
veli¢in a metodou pouzivanou pro konstrukei intervalu spolehlivosti pro korelac¢ni
koeficient za predpokladu normality.

1.1 Zakladni pojmy a véty

Definice 1 (korelacni koeficient). Necht jsou X, Y ndhodné veliciny s konecnymi
druhymi momenty, s rozptyly var X > 0 a varY > 0 a kovarianci cov(X,Y). Pak
definujeme jejich korelacni koeficient pxy vztahem
cov(X,Y)
XYy = .
\/ var(X) var(Y)

Podivejme se na nékteré vlastnosti korelacniho koeficientu. Ve zbytku kapi-
toly predpokladejme, Ze nahodné veliciny X a Y splnuji podminky z definice
korela¢niho koeficientu. Jiz z definice a vlastnosti kovariance je zfejmé, ze plati
PXYy = Pyx-

Véta 1. Plati
—1<pxy <1,
pricemz plati, Ze
lpxy| =1 <= Y =a+bX s pravdépodobnosti 1 a b # 0.
Diikaz mizeme najit v knize |Andel| (2011} str. 39).

Véta 2 (Andél, 2011,str. 39). pro redlnd cisla a,b, c,d spliujici ac # 0 plati

—pxy, Proac< Oa

PaX+b,cY+d =
PXY s pro ac > 0.

Tedy linearni transformaci se pripadné méni znaménko.

Véta 3. Jsou-li ndhodné veliciny X,Y nezdavislé, pak
PXYy = 0

Dikaz plyne z Andéel (2011, str. 34, véta 2.9) a definice korelacniho koeficientu.
Stejné jako v pripadé kovariance, nulovy korelacni koeficient obecné neimplikuje
nezavislost ndhodnych veli¢in. Nicméné, je tomu tak v pripadé normalniho roz-
déleni, jak plyne nésledujici véty.

Véta 4. Necht md ndhodny vektor dvojrozmerné normdlni rozdéleni. Je-li

X
Y
cov(X,Y) =0, pak jsou ndhodné veliciny X,Y nezdvislé.
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Dikaz najdeme v knize Andéel (2011} str. 66, véta 4.11). Dohromady s vétou
dostavame, ze pro normalni rozdéleni plati ekvivalence mezi nulovym korela¢nim
koeficientem a nezavislosti ndhodnych velic¢in.

Zavedme znaceni pro vybérové prumeéry, vybérové rozptyly a vybérovou ko-

N s 1 X
varianci nahodného vybéru AU
Yy Y

n 1 n

“<\

1 ;XZ7

1
2 _
ZX X, 5=

—17

Sxy = —= > (Xi = X)(¥i - V).

=1

.

Definice 2 (vybérovy korelaéni koeficient). Necht je <§1> R, (‘i(/") ndahodnij
1 n

vibér z néjakého dvojrozmérného rozdéleni a necht plati S% > 0 a Sz > 0. Pak
definujeme vybérovy korelaéni koeficient rxy vztahem

rxy = 7SXY
VS SY

Jak nam ukéaze nasledujici véta, vybérovy korelacni koeficient ma podobné
vlastnosti jako korelac¢ni koeficient.

Véta 5 (Andel, 2011str. 93). Plati
—1<rxy <1
a pro redlnd cisla a,b, c,d splnugici ac # 0 plati

—rxy, proac <0,

TaX+b,cY+d =
rxy, pro ac > 0.

Véta 6. Pro nahodny vybér o rozsahu alespon 2 pochdzejici ze spojitého rozdéleni
je vyberovy korelacni koeficient definovdn s pravdepodobnosti jedna.

Diikaz muzeme nalézt znovu v knize |Andéll (2011 str. 93, véta 6.1). Véta,
kterou nyni polozime, je ¢asto vyuzivana pri testech nezavislosti dvou nahodnych
veli¢in.

v ) . Xl Xn ) / ,7 v . v , ~ )z
Véta 7. Necht je v ooy nahodny vybér z dvojrozmérného normdlniho
1 n
rozdélent s korelacnim koeficientem p = 0 a necht plati S% > 0, S3 >0 an > 3.
Pak

Xy
vVn—2——— ~t,_ 9.
V1 —r? 2

Dikaz nalezneme opét v knize |Andél (2011] str.94).



1.2 Fisherova z-transformace

Konstrukce intervalii spolehlivosti pomoci Fisherovy z-transformace vyuziva
jejl asymptotické normality za predpokladu, ze ndhodny vybér pochazi z dvoj-
rozmérného norméalniho rozdéleni. Fisher definoval z-transformaci vztahem
1+r
1—7r

Z(r) = ;ln (1.1)

Odvozeni Fisherovy z-transformace lze nalézt v praci |Winterbottom| (1979)).

Véta 8 (Andél, 2011} str. 95). Necht ndhodny vybér §1> ey ‘;i") pochdzi
1 n

z dvojrozmerného normdlniho rozdéleni s korelacnim koeficientem p a necht r je
jeho vybérovy korelacni koeficient. Pak

vn—=3_ (1+7r)(1—-p) p
5 ln(l_r)(l_'_p)—)./\/'(o,l).

(1.2)

Uzitim vztahu (1.2) a pomoci inverze Z '(z) = zzi—ﬁ jsme schopni sestavit
interval spolehlivosti I s pravdépodobnosti pokryti 1 — « pro korelacni koeficient
p ve tvaru:

_ 1 1—r u1_a/2 _ 1 1—r ul_a/g
1221(1 )— ,Zl<1 )
< l2n1+r \/n—3] 2 M) T s
(1+r exp (— \/%Ul—am) —1 1+r eXp(mul o/2) = 1) (1.3)
=3 .

T4r exp (= x/%ul—a/Q) +1 }4*7' €xXp (\/Lul Cy/2) +1

kde u1_q 9 znaci (1 — a/2)-ty kvantil normovaného normélniho rozdéleni.



2. Konstrukce pomoci
zobecnénych pivoti

V této kapitole se budeme vénovat konstrukei intervalii spolehlivosti pro kore-
lacni koeficient pomoci postupu se zobecnénymi pivoty, ktery zavedli ve své praci
Hu, Jung a Qinl (2020).

Nejprve si pripravme pudu pro aplikaci metody zalozené na zobecnénych pi-
votech. K zobecnénym pivotl samotnym a jejich uziti pti konstrukei intervalu
spolehlivosti pro korelacni koeficient se dostaneme v druhé c¢asti kapitoly.

2.1 Priprava na pouziti metody

Korela¢ni koeficient je vyjadren vztahem

p= _oxy

0%o%
pro nahodné veli¢iny X, Y, jejich smérodatné odchylky a kovarianci. Korela¢ni
koeficient je tedy funkci parametrit oxy, 0% a 0. V této ¢asti kapitoly chceme
najit takové parametry z nichZ lze oxy, 0% a 0% sestavit a které budeme schopni
vyjadrit pomoci na nich zalozenych statistik a ndhodnych veli¢in se znamym

rozdélenim. Tim pripravime data pro druhou ¢asti kapitoly.

X Xn\ . L o . .

Necht <Y1> ey <Yn> je ndhodny vybér z rozdéleni s konecnymi druhymi

1 n
. ; 125’ s v . . O'g( Xy
momenty, se stfedni hodnotou pu = , kovarian¢éni matici ¥ = 5 |,
Hy Oxy Oy
kde oba rozptyly jsou kladné a necht n > 2.

Budeme pouZivat znac¢en{ X,Y pro vybérové priméry a S%, S% pro vybérové
rozptyly ndhodnych veli¢cin X a Y. Jejich vybérovou kovarianci budeme znacit
Sxy. Pismenem p budeme vyjadtovat jejich korela¢ni koeficient.

7 vlastnosti vybérového prumeéru, vybérového rozptylu a vybérové kovariance

vime, ze

je nestrannym a konzistentnim odhadem stredni hodnoty p a

$_ Sy Sxy
\Sxy  SE

je konzistentnim odhadem kovarianéni matice X.



Daéle oznac¢me

X =(Xy,....X,)",
Y = (}/17"'7Yn>—r7

B=(61,5)",
1 X5

Z=|:
1 X,

P1i uvedeném znaceni zavedme linedrni regresni model
Y =31 + 32X +e, (2.1)
ktery rovnéz lze psat ve tvaru
Y =78 + ¢, (2.2)

kde € = (€1,...,6,) ,E€ = 0 a vare = var(V;|X;)I, a kde I,, je jednotkovd
matice o rozmérech n x n.
Ozna¢me B = (By, By)" odhad parametru 8 metodou nejmensich ¢tvercil.

Véta 9. Odhad B parametru B metodu nejmensich ctvercu splnuje
B=(7Z'72)7'72"Y.
Véta 10. Plati

EB =5,
var B = var(Y;| X;)(Z"Z) .
Dikaz véty |§| najdeme v knize Andeél (2011}, str 81, Véta 5.1), dikaz véty

najdeme rovnéz v knize Andél (2011} str.82, Véta 5.2).
Zjistime (ZT7Z)71

1 + YQ 2 - X 2
(ZTZ>71 I (n§1)SX (nzl)SX
B (n—1)S% (n—1)S%

aZ'Y :
7'Y = (n?, (n—1)Sxy + Yn?)T :

Z véty [0 pak muzeme zjistit tvar B.

S S T
B=(B.,B,) =(2'2)'2'Y = (Y— Xy ”) ,
S% S3%

Tento odhad je podle véty [10| nestrannym odhadem parametru 3.

Véta 11 (Andeél, 2011} str. 105). Necht Eb, < oo pro kaZdé n € N. Plati-li
EO, — 0 avarf, — 0, pak je 0, konzistentnim odhadem parametru 6.

6



Dukaz najdeme v knize Andél (2011, str. 105). Z véty [10] zndme vyjadreni
var B = var(Y;| X;)(Z"Z) ' az tvaru (Z'Z)~! vidime, %e var B; — 0 a var By — 0
pro n — oo. Jsou tedy splnény predpoklady pro pouziti véty Z ni plyne, ze
By, By jsou konzistentnimi odhady parametru i, 2. Také vime, ze )y je konzis-
tentnim odhadem kovarianéni matice . Nyni jiz mizeme najit vyjadieni para-

metri 5y, fo :

. oxy
ﬁl = My — T3 MX,
0x

Ba = UXizy- (2.3)

0x
Pri znamém vyjadreni parametru (S5 jsme schopni ziskat néasledujici vyjadreni
pro rezidudln{ rozptyl o3, = var(Y;|X;) (Andel, 2011, str.38):
2
2 Ixy
Oy|ix = — fy0% =0y — 2 -
ox
Ozna¢me reziduélni soucet ¢tverci modelu (2.1)) jako SS.. Pak plati nésledu-
jici véta.

Véta 12. E 2% = o7, .
Dukaz muzeme najit v knize |Andel (2011} str. 82, Véta 5.4) pro volbu k = 2.
Nyni zjistime tvar rezidualniho souc¢tu ¢tverci SS, v nasem modelu. Plati

SSe = Z(Y; - Bl - BQXZ‘)2.

=1

Vyraz upravime

SV — By — BoX,)? =Y (Y = Y + B, X — ByX,)?

i=1 %

2

S 52
= (n—1)S} — 22 (n — 1)Sxy + = S Y(n—1)S%

Zname tedy S%, nestranny a konzistentnl odhad 0%, By, nestranny a konzis-

tentm odhad parametru (35 a z véty . 52 je nestranny odhad parametru

o3 YIX-
Pozndmka. Za predpokladu normality rozdéleni z kterého ndhodny vybér pochazi
bychom mohli dojit k vyjadreni parametrta Sy, £, qu  Pifmou cestou z vyjadieni
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X
linearniho regresniho modelu. Predpokldadame-li, Ze ndhodny vektor <Y ma roz-

déleni N(p, ¥), mizeme si uvédomit, ze podminéné rozdéleni ndhodné veliciny
Y pri daném X = x mé nésledujici tvar (Andel, 2011} str. 67):

(VX =) ~ N (1 p 2 = ) 0 (1= 7)) (2.4)

a ze z rovnosti (2.1]) a vlastnosti € plyne:

pr=E(Y[X =0),
Bo=E(Y|X=2+1)-E(Y|X =u).

Ziskavame tak vyjadreni parametru 3y, fBs:

. Oy . oxy
B1=py — p—px = fly — —5 HX,
Oy  OXy
62 =p - 9

Rezidudlni rozptyl oy|x bychom pak zjistili ze vztahu (2.4)):

2
o
2 2 2y _ 2 XY
UY|X*UY(1_P)*UY_ 7 -
0x

Vsimnéme si, ze pomoci oy a vySe zavedenych parametrii 3o, 032,| < 1ze vyjadrit
oxy a 0% nasledujicim zptisobem:

oxy = Bo0%, 0y = Piox + 012/|X- (2.5)

Tohoto zjisténi vyuzijeme pri konstrukci zobecnénych pivotu v dalsi ¢asti kapitoly.
A7 doposud jsme byli schopni se obejit bez predpokladu, ze ndhodny vybér po-
chazi z dvojrozmérného normalniho rozdéleni. Predpokladejme nyni, Ze rozdéleni
ze kterého nahodny vybér pochazi skuteéné je dvojrozmérné normalni rozdéleni.
Pak muzeme polozit nasledujici vétu, ktera pravé predpoklad normality vyzaduje.

Véta 13. Pri zavedeném znaceni plati:

(n— 1)53( 2

a) U :TNXn—la
SS,
b) Uyix = —5— ~ Xo_a
Oy|x
n —1)5%
c) Z = (By—f) (n—1)S 5 )9x ~N(0,1).
Oy |x

Driikaz. Viz|/Andel (2011, Véta 4.21) pro a),|Andél (2011, Véta 5.6) pro b) a|Andél
(2011, Véta 5.5) pro c).
[l



Poznamka. Pokud ndhodny vybér z normélniho rozdéleni nepochazi, plati ¢ast c)
véty [13] alesponi asymptoticky (Flynn|, [1999] str. 6), tedy

(B — )| P15 wv0,1).

Oy|x

Casti a), b) véty |13 viak bez predpokladu normality neplati ani asymptoticky. je
nam znamé asymptotické rozdéleni vybérového rozptylu

Via(Sy — o%) 2 N(0,0% (32 — 1)),

kde 7 znaci Spicatost. Normalni rozdéleni ma spicatost v, = 3, nicméné pro data
pochéazejici obecné z néjakého jiného neznamého rozdéleni zistava parametr Spi-
catosti neznamy a proto neni ani toto asymptotické rozdéleni vybérového rozptylu
pro metodu zobecnénych pivoti vhodné. Abychom mohli metodu rozsirit i na data
nepochazejici z normalniho rozdéleni, bylo by tfeba najit alespon asymptoticka
rozdéleni funkce statistiky (n — 1)S% a parametru 0% a funkce statistiky S5, a
parametru oy

2.2 Zobecnéné pivoty

Nejprve si obecné zavedeme znaceni, prislusné pojmy a popiseme metodu. Jeji
pouziti si ukdzeme na jednoduchém prikladu a poté se presuneme k aplikaci na
situaci pripravenou v prvni ¢asti kapitoly. Na zaver si kratce shrneme cely postup
konstrukce intervalu spolehlivosti pro korela¢ni koeficient.

Necht X je ndhodny vektor, « je pozorovana hodnota ndhodného vektoru X
a & je neznamy vektorovy parametr. Predpokladejme, ze parametr 6 je funkci
parametru £. Je-li Q = Q(X,€) funkei X a &, fekneme, ze @ je pivotem pa-
rametru 6, pokud rozdéleni () nezavisi na & a pokud jeji pozorovana hodnota
q = Q(x, &) zavisi pouze na parametru 6.

Pojem zobecnény pivoﬂ zavedl ve své praci Weerahandi (1993)). Definujme si
nyni zobecnéné pivoty se zavedenym znacenim X, x a &.

Definice 3. Necht je R = r(X;x, &) je funkci X, x a €. Pak R nazveme zobec-
nénym pivotem, pokud splnuje nadsledujici dveé podminky:

Podminka A: R md pravdépodobnostni rozdeleni nezdvislé na &,

Podminka B: rgs = r(x; 2, &) zdvisi na € pouze skrze parametr 6.

Nésledné Hanning, lyer a Patterson| (2006)) definovali pojem fiducialni zobec-
nény pivotE]. Fiducialni zobecnéné pivoty tvori dilezitou podskupinu zobecnénych
pivotii. Vyznacuji se tim, ze pro né plati v podmince B dokonce rovnost rys = 6.

Popisme si nyni postup, jakym se fiducialni zobecnéné pivoty a na nich zalo-
zené intervaly spolehlivosti konstruuji. Tento postup odpovida metodé pouzivané
v praci Hanning a kol.| (2006)) a je prehledné popséan v ¢lanku Wang a Iyer| (2005)).

Nejprve najdeme pivoty pro minimalni postacujici statistiky zadanych para-
metri. Pripomenme, Ze statistiku 7" nazveme postacujici pro parametr ¢, pokud

!Generalized pivotal quantity (GPQ)
2Fiducial generalized pivotal quantity (FGPQ)



podminéné rozdéleni ndhodného vektoru X pri daném T nezavisi na 6. Posta-
cujici statistiku nazyvame minimalni, jestlize je funkci kterékoli jiné postacujici
statistiky (Andeél, |2011} str. 124-126).

V druhém kroku vyjadiime parametry jako funkce minimalnich postacujicich
statistik a zjisténych pivoti.

Fiducialni zobecnéné pivoty poté ziskame, dosadime-li za minimalni posta-
cujici statistiky jejich pozorované hodnoty. Pokud hleddme fiducialni zobecnény
pivot pro funkci parametri, dosadime do vyjadreni této funkce za parametry
jejich fiducidlni zobecnéné pivoty.

Pro zjistény fiducidlni zobecnény pivot R = r(X, x, ) parametru 6 plati

P[Re(Cl=1-q,
kde
C = (Ra/27 Rl—a/2) )

a kde R, je a-kvantil rozdéleni R = r(X, z, ).

Je-li X* nezavisla kopie vektoru X a a* jeji pozorovand hodnota, pak do-
sazenim pozorované hodnoty x* za X dostavame, ze C' je 100(1 — )% inter-
val spolehlivosti pro r(x*, @, ). Vektor @ se sklada ze statistik, které odhaduji
zadané parametry a které k témto parametrim konverguji v pravdépodobnosti
(Hanning a kol., 2006, str. 256). Tedy i slozky nezavislé kopie x* takového vek-
toru konverguji k zadanym parametrim. Pro dostatecné velky rozsah vybéru n
tak jsou hodnoty slozek obou vektort libovolné blizko hodnotam zadanych pa-
rametr a tedy i hodnoty slozek x* a @ si budou pro dostatecné velky rozsah
vybéru n blizké. Dosadime-li & namisto * a uvédomime-li si, ze r(x,x, &) = 6,
dostavame C' jako asymptoticky interval spolehlivosti pro parametr ¢ (Hanning
a kol., 2006, str. 257).

Popsany postup si predvedeme na jednoduchém prikladu.

Priklad. Uvazujme ndhodny vybér Wy, ... ,W,, z normélniho rozdéleni s parame-
try pw, 0. Budeme hledat fiducidlni zobecnéné pivoty pro oba zadané parametry
pomoci vye popsaného postupu. Nejprve najdeme pivoty pro statistiky W, S%,.

(m —1)S3
RS iedl | AN X?n—la

Uy = oy
T = \/ﬁu ~ N(0,1).

ow

Parametry si vyjadifme jako funkce statistik W, S3, a pivott Uy, Zy .

o2 _(m_1>SI%V
w — UW )

Z —1)52
=7 = 2w [ = DSy

N

Dosadime do vyjadfeni pro uw, o, pozorované hodnoty w, s, vybérového
priméru a vybérového rozptylu. Uy, Zy pak ve vyjadreni fiducialnich zobecné-
nych pivotl chapeme jiz jako ndhodné veli¢iny se zjisténymi rozdélenimi a nikoli
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jako funkce zadanych parametri dat. Fiducialni zobecnéné pivoty tak jsou funk-
cemi pozorovanych hodnot statistik @, s3, a ndhodnych veli¢in Uy, Zy,. Zisk4-
vame tak fiducidlni zobecnéné pivoty R, a Ra‘z” ve tvaru:

R, _ n=Dst
w UW
Z —1)s?
R, =@ — w o |(m—1)s§

N

2w 4 t-rozdéleni s m — 1 stupni volnosti. R,

Mizeme si uvédomit, ze —F%—
. ’ Uw /(m—1)
tak miizeme psat také ve tvaru

kde T,,_1 méa t-rozdéleni s m — 1 stupni volnosti. Nasli jsme tedy fiducialni zo-
becnéné pivoty k parametriim py, o3, Na zévér, jiz snadno, ze zjisténych tvari
fiducidlnich zobecnénych pivotii, sestavime pro parametry uy a o3, 100(1 — a)%
intervaly spolehlivosti [, a 1,2

I ( Wy w— Wy

ww w_ﬁ 1—a/27w_ﬁa/2 )
1y - (1 (0

o N—ajz  Gay2 ’

kde t, je a-kvantil ¢t-rozdéleni s m — 1 stupni volnosti a g, je a-kvantil rozdéleni
x2,_;. Na zavér pifkladu poznamenejme, 7e vysledné intervaly spolehlivosti jsou
stejné jako zndmé intervaly spolehlivosti pro tyto parametry, k nimz se dojde

pomoci pivotu \/mWS_ V’V‘W v pripadé stfedni hodnoty a pomoci stejného pivotu

Uw v pripadé rozptylu.

Ukazali jsme si na prikladu jak zjistit fiducidlni zobecnéné pivoty. Nyni na-
vazme na prvni ¢ast kapitoly a aplikujme postup na problém zjistovani fiduci-
alniho zobecnéného pivotu pro korelac¢ni koeficient. V prvni ¢asti kapitoly jsme
zjistili, Ze korelacni koeficient p je funkci parametrii 0%, 0% a oxy a v bodé ([2.5)
jsme si ukdzali jak vyjadiit 0% a oxy pomoci parametrii ag(,ag/l v a [y Kore-
lacni koeficient tak mitizeme chapat jak funkci pravé téchto tii parametri. Proto
budeme chtit najit jejich fiducialni zobecnéné pivoty Rz, RU?V L\ Rg,.

V prvni kapitole jsme ve vété 13| nasli pivoty se znamymi rozdélenimi. Pomoci
ve véte zavedenych nahodnych velicin U,Uy |x a Z jsme schopni snadno vyjadrit
parametry %, 03,y a (32 nésledujicim zptisobem:

2 _ (n — 1)*93(
ox = 7[] ,
o _ 55
SS. 1
=B, —7 .
b ? J UY|X (n - 1)33(

11



Podle popsaného postupu ziskame fiducialni zobecnéné pivoty zminénych para-
metrt dosazenim s%, ss., by, pozorovanych hodnot statistik S%,SS., Bs.

(n—1)s%
Ry = U
5S¢
U%‘X = U )
Y|X

SSe 1
Rg, =by— 7
P2 2 \/Uy|X (n — 1)83(’

kde ndhodné veliciny U, Uy|x a Z generujeme z rozdéleni zjisténych ve vété
nezavisle na sobé (Hu a kol [2020, str. 30), tedy U ~ x2_, Uyjx ~ x2_, a
Z ~N(0,1).

Ptipometime, Ze ze vztahu (2.5) vime, jak z parametri 0%, J%/‘X a By slozit o2
a oxy. Fiducidlni zobecnéné pivoty pro 0%, oxy pak jsou podle metody popsané
vyse:

R,2 = R} R,> + R,
% 27 Ox Y|X
Royy = R52Ra§<
Fiducialni zobecnény pivot pro korelacni koeficient p je tedy

R,
_Tloxy (2.6)

R, = .
S S

7 vlastnosti fiducialnich zobecnénych pivotu plyne, ze dosazenim pozorova-
nych hodnot s%, sse, by do U, Uy|x, Z ve vyjadienich fiducidlnich zobecnénych pi-
votil Rag( , Rgg/ 8 Rg, dostaneme samotné parametry o%, 052,‘  a f32. Proto plati,
ze timto dosazenim pozorovanych hodnot do vyjadieni R, dostaneme samotny
korela¢ni koeficient p. Tedy 100(1 — )% oboustranny asymptoticky interval spo-
lehlivosti pro p zalozeny na fiducidlnich zobecnénych pivotech je roven

(Ra/27 R1_a/2) :

kde R, je a-kvantil rozdéleni R,. Rozdéleni R, v praxi nezname, vygenerujeme
dostatek realizaci ndhodnych velicin U, Uy |x, Z, pro kazdou vygenerovanou tro-
jici hodnot spocteme R, a timto zptsob odhadneme jeho rozdéleni. Za R, pak
vezmeme a-kvantil vzniklého empirického rozdéleni.

Na zavér kapitoly si kratce shrime popsany postup pro zjistovani intervalu
spolehlivosti pro korela¢ni koeficient p. Nejprve ze zadaného nahodného vybéru

Y Y,
vych rozptylu a vybérové kovariance. Pomoci vztahtu

X X . ) e o wo i
( 1) T, ( ”) spoc¢teme pozorované hodnoty vybérovych primeért, vybéro-

Sxy 52
B= g sse:(n—n(s%— %{Y>

spocteme pozorované hodnoty by a ss.. Poté vygenerujeme hodnoty nahodnych
velicin U, Uy|x, Z z piislusnych rozdéleni:

U ~ Xi—l? UYIX ~ Xi_za Z o~ N(O,l).

12



Nésledné zjistime hodnoty fiducidlnich zobecnénych pivotu pro 0%, 0)2,‘ v a Py
(n—1)s%
U )
SSe
0'2 = Y
Y|X UY| X

SSe 1
Rg, =by — Z .
P2 2 \/Uy|X (n — 1)83(

Z nich spoc¢teme fiducialni zobecnéné pivoty pro oxy, oy :

Ry =

_ P2
Ryp = Ry, Rz + Fo
RUXY = RﬁzRai'

Nakonec zjistime hodnotu fiducidlniho zobecnéného pivotu pro p :

RUXY

R,= —2xr
* " R, Ry,

Tento postup opakujeme dostatecnékrat abychom mohli odhadovat rozdéleni R,.

Hu a kol (2020) ve své préaci doporucuji 10 000 opakovani. Nakonec urcime
100 (1 — «) % oboustranny asymptoticky interval spolehlivosti pro p jako interval

(Ra/27 R1—a/2) ;

kde R, znaci a-kvantil empirického rozdéleni spoctenych hodnot R,.
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3. Empiricka vérohodnost

Pojem empiricka VérohodnostEI zavedl |(Owen| (1988). Definujme si ji nejprve
obecné pravé podle prace Owena (Owen, 1988)) a poté prevedme na piipad kore-
la¢niho koeficientu podle ¢lanku Hu a kol.| (2020).

Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s distribuc¢ni funkci Fy. Em-
pirickd distribu¢ni funkce F), se casto povazuje za neparametricky maximélné
vérohodny odhad distribu¢ni funkce Fj, protoze maximalizuje

= [[F(X)) - F(X;-)]
i=1
pres vSechny distribucni funkce F. Se zavedenym vyjadienim L(F) definujme
empiricky vérohodnostni pomér.

Definice 4. Za platnosti vyse zavedeného znaceni pro L(F') definujeme empiricky
vérohodnostni pomér vztahem

L(F)
F) = .
B = TR
Predpokladejme, ze
w; >0, > w=FX;)-F(X;—), i=1,...,n (3.1)

7: X=X;

Pak w; maji podobu pravdépodobnosti pritazenych jednotlivym pozorovanim.
Plat{ proto, Ze soucet prvka vektoru w = (w1, ..., w,)" je roven 1.

Definice 5. Definujme
w) =[] ws, (3.2)
i=1
kde w = (w1, ..., w,)" a nazvéme L(F,w) vérohodnostni funkei zaloZenou na

pozorovani.

Protoze soucet slozek vektoru vektoru w je roven 1, je zfejmé, ze funkce L
nabyvd maxima pro F = F, a w; = -+ = w, = % Miuizeme vyjadrit také
empiricky vérohodnostni pomér pomoci w.

Definice 6. Definujme vérohodnostni pomér zalozeny na pozorovani vztahem

L( ﬁ nw;. (3.3)

E<F’w) - L(F, w) =1

Empirical likelihood (EL)
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3.1 Intervaly spolehlivosti pomoci empirické vé-
rohodnosti

1 Xn
v, oy,
Fy a konecnymi druhymi momenty. Predpokladejme také, Ze oba rozptyly jsou

y Xi : X A
kladné. Oznacme W; = (Y) proi =1,....na W = <Y> Vime, ze pro
ndhodné veli¢iny X a Y se stfednimi hodnotami px a py, s rozptyly o% > 0 a
0% > 0 a s korela¢nim koeficientem p plati:

Uvazujme nadhodny vybér z rozdéleni s distribucéni funkci

E (X—MXY—MY>_
=p
0x Oy

Jednoduchou tpravou dostavame:

X — Y —
E( Hx MY—p):O.

ox Oy

(3.4)

Zavedme funkci V' vztahem V(W) = (%%) pro ¢ = 1,...,n. Nyni
definujme empirickou vérohodnost pro korelacni koeficient p uzitim rovnosti ((3.2)),
vlastnosti (3.1)) pravdépodobnostniho vektoru w, rovnosti (3.4)) a pravé zavedné

funkce V.

Definice 7. Oznacme
Lo(p) = sup{]:[ wi tw; >0, w; =1, w; (V(W;) — p) = O}. (3.5)
W=l i=1 i=1

Funkci Lo(p) budeme nazjvat empirickou vérohodnosti pro korelacni koeficient p.

Stredni hodnoty pux a py a smérodatné odchylky ox a oy nezname, nicméné
je jsme schopni odhadnout pomoci vybérovych priméri X a Y a vybérovych
smérodatnych odchylek Sx a Sy. Tyto odhady dosadime za stiedni hodnoty a
smérodatné odchylky do vztahu (3.5). Oznacime-li V(W;) = (Xg;x YS;Y> pro
t=1,...,n, dostavame

fo(p) = sg}p{ﬁlwi Dw; > O,éwi = 1,2% (V(WZ) — p) = O}. (3.6)

Z/}B(p) jsme ziskali dosazenim za stfedni hodnoty a za smérodatné odchylky do
vyjadireni Lo(p). MuZeme proto nazvat Lo(p) dosazovanou empirickou vérohod-
nosti pro korelacni koeficient p.

7 divodu jednodussiho postupu budeme hledat logaritmickou dosazovanou
empirickou vérohodnost pro korela¢ni koeficient. To znamend, Ze misto suprema
funkce I} ; w; budeme za podminek ze vztahu hledat supremum funkce
log IT?"; w;. Pro ziskani pozadovaného tvaru vyjadieni w; rovnéz vynasobime hod-
notou —n obé strany posledni podminky. Dostavame tak posledni podminku ve

tvaru
n

—ny  w; (V(Wz) — p) = 0.

=1
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Nyni aplikujme metodu Lagrangeovych multiplikator za tcelem ziskani vyjad-
feni pro w;, ¢ = 1,...,n. Zavedme Lagrangeovu funkci

L(wi, ..., wn, A1, A2) = log H w; + M (1 — sz) - >‘2nzwi (V(Wz) - P) .
i=1 i=1 i=1

Zderivujme ji podle jednotlivych proménnych:

oL 1 _ .
awZ:EZ—)\l_)\QTL(V(I/I/’L)_p>7 2:1,...,n,
oL "

7:1_ iy

N ;w

oL

P = —n;wi (V(Wl) — p) )

Derivace polozime rovny nule:

1 — NMw; — Aanw; (V(Wz) — p) =0, i=1,...,n, (3.7)
1— zn: w; =0,
i=1
—n il w; (V(W) = p) = 0. (3.8)
Pokud sec¢teme rovnosti pro vSechna ¢ = 1,...,n, dostaneme rovnost

=1 i=1

Uvédomime-li si, ze Y27 jw; =1 a >0 w; (XA/(VVZ) - p) = 0, ziskdme vyjad-
feni pro Ay :
)\1 =n.

Ziskany tvar A; dosadime do rovnosti (3.7]) a obdrzime tak rovnost
1 — nw; — Aanw; (V(I/V,)—p) =0, i=1,...,n.

7 této rovnosti uz jsme jednoduchou tupravou schopni odvodit pozadované
vyjadreni pro wj :

1
o {1 + Ao (V(T/VZ) — p)}

kde Mg je feSenim rovnice, kterou ziskame z (3.8) dosazenim za w;:

, t=1,...,n,

znj VW) —p (3.9)

L+ Ao (V(W;) = p)

Funkce []_, w; nabyva svého maxima pro wy = -+ = w, = % za podminky;,
ze Y w; = 1. Zavedme tak, podobnym zpusobem jako v (3.3)), dosazovany
empiricky vérohodnostni pomeér pro korelacni koeficient p vztahem:

n n 1

R(ﬂ) = Hnwi = H

i=1 i=1 1+ Ay (V(I/VZ) - p)

(3.10)
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Upravou vyrazu (3.10) mizeme ziskat dosazovany empiricky logaritmicky vé-
rohodnostni pomer pro korelacni koeficient p:

I(p) = —21og R(p) —2§:bgh%m&(VUV)—pﬂ. (3.11)

V nasledujici vété zjistime, k jakému rozdéleni konverguje dosazovany empi-
ricky logaritmicky vérohodnostni pomér I(p). Nejprve viak zavedeme pomocnou
konstantu A a nasledné lemma, které vyuzijeme v dikazu véty.

Prevezméme néasledujici znaceni z ¢lanku [Hu a kol.| (2020)

2 (X_NXY_,UY)
05 = var )
OXx Oy
X —uxY — X — 2y — 2
agzvar< Fx MY—p[(MX> —l—( ,uy) D,
ox Oy 2 ox Oy
2
09

(%

Lemma 14. Pii zavedeném znacend pro o3, 02 plati:
n D )
(Z \/ﬁ;( p) _>N(0,0'U),
n 2
Z( —p) > ap.

=1

:M—‘

Diikaz lemmatu [14| najdeme v ¢ldnku Hu a kol.| (2020, str. 35). Z definice o2
vidime, Ze o2 je rozptylem nahodné veli¢iny V(W) se stfedni hodnotou p. Tvar
Casti a) lemma vychézi z centralni limitn{ véty a ¥ikd ndm, Ze o2 je vlastné roz-
ptyl ndhodné veli¢iny XA/(W), kterd ma také stfedni hodnotu p. Z toho také plyne,
ze musime zesilit predpoklad polozeny za zacatku této sekce kapitoly. Nyni jiz
musime predpokladat existenci kone¢nych druhych momenti ndhodnych veli¢in
VW), 17(W) To znamen4, ze pro ndhodné veli¢iny X,Y je tfeba predpoklddat
konecnost dokonce ¢tvrtych moment.

Véta 15. Plati

~

D
A -l(p) = X,

Pred samotnym dikazem véty poznamenejme, ze dikaz véty je uveden také
v ¢lanku Hu a kol .| (2020). Dukaz v této préci je proveden podrobnéji, nékteré ¢asti
jsou vysvétleny, chybéjici kroky doplnény a nékteré pozménény. Déale pozname-
nejme, ze v dikazu vyuzivame vztah Ay = Op(ﬁ)v ktery je prevzat z ¢lanku Owen
(1988, str. 242). V tomto ¢lanku se pii zjistovani vztahu Ay = Op(ﬁ) pracuje
pouze s jednou nahodnou veli¢inou X a jeji stfedni hodnotu, misto situace s na-
hodnou veli¢inou V(W) a korelacnim koeficientem v nasi praci. V ¢lanku je pouzit
predpoklad konecnosti tretich momenti pro onu ndhodnou veli¢inu X. V nasem
pripadé je tak postacujici predpoklad konecnosti tietich momentii nahodné veli-
¢iny V(W), tedy predpoklad konecnosti az Sestych momentti ndhodnych veli¢in
X, Y. Shrnutim, z definice 02,02 a nasledné A vidime, Ze konecnost ¢tvrtych mo-
ment nahodnych veli¢in XY je predpokladem nutnym, z pfedchozi tvahy pak,
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ze konecnost jejich Sestych momenti je predpokladem postacujicim. Je mozné, ze
lze ukazat platnost vztahu A\, = Op(ﬁ) pomoci konecnosti pouze patych nebo
dokonce onéch ¢tvrtych momentit ndhodnych velicin X, Y, to vSak neni soucéasti
, . . L P R 9. ¢ X
této prace. Predpokladejme proto déle, ze nahodny vybér (Y1> R, (Yn> po-
1 n
chazi z rozdéleni s koneénymi Sestymi momenty. Nyni se presunme k avizovanému
dikazu véty

Diikaz. Zavedme substituci M; = \o(V (W;) — p). Maclaurintv rozvoj (Tayloriv
rozvoj se stiedem v bodé 0) funkce log(1 + M;) je

M? M

og(1 + M;) 5 3

Aplikujeme-li Maclaurintiv rozvoj stupné 2 na funkei 237" log (1 + M;) , dosta-
vame

2

2210g1+M = Z M ) + 72,

=1

kde ry je druhy zbytek Maclaurinova rozvoje funkce 23" | log (1 + M;) . Zpétnou
substituci dostavame

=23 (&(V(Wi) _p) — PalVO¥) - "”2) i

2

Pro zbytek ry existuje konstanta K € R takova, ze

ro] < K ﬁ;]AQ(V(Wi)—p)\ <K [hfn z\v — o[ = 0,(1).

Vyuzili jsme, Ze Ay = (’)p(ﬁ) z ¢ldanku Owen (1988, str. 242) a |Owen| (1990, str.
98, lemma 3), které iké, ze £ 37, ’V(VVZ) — p‘g = o(y/n). Mdme tedy nyni vztah

(V(Wi) = p)* + 0p(1). (3.12)

S
Il

[\
3
M=
P
<
=

|
=

|

>
[M]=

Zavedme substituci M; = V(W;) — p. Maclauriniiv rozvoj funkce ﬁ je
M.
= M; — M M? + MM —
1+ A M, 2 A
Aplikujme Maclauriniv rozvoj stupné 2 na funkei >, HAL;MI_, tedy na levou

stranu rovnosti vzniklé substituci s M;.

ZMi—ZAQMiZ—FTQ:O.

=1 =1
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Zpétnou substituci za M; dostavame

n n

SV = p) = S M(V(W;) = p)* + 12 = 0.

i=1 i=1

I tentokrat jsme schopni omezit zbytek ry :
" N 3 1 &5 3
ral < K SN VOV = p| = K Nn- S [V(W0) = p|” = 0,(v/n),
i=1 i=1

pri¢emz jsme opét vyuzili vztah Ay = (’)p(ﬁ) a ¢lanek Owen! (1990, str. 98, lemma
3). Upravou predchozi rovnosti a dosazenim za ry dostdvame vyjadieni pro Ao :
i (VW) = p) op(v/11)

T S T = S — o (3.13)

Dosadime pomoci vyjadieni (3.13) za Ay ve vztahu (3.12). Dostavame

| (VW) = p)]? | (VW) = p))? —o(1/n) ~o
R (A > WA T
S V) -
ST ERG

Vyuzili jsme vztahu max;<;<, ‘V(Wz) — p| = o(y/n) z élanku Owen| (1990, str. 98,
lemma 3). ~
Nasli jsme prthodné vyjadreni pro ! (p

)-

A = 02 /02 dosadime do soudinu A - I(p

~

). Nyni toto vyjadteni pro I(p) a vztah
Dostavame

LB (VW) - )
A -lp) = o2 (V(W) 0)? + 0p(1)
) o3 EIn V) -]
I 2;1<V<m>—p>2[ o Foll)

Aplikaci lemmatu na tento tvar zjistujeme, ze prvni zlomek konverguje k 1
v pravdépodobnosti, ¢itatel zlomku s druhou mocninou konverguje v distribuci
k normdlnimu rozdélen{ s nulovou stfedn{ hodnotou a rozptylem o2 a 0,(1) znaci
konvergenci k nule v pravdépodobnosti. Z posledniho tvaru proto plyne, ze

~

A 1(p) 2 X3

O

V praxi jsou nam parametry stfednich hodnot a smérodatnych odchylek ne-
znamé. Pro konstrukci intervalu spolehlivosti pouzitim véty (15| je tfeba tyto ne-
znamé parametry ve vyjadieni pomocné konstanty A nahradit konzistentnimi od-
hady, tak aby asymptotické rozdéleni soucinu A-ZA(p) zustalo zachovano. Vybérové
pruméry, vybérové rozptyly a vybérovy korela¢ni koeficient jsou konzistentnimi
odhady parametru stfednich hodnot, rozptyli a korelacniho koeficientu, proto
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dosadime X,Y 8%, 5%, r do vyjddieni parametrii o3, 02 (Hu a kol., 2020, str. 32).
Dale pouZijeme vztah varZ = E(Z — E Z)? pro nejakou nahodnou veli¢inu Z.
Oznacime-li

Ag; = ' ' , (3.14)

, (3.15)

L 1 1 ?
65 = - > (Ao,i . ZAo,z) ) (3.16)
i=1 i=1
2
1 & 1 &
6r==> (Aw» - = ZAW-> : (3.17)
iz iz
Z toho plyne, ze
A2
A=2 (3.18)
o

je konzistentnim odhadem A. Muzeme tedy vyjadrit 100(1 — «)% asymptoticky
interval spolehlivosti pro korelacni koeficient p jako mnozinu

o~ o~

{P P A (p) < QI—a}7

kde q1_q je (1—a)-kvantil rozdéleni y2. Resime soustavu rovnic A-1(p) = ¢i_q a
pro nezndmé A a p. Podle ¢lanku Hall a La Scalal (1990) ma tato soustava
dvé redlna teseni a pq, po kterd jsou soucésti feseni soustavy tvori krajni body
naseho intervalu spolehlivosti. Soustavu fesime numericky napt. pomoci New-
tonovy iteracni metody. Jako pocatecéni aproximaci pro p lze pouzit vybérovy
korelacni koeficient a jako pocatecni aproximaci pro Ay lze vyuzit prvni vyraz
pravé strany vztahu z dukazu véty . Dalsi pocatecni aproximace ziskdme
vhodnou tupravou téchto vyrazi, pro tucely prikladi v kapitole 4 ménime hod-
notu pocatecni aproximace pro p v krocich o velikosti 0.2 a poc¢atec¢ni aproximaci
pro lambda ménime o 0.1 a to v obou pripadech kladnym i zdpornym smérem.
Pro priklady v této praci jsou tyto zmeény pocatecnich aproximaci postacujici
pro nalezeni obou krajnich bodu intervali spolehlivosti. Pokud by byla metoda
pouzita na prikladu, kde by takové zmény pocatecnich aproximaci nevedly k na-
lezeni obou krajnich bodt, bylo by tfeba velikost kroku pro zmény pocatecnich
aproximaci vhodné korigovat.

Shrinme kratce popsany postup pro zjistovani intervalu spolehlivosti pro ko-
relacni koeficient pomoci empirické vérohodnosti. Nejprve spocteme z dat vy-
bérové priméry X,Y, vybérové rozptyly S%,S% a vybérovy korelacni koefici-

X;—XY;,-Y
Sx Sy

pro i = 1,...,n, které potfebujeme pro vypocet lA( ) i pro vypocet A. Spoc¢teme
odhad A pomocné konstanty A podle vztahil ( - az ([3.18). Pak 100(1 — a)%
asymptotlcky interval spolehlivosti tvori mnozina takovych p, ktera spliuji ne-
rovnost A -1(p) < qi—a, kde q1_q je (1 — a)-kvantil rozdéleni x? a piicemsz I(p)

ent 7. Pomoci téchto statistik spocteme hodnoty funkce IA/(I/VZ) =
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spliuje (3.11) a Ag je TeSenim rovnice . Tuto soustavu dvou rovnic o dvou
neznamych fesime numericky napt. pomoci Newtonovy iteracni metody a ménime
pocatecéni aproximace dokud nenajdeme dvé redlnd reseni této soustavy. Nakonec,
p1, p2 z takovych teseni tvori krajni body hledaného intervalu spolehlivosti.

3.2 Konstrukce bez pomocné konstanty

V prvni casti kapitoly jsme ukazali, jak konstruovat intervaly spolehlivosti
pro korela¢ni koeficient pomoci empirické vérohodnosti. Zjistili jsme, ze je tfeba
pro urceni intervalu spolehlivosti spocist A, odhad hodnoty pomocné konstanty
A. Ponechme i pro druhou ¢éast kapitoly stejné predpoklady jako pro cast prvni.
V této casti kapitoly si ukdzeme tpravu, s jejiz pomoci ziskame obdobnym po-
stupem interval spolehlivosti pro korelac¢ni koeficient, ovSsem bez nutnosti pocitat
odhad A.

Zavedme funkci vlivu

Vi(Wip) = (V(Wi) = p) = 2 [(X_’”‘X)Q —1+ (Y_“Y)Q - 1] .

2 ox Oy

Tato uprava funkce tvaru (V (W;) — p) ve vyjadreni Lo(p) zajisti, ze nebude tieba
pouzit pomocnou konstantu. Postup je dale podobny jako v prvni c¢asti.

Definice 8. Oznacme
Li(p) = sup{H w; T w; > O,Zwi = 1,ZinI(Wi,p) = 0}. (3.19)
woti=1 i=1 i=1

Funkci Li(p) budeme nazyvat empirickou vérohodnosti s funkei vlivu pro korela¢ni
koeficient p.

Stejné jako v predchozi c¢asti kapitoly dosadime vybérové pruméry a vybé-
rové rozptyly za prislusné parametry ve vyjadreni funkce Vi(W;, p). Dostavame

vyjadieni
o | (X —X\° Y, -7\
Vi(Wi, p) = (VW) = p) = 5 ( 1SX ) —1+< 3 ) —1]-

Dosazenim za Vi (W;, p) ve vyjadieni L;(p) ziskdme

Li(p) = Sup{H w; T w; > O,Zwi = 1,2%‘7](‘%,0) = O}-

w =1 i=1 i=1

Ef(p) budeme nazyvat dosazovanou empirickou vérohodnosti s funkci vlivu pro
korelacni koeficient p. Déle identickym postupem jako v prvni ¢asti kapitoly zjis-
time metodou Lagrangeovych multiplikatori, ze

1

w; = — , t=1,...,n,
n |14+ A Vi(Wi, p)]
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kde A; je fesenim rovnice

i=1 L+ AVi(Wi, p)
Opét, podobné jako v prvni casti kapitoly, zavedeme vztah
li(p) =2 log |1+ \Vi(Wi, p)] - (3.21)

=1

Funkeci lA[(p) budeme tikat dosazovany empiricky logaritmicky vérohodnostni po-
mer s funkci vlivu pro p.

Véta 16 (Hu a kol (2020)), str.32). Pri zavedeném znaceni plati

~

1(p) 2 X2

Jak jsme avizovali na zacatku této sekce, neni tieba odhadovat hodnotu po-
mocné konstanty. Proto piimo z véty ziskavame predpis pro 100(1—a)% asympto-
ticky interval spolehlivosti pro korela¢ni koeficient:

{p:li(p) < a1maf (3.22)

kde ¢;_, opét znadi (1 — «)-kvantil rozdéleni 3.

Postup pro konstrukci je tedy velmi podobny jako v prvni sekci kapitoly.
Nejprve spocteme vybérové priméry a vybérové rozptyly a dosadime vypoctené
hodnoty do vyjadieni funkce \A/[(VVZ, p). 100(1 — )% asymptoticky interval spo-
lehlivosti pak je mnozinou z , kde 1;(p) splituje a kde \; splnuje
rovnost . Soustavu rovnic l;(p) = q1_o a pro neznamé p a A; opét
fesime numericky, naptiklad pomoci Newtonovy itera¢ni metody, obdobné jako
v pripadé empirické vérohodnosti v prvni ¢asti kapitoly.
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4. Simulace

V této kapitole vyzkousime metody popsané v praci na nékolika ptikladech
a porovname jak si jednotlivé metody vedly. K vypoc¢tim byl pouzit program
Wolfram Mathematica 12.0.

Nejprve popisme jakym zpusobem bude simulace probihat. Ve vsech prikla-
dech volime hodnotu o = 0.05, tedy budeme konstruovat 95% intervaly spo-
lehlivosti pro korela¢ni koeficient, ve zbytku kapitoly proto vzdy, kdyz budeme
zminovat intervaly spolehlivosti, budeme tim myslet pravé 95% intervaly spoleh-
livosti pro korelacni koeficient. Na zacatku kazdého prikladu bude specifikovano
s jakymi rozsahy n nahodného vybéru, s jakym pravdépodobnostnim rozdéle-
nim a jakymi hodnotami korela¢niho koeficientu p budeme pracovat. V kazdém
prikladu a pro kazdou téchto volbu parametrii vygenerujeme 1000 ndhodnych
vybért. Z nich pomoci kazdé metody spoc¢teme 1000 interval spolehlivosti pro
korela¢ni koeficient. Pro tyto intervaly spo¢teme jejich priimérnou délku d:

i1 (pui — pri)

1000 ’
kde py,; znaci horni a pr; znaci spodni hranici i-tého intervalu spolehlivosti.
A spocteme opp, odhad pravdépodobnosti pokryti skuteéné hodnoty korelacniho
koeficientu:

d=

P <p<puvi}

1000 ’
kde p je skutecnd hodnota korelacniho koeficientu. Vysledné hodnoty pro jednot-
livé metody zapiSeme do tabulek, metody porovndme a budeme pozorovat zda
a jak moc se odhady pravdépodobnosti pokryti lisi od hodnoty 0.95. Pozname-
nejme, ze v této kapitole budeme metodu Fisherovy z-transformace oznacovat
zkratkou FZ, metodu zobecnénych pivotit ZP, metodu empirické vérohodnosti
EV a metodu empirické vérohodnosti s funkci vlivu zkratkou EVEFV.

opp =

4.1 Priklad 1

V prvnim ptikladu pochazi ndhodny vybér z dvojrozmérného normélniho roz-

. , Y1 e (1
déleni s nulovym vektorem stfednich hodnot a kovarianéni matici (,0 P ) . Tedy

ST .

Volime hodnoty rozsahu ndhodného vybéru n = 30,90, 150 a hodnoty korelac-
niho koeficientu p = 0.05, —0.5,0.9. Nasleduji dvé tabulky. Tabulka obsahuje
odhady pravdépodobnosti pokryti skutec¢ného korelacniho koeficientu pro jednot-
livé metody a rtizné volby parametri n a p. Druha tabulka obsahuje hodnoty
prumérnych délek intervalti spolehlivosti opét pro jednotlivé metody a pro rizné
volby parametrii n a p.

7 tabulky vidime, Ze metoda Fisherovy z-transformace a metoda zobec-
nénych pivott maji hodnoty odhadt opp velice podobné pro zvolena data. Do-
konce jsou vysledky metody Fisherovy z-transformace nepatrné lepsi. Hodnoty
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p 0.05 -0.5 0.9
n 30 90 150 | 30 90 150 | 30 90 150

FZ 0.944 0.960 0.943 | 0.960 0.939 0.956 | 0.961 0.948 0.953
ZP 0.945 0.961 0.939 | 0.959 0.941 0.955 | 0.961 0.949 0.954
EV 0875 0.936 0.923 0912 0.919 0.949 | 0.947 0.946 0.959
EVFV 0912 0949 0.933 | 0.935 0.922 0.956 | 0.920 0.942 0.951

Tabulka 4.1: Odhady pravdépodobnosti pokryti, priklad 1

p 0.05 -0.5 0.9
n 30 90 150 ‘ 30 90 150 30 90 150

FZ 0.697 0.409 0.318 | 0.550 0.311 0.241 | 0.153 0.081 0.062
7P 0.688 0.407 0.317 | 0.547 0.311 0.241 | 0.156 0.082 0.062
EV  0.669 0.414 0.320 | 0.500 0.303 0.239 | 0.125 0.076 0.059
EVFV 0.629 0.398 0.312 | 0.496 0.303 0.239 | 0.137 0.079 0.061

Tabulka 4.2: Pramérné délky intervali spolehlivosti, priklad 1

odhadt pravdépodobnosti pokryti se u obou metod se pomérné stabilné pohybuji
okolo pozadovanych 0.95. Odhady pravdépodobnosti pokryti metodou empirické
vérohodnosti jsou pro volbu korela¢niho koeficientu p = 0.05 nizsi. Pro rostouci
rozsah vybéru n se sice hodnota odhadu postupné zvysuje, nicméné i pro n = 150
je stéale nizsi nez u zbylych metody. Pti vyraznéjsi absolutni hodnoté korela¢niho
koeficientu se tato metoda postupné zlepsuje a pro p = 0.9 uz mizeme ozna-
¢it vysledky dosazené metodou empirické vérohodnosti za velmi dobré. Metoda
empirické vérohodnosti s funkci vlivu vykazuje pro p = 0.05 a p = —0.5 vyssi
hodnoty nez metoda EV. Pro rozsah vybéru n = 150 se dostava na srovnatelnou
uroven s metodami F7Z a ZP.

Tabulka [4.2]znézornuje prumérné délky intervalt spolehlivosti. Vidime, Ze me-
toda Fisherovy z-transformace a metoda zobecnénych pivotti opét vykazuji velmi
podobné vysledky. Intervaly spolehlivosti spoc¢tené metodou empirické vérohod-
nosti maji pro 7 z 9 voleb p a n primérnou délku mensi nez je tomu u predchozich
dvou metod. Metoda empirické vérohodnosti s funkci vlivu ma pramérné délky
nizsi pro volbu p = 0.05, ale naopak vyssi pro p = 0.9 nez metoda empirické
vérohodnosti. Pro p = —0.5 mély obé tyto metody primérné délky interval
spolehlivosti témér identické. Mizeme si vSimnout, Ze pro zvysujici se rozsah
vybéru a zvysujici se absolutni hodnotu korelacniho koeficientu jsou si odhady
i prumérné délky pro jednotlivé metody obecné stale blizsi. Rovnéz mizeme pozo-
rovat, ze prumeérna délka intervalu spolehlivosti se zkracuje pii zvysujici absolutni
hodnoté korela¢niho koeficientu a pro zvysujici se rozsah vybéru.

4.2 Priklad 2

Také v prikladu 2 vyzkousime jednotlivé metody na ndhodném vybéru pochéa-
zejicim z dvojrozmérného normalniho rozdéleni, tentokrat s nenulovym vektorem
stiednich hodnot a rznymi rozptyly. Ndhodny vektor (X,Y)T v piikladu 2 m4
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p 0.05 -0.5 0.9
n 30 90 150 | 30 90 150 | 30 90 150

F7Z 0.944 0.949 0.940 | 0.945 0.955 0.954 | 0.948 0.954 0.949
ZP 0.945 0.950 0.940 | 0.944 0.954 0.954 | 0.947 0.957 0.948
EV 0862 0916 0.937 | 0.896 0.946 0.952 | 0.934 0.962 0.948
EVFV 0908 0.936 0.943 | 0.910 0.933 0.951 | 0.906 0.944 0.947

Tabulka 4.3: Odhady pravdépodobnosti pokryti, priklad 2

p 0.05 0.5 0.9
n 30 90 150 | 30 90 150 | 30 90 150

FZ 0.697 0.409 0.318 | 0.551 0.313 0.241 | 0.157 0.083 0.062
ZpP 0.687 0.407 0.317 | 0.547 0.313 0.241 | 0.160 0.083 0.062
EV  0.677 0.415 0.323 | 0.503 0.305 0.238 | 0.129 0.077 0.060
EVFV 0.634 0.399 0.314 | 0499 0.304 0.238 | 0.141 0.081 0.062

Tabulka 4.4: Primérné délky intervalii spolehlivosti, priklad 2

() =2416) s %)

Volby parametri rozsahu ndhodného vybéru n a korelacniho koeficientu p po-
nechme stejné jako v prikladu 1.

Na zékladé tabulek a [1.4) mizeme metody hodnotit velmi podobné jako
v prikladu 1. Metody Fisherovy z-transformace a zobecnénych pivoti maji opét
velmi podobné vysledky, s tim, ze odhad pravdépodobnosti pokryti je u inter-
valit pomoci metody Fisherovy z-transformace nepatrné vyssi. Na druhou stranu
maji intervaly metodou zobecnénych pivotlt nepatrné mensi primérnou délku
pro p = 0.05 i pro p = —0.5. Metoda empirické vérohodnosti méa opét vétsinou
mensi prumérnou délku intervalii spolehlivosti, ale znovu ma také pro hodnoty
p = 0.05 a p = —0.5 znatelné nizsi hodnoty odhadu v tabulce [4.3] Pro p = 0.9
uz jsou jeji hodnoty odhadu pravdépodobnosti pokryti opét podobné jako u zby-
Iych metod. Na zakladé tabulek z prikladu 1 a 2 lze tici, Zze pro ndhodny vybér
pochéazejici z normalniho rozdéleni vypadaji metoda Fisherovy z-transformace
a metoda zobecnénych pivotiti spolehlivéji nez metoda empirické vérohodnosti.
Zvlasté pak v pripadé mensiho rozsahu vybéru a nizsi absolutni hodnoty korelac-
niho koeficientu. Metoda empirické vérohodnosti s funkci vlivu vykazuje znatelné
lepsi vysledky pro volbu p = 0.05 nez metoda empirické vérohodnosti. Pti rozsahu
vybéru n = 150 jsou vysledky vSech ¢tyf metod srovnatelné pro vsechny volby p.

rozdéleni:

4.3 Priklad 3

Nyni vyzkousime metody na ndhodném vybéru z dvojrozmérného Poissonova
rozdéleni s parametry A, Ao, A12. Vime, zZe pro metodu Fisherovy z-transformace
a metodu zobecnénych pivotl jiz neni splnén predpoklad normélniho rozdéleni.
Ptesto je pouzijme také v tomto a dalsich prikladech s nenormalnimi daty a
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p 0.1 0.5 0.9
n 30 90 150 | 30 90 150 | 30 90 150

FZ 0.946 0.934 0.941 | 0.934 0.930 0.932 | 0.930 0.937 0.944
ZP 0.947 0.934 0.942 | 0.933 0.929 0.933 | 0.929 0.936 0.944
EV 0875 0.901 0.930 | 0.886 0.918 0.931 | 0.934 0.956 0.954
EVEFV 0907 0.926 0.938 | 0.910 0.926 0.926 | 0.907 0.942 0.946

Tabulka 4.5: Odhady pravdépodobnosti pokryti, priklad 3

p 0.1 0.5 0.9
n 30 90 150 | 30 90 150 | 30 90 150

FZ 0.692 0.406 0.315 | 0.547 0.312 0.241 | 0.158 0.083 0.062
7P 0.683 0.404 0.315 | 0.544 0.312 0.241 | 0.161 0.083 0.062
EV  0.681 0421 0.331 | 0.523 0.326 0.256 | 0.136 0.083 0.063
EVFV 0.633 0.399 0.318 | 0.514 0.321 0.253 | 0.149 0.086 0.065

Tabulka 4.6: Pramérné délky intervalii spolehlivosti, priklad 3

pozorujme jak si tyto metody pro rizna rozdéleni vedou. Zvolme A\; = Ay = 1. Pak
korelacni koeficient je roven p = 5 ii\zlz. Opét zvolme tTi rizné hodnoty korela¢niho
koeficientu p = 0.1,0.5,0.9. Jim pfislusné volby parametru A5 jsou Ao = %, 1,9.
Volby rozsahu vybéru n ponechme stejné jako v predchozich prikladech.

Vysledky simulace prikladu 3 jsou obsazeny v tabulkach a 1.6l Jak jsme
jiz. zminili, predpoklad normalniho rozdéleni pro metody FZ a ZP je porusen.
Ptesto si obé tyto metody vedli na datech s Poissonovym rozdélenim velmi dobte.
V pripadé p = 0.1 a p = 0.5 dokonce 1épe nez obé metody zalozené na empirické
vérohodnosti. V pripadé p = 0.9 vykazuje nejlepsi vysledky metoda EV. Jeji
vysledky jsou ovSem pro p = 0.1 naopak nejslabsi. Opét miizeme pozorovat, ze
prumérna délka intervalt spolehlivosti klesa pri zvysujici se hodnoté korelacniho
koeficientu a zvysujicim se rozsahu vybéru.

4.4 Priklad 4

V prikladu 4 opét vyzkousime metody na datech z jiného nez normalniho
rozdéleni. Tentokrat ptijde o dvojrozmérné rovnomérné rozdéleni slozené ze dvou
spojitych rovnomérnych rozdéleni R(0, 1) a s korela¢nim koeficientem p. Hodnoty
korelac¢niho koeficientu p a rozsahu vybéru n ponechme stejné jako v prikladu 3.
Kazdy prvek ndhodného vybéru generujeme pomoci algoritmu, ktery je podrob-
néji odvozen v ¢lanku Demirtas| (2014} str. 3576). Nejprve spocteme

5 1 49
a=——++— P .

2 2\ p+1

Poté generujeme nahodné veli¢iny

X ~ R(0,1), V ~R(0,1), U ~ Beta(a,1).
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p 0.1 0.5 0.9
n 30 90 150 | 30 90 150 | 30 90 150

FZ 0.942 0.933 0.945 | 0.906 0.891 0.892 | 0.574 0.591 0.612
ZP 0.944 0.935 0.945 | 0.907 0.890 0.894 | 0.564 0.592 0.609
EV 0901 0925 0.945|0.907 0.934 0.944 | 0.776 0.872 0.910
EVEFV 0932 0.928 0.948 | 0.920 0.942 0.950 | 0.740 0.887 0.916

Tabulka 4.7: Odhady pravdépodobnosti pokryti, priklad 4

P 0.1 0.5 0.9
n 30 90 150 | 30 90 150 | 30 90 150

FZ 0.691 0.405 0.315 | 0.540 0.310 0.240 | 0.141 0.080 0.062
ZP 0.682 0.403 0.314 | 0.536 0.309 0.240 | 0.143 0.080 0.062
EV  0.682 0.411 0.320 | 0.590 0.357 0.281 | 0.225 0.162 0.132
EVEFV 0.661 0.405 0.318 | 0.583 0.357 0.280 | 0.241 0.171 0.138

Tabulka 4.8: Primérné délky intervali spolehlivosti, priklad 4

Nakonec, pokud V' < 0.5, pak polozime
Y =|U - X]|,
jinak polozime
Y=1-11-U - X|.

Spoctené odhady pravdépodobnosti pokryti a prumérné délky interval spo-
lehlivosti jsou obsazeny v tabulkéch a Pro metody FZ a ZP ani tentokrat
neni splnén predpoklad dvojrozmérného normalniho rozdéleni. Presto si obé ve-
dou pro volbu p = 0.1 velmi dobte. Pti této volbé p a rozsahu vybéru n = 90 a
n = 150 jsou vysledky vSech ¢ty metod velmi podobné. Pro hodnotu p = 0.5 vy-
kazuji metody EV a EVFV velmi dobré vysledky opét pro rozsah vybéru n = 90,
ale predevsim pro rozsah vybéru n = 150 pri kterém metoda EVFV dosahuje
hranice 0.95. Naopak odhady pravdépodobnosti pokryti metodami FZ a ZP se,
pro vsechny tti volby n, pohybuji pouze kolem hodnoty 0.9. Pro volbu p = 0.9 jiz
naplno vidime selhani metod FZ a ZP, jejichz odhady pravdépodobnosti pokryti
se pohybuji kolem hodnoty 0.6. I metody EV a EVFV produkuji slabsi vysledky
nez pro predchozi volby p, vyvoj hodnot odhadt pravdépodobnosti pokryti vsak
ma vyrazné stoupavou tendenci pro rostouci n a pro n = 150 je tato hodnota
u EVFV jiz 0.916. Z tabulky [4.§/1ze pozorovat, ze prumérné délky intervali spo-
lehlivosti jsou pro jednotlivé metody podobné pri volbé p = 0.1. Pro rostouci p
se prumeérné délky intervali spolehlivosti pomoci metod FZ a ZP vyrazné zkra-
cuji oproti intervalim spolehlivosti metod EV a EVFV. I to jisté prispiva ke
stéle vyraznéjsimu selhani metod FZ a ZP, jejichz intervaly spolehlivosti vykazuji
velmi podobnou prameérnou délku jako v predchozich ptikladech a neptizptsobuji
svou délku rozdéleni dat. Na prikladu 4 jsme se tak ukézali situaci, kdy metoda
Fisherovy z-transformace a metoda zobecnénych pivot vykazuji velmi slabé vy-
sledky. Dochézime tak k zavéru, ze pro data z nenormélniho rozdéleni je skutecné
vhodnéjsi pouziti metody empirické vérohodnosti s funkci vlivu, pripadné metody
empirické vérohodnosti.
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R(-1,1) a R(0,2) Xiaxj N(0,1) a Po(1)
n 30 90 150 | 30 90 150 | 30 90 150

FZ 0.954 0.955 0.957 | 0.944 0.945 0.950 | 0.938 0.940 0.951
ZP 0.953 0.955 0.957 | 0.948 0.946 0.951 | 0.939 0.941 0.953
EV 0912 0948 0.954 | 0.767 0.857 0.904 | 0.858 0.913 0.929
EVFV 0939 0.953 0.959 | 0.870 0.902 0.927 | 0.902 0.930 0.937

Tabulka 4.9: Odhady pravdépodobnosti pokryti, priklad 5

R(—1,1) a R(0,2) Xiax3 N(0,1) a Po(1)
n 30 90 150 | 30 90 150 | 30 90 150

FZ 0.698 0.410 0.319 | 0.697 0.410 0.319 | 0.698 0.409 0.318
7P 0.689 0.408 0.318 | 0.688 0.408 0.318 | 0.688 0.408 0.318
EV  0.679 0.409 0.318 | 0.599 0.396 0.314 | 0.674 0.413 0.326
EVFV 0.658 0.404 0.315 ] 0.546 0.362 0.292 | 0.629 0.395 0.315

Tabulka 4.10: Primérné délky intervali spolehlivosti, priklad 5

4.5 Priklad 5

V prikladu 5 budeme uvazovat tii rizné dvojice nezavislych ndhodnych ve-
licin. Prvni jsou dvé nezavislé nahodné veli¢iny obé se spojitym rovnomérnym
rozdélenim, konkrétné R(—1,1) a R(0,2). Druhou dvojici tvori ndhodné veli¢ina
s rozdélenim x? a ndhodn4 veli¢ina s rozdélenim y3. Posledn{ dvojici je ndhodn4
veli¢ina s normovanym normdlnim rozdélenim N (0, 1) a ndhodna veli¢ina s Po-
issonovym rozdélenim Po(1). V kazdé dvojici jsou ndhodné veli¢iny nezavislé,
korelac¢ni koeficienty jsou tedy nulové. Pro kazdou dvojici ndhodnych veli¢in vy-
generujeme tii ndhodné vybéry opét o rozsazich n = 30, 90, 150.

Tabulka obsahuje hodnoty odhadi pravdépodobnosti pokryti korela¢niho
koeficientu p = 0 pro jednotlivé dvojice nezavislych ndhodnych vybért a tabulka
.10 obsahuje prumérné délky spoc¢tenych intervalt spolehlivosti zjisténych ¢tyimi
ndmi zkoumanymi metodami. Z tabulky muZeme pozorovat, Ze pramérné
délky intervali jsou pro metody FZ a ZP opét velmi podobné jako v predchozich
prikladech. Intervalu spolehlivosti pomoci metod EV a EVFV vykazuji primérné
délky kratsi pro nezdvislé ndhodné vybéry z rozdéleni x? a x3. Je vSak rovnéz
ziejmé, ze odhady pravdépodobnosti pokryti jsou v pripadé metody empirické
vérohodnosti pravé u této druhé kombinace nizsi nez bychom pozadovali a to
predevsim pro mensi rozsahy vybéru. Ve shrnuti, vidime, ze metody FZ a ZP si
i pres poruseni predpokladu normality vedly velmi dobre. Metody EV a EVFV
vykazuji velmi dobré vysledky pro kombinaci dvou nezavislych rovnomeérnych
rozdéleni, stale dobfe si vedly pro normalni a Poissonovo rozdéleni. V pripadé
dvou x? rozdéleni by bylo vhodné zvolit, obzvlast v ptipadé metody empirické
vérohodnosti, rozsah vybéru jesté vétsi nez n = 150, pokud chceme aby se odhad
pravdépodobnosti pokryti priblizil hodnoté 0.95. Zavérem poznamenejme, ze me-
toda empirické vérohodnosti s funkci vlivu vykéazala pro vSechny t¥i kombinace
lepsi vysledky, nez metoda empirické vérohodnosti a to i pres kratsi prumeérné
délky intervall spolehlivosti.
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Z.aver

V této bakalarské praci jsme se zabyvali metodami pro konstrukei intervalt
spolehlivosti pro korela¢ni koeficient. V prvni kapitole jsme si pripomenuli za-
kladni vlastnosti korela¢niho koeficientu a strucné jsme si predstavili metodu
Fisherovy z-transformace, ktera je metodou nejbéznéji pouzivanou.

V druhé kapitole jsme se zabyvali metodou zalozenou na zobecnénych pivo-
tech. Nejprve jsme si zavedli linearni regresni model, zjistili jsme pomoci jakych
parametrii tohoto linearni regresniho modelu lze slozit korelacni koeficient a nasli
jsme pravdépodobnostni rozdéleni pro funkce téchto parametri a jejich odhadi.
V druhé casti kapitoly jsme zavedli pojem zobecnény pivot. Popsali jsme obecny
postup pro konstrukei intervalt spolehlivosti pomoci zobecnénych pivoti a tento
postup jsme ukazali na jednoduchém prikladu. Poté jsme jej prevedli, i diky
zjisténim z prvni ¢asti kapitoly, na problém intervalu spolehlivosti pro korelac¢ni
koeficient. Na zavér jsme postup, jakym se interval spolehlivosti metodou zobec-
nénych pivotl pocita, strucéné shrnuli.

Ve treti kapitole jsme se vénovali metoddm zalozenym na empirické vérohod-
nosti. Nejprve jsme zavedli pojem empirickd vérohodnost a dalsi pojmy obecné,
poté jsme definovali empirickou vérohodnost pro korelac¢ni koeficient. Pomoci me-
tody Lagrangeovych multiplikatori jsme ziskali nové rovnice a nasledné po za-
definovani pojmu dosazovany empiricky logaritmicky vérohodnostni pomér jsme
dospéli ke klicové vété o konvergenci v distribuci k chi-kvadrat rozdéleni s jed-
nim stupném volnosti. Vétu jsme si v praci také dokéazali. Na zdkladé této véty
jsme sestavili predpis mnoziny, ktera je intervalem spolehlivosti pro korelac¢ni
koeficient. Nasledoval popis jak z predpisu dojit primo k vyjadreni intervalu spo-
lehlivosti pro korelac¢ni koeficient ve standardnim tvaru. V druhé c¢asti kapitoly
jsme, jiz strucnéji, prosli cely postup znovu, tentokrat s upravou, diky niz jsme
se zbavili nutnosti odhadovat pomocnou konstantu pri konstrukei intervalu spo-
lehlivosti. Tuto upravenou metodu jsme déale v praci nazyvali metoda empirické
vérohodnosti s funkei vlivu.

V zéavérecné kapitole jsme se vénovali simulacim a porovnavani v praci probra-
nych metod. Prvni dva priklady pracovaly s daty z dvojrozmérného norméalniho
rozdéleni. Z hodnot obsazenych v tabulkach prvnich dvou priklada bylo patrné,
ze metoda Fisherovy z-transformace a metoda zobecnénych pivoti se jevi vhod-
neéjsi na pouziti v pripadé, ze nahodny vybér pochazi z dvojrozmérného normal-
niho rozdéleni, nez metody zalozené na empirické vérohodnosti. I jejich vysledky
ovsem byly velmi dobré. V prikladu 3 jsme aplikovali metody na nahodné vybéry
z dvojrozmérného Poissonova rozdéleni. Pozorovali jsme, ze metody pracuji dobte
i v pripadé diskrétniho rozdéleni a také, ze, i pres poruseni predpokladu norma-
lity, si Fisherova z-transformace a metoda zobecnénych pivot vedly velmi dobte.
V prikladu 4, s daty z dvojrozmérného spojitého rovnomérného rozdéleni, jsme
pozorovali vyrazné selhani metody Fisherovy z-transformace a metody zobecné-
nych pivott pro vyssi hodnoty korelacniho koeficientu. Obé metody zalozené na
empirické vérohodnosti vykazovaly v pripadé korelacniho koeficientu 0.9 a rozsahu
vybéru 30 také slabsich vysledkti, ale pro vétsi rozsahy vybéru se, na rozdil od
zbylych dvou metod, vyrazné zlepsily. V prikladu 5 jsme si na zavér ukazali, jak
metody pracuji pro dvojice nezavislych nahodnych vybért z rtznych rozdéleni.
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V pritbéhu jsme pozorovali, ze ve vétsiné prikladi se metoda empirické vérohod-
nosti s funkei vlivu jevila lepsi nez metoda empirické vérohodnosti. Celkové proto
dochéazime, na zékladé vysledki téchto simulaci, k zavéru, ze na ndhodné vybéry
nepochéazejici z normélniho rozdéleni, nebo pokud rozdéleni nezname, je vhodné
pouzit pravé metodu empirické vérohodnosti s funkei vlivu.
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