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Uvod

Finan¢ni data (napf. vynosy a ceny obchodovatelnych cennych papirti) jsou
bézné v podobé casové tady, tedy pozorovanych hodnot obvykle v pravidelnych
casovych intervalech. V této praci se budeme zabyvat zkoumanim casovych rad
z hlediska jejich autokorelac¢ni struktury. Odvodime odhad rozptylu vybérovych
autokorelaci a jejich asymptotické vlastnosti a ukazeme vztah vybérovych auto-
korelaci a testovych statistik testt o nekorelovanosti ¢asové rady.

V prvni kapitole zadefinujeme zakladni pojmy a predstavime autoregresni pro-
ces prvniho fadu AR(1) jako priklad staciondrniho korelovaného procesu. Vyjad-
rime AR(1) v kauzalnim tvaru a odvodime rozptyl, autokovariance a autokorelace
veli¢in z AR(1) a jejich kvadratu, které vyuzijeme pii dal$ich odvozovénich.

V kapitole 2 za danych predpokladii sestrojime nestranny odhad rozptylu
vybérovych autokorelaci a dokazeme nékteré asymptotické vlastnosti tohoto od-
hadu. Na zavér kapitoly v numerické ilustraci ukadzeme odlisnosti limitnich hodnot
pro rozptyl vybérovych autokorelaci v nekorelovaném procesu a v AR(1).

Treti kapitola pojednava o hypotéze nahodné prochazky a jejich statistickych
testech. Propojime teoretické poznatky o vybérovych autokorelacich jako ndhodné
veli¢iné s testovymi statistikami zminénych testi. Zminime rovnéz transformaci
dat z casovych tad, aby vybérové autokorelace splnovaly predpoklad pro spoleh-
livé statistické testy.

Na zavér v praktické c¢asti simulujeme vybrané modely casovych tad bilého
sumu a AR(1). VySetfujeme rychlost konvergence odhadu rozptylu vybérovych
autokorelaci a budeme zkoumat empirickou hladinu a silu vybranych testii hypo-
tézy ndhodné prochézky:.



Kapitola 1

Nahodny proces

V této kapitole predstavime vybrané pojmy z teorie ndhodnych procest a z ana-
Iyzy ¢asovych fad. Budeme zkoumat stacionaritu nahodného procesu a autokore-
lace, které charakterizuji vzajemnou zavislost veli¢in ndhodného procesu. Rovnéz
se zamerime na odhady autokorelaci. Déale rozebereme autoregresni proces prv-
niho tfadu, ktery je jednoduchym prikladem stacionarnich procest.

1.1 Zakladni pojmy

V prvnich dvou definicich zavedeme pojmy nahodny proces a casova rada jako
jeho pozorovana realizace.

Definice 1 (Nahodny proces, |[Praskovd), 2016, Definice 1.1, str. 9). Necht (22, A, P)
je pravdépodobnostni prostor, T C R a (S,E) je obecny meritelny prostor. Mno-
Zina ndhodngjch velicin { Xy, t € T'} definovanych na pravdépodobnostnim prostoru
s hodnotami v S se nazyvd nahodny proces.

Poznamka. Pravdépodobnostni prostor (€2, A, P) je sloZen z trojice tvofené mno-
zinou elementarnich jevii, o-algebrou jejich podmnozin a nezapornou, métitelnou
funkei P : A — [0, 1] predstavujici pravdépodobnost.

Mnozina T je indexovd mnozina reprezentujici ¢as, ktery muze byt spojity
nebo diskrétni. Dédle budeme uvazovat procesy s diskrétnim ¢éasem (7' = 7).

Obecny méfitelny prostor (stavovy prostor) (S,E) je dvojice mnoziny hodnot
nédhodnych veli¢in X; a o-algebry jejich podmnozin. Uvazujeme (S, F) = (R, B),
coz znamena prostor realnych cisel s borelovskou o-algebrou.

Definice 2 (Casova fada, Praskoval, 2016, Definice 1.1, str. 9). Necht
T ={1,2,...,n}, pak definujeme casovou Tadu x1,zs,...,x, jako realizaci nd-
hodného procesu s diskrétnim casem, kde x; je hodnota zaznamenand v caset € T.

Vyznamnou charakteristikou nahodnych procesi je jejich stacionarita. Ta re-
prezentuje stabilitu procesu v case a definujeme nékolik typt.
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Definice 3 (Silna stacionarita, |[Praskova, 2016, Definice 1.7, str. 11). Silné (striktné)
staciondrni proces definujeme jako ndhodny proces {X;,t € T}, pro ktery plati,
ze pro libovolné n € N, pro libovolnd redind x4, . ..,x, a pro libovolnd ty,... t,

a T takovd, Ze t, € Tty € T,1 < k <mn, plati

Ftl,...,tn(ifh . 7In) = Ft1+r,...,tn+r($1a - 75En)-

Definice [3|fiké, Ze sdruzend distribu¢ni funkce pro ndhodné veli¢iny ze striktné
stacionarniho procesu nezavisi na ¢asovém posunu. Z toho déle vyplyva, ze cha-
rakteristiky ndhodnych veli¢in X, (stfedni hodnota, rozptyl, kovariance, korelace)
také nezavisi na casovém posunu (Taylor, [2007)).

Definice 4 (Slaba stacionarita, [Praskova), 2016, Definice 1.8, str. 11). Slabé sta-
ciondrni nahodny proces definujeme jako ndhodny proces {X;,t € T}, pro ktery
plati, Ze md konstantni stredni hodnotu p, = p (pro libovolné t € T') a kovariance
2dvisi pouze na casovém posunu T mezi dvéma nahodnymi velicinami Xy, Xy,
z nahodného procesu, t € T, 7 > 0.

7 definici striktni a slabé stacionarity je zfejmé, ze striktni stacionarita impli-
kuje slabou stacionaritu. Striktni stacionaritou je dano stejné rozdéleni veli¢in Xy,
tedy i jejich stejné konecné sttedni hodnoty. Déle je dano stejné sdruzené rozdéleni
dvojic veli¢in X, X, ., takze pro libovolné 7 maji stejné kovariance, které zaviseji
pouze na casovém posunu. Opacnd implikace obecné neplati, protoze konec¢nou
stfedni hodnotou a kovarianci neni jednoznac¢né uréeno pravdépodobnostni roz-
déleni.

Pouze slabé stacionarni, normalné rozdéleny proces je zaroven i striktné sta-
cionarni. Ze slabé stacionarity dostavame pro ndhodné vektory (Xi,,..., X))
a (Xgqry. .., X4, +r) stejnou koneénou sttedni hodnotu a varianéni matici Vn € N,
libovolna ¢4, ..., t,, 7. Témito charakteristikami je pak normalni rozdéleni urceno
jednoznac¢né (Praskova, 2016)).

Diilezitym prikladem stacionarniho procesu je bily Sum.

Definice 5 (Bily sum, Praskova, 2016, str. 51). Bily sum definujeme jako posloup-
nost nekorelovanych nahodnych velicin s nulovou stredni hodnotou a konecnym
kladnym rozptylem.

Pozndmka. V textu budeme castéji uvazovat pojem striktni bily Sum, kterym
myslime posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s momenty jako v definici [5]
Budeme predpokladat i jejich stejné rozdéleni.

Zavislostni strukturu veli¢in nahodnych procesti vyjadiujeme pomoci autoko-
relaci, tedy korelaci dvojic X;, Xy, Vt € T, 7 > 0.

Definice 6 (Autokorelace,Taylor, 2007, str. 17). Necht {X;} je ndhodng proces

s konecnymi druhymi momenty ndhodngch velicin X, Yt € T, pak autokorelaci

radu T definujeme predpisem

_ O-(XtaXt-i-T) >,
VvarXJ/varX, ,

kde o(X;, Xi1r) je kovariance téchto dvou nahodngch velicin.

P(Xt, Xt+T)

(1.1)
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V silné i slabé staciondrnim procesu znacime autokorelace p,, zaviseji pouze
na velikosti ¢asového posunu 7.

Definice 7 (Vybérova autokorelace, Taylor, 2007, str. 24). Necht x1,...,z, je
casovd rada, T = %Z?Zl x¢, pak vybérovou autokorelact radu T definujeme jako

n—rt

ey (v — Z) (244 — T)

Siey (wp — )2

Pozndmka. Vybérova autokorelace je realizaci nahodné velic¢iny

Trx = ,T > 1. (1.2)

T SL-xp T |

X oznacuje vybérovy primér nahodnych velicin Xy, ..., X,,.

1.2 Autoregresni proces

V této casti zavedeme autoregresni proces prvniho radu, nékteré jeho vlast-
nosti a odvodime rozptyl, autokovarianci a autokorelaci tohoto nahodného pro-
cesu.

Definice 8 (Autoregresni proces 1. fadu, Praskova, 2016, str. 58). Ndhodnou
posloupnost {X;,t € Z} definovanou vztahem

X =pXi1+ €, (1.4)
kde €; je striktni bily sum, nazjvame autoregresni proces pruniho tddu (oznacu-
jeme AR(1)).

Déle budeme bez jmy na obecnosti predpoklddat pro velic¢iny procesu AR(1)

EX,=0 VteZ.

Ukéazeme, ze proces AR(1) lze zapsat ve formé linedrniho procesu, to znamena
jako nekonecnou linedrni kombinaci veli¢in {¢, }. Vyuzijeme operator posunuti B
definovany v (Taylor| (2007, str. 20):

B*X, = X, 1,k >0. (1.5)

Odtud dosadime za X; 1 v (1.4). Dostdvame

Xt_SOBXtZEt)
1
= €.
1—<th

Xy

Pro |¢| < 1 lze koeficient u €, chépat jako soucet nekonecné geometrické rady
a vyjadrit tak X; jako



Xt = Z (@B)ZEt
=0

7Z definice operatoru posunuti B mame B'e, = ¢,_; a dostdvame

Xt = Z gOiEt_i. (16)
=0

Jak jsme ukazali vyse, AR(1) lze zapsat jako linedrni proces pouze pro |¢| < 1.
Budeme tedy déle kldst na parametr ¢ tento predpoklad. Podle |Praskoval (2016,
véta 5.4, str. 56) odtud plyne slabé stacionarita autoregresniho procesu 1. radu.

Pro || > 1 nemé nekonecnd rada soucet, nelze tudiz zapsat AR(1) jako
linedrni proces. Takovy ndhodny proces neni staciondrni.

Pro alespon slabé stacinonarni proces AR(1) odvodime rozptyl, autokovarianci
a autokorelaci. Rozptyl spoc¢itame ze vzorce . S vyuzitim stacionarity AR(1)
dostaneme
var X; = p? var X, + var ¢, + 20(0X;_1, ¢).

Kovarianci diky nulovym stfednim hodnotam X, ¢, zapiseme jako

U(@thl, 6t> =E (@thlet) = E (thlﬁt)'

X;_1 rozepiSeme jako linearni proces ze vzorce (1.6, mame tedy s vyuzitim
nezavislosti ¢

E (Xt_lq) =E Zg@iq_l_i@ =0. (17)
1=0

Po tpraveé dostaneme rozptyl AR(1)

var X; = . (1.8)

Vidime, Ze rozptyl nezavisi na ¢asovém kroku 7. Pro urceni autokovariance
o(Xy, Xiir) vynasobime vzorec (1.4]) pro ¢as ¢t + 7 veli¢inou X; a aplikujeme
operator stiedni hodnoty

E(XiXir) = 0E (X Xipro1) + E(Xperpr).

S predpokladem E X; = 0 Vt a analogickym postupem jako pii odvozeni
vzorce (|1.7) mizeme psat

U(Xt, Xt—‘,—T) = SOU(Xta Xt+T—1)-

Po 7 krocich pak dostaneme s vyuzitim stacionarity AR(1)

O'(Xt,Xt+7-) = @TU(Xt,Xt> = gDT var Xt. (19)
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Po dosazeni do vzorce pro autokorelaci ((1.1)) méame autokorelaci fadu 7 pro
AR(1)

" var X;

p(Xt, Xpsr) = = ¢ (1.10)

var X;

Déle predpokladejme, ze striktni bily Sum je normélné rozdéleny (e, ~ N(0,1)).
Pak je i proces {X;} normdlné rozdéleny. Odvodime rozptyl, autokovarianci a au-
tokorelaci pro kvadraty procesu AR(1). Mame

var X = E X — (E X})*.
Nejprve uréime ¢tvrty moment X, a to s pomoci vyjadieni AR(1) ve vzorci
(1.4). Po roznasobeni dostaneme
E X! =E(¢" XL, +40° X 6 + 60 X7 (6] + 40X 1€) + €).
Vzhledem k moznosti zapsani X;_, jako linearni proces, jsou veli¢iny X;_,, €
nezavislé V7 > 0. Dle tvrzeni (Kulich, 2018, tvrzeni 3.6, str. 19) jsou mocniny

nezavislych ndhodnych velicin X; ., € nezavislé. S vyuzitim tohoto poznatku
a vlastnosti normované normélni veli¢iny mame

EX!=¢'E X}, +6p°E X}, +3.

Za E X7 | mizeme dosadit pfi E X; = 0 a vare; = 1 ze vzorce (1.8)

var X; = E X7 = (1.11)

1— 2

Ze slabé stacionarity AR(1) mame diky predpokladu ¢; ~ N(0,1) striktni
stacionaritu, tud{Z stejné E X! Vt. Dostaneme pak

EX!—p'E X! =67 + 3.

1—¢?

Po tpravach mame

EX4_6g02—|—3(1—<p2) I 3% +3 B 3 19
e P el (e T ) Bl g R )

Nyni dosadime (1.11)) a (1.12)) do var X? a dostavame

3 1 2
2 _ — =
var X = 0o (=9 A=A (1.13)

Nyni odvodime autokovarianci kvadrati veli¢in AR(1), kterou lze diky
stacionarité procesu a E X; = 0 zapsat ve tvaru

U(X1f27 Xt2+7'

) = E(X2X?

2o) — (var X;)% (1.14)

7



Veli¢inu X7, , budeme iterativné vyjadiovat pomoci (1.4) az do Casu ¢

th+r - ‘PQXtQJrT—l + 20X 1604 + eerT =-..=
T 7—1
= 902TXt2 +2¢ Z 902172Xt+7—7i6t+7——(i—1) + Z 902%?”724.
i=1 =0

Po vynésobeni veli¢inou X? a aplikaci stfedni hodnoty dostaneme

E (X3X152+7) = 9027 E le +2¢ Z 902i_2 E (XtQXt—i-T—iet—i—T—(i—l))"i_
=1
T—1

+ Z ¢ E (Xt265+‘r7i)‘

=0

Po dosazeni (1.12)) a vyuziti tvrzeni 3.6 z Kulich (2018, str. 19) a (1.6)) mame

T 3 = 7
E<X152X152+T) = 902 m + (Z‘PQ)E Xt2'

1=0

Po se¢teni koneéné geometrické posloupnosti dosadime do vzorce ([1.14]). Stfedni
hodnota kvadratu veli¢in z AR(1) je rovna rozptylu ze vzorce (1.11)). Tim dosta-
neme

3¢27 1 — g027 1 29027

o(X2, X2 ,) = T T o G-FF 1 (1.15)

Autokorelaci kvadratu velicin AR(1) ziskdme ihned dosazenim ([1.15)) a (1.13))
do (T1)
prs = 7 (1.16)



Kapitola 2

Vybérova autokorelace

Ve druhé kapitole se podrobnéji podivime na vybérové autokorelace R, x
z hlediska variability. Nejprve odvodime odhad rozptylu vybérovych autokorelaci,
poté se budeme zabyvat asymptotickymi vlastnostmi tohoto odhadu.

2.1 Odhad rozptylu vybérovych autokorelaci

Odhad rozptylu vybérovych autokorelaci I, x jako ndhodnych veli¢in prove-
deme za ndmi zadanych predpokladi dle Taylor (2007, str. 118)

Pl (X, Xi,) =0 VteT Vr>0,
P2EX,=0 VteT,

P3 sdruzend hustota fx nahodnych veli¢in Xy, ..., X, pro libovolné n € N
a libovolné hodnoty x1,...,z, € R je symetrickda ve smyslu rovnosti sdru-
zenych hustot fx(x1,...,2,) = fx(|z1],.. ., |za]).

Predpoklad [P3|urcuje hypotézu Hg a predpoklad je ekvivaletni s hypoté-
zou Hy, obé definované v Taylor (2007, str.118), a pii oznadeni x = (xq,...,2,)"
plati

Hg: f(z) = f(jz]) Yz eR" = Hy:0(X;, X1r) =0 VteT Yr>0.
(2.1)

Zformulujeme a poté dokazeme tvrzeni, které ukaze, ze predpoklad splnuje
nekorelovany nahodny proces z normalniho rozdéleni.

Tvrzeni 1. Necht {X;} je nekorelovany ndhodny proces z normdlniho rozdélent
(X; ~ N(0,02), 02 >0 VteT) Ozmacmex = (x1,...,2,)"

a|z| = (|z1l,...,|za])T, pak pro libovolné n € N je sdrufend hustota fx symet-
rickd ve smyslu rovnosti fx(x) = fx(|x|) Vx € R™.



Diikaz. 7 predpokladu normalniho rozdéleni a nekorelovanosti veli¢in X; vyplyva,

7e sdruzené rozdéleni ndhodného vektoru X = (X,..., X,,)" je n-rozmérné nor-
malni s nulovym vektorem stfednich hodnot a varian¢ni matici
o2 0 0 ... 0
0 o2 0 ... 0
X=1. 7 . .
0 0 O o2

Pro takto zadané n-rozmérné normadalni rozdéleni mame hustotu

1 1
fx(@) = —————exp(—2 2" ¥ 2),z € R™,
(2m)z /]3] 2

Spo¢teme determinant varianéni matice, jeji inverzi a " X1 a:

1 1 1
Y1 = dia — -
| g<0—%’ %7 70_721)7
z}

Po dosazeni dostaneme prehlednéjsi vzorec pro hustotu n-rozmérného normal-
niho rozdéleni za danych predpokladii

1
(277)% [ o

&
ww

fx(z) = exp(— ; Zn: —),x € R"™. (2.2)

2
t=1"“1

Q

Predpokladana nekorelovanost je ve sdruzeném normalnim rozdéleni ekviva-
lentni nezavislosti. Sdruzenou hustotu vektoru X jsme tedy dostali jako soucin
marginalnich hustot slozek X.

Zkoumame symetrii ve smyslu rovnosti sdruzenych n-rozmérnych hustot

v bodech z a |z| Vo € R™. Snadno v (2.2)) nahlédneme, 7Ze rovnost fx(z) = fx(|z])
Vr € R™ plati.

O

Vzhledem k nulovym stfednim hodnotdam nahodnych veli¢in X; miizeme pre-
psat vzorec pro vybérovou autokorelaci v definici [7]

n—rt
Zt:1 Ty Tpyr

, 7> 1. 2.3
>t x% (2:3)

TrX =

I zde je r;x realizaci nahodné veli¢iny R,y tak jako ve vzorci (1.3]). Dale

oznacme
a, = var(R; x). (2.4)
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Odhad rozptylu vybérovych autokorelaci bude zalozen na predpokladu syme-
trie mnohorozmeérné hustoty.

Necht z;,1 <t < n je posloupnost, pro kterou plati, ze kazdy prvek je bud =,
nebo —x,;. Za predpokladu o symetrii maji takové posloupnosti stejnou sdru-
zenou hustotu, jsou stejné pravdépodobné a zpisobuji rtizné realizace nahodné
veli¢iny R, y pfi pevném ¢asovém kroku 7. Méjme podminéné diskrétni rozdéleni
nahodné veliciny R, x za podminky |X;| = |z¢|,t = 1,...,n a v nésledujicim
tvrzeni odvodime rozptyl tohoto rozdéleni.

Tvrzeni 2 (Taylor, 2007, str. 119). Necht plati predpoklady [P3. Pak

podminéné diskrétni rozdéleni ndhodné veliciny R, x za podminky | X;| = |z¢|,
t=1,...,n ma rozptyl

—r 2.2
a — Doty Ty Ty,
===l T
(Z?:l 33%)2 7

ktery je nestrannym odhadem o, ze vzorce .

(2.5)

Diikaz. Oznacme m; = ||, My = | Xy|,1 <t < n a n-rozmérné vektory m, M

m=(my,...,mp)" = (|lz1],...,|za]) ",
M= (M,....M)" =(Xu],...,| X"

Budeme uvazovat X; jako spojitou nahodnou veli¢inu. Definujme diskrétni
nahodnou veli¢inu m; predpisem

Xt = Tt Mt (26)

s hodnotami -1, 1. Timto dostdvdme X? = w7 M? = M?. Zavedeme n-rozmérny
vektor

T=(m,...,m) .

Pravdépodobnost kazdé mozné realizace vektoru 7 je urc¢ena integralem z hus-
toty fx nahodného vektoru X pfes oblast (z; > 0Vj € J,x, <0Vk ¢ J). Mno-
zinou J myslime libovolnou podmnozinu indexové mnoziny {1,2,...,n} (véetné
prazdné podmnoziny). Uvazujeme pouze nenulové hodnoty, nulu vylucujeme vzhle-
dem k jeji nulové pravdépodobnosti u spojitého rozdéleni. Z predpokladu
o symetrii hustoty plyne, ze kazdy takovy integral se rovna integralu pres oblast
(l’3>0,1§j§n)

Dostaneme 2™ moznych realizaci vektoru 7, vSechny se stejnou pravdépodob-

nosti 1/2". Pak zfejmé musi libovolna slozka 7, t = 1,...,n nabyvat obou hodnot
se stejnou pravdépodobnosti P(m; = 1) = P(m, = —1) = 1/2. Ndhodné veli¢iny
T, ..., T, jsou tudiz nezavislé, stejné rozdélené.

Nyni mizeme podminény rozptyl zapsat jako var(R, x|M = m). Budeme ho
pocitat z definice podminéného rozptylu:

var(R, x|M =m) = E(RZ x|M =m) — (E(R-x|M =m))*.
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PfepiSeme veli¢inu R, x za pomoci (1.3 a (2.3)):

Doy T T My Mt+T

RT,X -
Zt 1 Mt

Pti M = m mtzeme psat

Yooy E(my mygr) mymysr

E(RT,X|M = m) = Zn m2 ,
t=1 t

1 1
E(7Tt7rt+7-):E7TtE7Tt+TI(E7Tt)2:(—1.—+1. 2

5157 =0, (2.7)

Z toho plyne, Ze var(R. x|M = m) = E (RZ x|M = m). Toto spocitdme
na nasledujicich radcich:

E (7S] e T ™y M)

(>t m?)Q

E (R | M = m) =

Ve jmenovateli je konstanta, takze dale budeme upravovat pouze citatele:

n—rt

E (Z T Tpqr TN mt+7)2 =E (Z Z Tt Ts T T Mg Mg Mgy 7 ms+7‘> =
t=1 t s

= Z E 7Tt Ttr My mt+T + Z Z My Mg Mygr M7 E (7Tt Ts Tttr 7Ts+7>-
t s#t

Podrobnéji se podivame na stfedni hodnotu:

2 2 2 2,2 2. 2
E (e Togr mumur)” = E(mp m o my mi ) = my my

E (7 T Mypr Toyr) =Em E 7y E mgr E moyr = (Em)* = 0.

Konecéné dostavame

Py mt mt+7

var(R, x|M =m) = E(R2 x|M =m
(rx|M = m) = E (R2x|M = m) = ==L

(2.8)
Vzhledem k tomu, Ze x? = w2m?, kde vzdy plati 72 = 1, dostavame z? = m2.
Diky tomu mame v (2.8) a, ze vzorce (2.5). Musime jesté dokdzat nestrannost
tohoto odhadu pro .

Vezméme a, jako pozorovanou hodnotu nahodné veli¢iny A, a dokdzeme rov-
nost E A; = a,. Vime diky ([2.6)) a vztahtim odvozenym vyse v dukazu nasledujici

o T MR,
T (S M)
Doieq ™ mt2+ 2
E(A M =m == ' T —E(R:|M =m) VYm.
( | ) (Zt:l mt) ( T,X| )
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Protoze méame rovnost podminénych strednich hodnot pri vsech moznych reali-
zacich M = m, plati s pravdépodobnosti 1, ze E (A;|M) = E (R? x|M), coz diky
vlastnostem podminéné stiedni hodnoty znamené rovnost

EA =ER,.

Vime, ze var(R, x) = E R? yx — (E R;.x)?, kde plati
E R x =E(E R x|M),

coz pro vSechny realizace M je rovno nule, jak jsme dokazali v (2.7). Tedy mame

vzhledem k ([2.4)
EA =E Ry =var(R.x) = ;.

2.2 Asymptotické vlastnosti odhadu rozptylu
vybérovych autokorelaci

V této Casti se zamérime na odvozeni asymptotickych vlastnosti odhadu roz-
ptylu vybérovych autokorelaci a,. Budeme uvazovat odhad zalozeny na n pozo-
rovanich casové rady, ktery budeme dale znacit a,,. Protoze se budeme zabyvat
asymptotickymi vlastnostmi, zavedeme tii typy konvergence, které vyuzijeme
v samotnych vlastnostech ¢i jejich odvozovani. Definice jsou prevzaty z Kulich
(2018, str.31).

Definice 9 (konvergence v pravdépodobnosti). Rikdme, Ze posloupnost ndhod-
nych vektori {X,}>2 | konverguje v pravdépodobnosti k ndhodnému vektoru X
pro n rostouct nade viechny meze (X,, = X ) prave kdyz

Ve>0: lim P[||X,— X|| >¢=0.
n——+o0o

Definice 10 (konvergence skoro jists). Rikdme, Ze posloupnost ndhodnyjch vek-
tori { X}, konverquje skoro jisté k nahodnému vektoru X pro n rostouci nade

viechny meze (X, = X ) prave kdy?

Pl lim [|X, — X||=0] =1.

n—-+00

Definice 11 (konvergence v distribuci). Rikdme, Ze posloupnost ndhodngjch vek-
toru { X, }52, konverguje v distribuci k nahodnému vektoru X pro n rostouci nade

vSechny meze (X, 8 X ) prave kdyz

lim Fx, (z) = Fx(x) Vuz,

n—+oo

kde je distribucni funkce Fx(z) spojitd.
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Pozndmka. Uvedeme vztahy mezi definovanymi konvergencemi dle tvrzeni 7.1
z Kulich| (2018, str.31):

X, 32X = X, 53X = X,3 X (2.9)

Pro odvozovani asymptotickych vlastnosti budeme predpokladat, ze casova
rada je pozorovanou realizaci striktné stacionarniho a ergodického procesu dle
definice |3| a definice 6.1 z Praskoval (2016} str.77) a déle dle |Taylor| (2007, str.121)
ma X; nulovou stredni hodnotu a konec¢nou Spicatost. Nepredpokladame, ze na-
hodny proces je nekorelovany, obecné tedy pracujeme se vzajemné zavislymi ve-
licinami. Oznac¢ime b,,, = na,,, kde a,,, je definovano vzorcem , a b, tak
zapiseme ve tvaru

1
Zt 1 It $t+7

b = 2 (2.10)
Uvazujme b,,, jako pozorovanou hodnotu ndhodné veli¢iny
1 < n—r X2 X2
B,, = n 2t brT (2.11)

’ (7 Ximy X7)?

Nyni vyslovime prvni asymptotickou vlastnost, kterou posléze dokazeme.

Tvrzeni 3. Necht mdame strikiné staciondrni a ergodicky ndhodny proces {X,;}
spojité rozdéleny s nulovou stredni hodnotou, kladnym rozptylem a konecnou Spi-
catosti, pak pro n—oo plati

Brn 3 B, = E([EX[X?ST] (2.12)

Dukaz. Za uvedenych predpokladt plati podle Birkhoffovy ergodické véty
v Seidler| (2020, véta 3.1, str. 22) a nésledné podle poznamky 3.4
v Seidler| (2020, str. 35) pro n—oo konvergence

lnzerZ t+T 8] E[X Xt2+’r] (213)
%EﬁfﬂﬂﬁW- (2.14)

Déle dokézeme, ze limita podilu je v nasem pripadé podil limit. Zapiseme
¢itatel a jmenovatel vyrazu (2.11)) do vektoru

%Z?:—]-T X2 X2

t+7

(20, X2)?
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Nyni dle tvrzeni 7.4 v Kulich| (2018, str.32) vidime, ze konverguje-li vektor

skoro jisté po slozkach, tak jako v (2.13)) a (2.14]), konverguje cely vektor skoro
jisté k vektoru s limitami slozek

E [thth-l-T]

(E[X7])?
Nésledné ve smyslu tvrzeni 7.3 z Kulich| (2018, str.32) definujeme transfor-
macni funkci g:
Yy Y
g A - Za

ktera je spojita az na z = 0. Vzhledem k tomu, ze mame

Y ==> X7 X7\, (2.15)
n =3
1 n

7 = (; X?2)?, (2.16)
t=1

je transformace g spojita skoro vSude na nosi¢i rozdéleni prvki casové rady. Spo-
jita tato transformace nebude kvuli kvadratu v druhé slozce vektoru pouze, kdyz
x; = 0 Vt. Pak z tvrzeni 7.3 v |[Kulich! (2018, str.32) plyne, ze konvergence vektoru
implikuje konvergenci jeho transformace g. Tim je dokazano, ze limita podilu je
podil limit, a prvni asymptoticka vlastnost je tim potvrzena.

m
Vzorec (2.12)) pro 3, dokazeme diky vlastnostem kovariance a predpokladanym
nulovym stfednim hodnotam upravit, jak je ukazano v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 4. Necht mame striktné staciondrni a ergodicky ndhodny proces {X;}
s nulovou stredni hodnotou, kx oznacuje konecnou Spicatost proki X, a p; x2
oznacuje autokorelaci ndhodného procesu { X2}, pak lze B, zapsat jako

ﬁ‘r =1+ (kX - 1)p‘r,X2- (217>

Diikaz. Vyuzijeme vlastnosti kovariance pro veli¢iny ndhodného procesu {X7}.
Pouzijeme tedy vztah

o(X7,X},) = E[X}X7,) — E[X?E[X7,].

Diky striktni stacionarité ndhodného procesu { X, } jsou druhé momenty stejné
a dostaneme

o(X{, Xi ) = BE[XPXE ] — (E[XP])™.
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Kdyz dosadime do vzorce (2.12)) za E [X? X7, ,], dostaneme

B8, = o(X} XE.) + (E[XP)? _ o(X7, X2 ,)
(E[X7])? (E[X?])?

+1. (2.18)

Protoze se pri¢tend 1 vyskytuje ve vzorci (2.17) i (2.18), dale se budeme
zabyvat jen podilem kovariance a stfedni hodnoty kvadratu v (2.18]). Ve vztahu

(2.17) rozepiseme Spicatost a autokorelaci

Lo _EG-EXJE L EXP B[P (ELY)
X (var X;)2 (E[X2)) (E[Xx7)?
p x2 = U(Xt27 Xt2+7') . O'(Xt27 Xt2+7') _ 0<Xt27 Xt2+~r)

\/VarXtQ\/varXtaT - ovar(X?)  E[X7]2 - (E[XP)Y

Druhou rovnost v upravovani kxy — 1 muzeme napsat diky predpokladané
nulové stiedni hodnoté. V apraveé p, x2 dle definice @mﬁieme psat druhou rovnost
diky shodnym rozptylim.

Po vynéasobeni kx — 1 a p, x2 dostaneme hodnotu, kterou mame i v ([2.18)).

]

Druhou asymptotickou vlastnost miizeme odvodit diky tomu, Ze jsme jiz v tvr-
zeni [2|dokazali, Ze a,, je nestrannym odhadem rozptylu vybérovych autokorelaci
var(R; x).

Tvrzeni 5. Necht a.,, je nestrannym odhadem rozptylu vybérovych autokorelact,
pak

nvar(R; x)—Fr. (2.19)

Diikaz. Ze vztahu (2.9) vidime, Ze z konvergence skoro jisté plyne konvergence v
distribuci. Z tvrzeni vime, ze plati B,,, = nA,, 28, Tedy plati i konvergence

. D
v distribuci nA,,, = B;.

Déle v dusledku Helly — Brayovy véty v [Kulich| (2018, tvrzeni 7.2.ii, str.32)
vime, ze konvergence v distribuci je ekvivaletni s konvergenci stfednich hodnot.
Potom primo dostavame

E[nA,,] =nE[A,,] =nvar(R,x)—E 8; = f,.
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Dokazali jsme za predpokladu nestranného odhadu a,,, rozptylu vybe-
rovych autokorelaci podle tvrzeni [2 Predpoklady tvrzeni [2 spliiuje napiiklad
bily sum z rozdéleni N(0,1). Pokud nejsou splnény predpoklady tvrzeni ,
P2}, [P3] odhady a, a b.,, mohou byt vychylené. To je napiiklad v situaci, kdyz
je proces korelovany, tedy neni splnéno [P1] coz dle implikuje nesplnéni
mnohorozmérné symetrie hustoty v [P3]

Jako priklad ndhodného procesu, ktery neni nekorelovany, ale je stacionarni pti
| < 1, jsme uvedli autoregresni proces prvniho fadu v definici [§] Méjme AR(1)
se striktnim bilym Sumem {¢;} z normovaného normalniho rozdéleni. Spocteme
pro néj hodnotu S, pomoci . Pri E X; = 0 muzeme psat Spicatost veli¢in
X; jako kxy = E X}'/(var X;)?. Dosadime odvozené vzorce a (L11), za
autokorelaci kvadrat veli¢in AR(1) dosadime ze vzorce (L.16). Pro AR(1) lze
psat B, jako

Br=1+20". (2.20)

Dle Kendall a Stuart| (1976| str.472) ale nvar(R, x) v AR(1) nekonverguje
k vyse spoctené hodnoté [3,, nybrz

(1+*)(1 =)
1 — 2

nvar(R, x)—=A, = —270* # B3, (2.21)

Nésledujici tabulky ilustruji na riznych hodnotéach ¢ a 7 odlisnost (2.20) a
(2.21)). Hodnoty v tabulce jsou zaokrouhleny na 5 desetinnych mist.
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=01 ¢=05 ¢=09

= 099 075 019
T = 1,0197 11,3125  0,6517
T=25 1,0202  1,65527 2,71791
T=10 1,0202 1,66665 5,93661
T=20 1,0202 1,66667 8,79457
7 =250 1,0202  1,66667 9,52341
T—00 1,0202 1,66667 9,52632

Tabulka 2.1: Hodnoty vyrazu A\, = % — 27T

p=01 =05 ¢=09

=1 1,02 15 2,62
— 1,0002 1,125 23122
T=25 1 1,00195 1,69736
7=10 1 1 1,24315
7 =20 1 1 1,02956
7 =2>50 1 1 1,00005
T—00 1 1 1

Tabulka 2.2: Hodnoty vyrazu 3, = 1 + 20"
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Kapitola 3

Statistické testy o autokorelacich

V této kapitole rozebereme testovani hypotézy o nekorelovanosti ¢asové rady
a upravu dat, ktera je nutna pro splnéni predpokladu o rozptylu vybérovych
autokorelaci ve zminénych testech.

3.1 Testovani nekorelovanosti v ¢casové radé

Zakladem pro statistické testy o autokorelacich, ve kterych se snazime obvykle
rozhodnout, zda plati hypotéza o nekorelovanosti ¢asové rady, je vybérova auto-
korelace jako ndhodnd veli¢ina ze vzorce ([1.3)). Testové statistiky jsou zalozeny
na R.. Potfebujeme u nich vzdy znat alespon asymptotické pravdépodobnostni
rozdéleni, které souvisi s asymptotickym rozdélenim R..

Podrobnéji jsme se zabyvali autoregresnim procesem prvniho fadu pii |¢| < 1,
kdy je slabé stacionarni a lze ho zapsat ve tvaru linedrniho procesu. Ukazeme
proto asymptotické pravdépodobnostni rozdéleni R, formulaci hypotézy Hy a 3 riizné
testové statistiky pro test nulovosti autokorelaci u linearniho procesu.

Uvedeme tvrzeni z Taylor| (2007, str.25) o asymptotickém mnohorozmérném
normalnim rozdéleni pro vektor vybérovych autokorelaci R = (Ry,..., Rg)".

Tvrzeni 6. Necht mdme za predpokladu E X; = 0 Vt linedrni proces v obecném
tvaru

oo
Xy = Z bj€t—j,
=0
kde jsou €; nezavislé, stejné rozdélené ndhodné veliciny s konecnym rozptylem

a pro b; plati konvergence tad 3 ;50 |bj| a X550 jbjz. Pak asymptoticky plati pro
vybérové autokorelace

VR(Ry —p1, .., R — pp) | ~ Ni(Og, W),
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kde Oy je k-rozmeérny nulovy vektor strednich hodnot a Wy je variancni matice,
jejiz proky jsou urceny celou posloupnosti autokorelaci{p; }ro linedrniho procesu.

Pozndmka. Varianéni matice W, ma na diagonale asymptotické rozptyly jednot-
livych prvkia /nR,

Wrr = )\0 + )\27— + 2()\0p,2r — 2)\7-p7-) (31)

a mimo diagonalu asymptotické kovariance mezi veli¢inami \/nR, a \/nR;

wre = Ae—r + Aerr £ 2(Moprpe — Arpe — Aepr), (3.2)
kde
+oo
XNi= ) pipi (3.3)
Jj=—00

vyjadiuje zévislost na posloupnosti vSech autokorelaci (Taylor, 2007, str. 136).

Diikaz. Viz Anderson a Walker| (1964} str.1296-1303).

]

Hypotézu ndhodné prochazky formulujeme dle Taylor| (2007, str.133) ve tvaru

Ho* = Xt =E Xt+7'7 (34)
U(Xt, Xt+T) =0 Vt c T VT > 0, (35)

kde (3.5) je ekvivalentni s p(X;, X;1,) = 0 V¢ V7 > 0. Zde neni predpokladand
stacionarita procesu {X;}. V pripadé alespon slabé stacionarniho procesu staci

testovat hypotézu
Hy:p,=0 V7>0. (3.6)

Nadale budeme predpokladat alespon slabé stacionarni proces.

Za platnosti Hy z predpisu (3.6) lze asymptotické mnohorozmérné normalni

rozdéleni z tvrzeni @ diky vyjadreni prvka matice Wy v (3.1)), (3.2)) a (3.3]) psat
jako

V(R ..., Rp)" ~ Ni(O, 1), (3.7)
kde I je jednotkova matice radu k. Ta vznikne z W) vynulovianim vsech auto-

korelaci ve vzorcich (3.2) a (3.1) po dosazeni (3.3 az na vyjadieni A\g ve vzorci
(13.1)). Pti pg = 1 dle vzorce (3.3]) ztstane kazdy diagonélni prvek jednotkovy.

Pro kazdy jednotlivy prvek R.,7 = 1,...,k mame z (3.7) po vydéleni \/n
normalni rozdéleni

R, ~ N(0, ;). (3.8)

Dostali jsme asymptotické rozdéleni vybérové autokorelace R., diky kterému
za platnosti Hy a splnéni predpokladi tvrzeni [0 dokdZeme urcit asymptotické
rozdéleni testovych statistik.
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Nyni si uvedeme tii testové statistiky zalozené na pro testy Hy, jak jsou
popsany v Taylor| (2007, str.137-138). Prvni jednoduchy test je provadén za po-
moci testové statistiky /nRy, kterd se skldda pouze z jedné vybérové autokore-
lace. Myslenka tohoto testu je nasledujici. Najdeme-li statisticky vyznamnou 7,
pro nékteré 7 > 0, zamitneme H,. Zpravidla nas zajima korelovanost sousednich
veli¢in v ndhodném procesu, proto zkoumame r;.

Za platnosti Hy mé /nR; asymptotické normované normalni rozdéleni, proto
Hjy zamitame na hladiné « € (0,1) pravé tehdy, kdyz

\/ﬁ|7”1| > Up-g, (39)

kde 71 je vypocitana hodnota vybérové autokorelace Ry a u;—g je kvantil normo-
vaného normalniho rozdéleni. Pro v = 0,05 je ui—¢ = 1,96.

Pokud chceme pracovat s vice vybérovymi autokorelacemi, zavedeme testovou
statistiku

ok, Ny) = Z mo/(l — o) e (0,1). (3.10)

Definujeme ji jako pravdépodobnost, ze Ny nebo vice vybérovych autokorelaci
z celkového poctu k je statisticky vyznamnych na zakladé testu typu (3.9) na hla-
diné « za platnosti Hy. Testova statistika a(k, Np) je souctem pravdépodobnosti
binomického rozdéleni Bi(k, ). Hypotézu Hy lze zamitnout, pokud a(k, Ny) < a,
a je zvolena hladina testu.

Potfebujeme mit pevné dané hodnoty k a Ny. Volime k& = 28 a Ny = 4 podle
Taylor| (2007} str.137-138). Pak dostaneme pro a = 0,05, Ze pfiblizna hodnota
pravdépodobnosti «(28,4) je 0,049. Je-li tedy N, pocet statisticky vyznamnych
vybérovych autokorelaci z celkovych rq,...,rog na hladiné a = 0,05,

Hy zamitame, kdyz N, > 4.

Posledni testova statistika, kterou uvedeme, je zalozena na celém vektoru
R=(Ry,...,R;)" ami tvar

k
Qr=n> R’=nR'R. (3.11)

=1

Za platnosti Hy mame pro /nR rozdéleni z (3.7). Ze zapisu statistiky Qy
ve vzorci (3.11)) je diky (3.8)) ihned patrné, Ze Qp ~ x3.

Hypotézu Hy zamitame na hladiné «, kdyz po dosazeni vypocitanych hodnot
r1, ..., 7 plati
Qr > xi(1 —a),
kde x2(1 — «) je ptislusny kvantil rozdéleni x3. Pro k = 28 a o = 0,05 je

il — a) = 41,34

Predstavili jsme testy a jejich statistiky pro testovani hypotézy H, zalozené
na tom, ze R, ma podle tvrzeni @asymptoticky normalni rozdéleni s var R, = 1/n.

21



Pro nelinedrni nekorelovany proces neplati tvrzeni [0 a var R, muze byt vyrazné
vétsi nez 1/n (Taylor, 2007, str. 25). Za pomoci tvrzeni [2]a odhadujeme
nvar R, veli¢inou b,. Pokud je b, vyrazné vétsi nez 1, naznacuje to, ze var R,
muze byt vétsi nez 1/n. Na zdkladé uvedenych testi tedy nelze korektné zami-
tat hypotézu nekorelovanosti Hy. Mizeme pouze tvrdit, ze veliciny X; nejsou
nezavislé, stejné rozdélené (Taylor, 2007, str. 25, 126).

3.2 Uprava dat z Casové fady

V praxi pozorujeme cCasové Tfady s nenulovou stfedni hodnotou, predpokla-
dejme proto E X; = pu. Stfedni hodnotu odhadneme vybérovym primérem X
a pozorovanou radu x1, . . ., T, centrujeme. Vybérové autokorelace pocitame podle

(1.3), coz zméni i odhad var(R, x) ze vzorce ({2.5)). Vztah (2.10) pro b, pak dle
Taylor| (2007}, str.124) prepiseme do tvaru

n> 0 (2 — %) (044, — 1)

(Xt (2 — 7)?)?

b, = (3.12)

P1i praktické analyze casovych tad se ukazalo, ze b, z (3.12)) jsou vyrazné
vetsi nez 1 (Taylor, 2007, str.125). Z toho plyne, ze R, x maji rozptyl vétsi nez
1/n. Pouziti testu nekorelovanosti neni v takové situaci vhodné. Vysoky rozptyl
veli¢éin R, x muze byt zplsoben zndmou skutecnosti, ze financni casové rady
nejsou stacionarni v rozptylu a maji nekonstantni podminény rozptyl pti znamé
minulosti. Potfebujeme tak transformovat casovou fadu, aby se homogenizoval
jeji rozptyl.

Data dale potiebujeme upravit tak, abychom dostali

var(R;) ~1/n V7 >0.

Uvazujme podle Taylor| (2007, str.68) faktorizaci procesu s nekonstantnim
podminénym rozptylem ve tvaru X; = p + ViU, kde {U,;} je striktni bily sum
s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem a V; je podminéna sméro-
datna odchylka veli¢iny X, pfi zndmé minulosti {X;,,;7 > 0}. Pak mame

U, = . (3.13)

Realizace v; ndhodné veli¢iny V; nejsou pozorovatelné, ale dle (Taylor| (2007,
str.127) lze vytvorit aproximaci realizaci u; veli¢in U; odhadem stfedni hodnoty g
vybérovym primérem a vhodnou predikci hodnoty v; ze zndmé minulosti oznace-
nou jako ¢;. Pak dostaneme s vyuzitim (3.13)) transformované hodnoty y; ve tvaru

Ty — X Ty — W Uy

Y= X = U (3.14)
V¢ UVt V¢
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Zde vidime, ze hodnoty u; jsou vhodné aproximovany pomoci hodnot ;, po-
kud je ¥y kvalitni predikce.

V [Taylor| (2007, str.128) je pocatecni predikce z ¢asu t = 21 a ddle je predikce
definovana rekurzi

20

v = 1,253
t=1

|z — 7
20

O = (1= 7)vis + 1,253|z, — 7,

kde ~ je parametr pro danou casovou tadu, ktery zavisi na jeji konkrétni po-
vaze. V Taylor (2007, str. 128) je doporuceno pro fady vynosu z akeii v = 0,04
a v ostatnich pripadech v = 0,1.

Prot = 21,...,n pak transformujeme pozorovanou casovou fadu podle (|3.14))
a vybérové autokorelace pocitame podle predpisu

ry = 2=t W = §)Yeer — §)
" >i—o1 (Yt — Y)? ’

a pfi n* = n — 20 upravend data y; davaji pozadované var(R,y) ~ 1/n*.

(3.15)

Navic pokud je splnéna hypotéza Hg (z predpokladu [P3)) pro ndhodny proces
{X;}, tak je splnéna i pro proces {Y;} pii zanedbéani rozdilu mezi prumérem
a stfedni hodnotou. Veli¢inu n*(var(R,y)) lze tedy odhadnout pomoci

2 (e = 0)? (Y — )
(Z?:ﬂ (yt - ?3)2)2 ,

ktery, jak bylo prokdzdno v praxi, nabyva hodnot blizkych 1 (Taylor, [2007,
str.128).

b: = (n —20)

(3.16)

V tabulkdch z [Taylor (2007, str. 125,130) porovndme medidny a pruméry
odhadt nvar(R; x) z (3.12) a n* var(R,y) z (3.16).

Medidn Prumeér

7=1 17=2 7=3 7=4 7=5 7=1 7=2 7=3 7=4 T7=5

b, 181 143 143 147 136 179 146 147 143 144
by 127 106 102 105 100 136 109 1.08 1.04 0.99

Tabulka 3.1: Medidny a praméry b., b pres 15 fad vynost akcii americkych firem

Vidime v tabulce jiz na hodnotach mediant a prameért b,, b spoctenych
pres relativné maly vzorek financénich ¢asovych rad, kazda délky n = 2750, Ze se
b, a b: lisi fadove v desetinach. Rovnéz vidime, ze primérné hodnoty a medidny
b, vyrazné prekracuji 1, zatimco stejné hodnoty pro b} se pohybuji az na 7 =1
blizko 1. Hodnoty b, vyrazné veétsi nez 1 ukazuji, ze pro fady vynosu z akcii
(v tomto pfipadé 15 americkych firem) je var(R,) vétsi nez 1/n, coz odpovida
situaci popsané na konci kapitoly . Navic dle [Taylor (2007, str. 57) se fady
vynosu z akcii Tidi spise nelinearnimi modely nez linedrnimi.
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Kapitola 4

Simulac¢ni studie

V simulac¢ni studii se zaméfime na generovani casovych fad a vypocet pru-
mért a vybérovych smérodatnych odchylek vypocitanych hodnot b, veli¢iny
B;, z ([2.11), které odhaduji nvar(R; x). Budeme vySetfovat rychlost konver-
gence téchto odhadl. Dale urc¢ime empirickou hladinu a silu testt se statistikami

Budeme zkoumat model bilého sumu z N(0,1) a proces AR(1) s totoznym
bilym Sumem. Vzdy budeme generovat 1000 realizaci dané ¢asové rady pro rtizné
délky a rizné volby parametru ¢ v modelu AR(1). Simulace a vypocty budou
provadény v softwaru Mathematica.

Prvni model je bily sum {¢}}, z N(0,1). Délky casové fady n bereme 50,
100, 500, 1000 a ¢asovy posun 7 volime 1, 2, 5, 10, 20 podobné jako v tabulkach
21 a2

Jako druhy model médme proces AR(1) definovany vztahem (1.4)), kde {e:}
je bily sum z N(0,1). Hodnoty n a 7 volime jako v pfedchozim modelu. Navic
bereme rizné hodnoty autoregresniho parametru ¢, a to stejné jako v tabulkach

a2.2 tedy ¢ € {0,1;0,5;0,9}.

4.1 Presnost odhadu

V prvni ¢asti simulace se zaméfime na rychlost konvergence odhadu n var(R x),
tedy veli¢in B, ,,. Stiedni hodnotu veli¢iny B, odhadneme primérem hodnot b, ,,
spoc¢itanym pres 1000 realizaci jednotlivych typt ¢asovych fad. Budeme zkoumat
konvergenci E B, ,, k 3, dle tvrzeni |3|a Helly — Brayovy véty v Kulich (2018, tvr-
zeni 7.2.ii, str.32) pomoci rychlosti pfiblizeni priméru odhadu b, , k .. Z
plyne, Ze 3, = 1 v pfipadé bilého Sumu z N (0, 1). Hodnoty /3, v procesech AR(1)
s uvedenymi volbami parametru ¢ a ¢asového posunu 7 jsou zapsany v tabulce
[2.2] Také bychom méli pozorovat klesajici vybérovou smérodatnou odchylku od-
hadu b,,, s rostoucim poc¢tem pozorovovani (rostouci délkou n casové rady).
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7T=1 7=2 7=5 7=10 7=20

n=>50 | 0946 0917 0.868 0.774  0.558
n =100 | 0.974 0.962 0.930 0.888 0.774
n=>500 | 0.990 0.995 0.984 0975 0.951
n =1000 | 0.995 0.996 0.991 0.990 0.978

Tabulka 4.1: Praméry b,, v bilém sumu z N(0,1)

7T=1 7=2 =5 =10 7=20

n=2>50 | 0.257 0.252 0.250 0.241 0.192
n =100 | 0.179 0.183 0.189 0.187  0.175
n =500 | 0.090 0.087 0.090 0.085  0.086
n = 1000 | 0.062 0.062 0.062 0.062  0.064

Tabulka 4.2: Smérodatné odchylky b, v bilém Sumu z N(0,1)

Pro normalné rozdéleny bily Sum plati ekvivalence se striktnim bilym Sumem.
Diky nezavislosti veli¢in z ndhodného procesu jsou splnény predpoklady [PI]
P2 a B;, je v dusledku tvrzeni [2]a (2.10) nestranny odhad nvar(R; x).
Podle [5| pak nvar(R, x) konverguje k 5, = 1. Z tabulky lze vidét, ze se
hodnoty praméri se zvysujicim se n pro vsechny zvolené ¢asové posuny 7 blizi k 1.
Nizké hodnoty prameéri v kratkych casovych fadach pii relativné velkém casovém
posunu jsou zpusobeny nedostateénym poctem pozorovani. Také vidime v tabulce
ze pri rostoucim n se vybérové smérodatné odchylky odhadi zmensuji.

| |7=1 7=2 7=5 7=10 7=20

n=2>50 | 095 0919 0.867 0.761 0.564

o =01 n =100 | 0.989 0.961 0.939 0879  0.775
) n=>500 | 1.010 0.994 0984 0976  0.951

n =1000 | 1.014 0.995 0.991 0991  0.977

n=250 | 1.301 0.992 0.841 0.749 0.574

o =05 n =100 | 1.437 1.061 0.924 0870 0.774
) n=>500 | 1.480 1.107 0.985 0975 0.951

n =1000 | 1.494 1.116 0.991 0.987  0.976

n=>50 | 1.909 1551 0.997 0.682 0.476

— 09 n =100 | 2.177 1.835 1.241 0.889  0.707
14 ) n =500 | 2,501 2.184 1.576 1.151  0.946
n = 1000 | 2.556 2.245 1.628 1.182  0.982

Tabulka 4.3: Praméry b, v AR(1)

V modelu AR(1) pfi splnéni predpokladi tvrzeni [3|plati stejné jako u bilého
sumu, Ze B, , se s rostoucim n blizi k 3;. To lze zjistit porovnanim tabulek

a a v souhrnné tabulce [4.5] Nejsou ale splnény predpoklady a z
tvrzeni , a tedy jiz neplati, ze B, ,, je nestranny odhad pro nvar(R; x).

Naopak je vidét z porovnani tabulek a a ze souhrnné tabulky [4.6]
ze se pruméry odhadu b, vyrazné lisi od hodnot limity A, pro nvar(R;x).
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T=1 7=2 7=5 7=10 7=20

n=0>50 | 0.248 0.251 0.248 0.233  0.200

o =01 n =100 | 0.180 0.186 0.187 0.187  0.184
' n =500 | 0.090 0.086 0.090 0.085  0.085

n = 1000 | 0.064 0.063 0.063 0.062  0.064

n=2>50 | 0374 0.269 0.241 0.236  0.200

o =05 n =100 | 0.322 0.229 0.191 0.192 0.182
) n =>500 | 0.166 0.122 0.093 0.094  0.092

n = 1000 | 0.117 0.084 0.069 0.067  0.069

n=>50 | 0487 0465 0.365 0.262  0.240

0 =09 n =100 | 0.478 0.429 0.304 0.247 0.214
' n =500 | 0.400 0.385 0.326 0.227  0.169

n = 1000 | 0.298 0.287 0.245 0.178  0.133

Tabulka 4.4: Smérodatné odchylky b,,, v AR(1)

| |7=1 7=2 7=5 7=10 7=20

n=>50 |0955 0919 0867 0.761 0.564
n=100 | 0989 0961 0939 0879 0.775
=01 | n=>500 |1.010 0994 0984 0976 0.951
n=1000 | 1.014 0.995 0.991 0.991  0.977
Br(n—oo) | 1.002 1 1 1 1

n=>50 | 1.301 0992 0841 0749 0.574
n=100 | 1.437 1.061 0924 0.870 0.774
©=05 | n=>500 | 1.480 1.107 0985 0.975 0.951
n=1000 | 1.494 1.116 0.991 0987 0.976
Br(n—oo) | 1.500 1.125 1.002 1 1

n = 50 1.909 1.551 0.997 0.682  0.476
n =100 | 2177 1835 1.241 0.889  0.707
» =079 n =500 | 2501 2184 1576 1.151 0.946
n = 1000 | 2.556 2.245 1.628 1.182  0.982
Br(n—o0) | 2.620 2.312 1.697 1.243  1.030

Tabulka 4.5: Porovnani praméru b,,, v AR(1) a 3,
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T=1 7=2 7=5 7=10 7=20

n = 50 0.955 0.919 0.867 0.761  0.564
n =100 | 0989 0961 0939 0879 0.775
¢ =0.1 n =500 | 1.010 0.994 0.984 0976 0.951
n=1000 | 1.014 0.995 0.991 0.991 0.977
Ar(n—o0) | 0.990 1.020 1.020 1.020 1.020

n = 50 1.301 0992 0.841 0.749 0.574
n =100 | 1.437 1.061 0924 0870 0.774
=205 n =500 | 1480 1.107 0.985 0975 0.951
n=1000 | 1.494 1.116 0991 0.987  0.976
Ar(n—o0) | 0.750 1.313 1.655 1.667  1.667

n = 50 1.909 1.551 0.997 0.682  0.476
n =100 | 2177 1835 1.241 0.889  0.707
¢ =0.9 n =500 | 2501 2184 1576 1.151 0.946
n = 1000 | 2.556 2.245 1.628 1.182  0.982
Ar(n—o0) | 0.190 0.651 2.718 5.937  8.795

Tabulka 4.6: Porovnani prameéru b,,, v AR(1) a A,

Tato odlisnost se vyrazné projevi pri vétsich hodnotach autoregresniho parametru
¢, to znamend pri vice korelovanych veli¢indch v procesu AR(1). Stejné jako
u bilého Sumu se vybérové smérodatné odchylky odhadt b,, v AR(1) zménsuji
pri zvétsujicim se n, viz tabulka

4.2 Hladina a sila testu

V druhé casti simulacni studie budeme zkoumat empirickou hladinu a silu
testil z kapitoly v generovanych casovych fadach z prvni ¢asti simulace (mo-
dely bilého sumu a AR(1)). Hladina testu je pravdépodobnost, se kterou test
zamitne platnou hypotézu. V teoretickych popisech testt na nekorelovanost ca-
sové Tady predpokladame hladinu testu a = 0,05. Naopak sila testu proti dané
alternativé vyjadruje pravdépodobnost zamitnuti neplatné hypotézy.

Empirické odhady hladiny a sily test uré¢ime jako relativni ¢etnost rad, ve kte-
rych byla hypotéza zamitnuta. Empirickou hladinu testu takto zjistime v modelu
spliiujicim hypotézu o nekorelovanosti (napfiklad normélné rozdéleny bily Sum,
pro ktery je nekorelovanost ekvivaletni s nezavislosti veli¢in ¢;). Empirickou silu
testu zjistujeme v modelu nespliujicim hypotézu o nekorelovanosti (napriklad
korelovany proces AR(1)).

n=950 n=100 n=>500 n=1000
0.041 0.044 0.057 0.047

Tabulka 4.7: Empirickd hladina testu se statistikou y/n|r|
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Empiricka sila testu

n = 50 0.052
b1 | =100 0.131
' n = 500 0.563
n = 1000 0.874
n =50 0.890
n = 100 0.998
P=05 1 500 1
n = 1000 1
n = 50 1
n =100 1
»=09 1 500 1
n = 1000 1

Tabulka 4.8: Empiricka sila testu se statistikou y/n|r|

Vidime v tabulce , ze jsme pro test s rostouci délkou n jednoho ti-
sic generovanych casovych fad dostali stabilni empirickou hladinu testu blizkou
predepsanym 5 %. Empirické sila testu v tabulce WK.8 pro ¢asové rady vyraz-
néji odlisné od bilého Sumu je jiz pro kratkou délku rady blizka 1 nebo primo
1. Stoprocetni sila testu zde znamend, ze v simulovanych AR(1) byla ve vSech
1000 realizacich zamitnuta nulovd hypotéza Hy. V pripadé AR(1) s parametrem
¢ = 0,1, ktery neni ptilis vzdaleny bilému Sumu, je takovy test prijatelné silny az
pri vétsim mnozstvi pozorovanych dat (délka n = 1000).

n=50 n=100 n=>500 n=1000
0.012 0.022 0.034 0.044

Tabulka 4.9: Empirickd hladina testu se statistikou a(k, Np)

Test zaloZeny na testové statistice a(k, Ny) provadime pro volby k = 28
a Ny = 4. S rostouci délkou céasové fady sice empirickd hladina testu roste dle
tabulky [4.9] ale je stdle nizsi nez predepsand hladina 0,05. Déle lze v tabulce
vidét, ze pro korelované procesy reprezentované AR(1) s parametry ¢ = 0,1
a ¢ = 0,5 neni test dostatecné silny. Az s rostoucim n pro AR(1) s ¢ = 0,5 zis-
kava test na sile. Pro proces s nejvyraznéjsi korelacni strukturou je test uspokojive
silny.

7 tabulky lze pozorovat, ze test pro k = 28 ma podobné hodnoty
empirické hladiny testu jako test , ale podle tabulky je silnéjsi. Ani to
ale nezajistuje dostatecnou silu proti alternative AR(1) s parametrem ¢ = 0,1.
Obecné pro oba testy plati, Ze nejsou konstruovany jako silné testy proti konkrétni
alternativé (Taylor, 2007, str. 138), coz lze v tabulkach a snadno
pozorovat. V piipadé alternativy AR(1) je silngjsi test (3.9).
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‘ ‘ Empiricka sila testu

n = 50 0.006
g | n=100 0.033
=y n = 500 0.104
n = 1000 0.131
n =50 0.195
n = 100 0.445
»=05 1 500 0.802
n = 1000 0.888
n =50 0.888
n = 100 0.992
»=09 | _ 500 1
n = 1000 1

Tabulka 4.10: Empiricka sila testu se statistikou a(k, Ny)

n=50 n=100 n=>500 n=1000
0.009 0.019 0.045 0.049

Tabulka 4.11: Empiricka hladina testu se statistikou @

Empiricka sila testu

n = 50 0.011
gy | n=100 0.032
=y n = 500 0.140
n = 1000 0.314
n =50 0.357
n =100 0.839
v =051 _ 500 1
n = 1000 1
n =50 0.974
n = 100 1
»=09 1 _ 500 1
n = 1000 1

Tabulka 4.12: Empiricka sila testu se statistikou Qg
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Z.aver

Cilem préace bylo odvodit odhad rozptylu vybérovych autokorelaci var(R; x)
a jeho asymptotické vlastnosti. Déle studovat asymptotické rozdéleni vybérovych
autokorelaci pro ucely konstrukce testovych statistik pro test hypotézy nahodné
prochéazky a popsat tyto testové statistiky. Konecné v praktické ¢asti overit teo-
retické poznatky prostrednictvim simulac¢ni studie.

Nejprve jsme zavedli AR(1) jako konkrétni priklad staciondrniho korelova-
ného procesu a odvodili potfebné momenty pro urceni autokovarianci v AR(1)
a kvadratu tohoto procesu, coz bylo dilezité pro dalsi odvozovani. Potom jsme za
danych predpokladt a odvodili nestranny odhad A, pro var(R, x).
Pro jeho n nasobek B;, jsme nasli limitu 3, ve dvou ekvivaletnich vyjddienich
A\ a . Posloupnost nvar(R; x) méa v nekorelovaném procesu limitu
Br, v AR(1), nespliiujicim predpoklady a [P3] mé odlisnou limitu. To je

ilustrovano v numerické studii.

Déle jsme popsali hypotézu nahodné prochézky a jeji vybrané testy zalozené
na autokorelacich. Nakonec jsme ukazali mozny pristup k transformaci dat z ca-
sové Tady, abychom dosahli pozadovaného rozptylu vybérovych autokorelaci pro
spolehlivé testy nahodné prochéazky.

V simulacni ¢asti jsme potvrdili, Ze v normélné rozdéleném bilém sumu b, ,
pro rostouci délku fad konverguje k 3, = 1. Uspokojivé priblizeni nastava zejména
u nizsich hodnot ¢asového posunu 7 pro fady délky stovek pozorovéani. V- AR(1)
odhady b., konverguji k teoretické hodnoté 3, ale jsou vychylené od skutecné
limity pro nvar(R;x). Rovnéz jsme v téchto modelech ukazali, Zze test nekore-
lovanosti je velmi silny proti konkrétni alternativé AR(1) pfi predepsané
hladiné testu 0,05. Naopak testy a neprokazaly takovou silu proti
zminéné alternativé. Pri vyrazné odlisnosti dat od nulové hypotézy a dostatec-
ném mnozstvi pozorovani jsou vsak uspokojivé silné. Empiricka hladina vsech 3
zkoumanych testu je nizsi nez teoretickych 5 %.
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