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Uvod

Tato prace se vénuje tématu odhadu budoucich skod a vypoctu rezerv v nezi-
votnim pojisténi. Obecné se rozlisuji dva druhy skod, na které pojistovna vytvari
technické rezervy. Jednd se o rezervy typu RBNS (,reported but not settled*)
a IBNR (,incurred but not reported“). Pravé na druhy typ téchto rezerv se
souttedime v této praci. V pripadé IBNR rezerv se zabyvame, jak jiz z nazvu vy-
plyva, skodami, o kterych pojistovna zatim nevi. Neni znam skutecny pocet skod,
které jiz v minulosti vznikly, ale nebyly nahlaseny. Z toho divodu se z pohledu
pojistovny jedné o néjaké nahodné veli¢iny. Pro predsatvu o budoucim vyvoji se
zavadi statistické modely, které slouzi k odhadovani takovych skod a naslednému
vypoctu rezerv vytvarenych k jejich pokryti. Pravé touto problematikou se zaby-
vame i my dale v praci.

V prvni ¢asti prace se vénujeme vymezeni pojmi tykajici se vstupnich dat
ve formeé vyvojovych trojuhelnikii a druhi rezerv, které je pojistovna povinna udr-
zovat. Déale uvadime zékladni (klasicky chain ladder) model pro vypocet rezerv
typu IBNR, na ktery pozdéji navazujeme prostiednictvim zobecnéného modelu.
V navazujici ¢asti je rozveden model SUR (,seemingly unrelated regression®),
ktery nasledné hraje nezastupitelnou roli v hlavni ¢asti prace jakozto klicovy pr-
vek zobecnéného modelu. Stézejni kapitola prace se vénuje zavedeni obecného
modelu GMCL ( ,generalized multivariete chain ladder*) pro odhady budoucich
skod, ktery pro odhady vyuziva pravé zminénou metodiku SUR. Narozdil od kla-
sického chain ladder modelu je tento nové odvozeny model schopny diky rozsireni
o SUR model zahrnovat do vypoctu také zavisloti mezi vyvojovymi trojihelniky.
Diky tomu jsme schopni obdrzet vysledky, které 1épe odpovidaji skuteé¢nym skod-
nim pribéhtm.

V zavérecné ¢asti prace resime numericky priklad s realnymi vstupnimi daty,
ktery vyuziva pro vypocet rezerv. GMCL modelu. Nasim cilem v této casti je
obrzet odhady skod a rezerv pomoci tohoto zobecnéného modelu. Nakonec se
zameéfime na porovnani riznych variaci GMCL modelu a klasického modelu vy-
uzivaného pro odhady IBNR rezerv v nezivotnim pojisténi.



1. Vyvojové trojuhelniky a odhad
rezerv v nezivotnim pojisténi

Tato tvodni kapitola se vénuje popisu zakladnich metod vyuzivanych k odha-
dovani rezerv v nezivotnim pojisténi. Jde predevsim o rezervy na pojistna plnéni,
které jsou stanovovany takovym zpiisobem, aby pojistovna byla schopna v bu-
doucnu vyplacet pojistna plnéni z pojistnych udalosti, které probéhly v minulych
obdobich, ale v dobé vypoctu nebyly tyto skody zatim nahlaseny nebo zcela zlik-
vidovany.

Dvéma zakladnimi typy rezerv na pojistna plnéni, které v nezivotnim pojis-
téni rozeznavame, jsou IBNR (,incurred but not reported“) a RBNS (,reported
but not settled“). Prvné jmenovany predstavuje v budoucnu vyplacenéd pojistna
plnéni za skody, které vznikly v minulosti, ale dosud nebyly pojistovné nahla-
seny. Na druhou stranu RBNS se vztahuje na pojistna plnéni za skody, které
ve vetsiné pripadil stanovuje na zakladé zkusenosti likvidatora a jeho posouzeni
nastalé skodni udélosti, rezervy IBNR se odhaduji pomoci statistickych metod
zalozenych na historickych datech vztahujicich se k obdobnym pojistnym uda-
lostem. Do vypoctt takovych odhadi se v praxi také ¢asto zahrnuji vnéjsi vlivy
ovliviiujici samotnou vysi rezervy, napr. inflace.

Déle se text prace vénuje zejména samotnému odhadu rezerv s vyuzitim statis-
tickych metod. Pro popis vstupnich dat, ktera budeme dale analyzovat, zavadime
tzv. vijvojové trojuhelniky (angl. run-off triangles), které v zavislosti na predmétu
zajmu vyjadiuji proplacené nebo nahlasené pojistné naroky. Obecné se tedy z po-
hledu pojistovny jednéa o naklady, které oc¢ekava v budoucich obdobich.

Vyvojové trojuhelniky definujeme jako horni trojuhelnikovou matici A, kde jeji
radky oznacuji rok vzniku (angl. accident year) nebo-li rok, kdy doslo ke skodni
udalosti, a sloupce této matice symbolizuji zpozdéni od nahlaseni dané udalosti
nebo-li vgvojové obdobi (angl. development year). Matici pak lze pro prehlednost
schématicky zapsat do tabulky 1.1.

Vyvojové obdobi

Obdobi vzniku
1 ai a2 o A1y vt Qip—1 A1g
2 as 1 a2 2 o Qo5 0 Q21
{ a1 Qip vt Qi
n—1 Qp—-11 QAn-1,2
n an,1

Tabulka 1.1: Vyvojovy trojihelnik



Prvek a;; tedy predstavuje vysi skod vzniklych v obdobi ¢, které byly zaplaceny,
resp. nahlaseny, do konce vyvojového obdobi j. Obvykle se vyuzivaji dva druhy
vyvojovych trojihelnikti. Prvni z nich se nazyva nekumulativni, téz inkrementdlnd,
kde jeho jednotlivé prvky znac¢i hodnoty skod pouze za jedno konkrétni obdobi.
V tomto textu budeme vyuzivat vyhradné druhého typu, tzv. kumulativniho troj-
uhelniku, ve kterém se hodnoty skod z jednotlivych vyvojovych let pro jeden rok
vzniku postupné nascitavaji od prvniho do pozadovaného obdobi. Prvek a; ; ku-
mulativného trojuhelniku lze tedy ziskat jako soucet prvki b, nekumuativniho
trojuhelniku predchézejicih vyvojovych obdobi.

J
Q; 5 = Z bi,kz
k=1

Pro odhady rezerv v nezivotnim pojisténi se vyuzivaji dva zakladni odlisné
pristupy. Prvnim z nich je parametricky a druhym neparametricky model. Pro obé
tyto skupiny jsou vhodna odlisna vstupni data. Zatimco v parametrickych mo-
delech je obvykle vyhodnéjsi pracovat s nekumulativnimi trojihelniky, v nepa-
rametrickych modelech, kterymi se zabyva tato prace, se nejcastéji setkavame se
vstupnimi daty ve formé kumulativnich vyvojovych trojihelnikti. V zakladnich
parametrickych modelech se vyuzivaji napi. gamma nebo logaritmicko-normalni
rozdéleni, ale v praxi pouzivanéjsi je ponékud obecnéji aplikovatelné GEV rozdeé-
leni (generalized extreme value distribution). Neparametrické modely jsou naroz-
dil od parametrickych ve své podstaté méné néarocné na vypocty, ale zobecnéni
téchto metod castokrat také vyuzivaji regrese, ktera miize pomérné zkomplikovat
proces odhadovani technickych rezerv z hlediska slozitosti vypoctu. Jeden ze za-
kladnich neparametrickych modeli, slouzici k odhadovani rezerv v nezivotnim
pojisténi, je predstaven v nasledujici podkapitole, kde jiz uvazujeme pouze ku-
mulativni vyvojové trojuhelniky.

1.1 Klasicka chain ladder metoda

Metoda chain ladder (nékdy se lze setkat s prekladem této metody jako tzv.
stupnova metoda) je jeden z nejéastéji vyuzivanych statistickych pristupu slouzici
k odhadovani IBNR rezerv v pojistovnictvi. Jedna se o neparametricky model,
ktery ma dva predpoklady. Zaprvé musi platit, ze jednotlivé inkrementalni skody
vzniklé v riiznych letech jsou na sobé vzajemné nezavislé. Druhym predpokladem
je poté fakt, ze ocekavame urcité opakovani obdobnych schémat pozorovanych
v minulosti i v budoucnosti. Samotny model je pomérné nendrocny z hlediska
vypocetni techniky ve srovnéni s jinymi napiiklad parametrickymi metodami.
Tato vyhoda je ale vykompenzovana nevyhodu, ktera spociva v citlivosti odhadi
na zménu ve vstupnich datech. I malda zména v pozorovanych datech muze za-
sadné ovlivnit odhady rezerv zejména v nejnedavnéjsich skodnich obdobich.

K samotnému odhadovani s vyuzitim chain ladder metody je potfebné hned

ze zacatku aplikovat uvazovany predpoklad o pfimé navaznosti minulych vyvojo-
vych let na nadchézejici roky a odvodit tzv. vjvojovy faktor (angl. development
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factor), znacime f;. Tento faktor predstavuje konstantu, pomoci niz je mozné pre-
chézet od jednoho vyvojového obdobi ke druhému. Jeho vyznam tedy prakticky
spoc¢iva v urc¢eni daného vyvojového schématu, pomoci kterého nasledné tvorime
odhady budoucich skod. Odhad vyvojového faktoru fj pak ma tvar poméru skod
dvou po sobé jdoucich vyvojovych let v daném roku vzniku, kde striskou oznacu-
jeme zde i dédle v textu néjaky odhad dané nezndamé. Explicitni vyjadieni fj 1ze
zapsat ve tvaru

2 Z:L:f Qg 5 .
fi=—==——, je{2,..,n}
i @i

Samotné vyvojové faktory jsou pak dale vyuzivany k odvozovani neznamych
hodnot predstavujici budouci kumulativni vyse skod. Vyvojovy trojtuhelnik z ta-
bulky 1.1 tedy postupné dopliujeme témito ocekavanymi tthrny skod na obdélnik.
Vyse skod vzniklych v roce ¢ s uplynulymi roky od vzniku skod j se odhaduje
jako

J
&i,j:ai,n—i+1' H fl, ZE{2,,n},j€{n—j+2,,n},
l=n—i+2

kde a;; tedy vyjadiuje odhad budouciho kumulativniho thrnu skod, neboli na-
rokll na pojistna plnéni. V nasledujici tabulce 1.2 je znazornéno, jak vypada
kumulativni trojuhelnik po doplnéni odhadovanymi hodnotami.

Vyvojové obdobi

1 2 J e o n—1 n
Obdobi vzniku
1 11 ai 2 e a5 e a1n—1 a1n
2 21 a2 9 Ce a2 ; . a2 n—1
1 Q41 ;2 Ce am e Qi n
n—1 Ap-1,1 QAp—1,2 Ap—1,n
n Q1 s Apn—1 Qnn

Tabulka 1.2: Vyvojovy trojuhelnik doplnény na obdélnik

Navic pro zjednoduseni takového postupu je déle vhodné uvazovat ukonceni vy-
voje skod po n letech.

S doplnénou matici (vyvojovym trojihelnikem) jsme schopni zpétné vypocitat
potfebné rezervy na Skody k danému roku vzniku 7. Vyslednd odhadovana vyse
rezervy je pak dana vztahem

~

Ri = Qjn — Qi n—it+1, 1€ {2, ce 77’L}.

Odhad rezervy pro celé portfolio pak muizeme stanovit jako soucet vsech jed-
notlivych odhadt rezrerv vztazenych k danému obdobi vzniku. Tedy dostavame



celkovou hodnotu rezervy pro vyvojovy trojihelnik

~

=2

(2

Zakladnim problémem tohoto pristupu je, Zze vyuziva pro vsechny roky vzniku
totozny vyvojovy faktor pro dany vyvojovy rok. To vsak ¢asto neodpovida realité
a v disledku toho dochéazi k nékdy pomérné zasadnim odklontim od skutecnosti.
Z toho divodu se vytvareji rtizné modifikace a zobecnéni chain ladder metody,
jako je napriklad obecnd vicerozmérna chain ladder metoda, které umoznuji veétsi
riiznorodost pri samotném odhadovani. Tyto komplexnéjsi modely kromé jiného
casto zohlednuji i nékteré vztahy mezi daty, konkrétnéji jejich korelace.

1.2 Zavislé vyvojové trojihelniky

V této podkapitole obecné uvazujeme vice kumulativnich vyvojovych troju-
helnikii a zabyvame se zavislostmi, nebo-li korelacemi, mezi nimi.

V chain ladder modelu, ktery byl predstavenen v kapitole 1.1, jsme uvazovali,
ze se vyuzivané vyvojové trojuhelniky vztahuji k jednomu pojistnému odvétvi
(angl. line of business). V takovém trojihelniku se pak zaroven predpoklada,
ze jedntolivé roky vzniku jsou na sobé nezavislé. P¥i uvazovani vice trojuhelniki,
pro které vytvarime spoleény odhad rezerv je vsak situace jina. V praxi neni bézné
pozorovany jev, aby jednotlivé trojuhelniky mezi sebou neméli zadny vztah. To je
disledkem vnéjsich jevu jako je napriklad inflace, které ovliviuji vSechny skody
napric¢ pojistnymi odveétvimi. Jestlize uvazujeme porfolio slozené z nékolika vyvo-
jovych trojihelnikii pro vice pojistnych odvétvi, je zasadni rozdil mezi odhadem
vzniklym metodou chain ladder pro celé portfolio a mezi souc¢tem odhadi pro jed-
notliva pojistna odvétvi. Zminéné externi vlivy popisujeme jako zavislosti mezi
vyvojovymi trojihelniky a k jejich matematické interpretaci se vyuziva prave jiz
predesland korelace.

Pro ilustraci si mizeme predstavit dva rtizné vyvojové trojuhelniky, pricemz
prvni z nich ozna¢me P a druhy I. P predstavuje trojihelnik zaplacenych a [
nahlasenych skod. Déle uvazujme P/I pomér, nebo-li pomér zaplacenych a evido-
vanych skod. Jak jiz bylo uvedeno v predeslém odstavci, jestlize nyni aplikujeme
chain ladder metodu na tyto trojuhelniky oddélené a néasledné odhady rezerv se-
¢teme, dostaneme rozdilny vysledek od dat, které bychom na zakladé zkusenosti
ocekavali. Duvodem je, Ze odhadnuté hodnoty P/I zistavaji konstantni v oddé-
lenych vypoctech metody chain ladder a diky tomu se samotny odhad odklani
od nami oc¢ekavaného vysledku. Z tohoto prikladu tedy vyplyva, ze je nutné uva-
zovat uréity druh zavislosti mezi vyvojovymi trojuhelniky.

Pro zohlednéni vysSe zminénych vztahtt mezi vyvojovymi trojihelniky se za-
vadi modely rozsitujici klasicky chain ladder model. Mezi né patii model GMCL,
kterému je vénovana prevazna cast této prace, nebo mnichovsky chain ladder
model, jejichz soucasti je i regresni model odhadujici korelace mezi jednotlivymi
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trojuhelniky. Posledné zminovany model vyuziva rezidui, jez navic umoznuji pra-
covat se vSemi pozorovanymi daty. Bez nich by pro posledni vyvojova obdobi
nemusel byt dostatek pouzitelnych dat pro vytvarené odhady.

V problematice zavislosti vyvojovych trojihelnikti rozeznavame kromeé kore-
laci mezi jednotlivymi trojuhelniky také korelace v ramci samotného trojihelniku.
Ty se projevuji naptiklad ve vztazich mezi jednotlivymi roky vzniku . Pri¢inou
znatelnéjsich rozdili a silnéjsich zavislosti tohoto typu mize byt napt. zasadnéjsi
zména v ekonomickém prostredi, coz také muze ovlivnit i vysi rezerv pro jednot-

livd obdobi.

Samotnd zavislost mezi trojihelniky (riznymi pojistnymi odvétvimi), kterd
souvisi s rozlozenim rizika, je velmi dilezita vzhledem ke stanoveni solventnost-
niho kapitalového pozadavku. Ten je pojistovna povinna za zdkona udrzovat,
aby neztratila schopnost dostavat svym zavazkiim. Na druhou stranu cilem po-
jistovny je nedrzet nadbytek kapitalu, protoze kapitalem jsou mysleny zejména
penize a penézni ekvivalenty, které obecné nenesou vysoky vynos. V praxi nej-
spise nejbéznéjsim prikladem priciny korelaci mezi trojihelniky je inflace.



2. Metodika SUR pro soustavy
ekonometrickych rovnic

Tato kapitola se zabyva popisem metody, kterda umoznuje do odhadovani
skod zahrnout korelace mezi zavislymi vyvojovymi trojihelniky. Obecné uvazu-
jeme model s nékolika linearnimi rovnicemi, které mohou predstavovat naptiklad
soustavu ekonometrickych rovnic, tedy rovnic udavajici jisty vztah mezi ekono-
mickymi velicinami. V takovém modelu nelze za redlnych podminek predpokla-
dat, ze chybové cleny budou nekorelované. Systém uvazovanych linearnich rovnic
na prvni pohled muze sice vypadat nepropejené, tedy neni prvotné zfejmy zadny
vztah mezi jednotlivymi rovnicemi. Ve skutecnosti ale existuje propojeni ve formé
korelaci mezi jednotlivymi chybovymi ¢leny. Z toho diivodu se metodika pro vypo-
cet vyse popsanych rovnic, dale je chapeme jako linedrni regresni rovnice, nazyva
SUR (seemingly unrelated regression) nebo-li ,zdénlivé nesouvisejici regrese“.

Uvazujme model skladajici se z m > 2 linedrnich regresnich rovnic, kde i-tou
rovnici lze vyjadrit ve tvaru

Yi :Xl,@l—F&“ 1= 1,2,,m (21)

V takovém zapise y; predstavuje n-rozmérny vektor zdvislych promeénngch nebo-
li odezvu 1-tého zavislého vektoru, X; je matice regresori typu n x k; s plnou
hodnosti slozena z pozorovani k; nezavislych nahodnych veli¢in, B; je k;-rozmérny
vektor regresnich koeficientu a nakonec g; je n-rozmérny vektor, ktery predstavuje
tzv. chybovy clen. Pro chybovy c¢len dale predpokladédme

EE:Z' =0
E(eiel) = 053, i=1,2,...,m,

kde 0;; oznacuje predpokladany rozptyl poruchy (chybového ¢lenu) v i-té regresni
rovnici a [, jednotkovou matici typu n x n.

7 duvodu uvazovaného vztahu mezi jednotlivymi rovnicemi predpokladame
také, ze
E(eiel) =050, 4,7=1,2,...m
1=y - Yi,0tny 7]_ b IR )
kde o; ; predstavuje kovarianci mezi chybovymi ¢leny i-té a j-té rovnice pro kaz-
dou z pozorovanych rovnic.

Nakonec miizeme vhodnéji prepsat model (2.1) pomoci nésledujictho matico-
vého vyjadreni, do tvaru

Y1 X1 0 ... 0 B €1
Yo 0 Xy ... 0 B €2
Ym 0O 0 ... X,/ \Bn Em

coz lze zkracené zapsat jako
y=XpB+e, (2.3)
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kde y je mn-rozmérny vektor, X je typu mn x K, € je opét mn-rozmérny vektor

Predpoklady takového modelu (2.3) pro vSech m regresnich rovnic lze zapsat
ve tvaru

Ee=0
oiily, .. oimly
cov(e) = E(ee’) = : ; =X®I[,=1Y,
Omiln .. OmmIn

kde ® znaci Kroneckeriv soucin matic, ktery je pro dvé matice, A typup xq a B
typu r X s, definovan jako

aLlB Ce al,qB
A®B=(a;B)=| + .
ap1 B ... ap N

Vysledkem je pak matice typu pr x gs. V naSem piedchozim vyjadieni E(eel)
dale mame matici X typu m x m, kterd je symetrickd pozitivné definitni a jejiz
prvek na misté (,7) je 0 ;. Z definice Kroneckerova souc¢inu matic pak dostavame
matici U, jez je typu mn x mn.

Zaver této kapitoly je vénovan samotnému vypoctu regresnich rovnic. Bézna
metoda pro odhadovani koeficienti v regresnim modelu spocivala ve vycislovani
jednotlivych rovnic zvlast, to ale, jak jiz bylo zminéno diive v textu, vede k zé-
sadnim odlisnostem od vypoctu, ve kterém odhadujeme vice rovnic najednou.
Tento jev nastava diky korelaci mezi regresnimi rovnicemi, které jsou korelované
prostrednictvim chybovych ¢lent, coz bylo ukdzano v [6]. Ve stejné praci bylo
také popsano, ze pro presnéjsi odhady, které 1épe popisuji hodnoty nastavajici
v budoucnu, je smysluplné vyuzivat sdruzené odhady nebo-li odhaduji se vSechny
regresni rovnice spolec¢né, niko-li jednotlivé.

Metody nejcastéji vyuzivané k odhadovani koeficienti v SUR modelu jsou
zalozené na metodé nejmensich ctverci (angl. least squares method). Existuje né-
kolik alternativ pro volbu postupu vypoctu. Uvedeme nékolik z nich, pricemz
bereme v tivahu regresni model (2.1).

Prvné uvedeme GLS (generalized least squares) metodu, ve které regresni koe-
ficienty odhadneme pomoci vztahu, ve kterém zohlednujeme kovariancéni matici
chybovych ¢leni V. Odhad je v takovém pripadé néasledujiciho tvaru

Be=XTE'@L)X H'XT(2T @ L)y = (XT0 ' X)) XT0 1y, (24)
Kovarian¢ni matici V odhadu BG pak dostaneme jako

V(Be) = (XTo X)L



Problémem pristupu GLS je, Ze pocita se zndmou matici X. To mize byt
velmi problematické ve vypoctech s redlnymi daty, jelikoz kovarian¢ni matice neni
vétsinou dopredu déna. Z tohoto duvodu se zavadi FGLS (feasible generalized least
squares) metoda, kterd narozdil od GLS vyuziva ve vypoctu odhad kovarianéni
matice X a je tedy lépe pouzitelna v praxi. Odhad regresniho koeficientu B ra lze
psat nasledné jako

Bro = (X" L)' X)X (S L) y. (2.5)

S ve vyse uvedeném zapisu predstavuje matici odhadi &¢; ; kovarianci chybovych
¢lent o; ;. Takova matice je reguldrni a za 0; ; mizZeme volit néjaky ndmi vybrany
odhad, nejcastéji konzistentni. Jednou z moznosti je napriklad jako S oznadit
odhad, ktery ma na pozici (i, j) prvek

1
A ~T ~
05 = —€&; &j,
n

kde &; ziskdme jako residua v i-té regresni rovnici aplikaci klasické OLS (ordinary
least squares) metody, kterd je dalsim typem odhadu pomoci metody nejmensich
¢tvercti. Narozdil od prechozich metod avsak u metody OLS neuvazujeme zadné
korelace mezi jednotlivymi rovnicemi.

Vyhodou této metodiky je, ze odhady ziskané vyse popsanymi zptsoby jsou

konzistentni. Jestlize navic predpoklddame normalitu dat obdrzime zaroven od-
hady maximéalné vérohodné.
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3. Pouziti metodiky SUR pro
zavislé trojuhelniky

V této kapitola je predstaven model General multivariete chain ladder, dale
zkracené GMCL. Jedna se o zobecnéni klasického multivariete chain ladder mo-
delu, které umoznuje do vypoctu zahrnout zavislosti mezi vyvojovymi trojihel-
niky, tedy jejich korelace, a to prostrednictvim metodiky SUR. Konkrétni nami
popisovany model je prevzaty z textu [8].

3.1 Specifikace modelu

Pro potieby této kapitoly se uvazuje N vyvojovych trojihelnikii o stejnych
rozmérech. Lze poté oznacit N-rozmérny vektor Y, = (Yz(,?, ,Y;(,Jj)), ktery
predstavuje kumulativni hodnoty skod vztazené k roku vzniku 7 a vyvojovému
roku k ve vsech trojihelnicich 1,2,...,N. Model dale predpokladd, ze se pracuje se
stejnym poctem let vzniku a vyvojovych let, tedy i,k € {1,..., L} a Ze jednotlivé
kumulativni skody Yl(z) jsou kladné pro kazdé j € {1,..,N}.

Pro potrebu dalsich vypoctl ozna¢ime mnozinu vSech pozorovanych skod D =
{Yir;i+k <L+1,1<i<L/1<k< L} amnozinu skod pfislusnou roku
vzniku ¢ pfes vyvojové roky {1,...,k} jako D;r = {Y;;;7 < k}. V neposledni
fadé zavedeme (L — k + 1)-rozmérny vektor Y<(7) = (3/1(2)7 LY +1) prvnich
(L — k+ 1) skod ve vyvojovém roce k v n-tém vivojovém trojthelniku. Podobné
ozna¢ime (L — k)-rozmérny vektor Y<(TL) = (Y%, s YL@M) prvnich (L — k) skod.
Nakonec pro model, podobné jako v modelu (2.1), predpoklddame, ze chybové
cleny €, za danych napozorovanych hodnot D;j; maji nulovou stfedni hodnotu
a kovarianci danu predpisem

cov(g; k| Dik) = diag(Y},k)l/Q DI diag(Y;,k)l/Q,

kde uvazujeme, ze skody vzniklé v jednotlivych letech jsou nezavislé, e;; maji
symetrické rozdéleni, pricemz

011 ... O1N
Y =

ON1 --- ONN

je symetrickd pozitivné difinitni matice typu N x N. Pro n-rozmérny vektor v
predstavuje diag(v) diagonalni matici typu n x n, kde na jeji diagondle jsou pravé
prvky vektoru v.

Na zakladé vyse uvedenych predpokladii a oznaceni zavadime nasledujici mo-
del, ktery udéva vztah mezi vyvojovymi obdobimi k a (k + 1)

Yiri1 = BrYip + € (3.1)

11



V tomto modelu By predstavuje ¢tvercovou matici fadu N vztahujici se k vyvo-
jovému roku k, kterd ma na pozici (n, j) vyvojovy faktor 3, ;, tj. vyvojovy faktor
v j-tém roku vzniku a n-tém vyvojovém trojihelniku. Prvek e;; je chybovym
¢lenem pro dany rok vzniku a vyvojovy rok. Jestlize uvazujeme libovolnou ma-
tici By, ktera neni diagonalni, pak jednotlivé skody v ramci jednoho vyvojového
trojihelniku ve vyvojovém roce k piimo zavisi na skodach ostatnich (N — 1) troj-
uhelniku ze stejného obdobi.

3.2 Odhady v modelu GMCL

Ze struktury modelu (3.1) lze usoudit, ze zadnd odezva Yz(ZJ)rl nevystupuje

v dalsich rovnicich jako nezavisld proménna. Jednotlivé rovnice pro dané vyvo-
jové trojuhelniky jsou pak tedy provazany pouze prostiednictvim nenulové kore-
lace chybovych ¢lenti. Z toho diivodu je smysluplné pro odhady parametri modelu
(3.1) vyuzivat metodiku SUR, kterd tento predpoklad také zahrnuje. Pro pou-
ziti metodiky SUR je nicméné nutné model upravit, coz je ukazano v nasledujici
sekci. Déle se v této podkapitole zabyvame odhadem parametrii pro vyvojovy rok
(k + 1), podobné lze odvodit i odhad pro libovolné vyvojové obdobi.

Model (3.1) lze nejprve prepsat do tvaru

1
Y%%H X, 0 ... 0\ [B €1
Yg,k+1 _ 0 X2 e 0 ,62 n €9 (3 2)
Yﬁ(le-l 0 0 c. XN ,BN EN

Matice X,, = (Y<(l,z, . ,Yg,?) typu (L — k) x N oznacuje prvnich (L — k) pozoro-
vani ve vyvojovém roce k z kazdého vyvojového trojuhelniku a plati X; = Xy =
-+ = Xy. Dale B, = (Bn1,...,0an) je N-rozmérny vektor vyvojovych faktori
pro n-ty trojuhelnik. &, je pak vektor délky (L — k), ktery predstavuje chybovy
clen v n-té rovnici.

Model (3.2) lze déle zkracené zapsat nésledovné

Y = XB+e, (3.3)

kdeY = vec(YS(},EH, e YS(]ZL) je N(L — k)-rozmérny vektor zavislych promén-
nych, pricemz vec() je operator vektorizace matice, tedy pro A = (a; ;) typu mxn
je vec(A) = (aray---sQm1, 12, -, Amy) vektor délky mn. V modelu (3.3) déle
vystupuje matice X, kterd ma rozmér N(L — k) x N?. Tato matice je blokové

diagonalni a lze ji zapsat pomoci Kroneckerova souc¢inu jako X = Iy ® X,,. Na di-

agonale takto ziskané matice pak vystupuji pravé matice Xi,..., Xy. Podobné
jako v pripadé odezvy Y vektor B = vec(By,...,Bn) je vektorizace vyvojovych
faktort, jde o vektor délky NN, a € = vec(ey,...,en) je opét vektorizace, ten-

tokrat chybovych ¢lent, vytvarejici vektor déky N(L — k).
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Model (3.3) ma, jak jiz vime z podkapitoly (3.1), nulovou stfedni hodnotu
chybovych ¢lent a navic kovarianci

cov(e) = diag(W)Y2(2y, @ Ip_p)diag(W)Y2,

kde W oznacuje N (L — k)-rozmérny vektor ’UGC(Y<(71]2, e ,Yg}?) prvnich (L — k)
pozorovanych skod ve vyvojovém obdobi k ve vSech N trojihelnicich. Abychom
obdrzeli potfebnou strukturu kovarianéni matice, podobnou kovarianci uvazované
v modelu (2.1), vyuzijeme ekvivalentni ipravy a vyndsobime obé strany rovnice

faktorem diag(W)~'/2. Dostavame vztah
diag(W)~V2Y = diagW ~?X B + diag(W)~/%¢.
Jednotlivé ¢leny oznac¢ime nésledujicim zptisobem
Y* = diag(W)~V?Y,

X* = diag(W)™V/2X,
e* = diag(W) /2.

*

Ziskavame tak model s preznacenymi ¢leny Y*, X* e
Y"=X"B+e" (3.4)
Model (3.4) ma pak kovarianéni strukturu chybovych ¢leni
cov(e*) = diag(W) ™ 2cov(e)diag W) ? =L @ Iy,

coz je pozadovana struktura kovarianéni matice, které jsme chtéli dosahnout.
Takto ziskany model pak totiz odpovidd modelu (2.1), jelikoz spliuje pottebné
predpoklady SUR modelu. Jinymi slovy, struktura kovarianéni matice chybovych
¢lent je shodnd se strukturou v modelu (2.1). Na model (3.4) jiz tedy lze vyuzit
metody odhadu pro bézny model SUR, a proto pro vypocty nevyuzivame piivodni
model (3.1), ale pravé nyni odvozeny model (3.4).

Nyni uvedeme nékolik zptisobu, jak ziskat odhad pro SUR model (3.4) odvo-
zeny v predchazejici tvaze. Zakladem vsech téchto metod vypoctu je opét metoda
nejmensich ¢tverct.

Nejjednodussim odhadem vyvojovych faktorii je odhad metodou OLS, ktery
zanedbava korelace mezi chybovymi ¢leny. Metoda proto nedava nejpresnéjsi vy-
sledky, jestlize jsou ve skutecnosti korelace chybovych clenti nezanedbatelné. Vy-
sledny odhad lze zapsat jako

Bo = (X)X (XY™ (3.5)

Jde tedy prakticky o pffmou aplikaci metody nejmensich ¢tvercit na model (3.4).
Takto obdrzeny odhad B¢ je pak nestranny.

Dalsi moznosti jak odhadovat vyvojovy faktor je odhad metodou GLS popsany
v kapitole 2. Dilezitym predpokladem pro vypocet tohoto odhadu je znalost
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kovarian¢ni matice chybovych clent ;. Vzorec pro tento odhad (2.4) lze prepsat
pro model (3.4) do tvaru

Be= (XS @ L) ' X)) M X (S @ 1) Y (3.6)

Kovarian¢n{ matice odhadu je ddna vztahem V (B¢) = (X*)7 (@1 _p) 1 X*)
Podobné jako v pripadé ,Bo, je odhad BG nestrannym odhadem parametru 3.

Nyni predpokladejme, ze matice ¥ neni znamé. V takovém pripadé, jak bylo
zminéno v kapitole 2, lze vyuzit metody FGLS, ktera pracuje s odhadnutou ma-
tici kovarianci chybovych ¢leni. Vzorec (2.5) pro odhad ziskany FGLS metodou
aplikovany na model (3.4) je pak

Bra = (X)T(Sr @ I_p) ' X)X (Se @ Ip_) Y™ (3.7)

Existuje fada potencialné pouzitelnych odhadt matice ¥;. Kromé odhadu zmi-
néného v kapitole 2 lze vyuzit napiiklad odhad uvedeny v préci [8], ktery je
konzistentnim, ale nikoli nestrannym odhadem 3J;. Odhad matice ¥ pak nabyva
tvaru

= 1

o= (&1, &0 &),

kde & je (L — k)-rozmérny vektor rezidui, ziskany aplikaci OLS metody na re-
gresni model tvofeny pouze z n-té rovnice puvodniho modelu (3.4).

Jak jiz bylo nékolikrat zminéno, metoda FGLS vyzaduje vypocet odhadu ma-
tice X, jelikoz puvodni matice Xy neni znama. Kvuli tomuto pridanému kroku se
zvysuje variabilita metody odhadu vektoru vyvojovych faktort 8. Ve snaze vylep-
sit odhad BFG se zavadi IFGLS (iterative feasible generalized least square) metoda
odhadu, kterd ma za cil zvysit eficienci odhadu. Nestranny odhad 6 parametru
0 nazveme eficientni, jestlize spliuje % = wvar(f). F(f) ozacuje Fisherovu
informaci definovanou jako

/ (aaelogf@ 9>>2f(:c; 0)dz,

kde f je néjaka vérohodnostni funkce. V prvnim kroku iterace nahradime X
zalp, tak dostaneme odhad ,Bo metodou OLS vektoru 8. Nasledné odvodime
matici 3, z reziduf zalozengch na metodé OLS . Takto ziskany odhad & 1ze pak
vyuzit pro vypocet metodou FGLS. Podobné lze pokracovat i dalsim krokem,
ve kterém vezmeme rezidua z FGLS metody a pomoci nich vytvorime opét odhad
matice X;. Tento proces lze aplikovat opakované a vyslednému odhadu pak fikame
IFGLS odhad. Formalné pak definuje odhad v i-tém kroku predpisem

B = (XS @ L) X)XV (S @ L)Y, (38)

kde i\kz je konzistentni odhad ¥, vytvoreny z rezidui zalozenych na odhadu
~ —~0
=1 Specidlné oznacime odhad metodou OLS jako B; , ktery vyuziva matice

—~0 —1
Y = Ip_k. Zbylé iterace B; jsou pak zalozené vyhradné na FGLS metodé.
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Pomoci odhadt vyvojovych faktori lze vytvorit odhad celkovych ocekavanych
skod uzitim rekurzivniho vypoctu aplikovaného piimo na ptvodni GMCL mo-
del (3.1). Pomoci tohoto postupu dostaneme celkové hodnoty skod pochazejicih
z roku vzniku 7 za uziti pozorovanych thrnt skod Y; ;41 jako

L—it1 L—i k41
YL = ( 11 Bk) Yiivit+ Y, ( 11 Bi) ik, (3.9)

k=L-1 k=L—i+1 \i=L-1

kde soucin [T, | By je definovan jako identickd matice. Za platnosti piedpo-
kladu nulové stfedni hodnoty chybovych ¢lentt za danych napozorovanych dat
a podminéné kovariance odpovidajici modelu (3.1) lze ukazat, ze stredni hod-
nota Skod podminéna napozorovanymi hodnotami realizovanych skod je rovna
(Hﬁ;ifll Bk) Y, 1—i+1. Pro odhad ocekévané celkové hodnoty skod vyuzijeme od-

had matice vyvojovych faktort By, a dostavame

k=L-1

- L—itl
Yoo=| [[ Br|Yir-in (3.10)

Préce [8] v lemmatu 1 shrnuje nékteré zakladni vlastnosti tohoto odhadu. Podle
tohoto tvrzeni plati, ze E(B})) = By, tj. odhady matic vyvojovych faktort jsou
navzajem nekorelované a odhad Y; 1, je nestrannym odhadem E(Y; ).

Je ztejmé, ze GMCL model umoznuje pomérné velké mnozstvi riznych po-
stupti pro odhadovani skod. Nejvétsi vihodou GMCL modelu oproti klasickému
chain ladder modelu vsak neni pouze velkd variabilita pouzitelnych odhadi, ale
zejména moznost model upravovat takovym zptsobem, aby se predeslo preceno-
vani velkych hodnot kumulativnich skod a na druhou stranu umoznilo dat vétsi
dilezitost skodam relativné malym. Pti¢inou téchto problémi v klasickém modelu
je, ze se neuvazuji body, ve kterych je protnuta osa y. Takovy bod budeme dale
nazyvat intercept. V rtznych variacich chain ladder modelu mize byt pomérné
obtizné pridat intercepty, ale za vyuziti SUR modelu je toto rozsifeni pomeérné
nativni.

Oznacime Ay, = (f10,--.,0n0) N-rozmérny vektor intercepti, kde 3,0 je
intercept n-tého trojuhelniku v k-tém vyvojovém roce. Nyni muzeme pridanim
tohoto vektrou Ay doplnit existujici model (3.1) na model s intercepty

Yiiv1 = A+ BY, . +€ig, (3.11)

ve kterém nadale plati stejné predpoklady jako v modelu (3.1). Samotny vy-
pocet pomoci modelu vyuzivajici metodiky SUR zistava stejny, pouze je nutné
upravit definice matic X,, a vektort B, tak, aby zahrnovaly intercepty. Pro mo-
del s intercepty definujeme rovnosti X,, = (1,Y<(},2, ey Y<(f\,?) matici pozorovani
typu (L — k) x (N + 1), kde 1 je (L — k)-rozmérny vektor (1,1,---,1). B, je
(N + 1)-rozmérny vektor(B,.0, Bn1,,---»Onn) odhadovanych parametria n-tého
vyvojového trojuhelniku. Déle jiz postupujeme obdobné jako v pripadé vypoctu
odhadu vektoru B8 bez uvazovani intercepti. S napocitanymi odhady vektort
nakonec jiz mizeme prejit k vypoctu samotnych ocekavanych celkovych thrnt
skod. Pro vypocet tedy vyuzijeme postup popsany v (3.10), nejprve je ale nutné
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upravit model (3.11) tak, abychom mohli dany pfistup vyuzit bez poruseni pred-
pokladii. Model s intercepty (3.11) lze prepsat jako

Pyt o) (1Y), (0
Yiir1) \Ax Bi) \Yi, €ir)

Nyni muzeme vhodné oznacit jednotlivé prvky soustavy rovnic a prepsat je
do tvaru pozadovaného modelu

1 1 0 0
Zz',k = <sz> , b= (Ak Bk> y  €ik = <€i,k> s

Zi,k+1 = EkZi,k -+ €iL- (312)

Obdrzeli jsme tedy tvar potfebny pro rekurzivni vypocet celkové oc¢ekavané hod-
noty skod, ktery ale navic zahrnuje i intercepty. Mlzeme je nyni zapsat pomoci
obdobného vzorce jako (3.10). Dostavame tedy vysledny odhad

L—i+1 .
zL - H EZL i+1 zL i+1- (313>

Jestlize z odhadu Z 1, odebereme prvni prvek vektoru, tedy 1, obdrzime odhad
celkovych ocekavanych skod i’\, - Cely vyse popsany postup navic nijak neovliv-
nuje vlastnosti odhadu, jelikoz do soustavy nebyly pridany zadné nahodné pro-
ménné. Stale se tedy jednd o nestranny odhad oc¢ekavanych celkovych tihrnia skod.

3.3 Porovnani odhadu v GMCL modelu

V této podkapitole se zabyvame porovnanim odhadu ziskanych pomoci metod
OLS, GLS a FGLS pro GMCL model.

Nejprve predpokladejme, ze matice X5 je znama. V takovém pripadé je nej-
lepsim linearnim nestrannym odhadem Bg, odhad ziskany metodou GLS. Tento
fakt vyplyva z Gauss-Markovovy véty (viz [2]), konkrétnéji jeji modifikace, kterd
uvadi, ze pokud X je znamé, pak BG je alespon tak eficientni odhad jako ,Bo
Tyto dva odhady jsou shodné eficientni, jestlize matice ¥ je diagonalni, nebo
prvnich (L — k) skod ve vyvojovém roce k jsou vzajemné umérné pres jednotlivé
trojihelniky, dle véty 1 v [8].

Nyni uvazujme ze matice Y, neni znaméd, a proto musime pracovat s jejim
odhadem Zk Jak jiz bylo zminéno v minulé kapitole, tento fakt znacné zvysi vari-
abilitu pti pouziti metody FGLS. I ptesto, ze vztah mezi odhadem ,BO a B F¢ neni
presné dany, lze na zdkladé asymptotickych vysledki obecné tvrdit, ze metoda
FGLS dosahne vice eficientniho odhadu pouze tehdy, mame-li dostatek pozoro-
vani a jsou-li korelace mezi trojihelniky nezanedbatelné (alespon 0.3). V opacném
pripadé muze byt naopak odhad BO presnéjsi, protoze nevyzaduje vypocet od-
hadu matice ;. Doplnujici informace ve formé odhadu matice X5, miize mit tedy
za nasledek naopak zhorseni vysledného odhadu z hlediska eficience.
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4. Aplikace na realnych datech

V posledni ¢éasti této prace se vénujeme aplikaci modelu GMCL na redl-
nych datech. V souvislosti s tim dale uvazujeme rtzné variace modelu GMCL,
které vyuzivame pro porovnani kvality odhadi a pro lepsi predstavu o tom, jak
GMCL model funguje. Kromé samotného GMCL modelu ukazeme i odlisnosti
mezi GMCL modelem a klasickym chain ladder modelem na zvolenych datech.
Jednotlivé vypocty jsou zpracovany v softwaru R a jsou prilozeny k praci.

4.1 Vstupni data

Za vstupni data jsme si zvolili tii rizné kumulativni vyvojové trojuheliky.
Prvni dva trojihelniky popisuji skody vzniklé v pojisténi soukromych vozidel.
Posledni trojuhelnik pak popisuje skody vzniklé v pojisténi firemnich automobilii.
Zaroven prvni a posledni trojuhelnik popisuje uhrazené skody a druhy trojuhel-
nik udava kumulativni nastalé skody. Pro ilustraci uvadime v nasledujici tabulce
vyvojové trojuhelniky, které dale povazujeme za nase vstupni data.

Vyvojové roky

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Roky vzniku

1 101125 209921 266618 305107 327850 340669 348430 351193 353353 353584

2 102541 203213 260677 303182 328932 340948 347333 349813 350523

3 114932 227704 298120 345542 367760 377999 383611 385224

4 114452 227761 301072 340669 359979 369248 373325

5 115597 243611 315215 354490 372376 382738

6 127760 259416 326975 365780 386725

7 135616 262294 327086 367357

8 127177 244249 317972

9 128631 246803

10 126288

Tabulka 4.1: Vyvojovy trojuhelnik kumulativnich uhrazenych skod
v soukromém pojisténi vozidel, viz [§]
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Vyvojové roky

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Roky vzniku

1 325423 336426 346061 347726 350995 353598 354797 355025 354986 355363

2 323627 339267 344507 349295 351038 351583 352050 352231 352193

3 358410 386330 385684 384699 387678 387954 388540 389436

4 405319 396641 391833 384819 380914 380163 379706

5 434065 429311 422181 409322 394154 392802

6 417178 422307 413486 406711 406503

7 398929 398787 398020 400540

8 378754 361097 369328

9 351081 335507

10 329236

Tabulka 4.2: Vyvojovy trojuhelnik kumulativnich nastalych skod v soukromém
pojisténi vozidel, viz [§]

Vyvojové roky

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Roky vzniku

1 19827 44449 61205 77398 88079 95695 99853 104789 105427 106690

2 22331 48480 68789 92356 104958 112399 115638 117415 118571

3 22533 44484 65691 88435 102044 112672 115973 118359

4 23128 51328 81542 98063 113149 121515 124347

5 250563 57220 84607 104936 117663 126180

6 30136 64767 92288 108835 121326

7 34764 69125 91354 111987

8 31803 63471 92439

9 40559 77667

10 46285

Tabulka 4.3: Vyvojovy trojuhelnik kumulativnich uhrazenych skod ve firemnim
pojisténi vozidel, viz [§]

4.2 Aplikace modela

Nyni, kdyz jiz médme vstupni data, muzeme prikrocit k samotnému vypoctu
a nasledné interpretaci vysledki. Postup vypoc¢tu popisujeme v priloze obsahujici
implementace jednotlivych modelii, komentare k pouzitym funkcim a také strucné
okomentované vysledky, kterym se podrobnéji vénujeme zde.

Nejprve uvedeme jednotlivé modely, které vyuzivame pro odhady vyse bu-
doucich skod. Prvné demonstrovanym modelem je klasicky chain ladder model
(znacime SCL neboli standard chain ladder). Tento model zpracovavame zejména
proto, abychom v nésledujici podkapitole ukazali, v ¢em spoc¢iva vyhoda GMCL
modelu a jak se lisi pouziti modelu zanedbéavajici korelace mezi trojihelniky oproti
modeltim, které je naopak uvazuji. Zbylé tfi uvazované modely, kterym se déle
budeme vénovat, jsou rizné variace GMCL modelu.

Na 1tvod samotnych vypocti s pouzitim GMCL modelu je vhodné pozna-
menat, ze posledni vyvojova obdobi se diky malému poctu dat tézko odhaduji
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za pomoci metody odhadu, ktera uvazuje kovariance chybovych ¢lentt ;. V po-
slednich obdobich, kde se jiz realizuje minimum napozorovanych dat, jsou vy-
vojové faktory blizké 1 a zaroven jsou odhadnuté kovariance malé. V disledku
toho pak software vraci nepresné nebo zadné vysledky. Ve snaze predejit tomuto
negativnimu jevu vyuzivame v pokrocilejsich vyvojovych letech (dle volby 3-4
posledni roky) vyhradné metodu odhadu OLS, ktera tyto kovariance zanedbava.
Diky tomu se nemusime obavat nepresnych vysledkt z divodu nedostatku dat.
V praxi je tedy vhodné rozdélit vyvojova obdobi na dvé ¢asti a nejprve odhadnout
prvni ¢ast metodou FGLS nebo IFGLS a poté odhadnout zbyvajici ¢ast pomoci
metody OLS.

Nejjednodussim GMCL modelem uvedenym v této praci, je multivariate chain
ladder (MCL) model, ktery je specifickym pripadem GMCL modelu. Tento mo-
del budeme déle v textu oznacovat jako zjednoduseny nebo jednoduchy model
GMCL (vyuzivame zkratky MCL+int). Jedné se o pfimé zobecnéni klasického
chain ladder modelu pro vice vyvojovych trojihelnikii. O zjednoduseny GMCL
model jde pouze z toho divodu, Ze matice vyvojovych faktori je pouze diago-
nalni. Postup pti vypoctu je stejny jako pti uziti GMCL modelu, jen se od zacatku
omezime pouze na diagonalni matici vyvojovych faktorti. Navic oproti béznému
MCL modelu ale budeme uvazovat intercepty v prvnich péti letech. Diky tomu
budeme schopni dosdhnout vétsi presnosti vysledkti nez v pripadé MCL modelu
bez interceptil, coz bude pozdéji v praci detailnéji rozebrano.

Nakonec budeme uvazovat dva GMCL modely predpokladajici existenci ma-
tice vyvojovych faktort libovolné struktury (nejde jiz pouze o diagonalni matici
jako v predchozim ptipadé). Rozdil v téchto dvou uvazovanych GMCL modelech
je ten, Ze jeden z nich zahrnuje intercepty (ddle GMCL+int) v prvnich péti letech
a druhy nikoli (znac¢ime GMCL). V navazujici ¢asti Porovndni modeli ukazeme,
jak se vysledky ziskané aplikaci téchto dvou modelt odlisuji a jak dtlezita je
volba interceptii pri odhadech vyse budoucich skod. Pro ilustraci uvadime od-
hadnuté vyvojové trojihelniky kumulativnich skod v pojisténi vozidel pomoci
modelu GMCL s intercepty v tabulkach 4.4, 4.5 a 4.6.

Jednotlivé modely jsou implementovany za vyuziti softwaru R, jak jiz bylo
zminéno na zacatku této kapitoly. Prevazna vétsina vyuzivanych prikazt pochéazi
z knihovny ChainLadder (odkaz na dokumentaci lze najit v samotné priloze obsa-
hujici vypocty). StéZejnimi funkcemi této knihovny jsou funkce MultiChainLadder
a MultiChainLadder2, které umoznuji vypocéty pomoci riznych chain ladder mo-
delt (véetné GMCL modelu). Obé tyto funkce maji nékolik parametri. Nami
nejvyuzivangjsi jsou parametry oznacujici typ modelu a druh metody odhadu.
Za metodu odhadu volime OLS, jestlize nechceme uvazovat korelace mezi vy-
vojovymi trojihelniky, nebo naopak SUR, pokud chceme do vypoctu zahrnout
i odhadnuté korelace mezi vyvojovymi trojihelniky. Dédle mtizeme volbou para-
metru ,int“ urcovat, v jakych vyvojovych letech jsou v modelu uvazovany in-
tercepty. Za vyuziti téchto zakladnich parametri ve funkcich MultiChainLadder
a MultiChainLadder2 obdrzime odhady vyvojovych trojihelniku pro jednotlivé
uvazované modely a z nich nasledné mizeme vypocitat technické rezervy, které
by byla pojistovna na zakladé téchto modelt povinna udrzovat. Odhadnuté vyvo-
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jové trojihelniky pro model GMCL uvazujici intercepty 1ze nalést v nasledujicich

tabulkéch.

Vyvojové roky
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Roky vzniku

1 101125 209921 266618 305107 327850 340669 348430 351193 353353 353584
102541 203213 260677 303182 328932 340948 347333 349813 350523 350752
114932 227704 298120 345542 367760 377999 383611 385224 386801 387054
114452 227761 301072 340669 359979 369248 373325 375696 377234 377481
115597 243611 315215 354490 372376 382738 387384 389844 391441 391696
127760 259416 326975 365780 386725 395317 399175 401711 403355 403619
135616 262294 327086 367357 390742 398131 400709 403254 404905 405170
127177 244249 317972 356405 383785 390889 393057 395553 397173 397433
128631 246803 308037 342039 373505 379998 380464 382881 384449 384700
126288 241995 297080 325543 363061 368447 366553 368881 370391 370633
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Tabulka 4.4: Odhadnuty vyvojovy trojihelnik kumulativnich uhrazenych skod
v soukromém pojisténi vozidel pomoci GMCL modelu s intercepty

Vyvojové roky
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Roky vzniku

1 325423 336426 346061 347726 350995 353598 354797 355025 354986 355363
323627 339267 344507 349295 351038 351583 352050 352231 352193 352567
358410 386330 385684 384699 387678 387954 388540 389436 389394 389807
405319 396641 391833 384819 380914 380163 379706 380158 380117 380521
434065 429311 422181 409322 394154 392802 392637 393105 393062 393479
417178 422307 413486 406711 406503 404406 404024 404506 404462 404891
398929 398787 398020 400540 408778 405858 405007 405490 405446 405876
378754 361097 369328 379891 400817 398059 397103 397576 397533 397955
351081 335507 346978 363869 390118 386017 384130 384588 384546 384955
329236 295335 314087 341499 378574 372690 369595 370036 369995 370388
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Tabulka 4.5: Odhadnuty vyvojovy trojihelnik kumulativnich jiz nastalych skod
v soukromém pojisténi vozidel pomoci GMCL modelu s intercepty

Vyvojové roky
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Roky vzniku

1 19827 44449 61205 77398 88079 95695 99853 104789 105427 106690
22331 48480 68789 92356 104958 112399 115638 117415 118571 119991
22533 44484 65691 88435 102044 112672 115973 118359 119315 120744
23128 51328 81542 98063 113149 121515 124347 127760 128792 130335
25053 57220 84607 104936 117663 126180 129049 132592 133662 135264
30136 64767 92288 108835 121326 131358 133942 137618 138729 140391
34764 69125 91354 111987 126663 137655 139692 143527 144686 146419
31803 63471 92439 109953 124926 136429 138274 142070 143217 144933
40559 77667 104796 121717 137283 147795 148807 152892 154127 155973
46285 90652 120535 136387 152904 162650 162535 166996 168345 170362
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Tabulka 4.6: Odhadnuty vyvojovy trojihelnik kumulativnich uhrazenych skod
ve firemnim pojisténi vozidel pomoci GMCL modelu s intercepty
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Vysledky ziskané aplikaci jednotlivych modeli na vstupni data lze dale shr-
nout do tabulky 4.7, ktera obsahuje odhadnuté celkové ithrny skod pro jednotlivé
roky vzniku ve vsech tfech vyvojovych trojihelnicich dohromady. V navaznosti
na tyto vysledky mtzeme odec¢tenim poslednich pozorovanych hodnot v jednotli-
vych letech vzniku vsech vyvojovych trojihelnikti od prislusnych celkovych thrni
skod ziskat hodnoty IBNR rezerv. Shrnuti téchto rezerv pro jednotlivé aplikované
modely nalezneme v tabulce 4.8.

SCL MCL+int GMCL  GMC+int
815637.00 815637.00 815637.00 815637.00
823310.65 823310.65 823310.65 823310.65
897605.12 897605.12 897605.12 897605.12
888336.57 888336.57 888336.57 888336.57
923767.95 920117.71 920439.34 920439.34
959659.06 948241.16 949043.50 948901.49
962732.46 942177.07 940601.70 957464.99
927081.25 911468.56 886783.91 940320.23
925217.48 915577.49 815118.69 925627.55

10 971320.73 937361.48 713035.20 911383.05
Total 9094668.26 8999832.80 8649911.69 9029025.99
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Tabulka 4.7: Celkové tthrny skod v jednotlivych letech pro vsechny vyvojové

trojuhelniky
SCL MCL+int GMCL GMC+int
1 0 0 0 0
2 2023.65 2023.65 2023.65 2023.65
3 4586.12 4586.12 4586.12 4586.12
4 10958.57  10958.57 10958.57 10958.57
5 22047.95 18397.71 18719.34 18719.34
6 45105.06  33687.16 34489.50 34347.49
7 82848.46  62293.07 60717.70 77580.99
8 147342.25 131729.56 107044.91 160581.23
9 265240.48 255600.49 155141.69 265650.55
10 469511.73 435552.48 211226.20 409574.05
Total | 1049664.26 954828.8 604907.69 984021.99

Tabulka 4.8: Odhady IBNR rezerv pro vSechny vyvojové trojuhelniky

Obdrzeli jsme tedy celkové hodnoty IBNR rezerv pro vSechny tfi vyvojové
trojuhelniky na zakladé ¢tyt popsanych modelt. V nasledujici kapitole se bu-
deme vénovat tomu, které odhady jsou pro nami zvolend data nejptresné;jsi.

4.3 Porovnani modelua

V této casti vyuzijeme vysledky modeli z predchozi podkapitoly a pokusime
se rozebrat nékteré jejich odlisnosti a porovnat kvalitu jednotlivych odhadi.

Nejprve budeme analyzovat standardizovana rezidua, tedy rezidua vydélena
jejich smérodatnou odchylkou. Pomoci grafii zobrazujici standardizovand rezidua
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pozorujeme, jak priblizné vypada jejich rozdéleni. Cim vice symetrické a blizké
nule hodnoty standardizovanych rezidui jsou, tim kvalitnéjsi odhad ziskavame.
Pro tyto ucely vykreslujeme grafy zobrazujici standardizovana rezidua jednot-
livych trojihelnikt pro dané modely vyhlazené kiivkou, abychom ziskali lepsi
predstavu o rozdélenich, kterymi se tato rezidua priblizné ridi. Takto popsané
grafy se nejjednodussim zptsobem daji ziskat piimo z objektu, ktery vznikne
pri odhadovani jednotlivych model v softwaru R. Neni tedy nutné vse samo-
statné vypocitavat z vyslednych odhadi, jelikoz i nami vyuzivané grafy jsou sou-
casti funkci MultiChainLadder a MultiChainLadder?. Zminované grafy muzeme
pozorovat na obrazcich 4.1, 4.2, 4.3 a 4.4. Kazda sekce grafu prislusi jednomu z
modelil a jednotlivé grafy odpovidaji danym vyvojovym trojuhelnikiim.
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Obrazek 4.1: SCL - standardizovana rezidua
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Obrézek 4.2: MCL s intercepty - standardizovand rezidua
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Residual Plot for Triangle 1 Residual Plot for Triangle 2 Residual Plot for Triangle 3
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Obrazek 4.3: GMCL bez interceptt - standardizovana rezidua
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Obrazek 4.4: GMCL s intercety - standardizovana rezidua

7 grafl je mozné usoudit, Ze nejvice nesoumérné a obecné nerovnomeérné roz-
ptylené hodnoty se obejvuji pii pouziti klasického chain ladder modelu, coz se
dalo ocekavat vzhledem k tomuto, ze zadnym zpusobem nezohlednuje korelace
mezi jednotlivymi trojihelniky. Dale se také ukazuje dilezitost pouziti interceptu.
I presto, ze model GMCL bez interceptii uvazuje slozitéjsi struktutu matice vy-
vojovych faktorti nez MCL model, nevykazuje stejné malé hodnoty standardi-
zovanych rezidui jako pravé zminény zjednoduseny GMCL model (MCL+int).
Podobné i GMCL model zahrnujici intercepty dopada z tohoto hlediska mnohem
lépe nez GMCL model neobsahujici intercepty. Pravé posledné zminovany GMCL
model s intercepty ma hodnoty rezidui obecné nejvyrovnanéjsi, a proto se alespon
z tohoto hlediska jedna o nejlepsi odhad v porovnani s ostatnimi modely.

Déle se vénujeme porovnani modeli na zékladé P/l poméru celkového tthrnu
skod za jednotlivé roky vzniku. P/I pomeér zde zna¢i podil celkovych tihrni skod
za jednotlivé roky vzniku uhrazenych (P) a vzniklych (I) skod v jednom pojist-
ném odvétvi. U tohoto kritéria vyzadujeme, aby P/I pomér byl v ¢ase co nejvice
stabilni a zaroven, aby hodnoty tohoto podilu byly blizké hodnoté sta procent.
Vychazime totiz z toho, ze odhady trojihelnikti P a I by mély byt podobné vzhle-
dem k tomu, ze odhadujeme data pro stejnd pojistna odvétvi. P/I poméry pro
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jednotlivé modely jsou rozpracovany v nasledujici tabulce 4.9.

SCL  MCL+int GMCL GMCL+int

1 99.50 99.50 99.50 99.50
2 99.49 99.49 99.49 99.49
3 99.29 99.29 99.29 99.29
4 99.20 99.20 99.20 99.20
) 99.82 99.46 99.55 99.55
6 100.43 99.64 99.69 99.69
7 103.53  102.08 99.96 99.83
8 111.23  106.73 100.29 99.87
9 122.15  111.17 100.87 99.93

10 126.15 111.37 101.88 100.07
Total 105.56 102.67 99.91 99.64

Tabulka 4.9: P/I poméry pro jednotlivé modely

7 tabulky 4.9 je zfejmé, ze zatimco u klasického chain ladder modelu dochazi
k pomérné zasadnimu rozdilu v hodnotéch odhadt P a I trojuhelniki, zbylé mo-
dely 1épe reflektuji urcity vztah mezi trojihelniky. Mazeme si vSimnout, ze jak
GMCL model zahrnujici intercepty, tak GMCL model bez intercepti je schopny
odhadovat hodnoty P/I poméra velmi blizké jedné. Lze tedy konstatovat, ze
z hlediska P/I poméru dopadly modely GMCL vyrazné 1épe, nez zjednoduseny
GMCL (MCL+int) a klasicky chain ladder (SCL) model.

Na zékladé predchazejici analyzy rezidui a P/I poméru muzeme tvrdit, Ze mo-
del, ktery dle vyse popsanych kritérii nejlépe vystihuje budouci vyvoj dat a tim pa-
dem dava nejspolehlivéjsi odhady pro nami zvolend vstupni data, je pravée GMCL
model, ktery kromé korelaci jednotlivych trojuhelniku zahrnuje i intercepty. Pravé
variabilita GMCL modelu se ukazuje byt zasadni v samotnych vypoctech, kdy je
mozné na zakladé vstupnich dat rozhodnout jakou metodu a néastroje pri vypoctu
optimalné vyuzit.
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Z.aver

V praci jsme odvodili GMCL model, ktery slouzi pro odhady rezerv v nezi-
votnim pojisténi ve vice pojistnych odvétvi najednou. To znamend, Ze muzeme
uvazovat nékolik vyvojovych trojuhelnikt a kromé samostatnych skod v jednot-
livych trojihelnicich mizeme do vypoctu zarhnout i zavisloti mezi témito troju-
helniky prostfednictvim jejich korelaci. Pro tyto tcely nejprve uvadime klasicky
chain ladder model, na jehoz zdkladu nasledné stoji model GMCL vyuzivajici
metodiky SUR, ktera umoznuje vytvaret odhady zahrnujici pravé zminéné ko-
relace mezi vyvojovymi trojihelniky. Samotné metodice SUR je také vénovana
podstatna cast prace, jelikoz tvori jadro modelu GMCL.

Déle se vénujeme zejména odvozeni praktického zapisu obecného GMCL mo-
delu, na ktery jiz mizeme ptimo aplikovat metodiku SUR. Pomoci takto defino-
vaného modelu jsme schopni obdrzet nékolik riznych druhi odhadi v zavislosti
na zpusobu jejich vypocétu. Tomuto tématu byla vénovana prevazna c¢ast kapi-
toly zabyvajici se modelem GMCL a odhady ziskanych pomoci tohoto modelu.
Na tato pozorovani navazuje kapitola zabyvajici se praktickym pouzitim GMCL
modelu.

Nakonec vénujeme vyznamnou ¢ast prace prave aplikaci GMCL modelu na re-
alnd data, kde provadime vypocty na trech riznych vyvojovych trojihelnicich
a analyzujeme vysledné celkové thrny skod a z nich plynouci rezervy IBNR.
K témto vypoctiim vyuzivame razné variace modelu GMCL, které néasledné po-
rovnavame mezi sebou a zaroven s vysledky obdrzenymi prostrednictvim klasic-
kého chain ladder modelu popsaném v prvni kapitole. Pomoci nékolika kritérii
jsme zkoumali jednotlivé modely a z vysledki této analyzy jsme zjistili, Ze nej-
presnéjsi odhady pro nami zvolena data obrdzime pri pouziti GMCL modelu,
ktery zahrnuje kromé korelaci mezi trojihelniky také intercepty v prvnich péti
vyvojovych obdobich.
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A. Priloha

A.1 Zdrojovy kéd spolu s vystupy

Tato priloha je tvorena skriptem, ve kterém ilustrujeme pouziti GMCL mo-
delu na redlnych datech. Pro vypocty zalozené na GMCL modelu vyuzivame
softwaru R, konkrétnéji knihovnu ChainLadder. Zakladni dokumentace k této
knihovné je dostupna z https: //www.rdocumentation.orq/packages/ChainLadder/
versions/0.1.5-1/topics/MultiChainLadder a rozséhlejsi dokumentaci je mozné
nalézt na strance hitps://CRAN.R-project.org/package=ChainLadder.

library(ChainLadder)

Welcome to ChainlLadder version 0.2.12
To cite package ’ChainlLadder’ in publications use:

Markus Gesmann, Daniel
Murphy, Yanwei (Wayne)
Zhang, Alessandro Carrato,
Mario Wuthrich, Fabio
Concina and Eric Dal Moro
(2021) . ChainLadder:
Statistical Methods and
Models for Claims Reserving
in General Insurance. R
package version 0.2.12.
https://CRAN.R-project.org/package=ChainLadder

To suppress this message use:
suppressPackageStartupMessages (library(ChainLadder))

Pro exportovani matic a tabulek dale vyuzivame knihovnu ztable, pomoci
které prevadime data ze softwaru R do podoby kédu v LaTexu, coz umoznuje
jednoduché preneseni vysledki do jednoduseji ¢itelné podoby.

Data a pouzité funkce

Nejprve nacteme vstupni data, kterd budeme dale v praci vyuzivat pro veskeré
vypocty. Tato nami zvolena data jsou soucasti jiz zminované knihovny ChainLad-
der a jsou totozna s témi, jez byly pouzity v praci [8]. Samotnd data nabyvaji
tvar tii rozdilnych vyvojovych trojihelniki. Prvni dva trojihelniky se tykaji po-
jisténi soukromych vozidel a posledni trojihelnik zaznamenava skody realizované
v pojisténi firemnich automobili. Prvni a posledni trojihelnik udava pocet za-
placenych ("paid', P) skod a trojihelnik druhy skod nastalych ("incurred", I).
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## Nacitand data "auto" z Chainladder knihovny

# Kumulativni
# z pojisténi
auto[[1]]
# Kumulativni
# z pojisténi
auto[[2]]

vyvojovy trojuhelnik uhrazenjych
soukromjch vozidel

Skod

vyvojovy trojihelnik nastalych Skod

soukormjch vozidel

# Kumulativni vyvojovy trojuhelnik uhrazenych Skod
# z pojisténi firemnich vozidel
auto[[3]]
## Export tabulek (matic) do Latexu
print (xtable(round(cbind(auto[[1]]),0)), file = "tbll.tex")
print (xtable(round(cbind(auto[[2]]),0)), file = "tbl2.tex")
print (xtable (round(cbind(auto[[3]]),0)), file = "tbl3.tex")
Vyvojové roky
2 3 4 5 6 7 8 9 10
Roky vzniku
1 101125 209921 266618 305107 327850 340669 348430 351193 353353 353584
2 102541 203213 260677 303182 328932 340948 347333 349813 350523
3 114932 227704 298120 345542 367760 377999 383611 385224
4 114452 227761 301072 340669 359979 369248 373325
5 115597 243611 315215 354490 372376 382738
6 127760 259416 326975 365780 386725
7 135616 262294 327086 367357
8 127177 244249 317972
9 128631 246803
10 126288

1. vyvojovy trojihelnik

Vyvojové roky

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Roky vzniku

1 325423 336426 346061 347726 350995 353598 354797 355025 354986 355363

2 323627 339267 344507 349295 351038 351583 352050 352231 352193

3 358410 386330 385684 384699 387678 387954 388540 389436

4 405319 396641 391833 384819 380914 380163 379706

5 434065 429311 422181 409322 394154 392802

6 417178 422307 413486 406711 406503

7 398929 398787 398020 400540

8 378754 361097 369328

9 351081 335507

10 329236

2. vyvojovy trojihelnik




Vyvojové roky

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Roky vzniku

1 19827 44449 61205 77398 88079 95695 99853 104789 105427 106690

2 22331 48480 68789 92356 104958 112399 115638 117415 118571

3 22533 44484 65691 88435 102044 112672 115973 118359

4 23128 51328 81542 98063 113149 121515 124347

5 25053 57220 84607 104936 117663 126180

6 30136 64767 92288 108835 121326

7 34764 69125 91354 111987

8 31803 63471 92439

9 40559 77667

10 46285

3. vyvojovy trojihelnik

Stézejnimi funkcemi dané knihovny, které budeme dale vyuzivat pro nase vy-
pocty, jsou MultiChainLadder() a MultiChainLadder2(). Tyto dvé funkce maji
neékolik vstupnich parametri. Prvnim z nich je list vyvojovych trojihelniki,
pro které vyuzivame nami zvoleny model. Model vybereme nastavenim para-
metru model. Primarné vyuzivime model GMCL, ale pro srovnani také uvadime
modely MCL (pouze diagondlni matice vyvojovych faktori), jakozto specidlni pri-
pad GMCL modelu, nebo pfi vynechéni parametru model metodu <i>SCL< /i>
(klasicky chain ladder model), ktery zanedbava zavislosti mezi jednotlivymi troju-
helniky. Déle je mozné upravit metodu odhadovani pomoci parametru fit.method.
Tento parametr je vSak automaticky jiz vhodné nastaven pro model GMCL, tj.
na metodu SUR. Z toho diivodu neni nezbytné nutné ho predefinovavat pro pou-
ziti <i>GMCL< /i> modelu. Pti aplikaci modelt jinych je tento parametr velmi
dilezity, napt. z divodu zadmérného zanedbavani korelaci. Zbylymi parametry je
mozné napr. nastavit riznd omezeni parametri nebo zadat konkrétni vyvojové
roky, ve kterych se vyskytuji intercepty. Nékteré z téchto parametrii vyuzijeme
i v této praci, ale samotny komentar k nim doplnime az pri pouziti ve vypoctech.

Model Chain ladder

Nejprve odhadneme dané vyvojové trojuhelniky pomoci klasického chain lad-
der modelu (znacime SCL, standard chain ladder). Vyuzijeme k tomu funkci
MultiChainLadder?2 s argumentem OLS, ktery zajistuje, ze odhadujeme pomoci
metody OLS a tedy budeme predikovat hodnoty skod pro jednotlivé vyvojové
trojuhelniky oddélené bez uvazovani jakychkoliv zavislosti.

## Implementace SCL modelu
scl <- MultiChainLadder2(auto, "OLS")
scl.trg <- scl$FullTriangles

## Shnruti
sumup.scl <- summary(scl) # Obecné shrnuti
X <- sumup.scl$Ultimate # Celkové Skody pro jednotlivé

# roky a trojuhelniky

y <- sumup.scl$IBNR # IBNR



## Export tabulek (matic) do
# Doplnéné trojuthelniky

print(xtable(round(cbind(scl
print (xtable(round(cbind(scl
print(xtable(round(cbind(scl
print(xtable(cbind(x)), file
print(xtable(cbind(y)), file

Latexu

.trgll111),0)), file
trgll2]1),0)), file
.trgll3]11),0)), file
"ultSCL.tex")
= "ibnrSCL.tex")

"tblscll.tex")
"tblscl2.tex")
"tblscl3.tex")

Vyvojové roky

4 ) 6 7 8

9 10

Roky vzniku

1 101125
102541
114932
114452
115597
127760
135616
127177
128631
126288

209921
203213
227704
227761
243611
259416
262294
244249
246803
250861

266618
260677
298120
301072
315215
326975
327086
317972
317291
322508

© 00 3O U Wi

—
o

Odhadnuty

305107 327850 340669
303182 328932 340948
345542 367760 377999
340669 359979 369248
354490 372376 382738
365780 386725 398772
367357 390804 402978 409628 412229
361356 384420 396395 402937 405496
360583 383598 395547 402074 404628
366512 389905 402050 408685 411281

348430 351193
347333 349813
383611 385224
373325 375696
389054 391525
405352 407927

1. trojuhelnik - SCL model

Vyvojové roky

4 5 7 3

353353 353584
3505623 350752
386801 387054
377234 377481
393128 393385
409597 409865
413917 414188
407156 407422
406285 406550
412965 413235

10

Roky vzniku

1 325423
323627
358410
405319
434065
417178
398929
378754
351081
329236

336426 346061
339267 344507
386330 385684
396641 391833
429311 422181
422307 413486
398787 398020
361097 369328
335507 335591
330202 330284

© 00~ O Uk Wi
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Odhadnuty

347726
349295
384699

350995 353598
351038 351583
387678 387954
384819 380914 380163
409322 394154 392802
406711 406503 406781
400540 398480 398752
366718 364832 365081
333219 331505 331732
327950 326263 326486

354797 355025
352050 352231
388540 389436
379706 380158
393253 393721
407248 407733
399210 399685
365500 365936
332113 332508
326861 327250

2. trojuhelnik - SCL model

354986 355363
352193 352567
389394 389807
380117 380521
393678 394096
407688 408121
399642 400066
365896 366285
332472 332825
327215 327562




Vyvojové roky

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Roky vzniku
1 19827 44449 61205 77398 88079 95695 99853 104789 105427 106690
2 22331 48480 68789 92356 104958 112399 115638 117415 118571 119991
3 22533 44484 65691 88435 102044 112672 115973 118359 119315 120744
4 23128 51328 81542 98063 113149 121515 124347 127760 128792 130335
) 25053 57220 84607 104936 117663 126180 130025 133595 134673 136287
6 30136 64767 92288 108835 121326 131167 135164 138875 139996 141673
7 34764 69125 91354 111987 127154 137468 141657 145546 146721 148478
8 31803 63471 92439 115680 131347 142001 146328 150345 151559 153374
9 40559 77667 112007 140168 159152 172061 177304 182171 183642 185842
10 46285 96340 138937 173868 197416 213429 219933 225971 227795 230524
Odhadnuty 3. trojihelnik - SCL model
Vyvojovy trojahlnik
1 2 3 14243
Rok vzniku
1 353584.00 355363.00 106690.00 815637.00
2 350752.15 352567.03 119991.46 823310.65
3 387054.02 389807.14 120743.96 897605.12
4 377481.05 380520.67 130334.85 888336.57
) 393384.94 394096.37 136286.64 923767.95
6 409864.70 408121.44 141672.92 959659.06
7 414187.75 400066.25 148478.46 962732.46
8 407422.23 366284.53 153374.49 927081.25
9 406550.25 332825.15 185842.09 925217.48
10 413234.51 327562.13 230524.09 971320.73
Total 3913515.59 3707213.70 1473938.97 9094668.26
Celkové odhadnuté thrny skod - SCL model
Vyvojovy trojahlnik
1 2 3 14243
Rok vzniku
1 0.00 0.00 0.00 0.00
2 229.15 374.03 1420.46 2023.65
3 1830.02 371.14 2384.96 4586.12
4 4156.05 814.67 5987.85 10958.57
b) 10646.94  1294.37  10106.64 22047.95
6 23139.70 1618.44 20346.92 45105.06
7 46830.75 -473.75 36491.46 82848.46
8 89450.23  -3043.47  60935.49 147342.25
9 159747.25 -2681.85 108175.09  265240.48
10 286946.51 -1673.87 184239.09  469511.73
Total 622976.59 -3400.30 430087.97 1049664.26
Odhadnuté IBNR rezervy - SCL model
Model GMCL

Tato podkapitola praktické ¢asti prace se soustieduje praveé na vypocet rezerv
za pomoci GMCL modelu. Tlustrujeme tii rizné varianty. Prvni nejjednodussi



model uvazuje pouze diagondlni matici vyvojovych faktori, zbylé dva uvazuji li-
bovolnou ¢tvercovou matici vyvojovych faktori.

Na zékladé predchazejici analyzy rezidui a P/I poméru muzeme tvrdit, ze mo-
del, ktery dle vyse popsanych kritérii nejlépe vystihuje budouci vyvoj dat a tim pa-
dem dava nejspolehlivéjsi odhady pro nami zvolend vstupni data, je pravé GMCL
model, ktery kromé korelaci jednotlivych trojihelniku zahrnuje i intercepty. Pravé
variabilita GMCL modelu se ukazuje byt zasadni v samotnych vypoctech, kdy je
mozné na zakladé vstupnich dat rozhodnout jakou metodu a néstroje pri vypoctu
optimalné vyuzit.

Pozndmka:

Dle dokumentace dochéazi v nékterych pripadech k selhani funkce MultiCha-
inLadder. Duvodem vétsinou byva nedostatek dat v poslednich vyvojovych obdo-
bich. Za takového predpokladu vrati funkce s nejvétsi pravdépodobnosti chybu,
jelikoz kovariancni matice ¥, je singularni. Abychom se takovému scénari vy-
hnuli, rozdélime si vyvojové trojihelniky na dvé oddélené matice. Na prvni ¢ast
aplikujeme model GMCL a na zbyla data poté klasickou metodu chain ladder,
kterd neuvazuje korelace mezi chybovymi ¢leny a tudiz tomuto problému pred-
chézi. To 1ze v praxi udélat manualné nebo s vyuzitim funkce MultiChainLadder2,
ktera obsahuje navic oproti funkci MultiChainLadder argument last. Tento pa-
rametr oznacuje, kolik poslednich let chceme odhadovat oddélené. Ve vypoctech
ukazeme postup jak manudlni, tak pomoci funkce MultiChainLadder?2.

Zjednoduseny GMCL model s intercepty

Prvnim a nejjednodussim GMCL modelem je takovy model, ktery uvazujeme
pouze diagondalni matici vyvojovych faktort. Jedna se o pfimé zobecnéni klasic-
kého chain ladder modelu. K tomuto modelu je ale mozné navic pridat intercepty
a odhadovat vyvojové faktory za pomoci metodiky SUR. Vyuzijeme téchto moz-
nosti a zvolime intercepty ve vyvojovych letech 1, 2, 3, 4 a 5. Tento model ziskame
volbou parametru MCL+int ve funkci MultiChainLadder?2.

## Implementace MCL Modelu s intercepty (MCL+int)
mcl <- MultiChainLadder2(auto,

last = 3,

type = "MCL+int",

fit.method = "SUR")
mcl.trg <- mcl$FullTriangles

## Shrnuti

sumup.mcl <- summary(mcl)

x <- sumup.mcl$Ultimate # Celkové Skody
y <- sumup.mcl$IBNR # IBNR

## Export tabulek (matic) do Latexu




print (xtable(round(cbind (mcl.
print(xtable(round(cbind(mcl.
print (xtable(round(cbind(mcl.

print (xtable(cbind(x)), file
print(xtable(cbind(y)), file

trgll111),0)), file
trgll2]11),0)), file
trgll311),0)), file

= "ultMCL.tex")
= "ibnrMCL.tex")

"tblmcll.tex")
"tblmcl2.tex")
"tblmcl3.tex")

3

Vyvojové roky

4

5

6

8

9

10

Roky vzniku
1
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101125 209921
102541 203213
114932 227704
114452 227761
115597 243611
127760 259416
135616 262294
127177 244249
128631 246803
126288 249184

266618
260677
298120
301072
315215
326975
327086
317972
316262
319139

305107 327850
303182 328932
345542 367760
340669 359979
354490 372376
365780 386725
367357 385946
358763 378135
357065 376592
359923 379189

340669
340948
377999
369248
382738
395514
394782
387447
385997
388436

348430
347333
383611
373325
387201
399228
398539
391634
390269
392565

351193
349813
385224
375696
389660
401763
401070
394121
392748
395059

Odhadnuty 1. trojihelnik - MCL+int model

3

Vyvojové roky

4

5

7

8

353353
350523
386801
377234
391256
403408
402712
395735
394356
396676

9

353584
350752
387054
377481
391611
403672
402975
395993
394614
396935

10

Roky vzniku
1
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325423 336426
323627 339267
358410 386330
405319 396641
434065 429311
417178 422307
398929 398787
378754 361097
351081 335507
329236 338267

346061
344507
385684
391833
422181
413486
398020
369328
344288
346554

347726 350995
349295 351038
384699 387678
384819 380914
409322 394154
406711 406503
400540 395199
369258 369290
348117 351781
350029 353365

353598
351583
387954
380163
392802
404457
393930
369802
353495
354970

354797
352050
388540
379706
392805
404249
393913
370224
354214
355662

355025
352231
389436
380158
393273
404730
394382
370665
354636
356086

Odhadnuty 2. trojuhelnik - MCL+int model

Vyvojové roky

4

5

6

7

354986
352193
389394
380117
393231
404686
394339
370624
354597
356047

355363
352567
389807
380521
393648
405116
394758
371018
354974
356425

10

Roky vzniku
1
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19827 44449
22331 48480
22533 44484
23128 51328
25053 57220
30136 64767
34764 69125
31803 63471
40559 77667
46285 88894

61205
68789
65691
81542
84607
92288
91354
92439
111604
127634

77398
92356
88435
98063
104936
108835
111987
111999
131184
147231

88079 95695 99853

104958
102044
113149
117663
121326
126097
126109
146692
163908

112399
112672
121515
126180
130702
135722
135735
157396
175513

115638
115973
124347
128758
133046
137808
137820
158364
175548

104789
117415
118359
127760
132292
136699
141591
141604
162711
180366

Odhadnuty 3. trojihelnik - MCL4+int model

105427
118571
119315
128792
133360
137802
142734
142747
164025
181823

106690
119991
120744
130335
134958
139453
144444
144457
165990
184001



Vyvojovy trojuhlnik

1 2 3 14243
Rok vzniku
1 353584.00 355363.00 106690.00 815637.00
2 350752.15 352567.03 119991.46 823310.65
3 387054.02 389807.14 120743.96 897605.12
4 377481.05 380520.67 130334.85 888336.57
5 391511.44 393648.22 134958.04 920117.71
6 403672.01 405115.97 139453.18 948241.16
7 402975.37  394757.77 144443.94 942177.07
8 395993.45 371017.96 144457.14 911468.56
9 394613.57  354973.76 165990.16 915577.49
10 396935.30 356425.27 184000.91 937361.48
Total 3854572.37 3754196.79 1391063.64 8999832.80

Celkové odhadnuté hrny skod - MCL+int model

Vyvojovy trojihlnik

1 2 3 14+2+3
Rok vzniku
1 0.00 0.00 0.00 0.00
2 229.15 374.03 1420.46 2023.65
3 1830.02 371.14 2384.96 4586.12
4 4156.05 814.67 5987.85 10958.57
5 8773.44 846.22 8778.04 18397.71
6 16947.01  -1387.03  18127.18  33687.16
7 35618.37  -5782.23  32456.94  62293.07
8 78021.45 1689.96  52018.14  131729.56
9 147810.57 19466.76  88323.16  255600.49
10 270647.30 27189.27 137715.91 435552.48
Total 564033.37 43582.79 347212.64 954828.80

Odhadnuté IBNR rezervy - MCL+int model

GMCL model bez intercepti

Volba GMCL-int oznacuje model GMCL bez interceptt a parametr last po-
sledni vyvojové roky, které odhadujeme zvlast metodou OLS. Nésledujici volbou
vyse zminénych argumentii dostaneme GMCL model bez intercepti.

## Implementace Modelu GMCL bez interceptid
full.gmcll <- MultiChainlLadder2(auto,
last = 3,
type = "GMCL-int",
fit.method = "SUR")
gmcll.trg <- full.gmcli$FullTriangles
gmcll.trg

## Shrnuti
sumup.gmcll <- summary(full.gmcll)
X <- sumup.gmcll$Ultimate # Celkové Skod

y <- sumup.gmcl1$IBNR # IBNR




## Export tabulek (matic) do Latexu

print (xtable(round(cbind(gmcll.
print (xtable(round(cbind(gmcll.
print (xtable(round(cbind(gmcll.

print (xtable(cbind(x)), file
print(xtable(cbind(y)), file

"ultGMCL1.

trgll[1]11),0)), file
trgll2]11),0)), file
trgll[311),0)), file

tex")

"ibnrGMCL1.tex")

"tblgmclll.tex")
"tblgmcll2.tex")
"tblgmcll3.tex")

Vyvojové roky
4 5

10

Roky vzniku
1

© 00~ O Uk Wi

=
s}

101125
102541
114932
114452
115597
127760
135616
127177
128631
126288

209921
203213
227704
227761
243611
259416
262294
244249
246803
237048

266618
260677
298120
301072
315215
326975
327086
317972
306294
287822

305107 327850
303182 328932
345542 367760
340669 359979
354490 372376
365780 386725
367357 386190
353291 368618
331349 341651
300366 303940

340669
340948
377999
369248
382738
395353
391609
370249
337690
292640

348430
347333
383611
373325
387384
399212
393219
369609
332725
282253

351193
349813
385224
375696
389844
401747
395717
371957
334838
284045

Odhadnuty 1. trojihelnik - GMCL-int model
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Vyvojové roky
4 5

6

7 8

353353
350523
386801
377234
391441 391696
403392 403656
397337 397597
373480 373724
336209 336429
285208 285395

353584
350752
387054
377481

9 10

Roky vzniku
1

© 00 O Ui Wi

—_
e}

325423
323627
358410
405319
434065
417178
398929
378754
351081
329236

336426 346061
339267 344507
386330 385684
396641 391833
429311 422181
422307 413486
398787 398020
361097 369328
335507 338050
290855 290805

347726
349295
384699
384819 380914
409322 394154
406711 406503
400540 402208
373402 379491
340613 345831
293245 299055

350995
351038
387678

353598
351583
387954
380163
392802
404448
397977
373412
335820
284224

354797 355025
352050 352231
388540 389436
379706 380158
392637 393105
404064 404545
396909 397382
371853 372296
332823 333220
279528 279861

Odhadnuty 2. trojihelnik - GMCL-int model

Vyvojové roky
4 5

6

7 8

354986
352193 352567
389394 389807
380117 380521
393062 393479
404501 404931
397338 397760
372255 372650
333184 333538
279830 280127

355363

9 10

Roky vzniku
1
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—
o

19827
22331
22533
23128
25053
30136
34764
31803
40559
46285

44449
48480
44484
51328
57220
64767
69125
63471
77667
87843

61205
68789
65691
81542
84607
92288
91354
92439
104362
115978

Odhadnuty 3.

77398 88079 95695 99853
112399
112672
121515
126180
131422
136947
133311
139784
144472

92356
88435
98063
104936
108835
111987
108264
115631
121422

104958
102044
113149
117663
121326
126166
121847
128651
133532

104789
117415
118359
127760
132592
137683
142376
137636
142285
144599

115638
115973
124347
129049
134004
138572
133959
138484
140736

trojuhelnik - GMCL-int model

105427
118571
119315
128792
133662
138794
143525
138747
143434
145767

106690
119991
120744
130335
135264
140457
145245
140410
145152
147513




Vyvojovy trojuhlnik

1 2 3 14243
Rok vzniku
1 353584.00 355363.00 106690.00 815637.00
2 350752.15 352567.03 119991.46 823310.65
3 387054.02 389807.14 120743.96 897605.12
4 377481.05 380520.67 130334.85 888336.57
5 391696.42 393479.27 135263.65 920439.34
6 403655.89  404930.54 140457.07  949043.50
7 397596.58 397760.37 145244.75 940601.70
8 373724.00 372650.37 140409.54 886783.91
9 336428.77  333537.58 145152.34 815118.69
10 285394.71 280127.48 147513.01 713035.20
Total 3657367.59 3660743.45 1331800.64 8649911.69

Celkové odhadnuté thrny skod - GMCL-int model

Vyvojovy trojuhlnik

1 2 3 14243
Rok vzniku
1 0.00 0.00 0.00 0.00
2 229.15 374.03 1420.46 2023.65
3 1830.02 371.14 2384.96 4586.12
4 4156.05 814.67 5987.85 10958.57
5 8958.42 677.27 9083.65 18719.34
6 16930.89  -1572.46 19131.07  34489.50
7 30239.58  -2779.63 33257.75 60717.70
8 55752.00 3322.37 47970.54  107044.91
9 89625.77  -1969.42 67485.34 155141.69
10 159106.71 -49108.52 101228.01 211226.20
Total 366828.59 -49870.55 287949.64 604907.69

Odhadnuté IBNR rezervy - GMCL-int model

GMCL model s intercepty

Nakonec uvazujeme model GMCL s intercepty v prvnivh péti vyvojovych
letech. I v tomto pripadé vyuzivame pro vypocet metodiku SUR, konkrétnéji
metodu odhadu FGLS. Tentokrat ukazeme postup s vyuzitim funkce MultiCha-
inLadder. Nejprve odhadneme parametry pro obé skupiny a poté modely spojime
a vytvorime spoleény odhad. K tomu vyuzivama funkei predict(), Mse(), Join-
FitMse(), pricemz kromé funkce predict jsou zbylé dvé zminéné soucdsti knihovny
ChainLadder. Nize popsany postup vychazi pravé z doporuceni v dokumentaci

k této knihovné.

intercepts <- 1:5

castl <- auto[, 1:7]

auto <- as(auto,"triangles")

cast2 <- autol[, 7:10]

## Implementace modelu

# Nutné pretypovat data na t¥idu
# ’triangles’

# Vybrané vyvojové roky

# obsahujici intercepty
# Prvni ¢ast dat, vyvojové roky 1 - 7
# Druh& cast dat, vavojové roky 7 - 10




gmcl21 <- MultiChainLadder(castl,
"SUR",
int = intercepts,
model = "GMCL")
gmcl22 <- MultiChainLadder(cast2, "OLS")
# Na tuto Cast je z divodu
# neregularity matice \Sigma_k
# nutné vyuzZit metodu OLS
fit.gmcl2 <- Join2Fits(gmcl21l, gmcl22)
# Spojeni dvou odhadd za ruzné
# Casové useky
pred.gmcl2 <- predict(fit.gmcl2)
# Linearni fitovani dat (Predikce
# pomoci linedrniho modelu)
mse.gmcl2 <- Mse(fit.gmcl2, pred.gmcl2)
# Funkce, kterd pocitd stredni
# Ctvercovou odchylku pro doplnény
# vyvojovy trojuhelnik a dany model
full.gmcl2 <- JoinFitMse(fit.gmcl2, mse.gmcl2)
# Konstrukce objektu,
# pro ktery jsou
# definované dalsi
# operace jako napriklad
# riznd shnuti a grafy
gmcl2.trg <- full.gmcl2$FullTriangles
# Doplnéné vyvojové trojihelniky
# - GMCL model s intercepty

sumup.gmcl2 <- summary(full.gmcl2) # Obecné shrnuti
X <- sumup.gmcl2$Ultimate # Celkové Skody
y <- sumup.gmcl2$IBNR # IBNR

## Export tabulek (matic) do latexu

print (xtable(round(cbind(gmcl2.trgl[[1]1]),0)), file
print (xtable(round(cbind(gmcl2.trg[[2]]),0)), file
print (xtable(round(cbind(gmcl2.trgl[[3]1]1),0)), file
print(xtable(cbind(x)), file = "ultGMCL2.tex")
print (xtable(cbind(y)), file = "ibnrGMCL2.tex")

"tblgmcl21.tex")
"tblgmcl22.tex")
"tblgmcl23.tex")
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Vyvojové roky

4 ) 6 7 8

9 10

Roky vzniku
1
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101125
102541
114932
114452
115597
127760
135616
127177
128631
126288

209921
203213
227704
227761
243611
259416
262294
244249
246803
241995

266618
260677
298120
301072
315215
326975
327086
317972
308037
297080

305107 327850
303182 328932
345542 367760
340669 359979
354490 372376
365780 386725
367357 390742
356405 383785
342039 373505
325543 363061

340669
340948
377999
369248
382738
395317
398131

348430 351193
347333 349813
383611 385224
373325 375696
387384 389844
399175 401711
400709 403254
390889 393057 395553
379998 380464 382881
368447 366553 368881

Odhadnuty 1. trojihelnik - GMCL model
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Vyvojové roky

4 ) 6 7 8

353353
350523
386801
377234
391441
403355
404905
397173
384449
370391

353584
350752
387054
377481
391696
403619
405170
397433
384700
370633

9 10

Roky vzniku
1
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325423
323627
358410
405319
434065
417178
398929
378754
351081
329236

336426 346061
339267 344507
386330 385684
396641 391833
429311 422181
422307 413486
398787 398020
361097 369328
335507 346978
295335 314087

347726 350995 353598 354797 355025
349295 351038 351583 352050 352231
384699 387678 387954 388540 389436
384819 380914 380163 379706 380158
409322 394154 392802 392637 393105
406711 406503 404406 404024 404506
400540 408778 405858 405007 405490
379891 400817 398059 397103 397576
363869 390118 386017 384130 384588
341499 378574 372690 369595 370036

Odhadnuty 2. trojuhelnik - GMCL model

Vyvojové roky

4 5 6 7

354986 355363
352193 352567
389394 389807
380117 380521
393062 393479
404462 404891
405446 405876
397533 397955
384546 384955
369995 370388

10

Roky vzniku
1

© 00 O Ui W N

[
o

19827
22331
22533
23128
25053
30136
34764
31803
40559
46285

44449
48480
44484
51328
57220
64767
69125
63471
77667
90652

61205
68789
65691
81542
84607
92288
91354
92439
104796
120535

77398
92356
88435
98063
104936
108835
111987
109953
121717
136387

88079 95695 99853
104958 112399 115638
102044 112672 115973
113149 121515 124347
117663 126180 129049
121326 131358 133942
126663 137655 139692
124926 136429 138274
137283 147795 148807
152904 162650 162535

104789
117415
118359
127760
132592
137618
143527
142070
152892
166996

Odhadnuty 3. trojihelnik - GMCL model

105427
118571
119315
128792
133662
138729
144686
143217 144933
154127 155973
168345 170362

106690
119991
120744
130335
135264
140391
146419



Vyvojovy trojuhlnik

1 2 3 14243
Rok vzniku
1 353584.00 355363.00 106690.00 815637.00
2 350752.15 352567.03 119991.46 823310.65
3 387054.02 389807.14 120743.96 897605.12
4 377481.05 380520.67 130334.85 888336.57
5 391696.42 393479.27 135263.65 920439.34
6 403618.95 404891.15 140391.40 948901.49
7 405169.66 ~ 405876.20 146419.13 957464.99
8 397432.57  397954.80 144932.86 940320.23
9 384699.84 384954.63 155973.09 925627.55
10 370633.31 370388.23 170361.51 911383.05
Total 3822121.97 3835802.11 1371101.91 9029025.99

Celkové odhadnuté thrny skod - GMCL model

Vyvojovy trojihlnik

1 2 3 14243
Rok vzniku
1 0.00 0.00 0.00 0.00
2 229.15 374.03 1420.46 2023.65
3 1830.02 371.14 2384.96 4586.12
4 4156.05 814.67 5987.85 10958.57
5 8958.42 677.27 9083.65 18719.34
6 16893.95 -1611.85 19065.40 34347.49
7 37812.66 5336.20 34432.13 77580.99
8 79460.57 28626.80 52493.86  160581.23
9 137896.84  49447.63 78306.09  265650.55
10 244345.31  41152.23  124076.51 409574.05
Total 531582.97 125188.11 327250.91 984021.99

Odhadnuté IBNR rezervy - GMCL model

Porovnani vysledkua
Grafy standardizovanych rezidui

Vykreslime standardizovana rezidua a prolozime kfivkou, abychom mohli de-
tailnéji pozorovat odlisnosti jednotlivych modelt. Standardizovana rezidua ozna-
cuji rezidua vydélena jejich smérodatnou odchylkou.

## Grafy standardizovanych rezidui

par (mfrow = c(1, 3)) # Volba t¥i grafu do Fadku
# SCL model

plot(scl, which.plot = 3:3, ylim = c(-2,2))

# ZjednodusSeny GMCL model

plot(mcl, which.plot = 3:3, ylim = c(-2,2))

# GMCL model bez interceptt

plot (full.gmcll, which.plot = 3:3, ylim = c(-2,2))
# GMCL model

plot(full.gmcl2,which.plot = 3:3, ylim= c(-2,2))




Standardised resicuals

Standardised residuals

Standardised residuals

Residual Plot for Triangle 1 Residual Plot for Triangle 2 Residual Plot for Triangle 3

o o —| e
° -
- o -
- = ° - e
B 8o ® - -
-
- o o - A
= )
= n ]
= =
& 2 b=
B = =
= =
= = B o E o -
- b1 @
- = =
- 5 =
o o 5 =
- [ @
B
- - 290 - -
B
=
- B
= o = =
T T T T T T T T T T T T T
200000 300000 340000 330000 420000 40000 30000 120000
Fitted Fitted Fitted
. ’ .
SCL model - standardizovana rezidua
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GMCL-int model - standardizovana rezidua



Residual Plot for Triangle 1 Residual Plot for Triangle 2 Residual Plot for Triangle 3
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GMCL model - standardizovand rezidua

Porovnani P /I pomért

V této ¢asti vytvorime tabulku odhadnutych P/I poméru celkovych vysi skod
pro jednotlivé modely. Nas odhad bude tim kvalitnéjsi, ¢im blizZe si tyto dvé hod-
noty (Skod uhrazenych a vzniklych) budou. Jinymi slovy lepsi metoda odhadu
z tohoto hlediska je takovd, jejiz P/I pomér je blize 1 (100 %). Pricemz jako
P chapeme odhadnuty trojuhelnik skod uhrazenych a jakozto I trojuhelnik skod
vzniklych.

## P/I pomér - Klasickyj Chain ladder model
loss.scl <- sumup.scl$Ultimate
# Celkové idhrn Skod (pro vSechny
# trojthelniky)
pi.scl <- loss.scl[,1]/loss.scl[,2]*100
# Podil vySi Skod trojihelnikd P a I
## P/I pomér - ZjednoduSeny GMCL model
loss.mcl <- sumup.mcl$Ultimate
# Celkové dhrn Skod (pro vSechny
# trojuhelniky)
pi.mcl <- loss.mcl[, 1]/loss.mcl[, 2]*100
# Podil vysSi Skod trojthelnikd P a I
## P/I pomér - GMCL model bez intercepti
loss.gmcll <- sumup.gmcli$Ultimate
# Celkové uhrn Skod (pro vSechny
# trojuhelniky)
pi.gmcll <- loss.gmcll[, 1]1/loss.gmcli[, 2]*100
# Podil vysi Skod trojuhelnikd P a I
## P/I pomér - GMCL model bez intercepti
loss.gmcl2 <- sumup.gmcl2$Ultimate
# Celkové tdhrn Skod (pro vSechny
# trojuhelniky)
pi.gmcl2 <- loss.gmcl2[, 1]/loss.gmcl2[, 2]*100
# Podil vySi Skod trojihelnikd P a I
## Vytvoreni tabulky
all.ratios <- cbind(pi.scl, pi.mcl, pi.gmcll, pi.gmcl2)




dimnames (all.ratios) [[2]] <- c("SCL",
"MCL+int",
"GMCL-int",
"GMCL")
ratios.table <- round(all.ratios ,2)
## Export tabulky
print(xtable(cbind(ratios.table)), file = "PI_ratios.tex")

SCL  MCL+int GMCL-int GMCL

1 99.50 99.50 99.50 99.50
2 99.49 99.49 99.49 99.49
3 99.29 99.29 99.29 99.29
4 99.20 99.20 99.20 99.20
) 99.82 99.46 99.55 99.55
6 100.43 99.64 99.69 99.69
7 103.53 102.08 99.96 99.83
8 111.23 106.73 100.29 99.87
9 122.15 111.17 100.87 99.93

10 126.15 111.37 101.88 100.07
Total 105.56 102.67 99.91 99.64

P/I poméry pro jednotlivé modely




	Úvod
	Vývojové trojúhelníky a odhad rezerv v neživotním pojištění
	Klasická chain ladder metoda
	Závislé vývojové trojúhelníky

	Metodika SUR pro soustavy ekonometrických rovnic
	Použití metodiky SUR pro závislé trojúhelníky
	Specifikace modelu
	Odhady v modelu GMCL
	Porovnání odhadů v GMCL modelu

	Aplikace na reálných datech
	Vstupní data
	Aplikace modelů
	Porovnání modelů

	Závěr
	Seznam použité literatury
	Seznam tabulek
	Příloha
	Zdrojový kód spolu s výstupy


