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Úvod
Frakcionální Brownův pohyb je náhodný proces, který zobecňuje Brownův

pohyb ve smyslu závislosti přírůstků. Brownův pohyb má přírůstky nezávislé,
kdežto frakcionální Brownův pohyb dovoluje jejich vzájemnou závislost, která je
však kontrolována Hurstovým parametrem H. Zmíněný parametr ovlivňuje také
mnoho dalších vlastností daného procesu a tato práce se zaměřuje především na
analytické vlastnosti jeho trajektorií.

Frakcionální Brownův pohyb jako první popsal ve své práci [1] Andrej Niko-
lajevič Kolmogorov v roce 1940. O jeho pojmenování se však zasloužili pánové
Benoît Mandelbrot a John Van Ness, kteří jej definovali stochastickým integrálem
a více popsali ve své knize [2]. Zároveň to byl právě Benoît Mandelbrot, který
pojmenoval parametr H podle britského hydrologa Harolda Edwina Hursta. Ha-
rold Edwin Hurst se v první polovině 20. století věnoval studii ročních přírůstků
hladiny Nilu v Egyptě, kde z dat pozoroval, že vysoké či nízké hodnoty se se-
skupují do určitých období, a snažil se odvodit optimální velikost přehrady. Více
informací lze nalézt v Hurstově článku [3].

Trajektorie frakcionálního Brownova procesu se objevují v mnoha praktic-
kých odvětvích. Kromě zmíněných přírodních jevů (hladina řeky Nilu, intenzita
slunečního záření) je můžeme nalézt také v datech finančních či v telekomunikaci.
Konkrétnější příklad lze nalézt v článku [4].

Práce se zabývá hlavně důkazem zákona iterovaného logaritmu. Ve většině do-
stupné literatury je tento výsledek pouze citován, a to z knihy Miguela Arconese
[5], která nabízí pohled funkcionální analýzy. Cílem práce je tedy zpracovat tento
důkaz podrobně, a to podle knihy [6], která nabízí poměrně přímočarý postup
s využitím Borel-Cantelliho lemmatu, ale některé kroky jsou přeskočeny či nevy-
světleny.

V první kapitole práce se seznámíme se základními pojmy a definujeme nej-
prve Brownův pohyb. Následně v druhé kapitole zavedeme samotný frakcionální
Brownův pohyb a odvodíme korelaci mezi jeho přírůstky a vlastnost soběpo-
dobnosti. V třetí kapitole se zabýváme přímo analytickými vlastnostmi trajekto-
rií. Nejprve s využitím Kolmogorovovy-Čencovovy věty ukážeme jejich spojitost
a poté už následuje část věnovaná podrobnému důkazu zákona iterovaného lo-
garitmu. V poslední části třetí kapitoly uvádíme provedené simulace, ilustrující
limitní chování trajektorií, a také využití zákona iterovaného logaritmu v důkazu
nediferencovatelnosti trajektorií frakcionální Brownova pohybu.
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1. Základní pojmy
1.1 Náhodné procesy

Než se dostaneme k samotnému frakcionálnímu Brownovu procesu a vlast-
nostem jeho trajektorií, je zapotřebí definovat některé základní pojmy z teorie
pravděpodobnosti a náhodných procesů. Uvedené definice jsou čerpány přede-
vším z učebnice [7].

Definice 1.1. Nechť (Ω,A, P ) je pravděpodobnostní prostor a T ⊆ R. Pak
množinu náhodných veličin {Xt, t ∈ T} definovaných na (Ω,A, P ) s hodnotami
v R nazveme náhodným procesem.
Pro pevné ω ∈ Ω nazýváme funkci X(·)(ω) : T → R, t ↦→ Xt(ω), trajektorií
náhodného procesu.

Definice 1.2. Nechť {Xt, t ∈ T} je náhodný proces takový, že pro každé t ∈ T
existuje střední hodnota EXt. Pak funkci µt : T → R, t ↦→ EXt, nazýváme
střední hodnota náhodného procesu. Proces, jehož střední hodnota je identicky
rovna nule, se nazývá centrovaný.

Definice 1.3. Pokud {Xt, t ∈ T} je náhodný proces takový, že pro každé t ∈ T je
druhý moment konečný, tj. E |Xt|2 < ∞, pak funkci R : T × T → R definovanou
předpisem

R(s , t) = E[(Xs − µs)(Xt − µt)]

nazýváme autokovarianční funkcí náhodného procesu. Hodnota R(t, t) se nazývá
rozptyl procesu v čase t.

Definice 1.4. Konečně rozměrné rozdělení náhodného procesu {Xt, t ∈ T} je
rozdělení náhodného vektoru (Xt1 , . . . , Xtk

)⊤ pro nějaké k ∈ N a t1, . . . , tk ∈ T .

Definice 1.5. Náhodný proces {Xt, t ∈ T} se nazývá gaussovský, pokud pro
každé n ∈ N a t1, . . . , tn ∈ T , má vektor (Xt1 , . . . , Xtn)⊤ n-rozměrné normální
rozdělení Nn(mt,Vt), kde mt = (EXt1 , . . . ,EXtn)⊤ a

Vt =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
varXt1 cov(Xt1 ,Xt2) . . . cov(Xt1 ,Xtn)

cov(Xt2 ,Xt1) varXt2 . . . cov(Xt2 ,Xtn)
... ... . . . ...

cov(Xtn ,Xt1) cov(Xtn ,Xt2) . . . varXtn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Věta 1.1. Rozdělení náhodného procesu {Xt, t ∈ T} je určeno všemi jeho konečně
rozměrnými rozděleními.

Důkaz. Důkaz lze nalézt například v knize [8, I.10.1 strana 83].

Konečně rozměrná rozdělení gaussovského náhodného procesu jsou určena
střední hodnotou a autokovarianční funkcí. Této vlastnosti budeme často využí-
vat.

3



1.2 Brownův pohyb
Frakcionální Brownův pohyb je zobecněním Brownova pohybu. Shodují se

v mnoha užitečných vlastnostech, proto jej v této části zavádíme. Více informací
o Brownově pohybu lze získat v knize [9, kapitola 2].

Definice 1.6 (Brownův pohyb). Brownův pohyb (Wienerův proces) je náhodný
proces B = {Bt, t ≥ 0} splňující následující vlastnosti:

1. B0 = 0 skoro jistě a {Bt, t ≥ 0} má spojité trajektorie.

2. {Bt, t ≥ 0} má nezávislé přírůstky. Tedy pro každé n ∈ N a každé časy 0 ≤
t1 < t2 < . . . < tn jsou náhodné veličiny Bt1 , Bt2 − Bt1 ,Bt3 − Bt2 , . . . ,Btn −
Btn−1 nezávislé.

3. Pro každé 0 ≤ t < s má Bs − Bt normální rozdělení s nulovou střední
hodnotou a rozptylem rovným s− t.

Speciálně platí pro t ≥ 0, že Bt má normální rozdělení s EBt = 0 a varBt = t.

Odvodíme zde ještě autokovarianční funkci Brownova procesu, která se nám
následovně bude hodit v souvislosti s frakcionální verzí.
Poznámka. Autokovarianční funkce Brownova procesu je

E[BtBs] = min(s, t), s, t ≥ 0.

Důkaz. Nechť 0 ≤ s < t, počítejme

E[BtBs] = E[(Bs + (Bt −Bs))Bs] = E[BsBs] + E[(Bt −Bs)Bs] = varBs = s,

kde jsme využili nezávislosti náhodných veličin Bt − Bs a Bs spolu s vlastností
Bs ∼ N(0, s), kde symbolem ∼ budeme značit, že náhodná veličina má následu-
jící rozdělení. Obě tyto vlastnosti plynou z definice 1.6.
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2. Frakcionální Brownův pohyb
2.1 Souvislost s Brownovým pohybem

Základním pojmem celé práce je frakcionální Brownův pohyb, který je zobec-
něním již zmíněného Brownova pohybu přidáním parametru do autokovarianční
funkce. Nyní jej definujeme.

Definice 2.1 (Frakcionální Brownův pohyb). Frakcionální Brownův pohyb je
spojitý centrovaný gaussovský náhodný proces {BH

t , t ≥ 0} s autokovarianční
funkcí

E[BH
t B

H
s ] = 1

2(t2H + s2H − |t− s|2H), s, t ≥ 0. (2.1)

Parametr H ∈ (0, 1) nazýváme Hurstův parametr nebo Hurstův exponent.

Fakt, že centrovaný gaussovský náhodný proces s autokovarianční funkcí (2.1)
existuje, plyne z důsledku Daniell-Kolmogorovovy věty, viz [10, věta 12.1.3],
a toho, že pro H ∈ (0, 1) je funkce

f(s, t) = 1
2(t2H + s2H − |t− s|2H), s, t ≥ 0

pozitivně semidefinitní. To je dokázáno například v knize [11, strana 9].

Skutečnost, že opravdu existuje takový náhodný proces, který má zároveň
spojité trajektorie skoro jistě následně ukazuje Kolmogorovova-Čencovova věta.
Tu uvádíme v třetí kapitole.

Hurstův parametr je velice důležitým parametrem pro základní vlastnosti frak-
cionálního Brownova pohybu, a to například pro korelaci mezi přírůstky, jak bude
blíže ukázáno v následující sekci.

Pro případH = 1
2 splývá frakcionální Brownův pohyb s Brownovým pohybem,

což zanedlouho ukážeme. Dokážeme nejdříve následující dvě lemmata o základ-
ních vlastnostech frakcionálního Brownova pohybu.

Lemma 2.1. Nechť {BH
t , t ≥ 0} je frakcionální Brownův pohyb, pak platí

BH
t ∼ N(0, t2H), t ≥ 0.

Důkaz. Z gaussovskosti frakcionálního Brownova pohybu získáváme, že BH
t má

normální rozdělení, zbývá určit jeho střední hodnotu a rozptyl. Platí EBH
t = 0 a

varBH
t = E[BH

t B
H
t ] = 1

2(t2H + t2H − |t− t|2H) = t2H ,

tedy BH
t ∼ N(0, t2H), což jsme chtěli dokázat. Speciálně pro t = 0 dostáváme, že

BH
0 = 0 skoro jistě.
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Lemma 2.2. Frakcionální Brownův pohyb {BH
t , t ≥ 0} má stacionární přírůstky,

tedy pro s, t ≥ 0 platí
BH

t+s −BH
s

D= BH
t ,

kde symbol D= značí rovnost náhodných veličin v distribuci.

Důkaz. Mějme s, t ≥ 0. Pak z gaussovskosti frakcionálního Brownova pohybu
mají BH

t+s −BH
s i BH

t normální rozdělení. Zbývá ověřit rovnost středních hodnot
a rozptylů. Platí

E[BH
t+s −BH

s ] = EBH
t+s − EBH

s = 0 = EBH
t

Zároveň dostáváme
E[(BH

t+s −BH
s )(BH

t+s −BH
s )] = E[BH

t+sB
H
t+s] − 2 E[BH

t+sB
H
s ] + E[BH

s B
H
s ]

= 1
2[(t+ s)2H + (t+ s)2H ] − (t+ s)2H − s2H + t2H

+ 1
2[s2H + s2H ]

= t2H = E[BH
t B

H
t ] = varBH

t ,

kde předposlední rovnost plyne z lemmatu 2.1. Jelikož platí

E[(BH
t+s −BH

s )(BH
t+s −BH

s )] = var(BH
t+s −BH

s )

a normální rozdělení je jednoznačně určeno střední hodnotou a rozptylem, tak
dostáváme rovnost daných náhodných veličin v distribuci.

Věta 2.3. Nechť {BH
t , t ≥ 0} je frakcionální Brownův pohyb. Pokud H = 1

2 , pak
je {BH

t , t ≥ 0} Brownův pohyb z definice 1.6.

Důkaz. Chceme ukázat, že Brownův pohyb je gaussovský a že se s frakcionálním
pro H = 1

2 rovnají ve středních hodnotách a autokovarianční funkci, zbytek plyne
z věty 1.1. Pro důkaz gaussovskosti Brownova pohybu mějme libovolné n ∈ N
a časy 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn. Chceme dokázat, že vektor (Bt1 , . . . , Btn)⊤

má n-rozměrné normální rozdělení, což je ekvivalentní s tím, že libovolná lineární
kombinace Y = c1Bt1 +. . .+cnBtn , c1, . . . , cn ∈ R má normální rozdělení. Lineární
kombinaci můžeme přepsat jako

Y =
n∑︂

i=1
ciBti

=
n∑︂

i=1

⎛⎝ n∑︂
j=i

cj

⎞⎠ (Bti
−Bti−1).

Nyní už jde z definice Brownova pohybu o součet nezávislých normálně rozdě-
lených veličin, tedy jde o náhodnou veličinu s normálním rozdělením. Proto je
Brownův pohyb gaussovský proces. Jelikož z definice jsou oba sledované procesy
centrované, tak zbývá ověřit rovnost autokovariančních funkcí. Pro H = 1/2 do-
stáváme následující tvar autokovarianční funkce frakcionálního Brownova pohybu

E[B
1
2
t B

1
2
s ] = 1

2(t+ s− |t− s|) = min(s, t), s, t ≥ 0.

Z poznámky za definicí Brownova pohybu 1.6 získáváme rovnost autokovarianč-
ních funkcí, tedy s využitím věty 1.1 i platnost tvrzení.
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2.2 Korelace přírůstků
Ukážeme, jak s korelací přírůstků souvisí Hurstův parametr frakcionálního

Brownova pohybu. Rozdělíme interval (0, 1) na několik podmnožin se společnými
vlastnostmi. Konkrétně:

Pro H ∈ (0, 1/2) jsou přírůstky záporně korelované.
Pro H = 1/2 jsou přírůstky nezávislé (a tedy nekorelované).
Pro H ∈ (1/2, 1) jsou přírůstky kladně korelované.

Tuto vlastnost nyní ukážeme. V důkazu jsou využity myšlenky ze článku [12,
strana 28].

Věta 2.4. Nechť {BH
t , t ≥ 0} je frakcionální Brownův pohyb a pro 0 ≤ t1 < t2 <

t3 < t4 označme kovarianci mezi přírůstky

ρH := E[(BH
t2 −BH

t1 )(BH
t4 −BH

t3 )].

Pak platí ρH < 0 pro H ∈ (0, 1/2) a ρH > 0 pro H ∈ (1/2, 1).

Důkaz. Mějme t1, t2, t3, t4 jako v tvrzení a počítejme:

E[(BH
t2 −BH

t1 )(BH
t4 −BH

t3 )] =
= E[BH

t2B
H
t4 ] − E[BH

t2B
H
t3 ] − E[BH

t1B
H
t4 ] + E[BH

t1B
H
t3 ]

= 1
2(t2H

2 + t2H
4 − |t2 − t4|2H) − 1

2(t2H
2 + t2H

3 − |t2 − t3|2H)

− 1
2(t2H

1 + t2H
4 − |t1 − t4|2H) + 1

2(t2H
1 + t2H

3 − |t1 − t3|2H)

= 1
2(−|t2 − t4|2H + |t2 − t3|2H + |t1 − t4|2H − |t1 − t3|2H).

Z toho, že 0 ≤ t1 < t2 < t3 < t4, získáváme

E[(BH
t2 −BH

t1 )(BH
t4 −BH

t3 )] =

= −1
2[(t4 − t2)2H − (t4 − t1)2H ] + 1

2[(t3 − t2)2H − (t3 − t1)2H

= H
∫︂ t2

t1
(t4 − x)2H−1 dx−H

∫︂ t2

t1
(t3 − x)2H−1 dx

= (2H − 1)H
∫︂ t2

t1

∫︂ t4

t3
(y − x)2H−2 dy dx.

Protože funkce f(x, y) = y− x je pro x ∈ (t1, t2), y ∈ (t3, t4) všude kladná, neboť
platí 0 ≤ t1 < t2 < t3 < t4. Proto∫︂ t2

t1

∫︂ t4

t3
(y − x)2H−2 dy dx > 0.

Zároveň pro H ∈ (0, 1/2) je (2H − 1)H < 0, tedy E[(BH
t2 − BH

t1 )(BH
t4 − BH

t3 )] < 0
a pro H ∈ (1/2, 1) je (2H − 1)H > 0, tedy E[(BH

t2 − BH
t1 )(BH

t4 − BH
t3 )] > 0, což

jsme chtěli dokázat.
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Tato vlastnost má spolu s dalšími ukázanými v následujících sekcích vliv
na podobu trajektorií frakcionálního Brownova pohybu. Na obrázku 2.1 jsou vy-
obrazeny tři realizace frakcionálního Brownova pohybu pro různé volby Hurstova
parametru. Můžeme pozorovat, že v závislosti na tom, zda je H rovno 1/2, z in-
tervalu (0, 1/2), či z intervalu (1/2, 1), tak se vlastnosti frakcionálního Brownova
pohybu liší. Tomuto faktu se budeme věnovat dále i v následující kapitole. Tra-
jektorie byly vytvořeny s pomocí dostupné knihovny „fbm“ v programovacím
jazyku Python.
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Obrázek 2.1: Trajektorie frakcionálního Brownova pohybu pro různé volby Hurs-
tova parametru.

2.3 Soběpodobnost
Definice 2.2. Buď H ∈ (0, 1). Náhodný proces X = {Xt, t ≥ 0} je H-soběpodob-
ný, pokud

{Xat, t ≥ 0} fidi= {aHXt, t ≥ 0}

pro každé a > 0, kde fidi= znamená rovnost všech konečně rozměrných rozdělení.

Věta 2.5. Frakcionální Brownův pohyb {BH
t , t ≥ 0} je H-soběpodobný.

Důkaz. Frakcionální Brownův pohyb je gaussovský, tedy pro konečnou posloup-
nost 0 ≤ t1, . . . , tn, n ∈ N mají vektory (BH

at1 , . . . , B
H
atn

)⊤ a (aHBH
t1 , . . . , a

HBH
tn

)⊤

n-rozměrné normální rozdělení. Ukážeme, že tato rozdělení se rovnají ve střední
hodnotě a varianční matici, a využijeme větu 1.1. Z definice frakcionálního Brow-
nova pohybu platí následující rovnost

E(BH
at1 , . . . , B

H
atn

)⊤ = 0 = E(aHBH
t1 , . . . , a

HBH
tn

)⊤.

Zbývá tedy ověřit rovnost variančních matic, k čemuž stačí ukázat, že pro každé
i, j ∈ {1, . . . , n} platí E[BH

ati
BH

atj
] = E[aHBH

ti
aHBH

tj
]. Počítejme tedy z definice:

E[BH
ati
BH

atj
] = 1

2(ati2H + atj
2H − |ati − atj|2H)

= 1
2a

2H(t2H
i + t2H

j − |ti − tj|2H)

= a2H E[BH
ti
BH

tj
]

= E[aHBH
ti
aHBH

tj
].
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Z toho tedy plyne, že BH
at a aHBH

t se rovnají ve všech konečně rozměrných roz-
děleních, tedy z věty 1.1 platí {BH

at , t ≥ 0} fidi= {aHBH
t , t ≥ 0}, takže frakcionální

Brownův pohyb {BH
t , t ≥ 0} je H-soběpodobný.
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3. Trajektorie a jejich vlastnosti
3.1 Spojitost

Základní vlastností trajektorií náhodných procesů je jejich spojitost. Jelikož
Brownův pohyb má spojité trajektorie, tak je přirozené očekávat toto i od jeho
frakcionální verze. Kromě spojitosti ukážeme také silnější vlastnost – hölderov-
skost.

Definice 3.1. Náhodný proces Y je modifikací náhodného procesu X, pokud pro
každé t ≥ 0 platí rovnost

P(Xt = Yt) = 1.

Základním výsledkem, se kterým budeme v této kapitole pracovat, je Kol-
mogorovova-Čencovova věta, která nám dává postačující podmínku pro existenci
modifikace náhodného procesu se skoro jistě lokálně hölderovskými trajektoriemi.
Začneme tedy její formulací.

Věta 3.1. Nechť {Xt, 0 ≤ t ≤ T} je náhodný proces a pro nějaké kladné konstanty
α, β a C platí

E|Xt −Xs|α ≤ C|t− s|1+β, 0 ≤ s, t ≤ T. (3.1)
Pak existuje spojitá modifikace ˜︂X = {˜︂Xt, 0 ≤ t ≤ T} náhodného procesu X, která
je skoro jistě lokálně hölderovská řádu γ pro každé γ ∈ (0, β/α) ve smyslu

P

⎛⎜⎜⎝ω : sup
0<|t−s|<h(ω)

s,t∈[0,T ]

|˜︂Xt(ω) − ˜︂Xs(ω)|
|t− s|γ

≤ δ

⎞⎟⎟⎠ = 1,

kde h je skoro jistě kladná náhodná veličina a δ > 0 je vhodná konstanta.

Důkaz. Důkaz je uveden v knize [9, věta 2.8].

Tuto větu můžeme aplikovat i na frakcionální Brownův pohyb, kde je pod-
mínka splněna díky soběpodobnosti tohoto procesu a stacionaritě přírůstků. Zís-
káváme tedy následující důsledek.

Věta 3.2. Frakcionální Brownův pohyb {BH
t , t ≥ 0} má pro 0 < H < 1 spojitou

modifikaci, která je skoro jistě lokálně hölderovská řádu γ pro γ ∈ (0, H).

Důkaz. Potřebujeme ověřit předpoklad Kolmogorovovy-Čencovovy věty. Díky
stacionaritě přírůstků z lemmatu 2.2 a soběpodobnosti z věty 2.5 získáváme

E[|BH
t −BH

s |α] = E[|BH
t−s|α] = E[|(t− s)HBH

1 |α] = |t− s|αHKα,

kde Kα je α-tý absolutní moment náhodné veličiny s normálním rozdělením
N(0, 1). Pak pro libovolné α>1/H dostáváme z Kolmogorovovy-Čencovovy věty
3.1 existenci spojité modifikace, která je skoro jistě lokálně hölderovská řádu
γ ∈ (0, H − 1/α). Na závěr vezmeme-li α dostatečně veliké, tak dostáváme tvr-
zení.
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3.2 Zákon iterovaného logaritmu
Zákon iterovaného logaritmu udává limitní chování, přesněji nejmenší možný

interval, který pro velké časy obsahuje všechny možné hodnoty trajektorií frak-
cionálního Brownova pohybu skoro jistě. Základem celé této části je zákon itero-
vaného logaritmu pro Brownův pohyb.

Věta 3.3. Nechť {Bt, t ≥ 0} je Brownův pohyb, pak s pravděpodobností 1 platí

lim sup
t ↘ 0

|Bt|√︂
2t log log (1/t)

= 1.

Důkaz. Důkaz lze nalézt v knize [9, věta 9.23]

Přirozenou otázkou je, zda obdoba této věty platí také pro frakcionální Brow-
nův pohyb. Ukazuje se, že opravdu lze odvodit podobné tvrzení. Avšak než se
k němu dostaneme, formulujeme několik pomocných lemmat. Většina následu-
jících důkazů vychází z knihy [6, strany 590–593]. Doplňujeme je o pomocná
lemmata a objasnění vysvětlující v knize neokomentované části důkazů.

Hlavním nástrojem důkazu bude Borel-Cantelliho lemma.

Lemma 3.4.
• (Cantelli) Je-li {An} posloupnost jevů takových, že ∑︁∞

n=1 P(An) < ∞, pak

P(lim sup
n −→ ∞

An) = 0.

• (Borel) Nechť je {An} posloupnost nezávislých jevů. Pak

P(lim sup
n −→ ∞

An) = 0, je-li
∞∑︂

n=1
P(An) < ∞,

P(lim sup
n −→ ∞

An) = 1, je-li
∞∑︂

n=1
P(An) = ∞.

Důkaz. Důkaz lze nalézt například v knize [10, věta 8.3.4]

V rámci dalších důkazů budeme potřebovat také následující lemma označo-
vané jako Slepianovo.

Lemma 3.5 (Slepian lemma). Nechť X = (X1, . . . , Xn)⊤, Y = (Y1, . . . , Yn)⊤

jsou reálné náhodné vektory s normálním rozdělením splňující EX = EY = 0,
EX2

i = EY 2
i , i = 1, . . . , n a EXiXj ≤ EYiYj pro i ̸= j. Pak pro libovolná reálná

čísla u1, . . . , un

P
(︄

n⋂︂
i=0

{Xi ≤ ui}
)︄

≤ P
(︄

n⋂︂
i=0

{Yi ≤ ui}
)︄
.

Důkaz. Důkaz tvrzení lze nalézt v knize [13, důsledek 3.12].

Během výpočtů se nám budou hodit odhady distribuční a komplementární dis-
tribuční funkce normálního rozdělení N(0, 1). Nejprve uvedeme horní a následně
dolní odhad.
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Lemma 3.6. Pro komplementární chybovou funkci

erfc(x) = 2√
π

∫︂ ∞

x
e−t2

dt, x ≥ 0,

platí
erfc(x) ≤ e−x2

, x ≥ 0.

Důkaz. Důkaz je v ještě obecnější verzi uveden v článku [14, věta 1].

Jelikož komplementární chybová funkce úzce souvisí s distribuční funkcí nor-
málního rozdělení N(0, 1), dá se uvedené lemma přeformulovat následovně.

Důsledek 3.6.1. Nechť X je náhodná veličina s normálním rozdělením N(0, 1).
Pak platí

P(X ≤ x) ≤ 1
2e

− x2
2 , x < 0, (3.2)

P(X ≥ x) ≤ 1
2e

− x2
2 , x > 0. (3.3)

Důkaz. Mějme náhodnou veličinu X z tvrzení a počítejme nejprve pro x < 0
s využitím substituce t = −

√
2y:

P (X ≤ x) = 1√
2π

∫︂ x

−∞
e− t2

2 dt = − 1√
π

∫︂ − x√
2

∞
e−y2

dy = 1
2 erfc

(︄
− x√

2

)︄
.

Jelikož − x√
2 > 0, tak z lemmatu 3.6 dostáváme nerovnost (3.2).

Obdobně pro x > 0 platí s využitím substituce t =
√

2y:

P (X ≥ x) = 1√
2π

∫︂ ∞

x
e− t2

2 dt = 1√
π

∫︂ ∞

x√
2

e−y2
dy = 1

2 erfc
(︄
x√
2

)︄
.

Zároveň x√
2 > 0, tedy z lemmatu 3.6 dostáváme nerovnost (3.3).

Kromě uvedeného horního odhadu budeme potřebovat i odhad spodní, který
následuje.

Lemma 3.7. Nechť x ≥ 0, pak platí

x

1 + x2 e
− x2

2 ≤
∫︂ ∞

x
e− t2

2 dt.

Důkaz. Označme

f(x) =
∫︂ ∞

x
e− t2

2 dt− x

1 + x2 e
− x2

2 , x ∈ R,

a ukážeme, že f(x) ≥ 0 pro každé x ≥ 0. Dosazením x = 0 dostáváme

f(0) =
∫︂ ∞

0
e− t2

2 dt > 0.
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Zároveň pro každé x ∈ R platí

f ′(x) = −2 e− x2
2

(1 + x2)2 < 0,

tedy funkce f je klesající. Jelikož máme

lim
x→∞

f(x) = 0,

tak pro x ≥ 0 dostáváme f(x) ≥ 0, z čehož plyne tvrzení lemmatu.

Lemma 3.8. Nechť {ξk}k≥1 je gaussovská posloupnost náhodných veličin se střed-
ní hodnotou 0, rozptylem 1 a vlastností, že pro nějaké 0 < θ < 1/2 platí

lim sup
n −→ ∞

max{E [ξkξm] : k,m ∈ (n, 2n], k ̸= m} < θ.

Pak s pravděpodobností 1 platí

lim sup
k −→ ∞

ξk√
2 log k

≥ 1 − 2θ.

Důkaz. Využijeme Borel-Cantelliho lemma, proto nejdříve ukážeme, že

∑︂
n≥1

P
(︃

max
2n<k≤2n+1

ξk√
2 log k

< 1 − 2θ
)︃
< ∞.

Nechť {η, ηk}k≥1 je posloupnost nezávislých náhodných veličin s nulovou střední
hodnotou takových, že E η2 = θ a E η2

k = 1 − θ pro každé k ≥ 1. Nechť N ∈ N je
takové, že pro každé n ≥ N už platí

max{E [ξkξm] : 2n < k,m ≤ 2n+1, k ̸= m} < θ.

Nechť n ≥ N , pak s využitím nezávislosti {η, ηk}k≥1 získáváme

E [ξkξm] ≤ θ = E [(η + ηk)(η + ηm)]

pro 2n < k,m ≤ 2n+1, k ̸= m. Zároveň E ξ2
k = 1 = E [η + ηk]2. Ze Slepianova

lemmatu 3.5 máme

P
(︃

max
2n<k≤2n+1

ξk√
2 log k

≤ 1 − 2θ
)︃

≤

≤ P
(︃

max
2n<k≤2n+1

ξk ≤ (1 − 2θ)
√︂

2 log 2n+1
)︃

≤ P
(︃
η + max

2n<k≤2n+1
ηk ≤ (1 − 2θ)

√︂
2 log 2n+1

)︃
≤ P

(︂
η ≤ −θ

√︂
2 log 2n+1

)︂
+
(︃

P
(︂
η1 ≤ (1 − θ)

√︂
2 log 2n+1

)︂)︃2n

,

kde jsme v poslední nerovnosti využili toho, že {ηk}k≥1 je posloupnost nezávislých
náhodných veličin se stejným rozdělením. Nyní odhadneme každý člen zvlášť.
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Z toho, že η/
√
θ má normální rozdělení N(0, 1), pak s využitím důsledku 3.6.1

dostáváme

P
(︃
η√
θ

≤ −
√︂

2θ log 2n+1
)︃

≤ exp

⎧⎨⎩−

⎛⎝
√︂

2θ log 2n+1
√

2

⎞⎠2⎫⎬⎭ = 2−θ(n+1). (3.4)

Pro 0 < x < 1 platí 1 − x < e−x, tedy pro druhý člen dostáváme(︃
P
(︂
η1 ≤ (1 − θ)

√︂
2 log 2n+1

)︂)︃2n

=

=
(︄

1 − P
(︄

η1√
1 − θ

≥
√︂

2(1 − θ) log 2n+1

)︄)︄2n

≤ exp
{︄

− P
(︄

η1√
1 − θ

≥
√︂

2(1 − θ) log 2n+1

)︄
2n

}︄
. (3.5)

Zároveň podobně jako výše η1/
√

1 − θ má normální rozdělení N(0, 1), tedy s vy-
užitím lemmatu 3.7 získáváme

P
(︃

η1√
1 − θ

≥
√︂

2(1 − θ) log 2n+1
)︃

≥

≥ exp{−(1 − θ)(n+ 1) log 2}√
2π(2(1 − θ)(n+ 1) log 2 + 1)

√︂
2(1 − θ)(n+ 1) log 2.

Z toho existuje konečná konstanta C(θ) závislá pouze na θ taková, že pro n
dostatečně velké dostáváme s využitím nerovnosti (3.5) odhad(︃

P
(︂
η1 ≤ (1 − θ)

√︂
2 log 2n+1

)︂)︃2n

≤

≤ exp
{︄

− P
(︄

η1√
1 − θ

≥
√︂

2(1 − θ) log 2n+1

)︄
2n

}︄

≤ exp
{︄

− C(θ)2(θ−1)n
√
n+ 1

2n

}︄
= exp

{︄
− C(θ)2θn

√
n+ 1

}︄
. (3.6)

Z nerovností (3.4) a (3.6) dostáváme

∑︂
n≥1

P
(︃

max
2n<k≤2n+1

ξk√
2 log k

< 1 − 2θ
)︃

≤

≤
∑︂
n≥1

P
(︂
η ≤ −θ

√︂
2 log 2n+1

)︂
+
∑︂
n≥1

(︃
P
(︂
η1 ≤ (1 − θ)

√︂
2 log 2n+1

)︂)︃2n

≤
∑︂
n≥1

2−θ(n+1) +
∑︂
n≥1

exp
{︃

− C(θ)2θn

√
n+ 1

}︃
.

Jelikož obě tyto řady z podílového kritéria konvergují, tak máme
∑︂
n≥1

P
(︃{︃

max
2n<k≤2n+1

ξk√
2 log k

< 1 − 2θ
}︃)︃

< ∞.

Z Borel-Cantelliho lemmatu pak už získáváme tvrzení.
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Lemma 3.9. Nechť x ∈ (0, 1), potom platí

xa + x−a − (x−1 − x)a ≤

⎧⎨⎩xa + ax2−a, 1 < a < 2,
2xa, 0 < a ≤ 1.

Důkaz. Nejprve dokážeme případ, kdy 1 < a < 2. Počítejme:

xa + x−a − (x−1 − x)a ≤ xa + ax2−a (3.7)
x−a − (x−1 − x)a ≤ ax2−a

x−a(1 − (1 − x2)a) ≤ ax2−a

1 − (1 − x2)a ≤ ax2

Chceme tedy dokázat 0 ≤ ax2 − (1 − (1 − x2)a). Označme

f(x) = ax2 − (1 − (1 − x2)a),

pak platí f(0) = 0. Ukážeme, že pro 1 < a < 2 je f neklesající na intervalu (0, 1).
Platí

f ′(x) =
(︂
ax2 −

(︂
1 − (1 − x2)a

)︂)︂′

= 2ax−
(︂
−a(1 − x2)a−1(−2x)

)︂
= 2ax− 2ax(1 − x2)a−1

= 2ax
(︂
1 − (1 − x2)a−1)︂

.

Pro x ∈ (0, 1) je 0 < (1 − x2) < 1, tedy máme 0 < (1 − x2)a−1
< 1, neboť

1 < a < 2, zároveň platí 2ax ≥ 0. Z toho dostáváme f ′(x) ≥ 0, x ∈ (0, 1), což
spolu s f(0) = 0 dává 0 ≤ ax2 − (1 − (1 − x2)a), a tedy platí (3.7).

Nyní ukážeme nerovnost z tvrzení pro případ 0 < a ≤ 1. Počítejme

xa + x−a − (x−1 − x)a ≤ 2xa (3.8)
x−a − (x−1 − x)a ≤ xa

x−a(1 − (1 − x2)a) ≤ xa

Protože 0 < a ≤ 1, tak 1 − (1 − x2)a ≤ 1 − (1 − x2) = x2 , tedy máme

x−a(1 − (1 − x2)a) ≤ x2−a.

Stačí proto dokázat x2−a ≤ xa. Platí x2−a = xa pro x = 0 a x = 1. Zároveň
x ↦→ x2−a je konvexní, neboť

(x2−a)′′ =
(︂
(2 − a)x1−a

)︂′

= (2 − a)(1 − a)x−a ≥ 0

a x ↦→ xa je konkávní, neboť

(xa)′′ = (axa−1)′

= a(a− 1)xa−2 ≤ 0.

Z toho získáváme x2−a ≤ xa, x ∈ (0, 1), tedy platí (3.8).
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Nyní uvedeme lemma, které zobecňuje tvrzení důsledku 3.6.1 pro frakcionální
Brownův pohyb.

Lemma 3.10. Nechť S je interval [0, 1] a {BH
t , t ≥ 0} je frakcionální Brownův

pohyb. Pro δ ∈ (0, 1] označme S(δ) := [0, δ] a σ2
δ := sup{E(BH

t )2 : t ∈ S(δ)}.
Pak pro δ ∈ (0, 1) platí σ2

δ = δ2Hσ2
1. Dále pro každé θ ∈ (0, 1) existuje konečná

konstanta M = M(θ) závislá pouze na θ taková, že pro každé δ ∈ (0, 1] a x > 0
platí

P
(︄

sup
t∈S(δ)

|BH
t | > x

)︄
≤ M exp

{︄
−θx2

2σ2
δ

}︄
. (3.9)

Důkaz. První část lemmatu platí díky soběpodobnosti frakcionálního Brownova
pohybu z věty 2.5, neboť platí

E(BH
tδ )2 = δ2H E(BH

t )2.

Přechodem k supremu pak dostaneme

σ2
δ = sup

t̃∈[0,δ]
E(BH

t̃ )2 sup
t∈[0,1]

E(BH
tδ )2 = sup

t∈[0,1]
δ2H E(BH

t )2 = δ2Hσ2
1.

Pro důkaz druhé části buď Cδ pro δ > 0 prostor všech reálných spojitých funkcí
na S(δ) opatřený supremální normou ∥ · ∥sup. Pak náhodný proces Xδ, který je
restrikcí náhodného procesu X na množinu S(δ), je náhodným prvkem Cδ (ve
smyslu zobecnění náhodné veličiny s hodnotami v obecném měřitelném prostoru
jako v [9, strana 60]) s centrovaným gaussovským rozdělením P , jehož definici
a doplňující teorii lze nalézt v příloze v definicích 3.2 a 3.3. Nechť Dδ = [0, δ] ∩Q
a mějme posloupnost {ex : x ∈ Dδ} spojitých lineárních funkcionálů ex : f ↦→ f(x)
na Cδ. Pak sup{

∫︁
e2

x dP : x ∈ Dδ} = σ2
δ . Nechť Aδ := sup{|BH

t | : t ∈ S(δ)}, pak
z Ferniqueovy věty, formulované v příloze jako věta 3.14, plyne

M(α, δ) := E eαA2
δ =

∫︂
Cδ

eα∥f∥2
supdP (f) < ∞ právě tehdy, když α < 1

2σ2
δ

. (3.10)

Pro θ ∈ (0, 1) označme αδ := θ
2σ2

δ
. Pro libovolné c > 0 platí díky soběpodobnosti

frakcionálního Brownova pohybu, že Acδ má stejné rozdělení jako cHAδ, a z první
části platí

αcδ = θ

2σ2
cδ

= θ

2c2Hσ2
δ

= c−2Hαδ.

Dostáváme tedy, že αcδA
2
cδ má stejné rozdělení jako αδA

2
δ . Proto M := M(αδ, δ) =

M(θ) závisí pouze na θ už ne na δ. Potom s využitím vlastnosti (3.10) a toho, že
0 < αδ <

1
2σ2

δ
a x > 0 získáváme

P (Aδ > x) = P (eαδA2
δ > eαδx2) ≤ E eαδA2

δ e−αδx2 = M(θ) e−αδx2
,

což dává požadované tvrzení.

Následuje zákon iterovaného logaritmu pro frakcionální Brownův pohyb, který
je hlavní větou celé této části.
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Věta 3.11. Nechť {BH
t , t ≥ 0} je frakcionální Brownův pohyb, pak pro 0 < H < 1

s pravděpodobností 1 platí

lim sup
t ↘ 0

|BH
t |

tH
√︂

2 log log (1/t)
= 1. (3.11)

Důkaz. Pro přehlednost při využití složitějších výrazů v argumentu budeme v ná-
sledujícím důkazu používat místo značení BH

t výraz BH(t).
Pro každé r ∈ (0, 1) se log(k log(1/r)) chová limitně stejně jako log k pro k→∞.
Díky tomu dostáváme s pravděpodobností 1

lim sup
t ↘ 0

BH(t)
tH
√︂

2 log log (1/t)
≥ lim sup

k −→ ∞

BH(rk)
rkH

√
2 log k

. (3.12)

Pro k = 1, 2, . . . označme ξk :=BH(rk)/rkH . Pak {ξk, k ≥ 1} je posloupnost
náhodných veličin se střední hodnotou 0, rozptylem 1 a sdruženým normálním
rozdělením takovým, že pro 1 ≤ k < m < ∞ platí z definice autokovarianční
funkce

E [ξkξm] = 1
2r(k+m)H (r2kH + r2mH − (rk − rm)2H)

= 1
2(r(k−m)H + r(m−k)H − (r(k−m)/2 − r(m−k)/2)2H)

S využitím lemmatu 3.9, kde x = r(m−k)/2 ∈ (0, 1) a a = 2H, dostáváme

E [ξkξm] ≤

⎧⎨⎩r(m−k)H + 2Hr(m−k)(1−H), 1 < 2H < 2,
2r(m−k)H , 0 < 2H ≤ 1,

tedy pro každé ϵ ∈ (0, 1/2) existuje r ∈ (0, 1) tak malé, že E [ξkξm] < ϵ pro každé
k ̸= m, tedy z lemmatu 3.8 s pravděpodobností 1 platí

lim sup
k −→ ∞

ξk√
2 log k

≥ 1 − 2ϵ. (3.13)

Jelikož ϵ ∈ (0, 1/2) bylo libovolné, tak (3.13) spolu s (3.12) dává (3.11) s nerov-
ností „≥“ místo rovnosti „=“.
Pro důkaz opačné nerovnosti mějme ϵ > 0 a r ∈ (0, 1). Pak pro každé k dosta-
tečně velké, aby platilo rk < e−e, máme

√︂
2 log(k log(1/r)) >

√
2. S využitím

důsledku 3.6.1 tedy dostáváme následující nerovnost:

P
(︃ |BH(rk)|

rkH
≥ (1 + ϵ)

√︂
2 log(k log(1/r))

)︃
= 2 P

(︃
BH(rk)
rkH

≥ (1 + ϵ)
√︂

2 log(k log(1/r))
)︃

≤ exp
{︂
−(1 + ϵ)2 log(k log(1/r))

}︂
= [k log(1/r)]−(1+ϵ)2

.

Označme pro další průběh důkazu ψH(t) := tH
√︂

2 log(log(1/t)). Jelikož
∞∑︂

k=1
[k log(1/r)]−(1+ϵ)2

< ∞,
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tak z Borel-Cantelliho lemmatu 3.4 dostáváme

lim sup
k −→ ∞

|BH(rk)|
ψH(rk) ≤ 1 + ϵ. (3.14)

Dále mějme ϵ ∈ (0, 1/2) a r ∈ (0, 1) takové, že 2(1−r)H ≤ ϵ a rH ≥ (1+ϵ)/(1+2ϵ).
Pak ukážeme, že s pravděpodobností 1 platí

lim sup
k −→ ∞

sup
{︃⃓⃓⃓⃓
BH(t)
ψH(t) − BH(rk)

ψH(rk)

⃓⃓⃓⃓
: rk+1 ≤ t ≤ rk

}︃
< 3ϵ. (3.15)

Pro k = 1, 2, . . . označme Xk(s) := BH((1 − s)rk) − BH(rk), kde s ∈ [0, 1]. Pak
Xk je centrovaný gaussovský náhodný proces, který má stejná všechna konečně
rozměrná rozdělení jako {BH(srk), s ∈ [0, 1]}. Jelikož

sup {|BH(t) −BH(rk)| : rk+1 ≤ t ≤ rk} = sup {|Xk(s)| : s ∈ [0, 1 − r]},

tak dostáváme

P (sup {|BH(t) −BH(rk)| : rk+1 ≤ t ≤ rk} > ϵψH(rk))
= P (sup {|BH(s)| : s ∈ [0, rk(1 − r)} > ϵψH(rk)) =: A.

Nyní s využitím lemmatu 3.10, kde θ = 1/2 a M = M(1/2), dostáváme pro
rk < e−e

A ≤ M exp
{︄

− ϵ2ψH(rk)2

4(1 − r)2Hr2kH

}︄
= M(k log(1/r))−ϵ2/(2(1−r)2H)

≤ M(k log(1/r))−2,

kde poslední nerovnost plyne z volby 2(1 − r)H ≤ ϵ. Protože z předchozího plyne
∞∑︂

k=1
P (sup {|BH(t) −BH(rk)| : rk+1 ≤ t ≤ rk} > ϵψH(rk))

≤
∞∑︂

k=1
M(k log(1/r))−2 < ∞,

tak z Borel-Cantelliho lemmatu 3.4 získáváme

lim sup
k −→ ∞

sup
{︃ |BH(t) −BH(rk)|

ψH(rk) : rk+1 ≤ t ≤ rk
}︃

≤ ϵ. (3.16)

Z toho, že ψH je rostoucí na [0, δ] pro δ > 0, dostáváme

lim
k → ∞

sup
{︃⃓⃓⃓⃓
ψH(rk)
ψH(t) − 1

⃓⃓⃓⃓
: rk+1 ≤ t ≤ rk

}︃
= lim

k → ∞

ψH(rk)
ψH(rk+1) − 1.

Zároveň platí následující limita:

lim
k → ∞

ψH(rk)
ψH(rk+1) − 1 = lim

k → ∞

√︂
log log(1/rk)

rH
√︂

log log(1/rk+1)
− 1 = 1

rH
− 1.
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Celkem tedy s využitím rH ≥ (1 + ϵ)/(1 + 2ϵ) dostáváme odhad

lim
k → ∞

sup
{︃⃓⃓⃓⃓
ψH(rk)
ψH(t) − 1

⃓⃓⃓⃓
: rk+1 ≤ t ≤ rk

}︃
≤ ϵ

1 + ϵ
. (3.17)

Díky výše zmíněným odhadům už ukážeme nerovnost (3.15). Platí totiž⃓⃓⃓⃓
BH(t)
ψH(t) − BH(rk)

ψH(rk)

⃓⃓⃓⃓
≤
⃓⃓⃓⃓
BH(t)
ψH(t) − BH(rk)

ψH(t) + BH(rk)
ψH(rk) − BH(t)

ψH(rk)

⃓⃓⃓⃓

+
⃓⃓⃓⃓
BH(rk)
ψH(t) − BH(rk)

ψH(rk)

⃓⃓⃓⃓
+
⃓⃓⃓⃓
BH(t)
ψH(rk) − BH(rk)

ψH(rk)

⃓⃓⃓⃓

≤
⃓⃓⃓⃓
BH(t) −BH(rk)

ψH(rk)

⃓⃓⃓⃓⃓⃓⃓⃓
ψH(rk)
ψH(t) − 1

⃓⃓⃓⃓

+
⃓⃓⃓⃓
BH(rk)
ψH(rk)

⃓⃓⃓⃓⃓⃓⃓⃓
ψH(rk)
ψH(t) − 1

⃓⃓⃓⃓
+
⃓⃓⃓⃓
BH(t) −BH(rk)

ψH(rk)

⃓⃓⃓⃓
.

Z předchozího s využitím odhadů (3.14), (3.16) a (3.17) získáváme

lim sup
k −→ ∞

sup
{︃⃓⃓⃓⃓
BH(t)
ψH(t) − BH(rk)

ψH(rk)

⃓⃓⃓⃓
: rk+1 ≤ t ≤ rk

}︃
≤ ϵ · ϵ

1 + ϵ
+ (1 + ϵ) · ϵ

1 + ϵ
+ ϵ.

Z toho už plyne odhad (3.15).
Limitním přechodem ϵ ↘ 0 pak z nerovností (3.15) a (3.14) dostáváme úvodní
rovnost (3.11) s „≤“ místo „=“. Spojením obou částí pak plyne tvrzení.

Z dokázaného tvrzení se dá jednoduše odvodit také limitní chování u neko-
nečna, které nyní formulujeme.
Důsledek 3.11.1. Nechť {BH

t , t ≥ 0} je frakcionální Brownův pohyb, pak pro
0 < H < 1 s pravděpodobností 1 platí

lim sup
t → ∞

|BH
t |

tH
√︂

2 log log (t)
= 1.

Důkaz. Plyne z věty 3.11 a vlastnosti

t2HBH
1/t

D= BH
t , t > 0,

která je důsledkem soběpodobnosti dokázané ve větě 2.5.

3.3 Ilustrace zákona iterovaného logaritmu
Zákon iterovaného logaritmu udává limitní chování frakcionálního Brownova

pohybu. Říká, že s pravděpodobností 1 se výraz |BH
t |

tH
√

2 log log (1/t)
pro klesající čas t

dostane do intervalu [−1,1] a už z něj nevystoupí. Analogicky pro limitní chování
u ∞ se výraz |BH

t |
tH

√
2 log log (t)

pro rostoucí čas t dostane do intervalu [−1,1] a už z něj
nevystoupí. Pro ilustraci tohoto chování přikládáme simulace na obrázcích 3.1,
3.2 a 3.3, kde bylo vždy vygenerováno 10 trajektorií frakcionálního Brownova po-
hybu a zároveň „hraniční“ funkce tH

√︂
2 log log (1/t) v případě limitního chování

u 0 a tH
√︂

2 log log (t) v případě chování pro velké časy. Simulace byly vytvořeny
s pomocí dostupné knihovny „fbm“ v programovacím jazyku Python.
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Obrázek 3.1: Simulace zákona iterovaného logaritmu pro H = 1/4
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Obrázek 3.2: Simulace zákona iterovaného logaritmu pro H = 1/2
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Obrázek 3.3: Simulace zákona iterovaného logaritmu pro H = 3/4
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3.4 Důsledky zákona iterovaného logaritmu
Z úvodní sekce třetí kapitoly získáváme lokální hölderovskost trajektorií frak-

cionálního Brownova pohybu do řáduH. Přirozenou otázkou je, zda tato vlastnost
platí i pro vyšší řády. Následující věta ukazuje, že odpověď na tuto otázku je zá-
porná, a to s využitím dříve zmíněného zákona iterovaného logaritmu. Tvrzení
vychází ze článku [15, tvrzení 3.2] a je doplněno o další objasnění.

Věta 3.12. Mějme γ ≥ H, pak frakcionální Brownův pohyb {BH
t , t ≥ 0} skoro

jistě nemá lokálně hölderovské trajetorie řádu γ.

Důkaz. Ukážeme tuto vlastnost pro t = 0 a následně využijeme stacionarity
přírůstků. Ze zákona iterovaného logaritmu získáváme

P
⎛⎝lim sup

t ↘ 0

|BH
t |

tH
√︂

2 log log (1/t)
= 1

⎞⎠ = 1. (3.18)

Pro spor předpokládejme, že existuje jev M s nenulovou pravděpodobností ta-
kový, že pro každé ω ∈ M je příslušná trajektorie frakcionálního Brownova po-
hybu {BH

t , t ≥ 0} hölderovská řádu γ ≥ H v bodě t = 0. Pak pro každé ω ∈ M
platí

lim sup
t ↘ 0

|BH
t (ω)|
tγ

< ∞. (3.19)

Zároveň jelikož γ ≥ H, tak

lim
t → 0

tγ−H√︂
2 log log (1/t)

= 0. (3.20)

Spojením vlastností (3.20) a (3.19) dostáváme

lim sup
t ↘ 0

|BH
t (ω)|

tH
√︂

2 log log (1/t)
= 0,

což je ve sporu s tvrzením zákona iterovaného logaritmu (3.18). Dokázali jsme
tedy, že pro γ ≥ H frakcionální Brownův pohyb {BH

t , t ≥ 0} skoro jistě nemá
lokálně hölderovské trajetorie řádu γ v bodě t = 0. Současně pro libovolné t > 0
a γ ≥ H máme díky stacionaritě přírůstků z lemmatu 2.2 a vlastnosti pro t = 0,
že skoro jistě platí

lim sup
|t−t0| ↘ 0

|BH
t −BH

t0 |
|t− t0|γ

= lim sup
|t−t0| ↘ 0

|BH
t−t0 |

|t− t0|γ
< ∞.

Z toho už plyne tvrzení.

Další důležitou vlastností trajektorií je kromě spojitosti také diferencovatel-
nost, které se budeme věnovat nyní. Ukážeme, že trajektorie frakcionálního Brow-
nova pohybu se řadí mezi funkce, které jsou spojité, ale v žádném bodě nemají
derivaci. Následující věta dokazuje tuto vlastnost s využitím již získaných vý-
sledků z předchozí sekce. Důkaz je čerpán ze článku [15, důsledek 3.3] a je doplněn
o dodatečná objasnění.
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Věta 3.13. Frakcionální Brownův pohyb {BH
t , t ≥ 0} má skoro všechny trajekto-

rie takové, že nemají derivaci v žádném bodě.

Důkaz. Důkaz povedeme sporem. Tvrzení dokážeme nejprve pro t = 0 a následně
využijeme stacionarity přírůstků z lemmatu 2.2. Předpokládejme tedy, že existuje
jev s nenulovou pravděpodobností M takový, že pro každé ω ∈ M existuje pro
příslušnou trajektorii derivace v bodě t = 0 zprava, tedy existuje konečná limita

lim
t → 0+

BH
t (ω)
t

< ∞.

To však znamená, že existuje jev s nenulovou pravděpodobností M takový, že
příslušné trajektorie frakcionálního Brownova pohybu jsou lipschitzovské v bodě
0, což je ve sporu s dokázaným tvrzením ve větě 3.12.
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Závěr
V práci byly odvozeny základní vlastnosti frakcionálního Brownova pohybu,

a to především analytické vlastnosti jeho trajektorií. Kromě důkazu spojitosti,
který je důsledkem Kolmogorovovy-Čencovovy věty, práce obsahuje důkaz zá-
kona iterovaného logaritmu. Ten je oproti původnímu zdroji doplněn o rozšiřující
vysvětlení postupu a několik pomocných lemmat. Pro lepší názornost jsou přilo-
ženy vytvořené simulace, které ilustrují limitní chování trajektorií frakcionálního
Brownova pohybu u nuly a pro velké časy. Zároveň je ukázáno, že získané výsledky
mohou být užitečné k odvození dalších vlastností jako je například nediferenco-
vatelnost trajektorií.

Samozřejmě lze nalézt mnoho dalších analytických vlastností, které v práci
uvedeny nejsou a práce by se o ně dala v budoucnu rozšířit. Jde například o určení
modulu spojitosti frakcionálního Brownova procesu.
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Přílohy
Gaussovské míry a Ferniqueova věta

V rámci důkazu zákonu iterovaného logaritmu 3.11 využíváme několik pomoc-
ných lemmat mimo jiné také lemma 3.10, které využívá gaussovské míry a Fer-
niqueovu větu. Jelikož jde o rozšiřující téma, tak zde uvádíme doplňující teorii
a hlavní z použitých vět. Následující definice jsou převzaty z Bogachevovy knihy
[16, definice 1.1.1 a 2.2.1]. Nejprve zavedeme gaussovskou míru na R a poté její
zobecnění v nekonečně rozměrných prostorech.

Definice 3.2. Borelovská pravděpodobnostní míra γ na R se nazývá gaussovská,
pokud je to Diracova míra δµ v bodě µ, nebo má hustotu

p(·, µ, σ2) : x ↦→ 1√
2πσ

exp
{︄

−(x− µ)2

2σ2

}︄
.

Parametry µ, σ2 označujeme střední hodnota a rozptyl. Gaussovská míra γ se na-
zývá centrovaná, pokud µ = 0.

Definice 3.3. NechťX je separabilní Banachův prostor. Pravděpodobnostní míra
γ definovaná na borelovské σ-algebře B(X) se nazývá gaussovská, pokud pro
každou funkci z duálního prostoru f ∈ X∗ je indukovaná míra γ ◦ f−1 na R
gaussovská. Míra γ se nazývá centrovaná, pokud pro každou funkci f ∈ X∗ je
indukovaná míra γ ◦ f−1 na R centrovaná.

Kromě teorie okolo gaussovských měr se v důkazu zmiňovaného lemmatu 3.10
využívá Ferniqueova věta. Konkrétně se jedná o její verzi z knihy R.M.Dudleyho
[17], kterou zde uvádíme.

Věta 3.14 (Ferniqueova věta). Nechť (X,B) je měřitelný vektorový prostor a P
centrovaná gaussovská míra na X. Mějme {yn}n≥1 posloupnost lineárních funk-
cionálů z X do R a označme ∥x∥ := supn≥1 |yn(x)|. Předpokládejme, že P(∥x∥ <
∞) > 0. Pak τ := (supn≥1

∫︁
y2

ndP )1/2 < ∞ a E exp {α∥x∥2} < ∞ právě tehdy,
když α < 1

2τ2 .

Důkaz. Důkaz lze nalézt ve zmiňované knize [17, věta 2.2.8].
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