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Kapitola 1
Uvod

1.1 Motivace

Od svého vzniku pred ¢tyFiceti lety se teorie chaosu stala pomérné rozsahlou
oblasti vyzkumu dynamickych systémi jak z matematického, tak i fyzikal-
niho hlediska. Tato prace si vybird zajimavou oblast na rozhranich chaotic-
kého a nechaotického chovani - tzv. scénéaie vzniku chaosu, a demonstruje
je pomoci matematického software Mathematica. Pouzity matematicky apa-
rat je redukovan na nezbytnou miru pro pochopeni vyslednych trajektorii a
grafu.

1.2 Zakladni pojmy

Mgjme spojity dynamicky systém (déle jen DS) v omezeném n-dimenzionalnim
fizovém prostoru dany trajektorii(vektorové velifiny zvyraziiujeme tucné)

Ty, (t) € Rt > 0,Tx,(0) = x0 € R" (1.1)
obvykle zadany soustavou obycejuych diferencidlnich rovnic
dT
Z— =T 1.2
— = AT) (1.2

V diskrétnim pfipadé odpovidajici soustavou diferenénich rovnic

Tn+1 = Tn(x) (13)

Pro pocatecni podminky xq je jejich feSeni jednoznacné, lze tedy v libo-
volném Case presné uréit stav systému - jedné se o deterministicky systém.

Charakter DS je mozné jednoduse odhadnout z tzv. pevnych bodu. Jsou

to body, v nichZ jsou ¢asové derivace nulové % . = 0, DS v ném tedy stoji.
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Lokalni chovani T (tetka znadi Gasovou derivaci ) v okoli libovolného
bodu x miZeme vyjadfit Taylorovym rozvojem (pfedpoklddédme dostatek
derivaci)

T(x + 6x) = T(x) + J(x - 6x) (1.4)

oT;
Jij = (8){,-) (1.5)
je Jacobiho matice.

Pfechodem k vhodnym lokdlnim soufadnicim ziskdme diagonalni matici
s elementy {A\P°, Ape .. Ao} Aee € C V blizkosti pevného bodu se tedy
trajektorie F chové jako:

kde

o M (16)

Podle hodnot koeficient A pak miZzeme urcit typ pevného bodu(atraktivita,
spiralni charakter, ...)

V libovolném bodé x udavaji A\'¢ lokdlni zménu objemu konfigura¢niho
prostoru: n-rozmeérnd koule o poloméru 1 prechédzi k n-rozmérnému elipsoidu
s hlavnimi poloosami e™™ ...e*" .Dvé blizké trajektorie se tedy chovaji
podle velikosti A€ - tzv. lokalnich Ljapunovovych exponenti:

e pro A < 0 exponencielné konverguji
e pro A > 0 exponencielné diverguji
e pro A = 0 vyvijeji se linedrné (lamindrng)

Globélni Ljapunovovy exponenty(dale jen Ljapunovovy exponenty )
dostaneme zpriimérovanim A°¢ po trajektorii

1
A = lim S)lee (1.7)

t—oo

Velikosti Ljapunovovoych exponentl tedy kvantifikuji globdlni chovéni
DS. Pro Ajaz < 0 jde o konvergujici disipativni systém, pro M. = 0 o kon-
vergujici periodické a pro Ay > 0 o chaotické systémy.(stéle pozadujeme
omezenost systému).

Chaos tedy miuZeme charakterizovat, jako exponencielné se vyvijejici
systém-trajektorie je chaoticka, jestlize ma alesponi jeden kladny Ljapunoviv
exponent.

S Ljapunovovymi koeficienty souvisi graf zdvislosti stavu systému po
mnoha krocich na jeho parametrech-bifurkaéni diagram. Pro kazdou hod-
notu parametru ndhodné zvolime velké mnoZstvi podate¢nich bodu(trajektorii),
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a sledujeme jejich limitni chovani. To se méni v disledku zmény charak-
teru(pocet, poloha, typ, dosah, ...) pevnych bodi.

Pokud v n-rozmérném fazovém prostoru zvolime n-1 dimenzionalni orien-
tovany podprostor, miZeme trajektorii redukovat na tento podprostor tzv.
Poincarého zobrazenim. Poincariv obraz vznikne jako prinik trajekto-
rie(resp. spojnice bodt trajektorie v diskrétnim p¥ipadé) a podprostoru (vét-
§inou) v pfedem urcené orientaci. Vhodnou volbou nadplochy mizeme ziskat
Casoveé zavislou posloupnost bodi, z niz lze sndze nahlédnout vyvoj systému.

Z jednoznacnosti feSeni diferencidlnich rovnic plyne neprotinani se tra-
jektorii. V disledku toho miiZe u spojitého systému dochdzet k chaotickému
chovéani az pro n > 3. V prostorech nizsi dimenze lze dosdhnout chaosu po-
moci diferenénich rovnic, kdy skdceme mezi ”vzdalenymi” oblastmi fazového
prostoru.

1.3 Priklad - Logisticka rovnice

Vztahy vySe uvedenych pojmt jsou dobfe viditelné na logistické (diferencni)
rovnici.
Znt1 =az(l—z),1<a<4 (1.8)

Pro pfedstavu: jde o posloupnost hodnot x prisecik lomené ¢ary a pa-
raboly v nasledujicim zobrazeni:

l; /
0.8 f I
N s i i
0.6 i
,.~ i -
0.4
0.2 /

Obrazek 1.1: Iterace logistické rovnice

Jednoduchost je ddna jednak jednorozmérnosti, pfedevdim vsak tim, Ze
feSeni nediverguje.



Bifurkaéni diagram

Obréazek 1.2: Bifurkaéni diagram logistické rovnice

znazornuje stav systému po 200 krocich v zavislosti na parametru. Pro
kazdou hodnotu parametru je znazornéno 100 kone¢nych hodnot ndhodného
parametru 0 < zg < 1 Vidime, Ze od jisté hodnoty parametru a (a ~ 3.6)
dochézi k prechodu k chaotickému chovani - velmi mald zména pocatecni
hodnoty x¢ vede (diky exponencidlnimu vzdalovani trajektorii < A > 0) k
velké zméné konecné hodnoty.

Chovani DS kvantifikované velikosti Ljapunovova exponentu. Korespon-
dence s bifurkaénim diagramem je jasné patrné.

Obréazek 1.3: Ljapunoviv exponent logistické rovnice

Kazd4 hodnota je pocitana jako pramér péti ndhodné zvolenych poca-
te¢nich bodt. Ze spojitosti vysledného grafu vyplyvé, Ze hodnota A nezavisi
na pocatecnim Xg.

Pro ilustraci prvnich 50 krokdl pro réizné parametry a (= rizné \) =



rizné chovani, resp. rychlost konvergence. Pro riznd pocateéni xo je cha-
rakter chovéni stejny, ackoli trajektorie jsou rtizné.
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Tabulka 1.1: Trajektorie logistické rovnice

Poincarého fez pro a = 3.4, y=0.01 mtZe byt napfiklad bod z=0.6. Z
pruseciki spojnice trajektorie lze vycist prechodovy stav i limitni periodi-
citu.

(=]
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Obrazek 1.4: Poincarého fez logistické rovnice



Kapitola 2

Scénare vzniku chaosu

2.1 Klasifikace

Z hlediska zkouméani chaotickych systémi jsou nejzajimavéjsi ty, které vy-
kazuji zaroven (pro jiné parametry) i periodické, ¢i staciondrni chovani. Pfi
zméné téchto parametri mezi pravidelnym a chaotickym rezimem se setka-
vame s omezenou mnoZzinou déji (cestdm k chaosu) pro velmi odli$né sys-
témy ( univerzalnost chaosu). MnoZina scénafit vzniku chaosu pak vysvétluje
obecné zpusoby pfechodu DS od pravidelnému chovéni k chaotickému. Zaro-
veil nam tyto pfechodové stavy davaji moznost kvalitativni, ¢i kvantitativni
pfedpovédi dynamiky systému. ProtoZe neexistuje jeden DS, ktery by vy-
kazoval v8echny typy prechodu k chaosu, budeme je demonstrovat na vice
systémech. Jejich pouZiti je odlvodnitelné pravé diky vyse zminéné univer-
zalnosti.
Scénafe vzniku se déli podle tabulky:

I. Lokalni bifurkace | II. Globalni bifurkace
A. Zdvojovéani periody | A. Metastabilni chaos

B. Kvaziperiodicita B. Krize

C. Stfidavy chaos

Tabulka 2.1: Klasifikace scéndit cesty k chaosu
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Lokalni bifurkace vznikaji p¥i lokalni zméné vlastnosti pevného bodu,
globalni pokud se méni vlastnosti celého fazového prostoru. Podrobnéji bu-
dou probrany déle na DS:

e vySe zminénd Logistickd rovnice
i =0z(l—2z) l<a<4 (2.1)

e Rdsslertv 3 dimenzionalni spojity DS

T=-y—=z

y=z+ay

z2=b+z(z—c)
a>0,06>0¢>0 (2.2)

Obrézek 2.1: Résslertv systém (a=0.1, b=0.1, ¢c=18, 0 < ¢t < 200)

e Lorenzuv 3 dimenzionélni spojity DS

t=o0(y—x)

y=a(p—2)—y

t=xzy—pPz
B8>0,p>0,06>0 (2.3)

11



Obrazek 2.2: Lorenztiv systém (8 = &, p =28, 0 =10, 0 < ¢ < 200)

Pro numerické reseni Résslerova a Lorenzova systému jsme pouZili
metodu Runge Kuta. V Résselerové i Lorenzové systému nejpiehlednéji
zobrazuje trajektorii primét do roviny xy. Dale ho budeme vyhradné
pouzivat.

e Pohyb na toru(resp. torech), tzn. kvaziperiodické chovani

z = (R + sin(wt) cos(Qt)
y = r cos(wt)
z = (R + sin(wt) sin(Qt)
R>0,r>0 (2.4)
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Obréazek 2.3: Trajektorie na povrchu toru (R=3,r=1, Q =1, w =7, 0 <
t < 100)

2.2 I.Lokalni bifurkace

2.2.1 A. Zdvojovani periody

Jednim z nejdastéjsich zphsoblt vzniku chaosu je zdvojovani periody: pii
zméné parametru systém pYechazi sledem 2°, 21, 22, ... periodickych trajek-
torii. Od urcitého hodnoty parametru po, se zacina chovat chaoticky. Univer-
zélnost tohoto scénére je vidét na bifurkac¢nich diagramech logistické rovnice
a Rdésslerova systému. V ”oknech” bifurkacnich diagramt se tento typ pfe-
chodu znovu opakuje, coz ukazuje na fraktalni charakter atraktoru.

Vytvofeni bifurkacniho diagramu je vypocetné naro¢né, protoZe systém
rychle diverguje. (vidime mnoho bodd mimo bodd mimo hlavni &ist dia-
gramu). Anomalie v grafu (napf. pfi c=8) jsou dény jednak touto divergenci
a nutnosti ”sklddat” graf z jednotlivych Casti, navic problémy se spusté-
nim del§tho vypo&tu v prostfedi Mathematica(memory leak, diskutovino v
z&véru).
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Obréazek 2.4: Bifurka¢ni diagram Résslerova DS

Trajektorie Résslerova DS pro specifické ¢

¥ 3% ¥
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¢:12.8, 6 period ¢=13, chaos c¢+-18, chaos

Tabulka 2.2: Trajektorie

2.2.2 B. Kvaziperiodicita

Kvaziperidické chovéni lze zndzornit na pohybu po plasti toru. V tomto p¥i-
padé& nejde ve skutecnosti o chaos. V pfipadé nesouméitelnosti frekvenci se
sice systém nikdy nedostane do bodu, kterym uZ prosel.(pohyb neni perio-
dicky),dvé blizké trajektorie se ale nevzdaluji exponencielné- Ljapunovovy
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exponenty jsou nulové. Pokud nechdme torus otécet kolem dalsiho, vneseme
do systému dal§i frekvenci. Spojité spektrum frekvenci, charkteristické pro
chaos, ale ziskdme aZ nekoneéném poctu takovych krokd.

NN
W;

(;
‘e

)4

‘\\

2.2.3 C. Stridavy chaos (intermitence)

Pokud ve fazovém prostoru existuje oblast periodického chovani a zaroveit
chaoticky atraktor, miZe nastat tzv. stfidavy chaos. Vyskytuje se pouze v
systémech, v kterych lze volbou parametrii dosdhnout ” dotykani” periodické
orbity a oblasti piisobeni chaotického atraktoru. DS pak muZe pfechézet mezi
periodickym a chotickym chovanim. Zmeéna parametri ovlivituje jak poloha
oblasti, tak jejich vlastnosti a vede k prodluZovéni turbulentni fize, az k

-
i lm N!i )f

1] 0] 150 200 50

——

——

n

Obréazek 2.5: Stiidavy chaos v pripadé logistické rovnice. a=3.8284, (trajek-
torie pro z¢=0.8)

Poincarého zobrazeni ukazuje intermitenci na spojitém systému. Pro Lo-
renzv model redukujeme trajektorii na rovinu z = 0. Na svislé ose jsou

vyneseny ¢asy mezi jednotlivymi prichody rovinou. Zobrazeni pravidelnych
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oscialci kolem dt = 1.12 je ddno velkym &asovym krokem vypoctu(pomérng
velkd vypodetni naroénost)

drn

-y

50 " Hoo

Obréazek 2.6: Poincartiv fez

2.3 I1.Globalni bifurkace

2.3.1 A.Metastabilni chaos

V tomto pripadé ve fazovém prostoru, kromé chaotického atraktoru, existuje
i stabilni bod. Systém se pohybuje v chaotické oblasti po dlouhou dobu,
nakonec vSak p¥ejde na stabilni orbitu, kterd v tomto bodé konél.
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Obrazek 2.7: Trajektorie Lorenzova systému pro p = 23, zy = [—1,1,10],
50 < t < 250.

Trajektorie obéhne mnohokrat (~ tisice) pevny bod, aZz v ném nakonec
kondi.

Obrazek 2.8: Pramét do roviny xy pro pfechodovou &ast 170 < ¢t < 250

Pocatek soufadnic umistén do primétu pevného bodu (s nulovymi ¢aso-
vymi derivacemi) [7.66, 7.66].
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Obréazek 2.9: Poincareho zobrazeni pro do roviny z = 7.65942

Dobfe vidime konvergenci k pevnému bodu [ 7.66, 7.66, 22].

dc

- \—Wf\f‘v‘fW‘v\WWv“«WWW‘JW»“WNW

. n
a0 40 6o 0 100

0.55

Obrizek 2.10: Casova zévislost Poincarého zobrazent

7 rozdili Castt mezi jednotlivymi prichody Poincarého Yezem vidime, Ze
perioda ob&hu se neméni.

2.3.2 B.Krize

Krize odpovida nahlé zméné vlastnosti chaotického charakteru, resp. jeho

vzniku, ¢ zaniku.

Rozlisujeme

o vnitini - kdy atraktor méni své vlastnosti- odpovida proporcim v cha-

otické oblasti parametri

e hrani¢ni krizi - souvisi se vznikem, ¢i zdnikem atraktoru - zaditek a

konec laminarni faze v chaotické oblasti.
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Obrazek 2.11: Vyfez z bifurka¢niho diagramu Logistické rovnice-vnitini krize

Vidime, %e ackoli se systém chové chaoticky, po n krocich ho v ur¢itych
stavech nalezneme Casté&ji-body v grafu nejsou homogené rozprostreny, ale
obsahuji oblasti preferovaného vyskytu, spojité zavislé na zméné parametru
a. Tato zmé&na vlastnosti atraktoru se oznacuje jako vnitini krize. Ve vyiezu
vidime i hraniéni krize(viz dale), na charakter preferovanych oblasti vak
nemaji vliv. Z toho mtZeme usoudit, Ze jde o typové riizné zmény vlastnosti
atraktoru.

s
ey

Obrézek 2.12: Hrani¢ni krize

Hraniéni krize odpovid4 ndhlému pfechodu k chotickému chovani, p¥i ne-
patrné zméné parametru. Vidime, Ze nastava pro vSechny trajektorie a tyka
se tedy celého fazového prostoru.(hrana zacatku chaosu pfes celou vertikalni
osu). Zde pfechod od chaotického chovani k periodickému(perioda 3), zdvo-
jovéan{ periody a pfechod k chaosu opét hrani¢ni krizi. P¥i srovnéani tohoto
vyfezu s celym bifurkainim diagramem je dobfe vidét fraktalni charakter
systému.
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Kapitola 3
Zaveér

S pomoci numerickych knihovnich metod programu Mathematica lze po-
mérné snadno vySetfovat vlastnosti dynamickych systémt. Zaroven vsak
mame omezenou moznost kontroly vypoctu, coz je v pfipadé systémi s ex-
ponencielnd divergentnim chovanim(chaotickych) zdsadni. Navic je v némi
pouZivané verzi Mathematiky (5.2 pro Windows) mnoho chyb, kde nékteré
(napf. prace s paméti, nelinedrné vzristajici ¢asova narocnost vypoctu pii
olekdvané linedrni) znemoziuji rozséhlejsi vypodéty. Z mého pohledu zlstava
Mathematika vybornym nastrojem pro symbolické manipulace, pro nume-
rické vypocty bych ale volil jiny program (napi.Matlab).
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