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Abstract: We investigate the electromagnetic testing field generated by pair of uni-
formly accelerated charged particles on the de Sitter space. Energy measured
by local observers does not satisfy the conservation law in general spacetimes.
We use conformal relation between the de Sitter space, the Einstein universe
and the Minkowski space to find timelike conformal Killing vectors. These
vectors are related to conserved energy. We calculate density and flux of this
energy and their asymptotic behaviours. We analyze total energy inside a re-
gion centered on the particle and total flux through the border of this region.
Finally, we compare both definitions of conservative energy and we study re-
lation between conformally flat energy of the field of uniformly accelerated
particles in the de Sitter space and local energy of the field of a uniformly
moving particle in the Minkowski space.
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Uvod

Tato prace vychézi z ¢lanku [1], kde bylo nalezeno boost-rota¢né symetrické elek-
tromagnetické pole paru rovnomeérné urychlenych nabitych testovacich castic na
asymptoticky netrivialnim pozadi s kladnou kosmologickou konstantou, jako zobec-
néni Bornova feseni v de Sitteroveé prostorocasu. Navazeme na tyto ziskané vysledky
a budeme zkoumat rozlozeni energii a toky energii elektromagnetického pole téchto
castic.

Abychom mohli provést bilanci energie, pozadujeme globalni zachovani zkou-
mané energie. Energie lokalnich pozorovatell v prostorocasech bez ¢asové izometrie
nema tuto pozadovanou vlastnost. V prvni kapitole si tedy zavedeme konformni ener-
gii, ktera diky existenci konformnich Killingovych vektori predstavuje zachovavajici
se veli¢inu. Kazdému ¢asovému konformnimu Killingovu vektoru bude prisluset od-
povidajici zachovavajici se energie.

V druhé kapitole se seznamime se zakladnimi vlastnostmi de Sitterova prostoro-
casu, s jeho topologii, konformni strukturou a jeho vztahy s Minkowského prosto-
rem a Einsteinovo vesmirem. Na de Sitterové prostoru, diky jeho maximalni syme-
trii, existuje mnoho systémi souradnic, my si uvedeme pouze ploché kosmologické,
sférické kosmologické a Robinsonovo-Trautmanovo soufadnice, které budeme dale
vyuzivat.

Kromé ptimého vypoctu trajektorie a vyfresenim vlnové rovnice, lze ziskat pole
rovnomeérné urychlenych nabitych ¢astic na de Sitterové prostorocasu vyuzitim kon-
formni invariance rovnic elektromagnetického pole a transformaci mezi de Sittero-
vym a Minkowského prostorocasem. Tento postup pouzity v [1] je struéné popsan
ve treti kapitole.

Pro zjednoduseni vypocti a interpretaci hustot a tokt energii, zavedeme ve ¢tvrté
kapitole soufadnice centrované na cCastici, parametrizujici prinik svételného kuzele
s vrcholem na c¢astici a nadplochy s konstantnim casem ve sférickych, respektive
v plochych kosmologickych soutradnicich.

Vyuzijeme dvou konformnich Killingovych vektori, jejichz orbity lezi na sou-
fadnicovych carach casové souradnice plochych kosmologickych a sférickych kos-
mologickych soufadnic. Ziskdme tak dvé rizné zachovavajici se konformni energie.
Pata kapitola obsahuje vysledky vypoctt hustoty konformné ploché energie mérené
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kosmologickymi pozorovateli v plochych kosmologickych souradnicich a konformné
sférické energie mérené kosmologickymi pozorovateli ve sférickych kosmologickych
soufadnicich, jejich asymptotické chovani a vzajemny vztah mezi obéma energiemi.
Dale obsahuje hustoty obou konformnich energii uvnitf oblasti tvaru mezikouli se
stfedem na ¢astici v centrovanych verzich pfislusejicich souradnic. Jsou zde spocteny
toky energie méfené kosmologickymi pozorovateli v plochych a sférickych souradni-
cich a jejich asymptotické rozvoje a celkové toky energie pres povrch kouli se stredem
na Castici v centrovanych plochych a centrovanych sférickych soutradnicich. Nakonec
se budeme zajimat o vztah mezi konformné plochou energii v de Sitterové prostoru
a lokalni energii v Minkowského prostorocasu.

Na zavér tvodu jesté poznamka k notaci. Pokud budeme tenzorové veli¢iny ozna-
covat indexy, pak pro abstraktni indexy, tedy formalni oznaceni tenzorového cha-
rakteru, budeme pouzivat podtrzena mala pismena latinské abecedy. Nepodtrzené
indexy budou oznacovat slozky tenzoru v konkrétni zvolené bézi.



Kapitola 1

Konformni energie

V této kapitole si zavedeme pojem konformni energie ([1], [5]), ktery ndm dovoli
konstruovat zachovavajici se energii i v nékterych prostorocasech bez ¢asové syme-
trie.

Chceme-li zkoumat bilanci energie v urcité oblasti €2, je zapotiebi mit k dispozici
globalni zadkon zachovani. Méjme tedy 4-rozmérnou oblast 2 s casovymi Tezy >,
(obr. 1.1), pak pozadujeme, aby rozdil celkové energie na nadplochiach ¥; a Xy
odpovidal energii vyteklé z hranice 03, mezi okamziky i a f. Tato zachovavajici se
energie bude souviset s urc¢itou prostorocasovou symetrii. Tyto symetrie predstavuji
izometrie a specialné i konformni transformace. Ackoliv mame pro energii lokalni
zékon zachovani (1.4), v obecném prostorocasu z néj nelze ziskat globélni zakon
zachovani, tak jak tomu je mozné napiiklad pro naboj. Abychom rozdil mezi obéma
pripady demonstrovali, ukdzeme si nejprve, jak dostat z lokalniho zachovani naboje
globalni a poté se pokusime postupovat analogicky pro energii.

Pro 4-proud J¢ lokalné plati rovnice kontinuity

Vg J4=0, (1.1)
pokud ji zintegrujeme pies oblast (2 a pouzijeme Gaussovu vétu

/VQJ“gé = /J“naq , (1.2)
Q

o0N

[NIES

zde g% = 4/|detg| a q% = y/|detq|, kde ¢ je metricky tenzor indukovany metrikou
g na nadplochu X. Integral pfes hranici 02 rozdélime na integraly pies prostorupo-

dobné nadplochy »; a Xy, v pocatecnim a koncovém case a integral pfes mnozinu

Jox,
’ !
/Janag; :/J“naqé —/Janaq; —|—/dT/JadSa:O, (1.3)

a9 P A i S
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Obrdzek 1.1: Globdlni zdkon zachovani v oblasti §). Prostorupodobné nadplochy ¥
predstavuji casové Tezy oblasti ).

prvni dva integraly pfedstavuji celkovy ndboj v nadplochich %; a ;. Casovy fez
Y. je 3-rozmérna prostorova nadplocha, dS, je plosny element plochy hranice X,.
Posledni ¢len je integral pfes cas 7 z celkového toku néboje z oblasti 9%, v Case 7.

Stejny postup nelze primo aplikovat pro tenzor energie-hybnosti. Vyjdeme-li totiz
z nulovosti jeho divergence

v,T% =0, (1.4)

coz vyplyva z Einsteinovo rovnic a predstavuje lokalni zédkon zachovani, ziistane
nam jeden volny index a museli bychom provést integraci vektoru. To si sice mi-
zeme dovolit v plochém prostoru, ale obecné to nelze. Problém spociva v nemoznosti
porovnavat vektory z tecnych prostori v rtznych bodech variety. Je tedy nutné
najit vhodnou dodatec¢nou strukturu, ktera by nam integraci umoznila a zaroven,
abychom ziskali ziZenim tenzoru energie-hybnosti vektorovou veli¢inu, ktera by se
zachovavala. Touto vhodnou strukturou, jak si ukédzeme, je vektorové pole £2 spliu-
jici Killingovu rovnici

Leg=0. (1.5)
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Ukazeme tedy, ze celkovy tok velic¢iny £%T;, z oblasti €2 je nulovy
/ga antq? = 0. (1.6)

Zvedneme a snizime indexy a pouzijeme Gaussovu vétu

/ﬁawm—/VMﬂ%% a7)
Q
po rozderivovani dostavame
/Vﬁﬂméz (Vi) Tt + [V} (18)
Q Q

Druhy integral na pravé strané je nulovy diky (1.4). Ze symetrie tenzoru energie-
hybnosti a z platnosti Killingovy rovnice (1.5)

Viaby = 0. (1.9)

plyne nulovost také prvniho integralu a tim tedy plati (1.6). Symetrie tenzoru
energie-hybnosti obecné plyne z jeho definice pomoci variace akce podle metriky,
diky symetrii metrického tenzoru.

Pokud v prostorocasu s metrikou g, ve kterém hledame zachovavajici se energii,
neexistuji Killingovy vektory &2, ale nalezneme Killingovy vektory £¢ v néjakém
prostoroc¢asu s metrikou ¢’, na ktery lze pfejit pomoci konformni transformace

g—4g =0, (1.10)

tedy pouze vynasobenim metriky skalarni funkci Q2. Vime, Ze pro &% a ¢’ plati
Killingova rovnice (1.5), navic

££/(ng) = Qz.fg/g +(Q%g, (1.11)

pak tyto konformni Killingovy vektory £@ musi spliiovat rovnici

/

Log=-245 1.12
neboli

Vi€ = Wab (1.13)
kde w je pouze skalarni faktor —% zavisejici na souradnicich. Mame-li tedy k dispo-

zici konformni Killingovo vektorové pole, pak vyraz pod prvnim integralem v (1.8)
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je diky (1.13) dan stopou tenzoru energie-hybnosti nasobenou faktorem w. Aby pla-
til globélni zakon zachovani (1.6), musi byt splnéna podminka nulovosti stopy Tg.
Lze ukazat, ze bezestopost plyne z invariance akce daného pole vi¢i konformnimu
preskalovani [6]. To je splnéno napiiklad préavé pro akci elektromagnetického pole.

Jak jsme si tedy ukazali, lze pomoci Killingovych vektorti a specialné i pomoci
konformnich Killingovych vektorti, ziskat z tenzoru energie-hybnosti zachovavajici se
veli¢iny, majici vyznam energie ¢i hybnosti, které odpovidaji danym symetriim pro-
storocasu. Tyto symetrie reprezentuji izometrie a specialné konformni transformace.
Pokud je Killingiiv vektor ¢asupodobny, dostavame energii, v ptfipadé prostorupo-
dobného hybnost.

Pro pozorovatele v lokalnim inercidlnim systému méa vyznam i lokalni energie,
tedy energie ziskana ztzenim tenzoru energie-hybnosti s vektorem jeho 4-rychlosti.
Tato energie se zachovava lokalné, ale pokud 4-rychlost neodpovida primo Killingovu
vektoru, nebo konformnimu Killingovu vektoru, pak pro ni globalni zakon zachovani
neplati.

V de Sitterové prostorocasu budeme dale vyuzivat ploché kosmologické sourad-
nice a sférické kosmologické soutadnice, v nichz soutadnicové ¢ary ¢asové souradnice
koinciduji s orbity konformnich Killingovych vektort. Budeme mit tedy dvé zacho-
vavajici se energie, spojené se dvéma konformnimi Killingovy vektory 0;, resp. 0;.



Kapitola 2

De Sitteruv prostorocas

V této casti si nejprve pripomeneme zakladni vlastnosti de Sitterova prostorocasu
[3] a také popiSeme nékteré systémy souradnic [1], které budeme v dalsich kapitolach
pouzivat.

De Sittertv prostorocas predstavuje vakuové feseni Einsteinovych rovnic s klad-
nou kosmologickou konstantou A

1
Rap = 590 + Agap = 0, (2.1)

provedeme-li kontrakci, dostavame konstantni kladnou skalarni kiivost rovnou

R=4A. (2.2)

vvvvv

malné symetrické presné reseni. Pro 4-rozmérnou varietu to znamenéa prave 10 gene-
ratort grupy izometrie, v ptipadé de Sitterova prostoru SO(1, 4), tedy 10 nezavislych
Killingovych vektorovych poli. De Sittertiv prostoroc¢as ma topologii R x S? a lze si
ho jednoduse predstavit, jako hyperboloid

—ri st as o =4y, (2.3)
vloZeny do Minkowského prostorodasu M?
g = —dzf + da] + das + daj + daj, (2.4)

kde /5y = \/3/A, tedy jako ¢asovy vyvoj 3-sféry, kterd nejprve kontrahuje z neko-
nec¢ného poloméru do konec¢ného poloméru £, a poté opét expanduje do nekonecna.

Z diagramu (obr. 2.3) je vidét konformni struktura de Sitterova prostorocasu. Ma
pouze minulé a budouci prostorupodobné konformni nekoneéno Z= a Z*, které do-
sahnou vsechny ¢asupodobné a svételné geodetiky. Diky tomu zde existuje Casticovy
horizont a horizont udélosti.
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Einsteinlv

r=m

— ]
N T

e

1
1l
a

\7

de SitterQv
prostorocas

e
\é\i/

F=0

e
.

1
Il
(e}

Obrazek 2.1: De Sitteruv prostorocas je konformni cdasti Einsteinova vesmiru. Zob-
razeno v rezu T—Y.

Celou geodeticky tuplnou varietu pokryvaji sférické kosmologické souradnice.
V nich ma metrika tvar (2.11) a je konformni k ¢asti Einsteinova vesmiru (obr. 2.1)

g8 = Pgas, Q=sini. (2.5)

Diky této vlastnosti a vzhledem k tomu, ze vektor 0; je Killingtiv vektor metriky gg,
je zaroven konformnim Killingovym vektorem metriky gqs.

De Sittertv prostorocas je konformné plochy, proto mizeme provést konformni
transformaci mezi de Sitterovym a Minkowského prostoroc¢asem. Moznosti, jak zob-
razit jednotlivé oblasti Minkowského prostoru na de Sitteriiv, je né€kolik. Pro nas je
vhodné zejména zobrazeni oblasti, tak jak je to znézornéno na obr. 2.2, nebot se
budeme zajimat o zafeni od ¢astice vzniklé na severnim pélu (7 = 0). Této volbé
pravé odpovidaji konformné ploché souiadnice (f,7,1, ). V nich m4 metrika gqg

tvar (2.15). Pak

l
gds = Q2gM, Q = ?A . (26)

Protoze je vektor 0; Killingovym vektorem metriky gy, je soucasné konformnim
Killingovym vektorem metriky gqs.

Nyni si stru¢né popiseme nékolik souifadnic na de Sitterové prostorocasu, které
budeme dale vyuzivat. Pro obsahlejsi prehled muzete nahlédnout do apendixu A
préace [1]. Uvedeme si piislusejici metriky, ortonormélni tetrady, transformacni vzta-
hy mezi soufadnicemi a souradnice graficky znazornime na konformnich diagramech.
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Minkowského prostorocas

: Y de Sitter(Qv
\4 prostorocas

Obrazek 2.2: Konformni zobrazeni jednotlivych oblasti Minkowského prostorocasu
na de Sitteriv prostorocas.

Metriky obsahuji stejny ¢len, abychom zapisy zkratili nahradime ho jako
dw? = dv? +sin® I de. (2.7)

Nebudeme si uvadét tetradové vektory e,, nebot jedind nenulova slozka je diky
predchozi rovnici ve vztahu k vektoru ey

(0,)7 = ——(es)"" (2.8

V nésledujicich vyrazech budeme pfipoustét i zaporné hodnoty radidlni souradnice
s nasledujici korespondenci

{r,9, o} > {-r,m—109,0—7}, (2.9)

zjednodusi se tak transformacni vztahy soutadnic.
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2.1 Sférické kosmologické souradnice

~1
Il
a

~) [=4

Obrazek 2.3: Sférické kosmologickée souradnice

Standardni sférické kosmologické souradnice 7, y, 1, ¢ a preskalované konformni ein-
steinovské soutadnice £, 7,4, ¢ pokryvaji cely de Sitteriiv prostoroc¢as. Nadplochy
s konstantni ¢asovou souradnici predstavuji 3-sféry. Souradnice 7 je vlastni ¢as po-
dél svetocary kosmologickych pozorovateli, stojicich na konstantnich prostorovych
soutadnicich y, ¥, ¢. Diky konformnimu vztahu mezi de Sitterovym prostorem a Ein-
steinovym vesmirem (2.5), je vektor 0; konformni Killingtiv vektor.

Metriky v téchto soufadnicich maji tvar

g = —d7? + (% cosh? gl (dx? + sin® xdw?) , (2.10)
A
aQ D 9s2 292
g = —5=(—df* + di* + sin® Fdw?) , (2.11)
sin“{

prechod mezi standardnimi a preskalovanymi sourfadnicemi je pouze preskalovani
casu

sinf = cosh™! — , T=X. (2.12)
lp
Ortonormalni tetrada je dana

0 1 . E(?

e, = — = —sint—,
or Uy 0
1 T 0 -0

= —cosh™' —— = —sint

€y o cos X i sint o,
1 0 1sint 9

eg = — cosh™* T sin? Xm0 o (2.13)
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Obrdzek 2.4: Ploché kosmologické soutadnice

Vztahy s plochymi soufadnicemi jsou

tant 2at tan 7
ant = ——————, tanr
(3 — 12 + 72

2057

= 2.14
03 + 12 — 72 (2.14)

2.2 Ploché kosmologické souradnice

Ploché kosmologické soutadnice 7,7, v, ¢ a preskalované ploché kosmologické sou-
fadnice £, 7,1, ¢ pokryvaji cely de Sittertiv prostoro¢as, kromé minulého kosmologic-
kého horizontu severniho pélu £ = 7. Nadplochy s konstantni ¢asovou soufadnici jsou
ploché prostory. Soutadnice 7 je vlastni ¢as podél geodetiky kosmologickych pozo-
rovateld, stojicich na konstantnich prostorovych soutadnicich 7, ¢, ¢. Z konformniho
vztahu mezi de Sitterovym a Minkowského prostorem (2.6) plyne, ze vektor 0; je
konformni Killingtiv vektor.
Metriky v téchto soufadnicich maji tvar

52
g = t—g (=di® + di* + Pdw?) | (2.15)
32 2T 2 | 227 2
g = —d7* +exp 55 (47 + #dw?) | (2.16)
A
kde § = signt, tedy kladné znaménko pod a zéporné nad horizontem ¢ = 7. Vztah

mezi f a 7 je
f= 5y exp (5%) . (2.17)

A
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N

) g

Obrazek 2.5: Robinsonovo-Trautmanovo souradnice

Ortonormalni tetrada ma tvar

o0 _3to
TN
B 37 0 sfg
R N TN
ey = —f exprd 110 (2.18)

(x 09 lp 7OV
Transformacni vztahy mezi plochymi a sférickymi souradnicemi jsou

€Asint €Asinf

¢
<

(2.19)

= — ==, = =-
cost — cosTr CcoST — cost

2.3 Robinsonovy-Trautmanovy souradnice

Robinsonovy-Trautmanovy soutadnice u,t, 1, ¢ pokryvaji de Sitteriiv prostorocas
pouze nad horizontem ¢ = 7. Soufadnice u je nulové, t je afinni parametr podél nu-
lovych geodetik (u,1), ¢ = konst.) generujicich svételny kuzel s vrcholem na v = 0.
Pocatek souradnic t = 0 je umistén na svétocare rovhomeérné urychleného pozoro-
vatele, pohybujiciho se se zrychlenim a = |¢; ' sinh ay|.

Metrika v Robisonovych-Trautmanovych soutadnicich mé tvar

2

= —Hdu® — duvde + ﬁ (dy® + de?) , (2.20)
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kde
v? v u
H = —— +2——sinhag tanh (w — —sinh a0> +1, (2.21)
u .
P = cosh (¢ ~ 7 sinh a0> : (2.22)
A

Tyto soutadnice, konkrétné u, vyuzijeme nize pro vyjadreni centrovanych souiadnic.
Vzhledem k tomu si uvedeme pouze transformacni vztah mezi souradnici u a plo-
chymi souradnicemi

2N

cosh ap

a

F—

: (2.23)

kde #' a 7' jsou boostované ploché soufadnice %, 7,9, ¢ v Minkowského prostoru

' = tcoshag + 7 cos¥sinhayg , (2.24)
# cos ¥ = {sinh ag + 7 cos 9 cosh g, (2.25)

7 siny = Fsind . (2.26)



Kapitola 3

Elektromagnetické pole
rovnomeérné urychlené céastice

V této kapitole si struéné popiSeme postup pouzity v [1], jak ziskat elektromag-
netické pole nabité rovnomérné urychlené testovaci ¢astice, na pozadi de Sitterova
prostorocasu. Bylo by sice mozné provést piimy vypocet trajektorie urychlené ¢as-
tice, vyresit vlnovou rovnici a z ni ziskat potencial, ale postup pomoci konformni
transformace je velice elegantni a navic nas nasmeéruje k intuitivni interpretaci vy-
sledkti, diky vztahu s Minkowského prostorem.
Zacneme tedy s ¢astici v Minkowského prostorocasu, rovnomérné se pohybujici
rychlosti
vy = tanh ap (3.1)

po ose Z (¥ = 0) v zdporném sméru a prochazejici bodem 7 = 0 v soufadnicovém case
{ = 0. Pouzijeme-li konformni zobrazeni (2.6) znadzornéné na obr. 3.1, dostavame dvé
kauzalné oddélené svétocary odpovidajici dvéma rovnomérné urychlenym c¢asticim,
které vznikaji a zanikaji na pdlech (7 = 0 ¢astice N, 7 = 7 ¢astice S) de Sitterova
prostoru. Pohybuji se po ose 1 = 0, nejprve proti sobé, v ¢ase t = 7/2 se zastavi
a zacnou se pohybovat od sebe. Velikost jejich zrychleni je

ags = !fxl sinh ag‘ ) (3.2)
Svétocary castic v plochych soufadnicich jsou urceny rovnici
¥ = Ftanhagt, (3.3)
ve sférickych soutradnicich spliuji
sin 7 = =+ tanh ag sint, (3.4)

horni znaménko odpovida c¢astici N, spodni castici S.
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mofLwv

Obrdazek 3.1: Rovnomeérné se pohybujici castice v Minkowského prostorocasu se
po konformni transformaci zobrazi na dvé rovnomérné urychlené c¢dstice v de Sitte-
rové prostorocasu.

Déle vyuzijeme konformni invariance rovnic elektromagnetického pole

F=dA — F =dA’,
V-F=-J—=V . F=-J (3.5)

i samotného tenzoru elektromagnetického pole
F—-F=F. (3.6)

To tedy znamend, ze pokud nalezneme pole F rovnomérné se pohybujiciho naboje
v Minkowského prostoru, spliiujici Maxwellovy rovnice (3.5), pak pole F' rovnomérné
urychlenych nadboji v de Sitteroveé prostoru ma stejny tvar jako F a je také feSenim
Maxwellovych rovnic. Staci tedy ziskat pole rovnomeérné se pohybujiciho naboje
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\Y IV

Obrazek 3.2: Rozdéleni de Sitterova prostorocasu na oblasti, podle pritomnosti re-
tardovanych a advancovangch poli od castice N a S.

v Minkowského prostoru a toto neni nic jiného nez pouhy boost coulombického
pole.

Takto ziskané symetrické elektromagnetické pole dvou rovnomérné urychlenych
castic s opa¢nymi naboji, lze chapat jako kombinaci retardovanych a advancovanych
potencialii od obou ¢astic s pfislusnymi vahami [2]

Asym - CANret + (1 - C)ANadV + (1 - C)ASret + CASadV ) (37)

kde ( je libovolny konstantni faktor ( € R. Pole je symetrické vzhledem k boostu
a rotaci kolem osy, po které se pohybuji ¢astice.

Rozdélime-li de Sittertiv prostorocas do ¢tyf regionti, presné tak jak je vyzna-
¢eno v konformnim diagramu na obr. 3.2, pak v oblasti I lze uvazovat retardované
i advancované pole pouze od castice N, v oblasti II retardované i advancované pole
pouze od ¢astice S. Pouze retardovana pole od obou ¢astic v oblasti I1I a ¢isté advan-
covana pole obou ¢astic v oblasti IV. Déle se budeme zajimat pouze o retardované
pole &astice N, omezime se tedy na oblast jejiho vlivu (I, III). Pokud zvolime v (3.7)
¢ = 1, pak lze symetrické pole v téchto oblastech I a III interpretovat, jako pouze
retardované pole castice N.

Pro lepsi fyzikalni pohled na elektromagnetické pole, zavedeme, ve sférickych
i plochych soufadnicich, ortonormalni tetrady {e;} a dudlni tetrady {e’}, odpovida-
jici prislusnym systémiim souradnic. Pak rozlozime elektromagnetické pole F, pomoci
tetradovych slozek vektoru elektrické intenzity a magnetické indukce. Ve standard-
nich sférickych soufadnicich mé rozklad tvar

F=EXeXAe" +E’e’ Ae™ +Efe? Ae
+BXe’ Ae? + BYe? NeX +BPeX Ae” . (3.8)
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Tetradové slozky vektori elektrické intenzity a magnetické indukce

E=E¥e, +E’ey+E?e,, (3.9)
B = BXe, + B”ey + B¥e,, (3.10)

jsou méreny pozorovateli, pohybujici se se ¢tyr-rychlosti, odpovidajici casovému vek-

toru tetrady, v tomto pripadé e,. Tyto vektory E a B, prislusi danému rozstépeni

prostorocasu, zavisi tedy na volbé ¢asové nadplochy a ta je ve sférickych a plochych

soufadnicich rizna. Pokud to nebude z kontextu jasné, budeme znacit vektory inde-

xem sf nebo pl, pro rozstépeni podle sférickych nebo plochych souradnic. U obecné

platnych vztahti, nezavislych na volbé nadplochy, indexy uvadét nebudeme.
Vyjadfenim pole F ve sférickych soutadnicich dostavame [!]

e 1 gi . Y .2~ . ~
F=—— =~ | — sinh o cos ¢ sin® 7 sin ¥ d7 A did

4 Q3 sin® ¢
+ < cosh oy sin 7 — sinh « sin  cos 19) dt A dF

+ sinh g sin £ cos 7 sin 7 cos ¥ df A dﬁ} , (3.11)

porovnanim s tetradou (2.13) ziskdme slozky vektorti E a B

14
Es = i 51\3 [ sinh o cos 7 sin ¥ ey
+ <Cosh o 51.n7: — sinh o cos 19) e;} , (3.12)
sint

{4 sinh -
By = i% cottsinte,, (3.13)

kde faktor Q, ktery je také vazan na konkrétni rozstépeni prostorocasu, je roven

c o~ 2 . 2~12
Q =1/, [(coshao—sinhoz()Slm:cosﬁ> —1+M] : (3.14)

sint sin? ¢

V plochych souradnicich dostaneme tyto veli¢iny, pokud pole F transformujeme
do téchto soufadnic [!]

e 163
A Q3 3
+ < cosh a7 + sinh ag £ cos 19) df A dr

F = [sinh ap 2 sind dir A dv

—sinh ag £ 7 cos 9 di A dﬁ} : (3.15)
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slozky vektorii elektrické intenzity a magnetické indukce ziskdme srovnanim s tetra-
dou (2.18)

l
Ep = iaj\g {Sinh g sin i ey

_ (cosh aog + sinh g cos 19> ef] , (3.16)

e fpsinh o 7
Bpl = ET; €y, (317)

zde faktor Q je dan

. 2 <9 %
Q =/ [ (Coshao + Sinhaog COSI9) — (1 — ;:—2) } . (3.18)



Kapitola 4

Souradnice centrované na c¢astici

Pro dalsi vypocty a interpretaci vysledkt bude vhodné zavést souradnice s po¢atkem
umisténym na castici, tak aby se zjednodusili integracni meze pii vypoctu celkové
energie uvnitf oblasti, respektive tok energie ven z oblasti tvaru koule se stiedem
na castici. Polomeér takovéto trojrozmérné koule R = konst., tedy novou radialni sou-
fadnici, ziskdme jako parametr urcujici priniky svételného kuzele, v jehoz vrcholu
se nachazi ¢astice na nadplose ¥, s prostorupodobnou nadplochou ;. Tato kon-
strukce centrovanych soufadnic nam identifikuje energii vyzarenou castici v Case tg
s energii vyteklou z oblasti R = konst. v ¢ase t. Nadplochy ¥ jsou fezy prostorocasu
s konstantni casovou souradnici, v pfipadé plochych souradnic to jsou nadplochy
konstantniho ¢asu ¢, ve sférickych soufadnicich to budou nadplochy konstantniho
casu t.

Obrazek 4.1: Souradnice centrované na castici, ziskané€ jako prunik prostorupodobné
nadplochy t = konst. a svételného kuZele s vrcholem na svétocdre castice v case ty.

K vyjadreni téchto novych soufadnic pro rovnomérné urychlené ¢astice vyuzijeme
Robinsonovy-Trautmanovy souradnice, konkrétné souradnici u, ktera parametrizuje
svételné kuzely s vrcholem na ¢astici. Vyuzijeme transformacnich vztahu (2.23) a vy-
jadfime si bod (r,9) na nadplose t = konst. a polohu ¢astice (rg,9 = 0) v Case tg
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pomoci soutadnice u. Protoze obé udalosti lezi na svételném kuzelu, rovnaji se hod-
noty jejich souradnic u. Rovnost miizeme chapat, jako implicitné zadanou uzavienou
krivku, vytvorenou jako priinik svételného kuzele s nadplochou ¢ = konst., kde rq, ¢y
jsou parametry urcujici svételny kuzel a nejsou nezavislé, nebot jsou svazany rovnici
trajektorie castice. Nalezenim vhodné transformace, kterda pievede tuto implicitni
rovnici do tvaru pro obecnou kruznici, dostaneme novou radialni a tthlovou soutad-
nici R, © vyjadienou pomoci r, t, 7, to a 9. Uhlova soufadnice ¢ je totozna.

4.1 Centrované ploché souradnice

Nejdfive provedeme uvedeny postup v plochych kosmologickych soutadnicich. Vyja-
difme si Robinsonovu-Trautmanovu soufadnici u bodu (7, ) na nadplose £ = konst.

et ‘ i (4.1

O 7 Y
cosh « & tcosh ovg + 7 cos ¥ sinh g — K

kde K = +/(fsinh ag + 7 cos ¥ cosh ag)? + 72 sin? ) a také Robinsonovu-Trautman-
ovu soufadnici u polohy ¢astice (7, = 0) v ¢ase

2N

{o cosh oy + 7 sinh oy — \/ (fo sinh ag + 7 cosh )2

A
Uy =

= 4.2
cosh « (4.2)

Obé udalosti budou lezet na totozném svételném kuzelu, pokud se budou rovnat
jejich Robinsonovo-Trautmanovo soufadnice u a uy. Po nékolika tipravach této rov-
nosti dostavame

(7 cost) — 7g)? + 2 sin® W = (f — £)>. (4.3)
Zavedeme-li tedy nové souradnice R, © vztahy

Rcos©® = rcosv — 1y,

Rsin® = 7sin?, (4.4)

pak po srovnani s (4.3) a protoZe £ > £, dostaneme

¢

R=t—1t. (4.5)
Nové souradnice R, © jsou tedy jakousi ,translaci” pocatku o 7y ve sméru 9 = 0,
takze se Castice nachazi na R = 0. Hodnota soufadnice R, na casové nadplose t, je
déna rozdilem casi ¢ a tj, kde ty je Cas vyemitovani zafeni c¢astici, které dosahne
do R v case t.



Kapitola 4. Souradnice centrované na castici 19

Diky konformnim vlastnostem plochych kosmologickych soufadnic v de Sitte-
rové prostorocasu, mizeme provadét geometrické ivahy v Minkowského prostoro-
¢asu. Zde odpovida svétocara rovnomérné urychlené ¢astice v de Sitterové prostoru,
svétoc¢are rovnomérné se pohybujici ¢astici v Minkowského prostoru. Oblasti vlivu
Castice N, vzniklé na severnim pdélu (7 = 0), odpovidé oblast v Minkowského pro-
storu se zapornym ¢asem f. Budouci konformni nekone¢no v de Sitterové prostoru
odpovida nadplose £ = 0 v Minkowského prostorocasu.

~<

T %

~r<

Obrazek 4.2: Konformné ploché souradnice centrovan€ na cdstici, zobrazeny v plo-
chém prostoru. V rezu p = konst. tvori souradnicové cary R = konst., tedy priniky
svetelnych kuzelid s prostorupodobnou nadplochou, nesoustredné kruznice.

Posun pocatku centrovanych soutadnic vii¢i poc¢atku ptivodnich souradnic, tedy
poloha ¢astice 7, je uréena hodnotou £, pomoci (3.3) a ta je rovna rozdilu R a £, viz
4.5. To znamena, ze velikost posunu na dané prostorové nadplosSe zavisi na samotné
hodnoté R

Fo = tanh ag(R — 7). (4.6)

Diky tomu, nadplochy se soutadnici R = konst. tvoii nesoustiedné koule, v fezu
t, = konst. to jsou nesoustfedné kruznice, viz obr. 4.2. Stied téchto kouli neni
umistén na ¢astici na prostorové nadplose s ¢asem ¢, ale v bodé, kde se nachazela
Castice v ase fy. Polomér takovéto koule v plochych kosmologickych soutadnicich je
roven hodnoté R, potom vlastni fyzikélni polomér méfeny metrikou (2.15) je 4 R.
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Dosadime-li vyjadfeni 7y (4.6) do transformacnich vztaht (4.4), mtzeme si ex-
plicitné vyjadrit piivodni soufadnice pomoci novych

2 = R? (1 — 2tanh ag cos © + tanh? ao) +
+2Rf tanh g (cos © — tanh ag) + 2 tanh® oy, (4.7)
Rsin®

tand = < . 4.8
o R(cos© + tanh ag) — ttanh ag (48)

V pripadé, ze tanh oy = 0, tedy mé-li ¢astice nulové zrychleni, pfechazeji centrované
ploché soutadnice na ploché.

~t<

<

Obrazek 4.3: Centrovan€ ploché soutadnice v Minkowského prostorocasu. Pocdtek
je umistén na castict, ale stred kruznice R = konst. je v miste, kde se nachdzela
castice v case tg.

K dalsim vypoctim budeme potiebovat vyjadieni derivaci plochych soutfadnic
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podle centrovanych plochych soufadnic

O R+ 17ocos®© + tanh ap(RR cos © + 7p)

OR ¥ ’

@ _ —RsinOtanhag + 7 sin ©

OR 72 ’

ﬁ B _Rfo sin ©

00 P

o R? — Rigcos ©

0 = = . (4.9)

Objemovy element v centrovanych plochych souradnicich na prostorové nadplose
t = konst. ziskdme z objemového elementu v plochych soufadnicich, jako determi-
nant metriky (2.15)

3
dv = é—g|f2 sind dit A dd A dy (4.10)
0B, or or oV oV
= ——7“sind [ ==d —d —d —d d
|t3|r sin (8R R+8@ @)/\(aR R+8@ @)/\ ©
B, or 09 or 09
3
= é—’;‘RQSin@(1+tanhaocos@) dRAdO Adp, (4.11)

kde jsme vyuzili transformace 1-forem

. or or
ov oV
49 = S5dR + 520 (4.13)

a také, ze z (4.9) plati

or oy or 09 R
——— ——=—(1+tanhagcos©). 4.14
9RO  000R T 005 6) (4.14)

Nakonec si jesté vypocitame plosny element kolmy na vektor dgr, ktery vyuzijeme
pii vyjadieni hustoty toku energie z oblasti tvaru koule R = konst. Nejdiive potie-
bujeme jednotkovy vektor eg, k tomu je tfeba urcit normu vektoru dg, indukovanou
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metrikou (2.15)

or v
= or” " or”
_ Un R+ 79 cos © + tanh ag(R cos © + 7o)
t 7
@tanh apRsin© — 1 sin ©

i 72

Or

S

€y , (4.15)

pficemz jsme dosadili derivace (4.9) a prepsali vektory 0r a 0y pomoci vektoru
tetrady (2.18). Diky tomu je pak norma vektoru dr pouze odmocnina ze souctu
kvadrati faktori, stojicich pred jednotkovymi vektory. Po nékolika tpravach tak
dostavame

l
|Or| = —?A\/tanh2a0+2tanhozocos@+1, (4.16)
znaménko minus se zde objevilo, aby kompenzovalo zapornou hodnotu soutradnice
t. Jednotkovy vektor eg je roven Or/|0r|

t
EA\/tanh2 oo + 2tanh agcos© + 1

O . (4.17)

Er =

Nyni jiz ziskdme plo$ny element z(Zenim 3-formy objemu (4.11) s vektorem eg
dS =dV -ep
B (2 R?sin ©
{2 \/tanh2 o + 2tanh agcos © + 1

(1 +tanhapcos©)dO Ady. (4.18)
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4.2 Centrované sférické souradnice

Stejnym zpisobem zavedeme centrované souradnice i v pfipadé sférickych kosmolo-
gickjch soufadnic. Opét bychom si vyjadfili bod na nadplose ¢ = konst. a polohu
Castice v ¢ase ty pomoci Robinsonovy-Trautmanovy soufadnice u a dali do rovnosti.
USetfime si praci a vyuzijeme jednodussi, ale ekvivalentni rovnost vyjadirenou v
plochych soutfadnicich (4.3) a pfepiSeme ji pomoci transformacnich vztaht (2.19)
do sférickych soutadnic

cos T €os 7y + sin 7 sin 7 cos ) = cos(f — 1y) . (4.19)

Pocatek bude opét lokalizovan na c¢astici. Tentokrat ale nové soutradnice R, © zis-
kame rotaci o thel 7y ve sméru 9 = 0

sin R cos ©® = sin 7 cos ) cos g — cosTsin Ty,
sin Rsin® = sin7sin,

cos R = sin7 cos ¥ sin 7y + cosT cos 7y . (4.20)
Porovnanim s (4.19) vyplyne podobné
cos R = cos(t — ty) , (4.21)

protoZe £ > t, je tedy nakonec hodnota R urcena opét pouze rozdilem ¢asti

R=t—1. (4.22)

Uhel 7y o ktery je pootoden poc¢atek centrovanych soufadnic viiéi pocatku sfé-
rickych kosmologickych soufadnic, tedy poloha ¢astice v ¢ase g, je vztahem (3.4)
uréen hodnotou 7 a ta je rovna rozdilu R a  (4.22). Velikost @hlu pootodeni na
dané prostorové nadplose zavisi na samotné hodnoté R

sin 7y = — tanh agsin(R — 1). (4.23)

Nadplochy se soufadnici R = konst. tvofi nesoustfedné koule, v fezu £, ¢ = konst.
jim odpovidaji nesoustfedné kruznice na sfére, viz obr. 4.4. To znamen4, ze stied této
koule je umistén v bodé, kde se nachazela ¢éstice v ¢ase ty. Polomér takovéto koule
vyjadieny ve sférickych kosmologickych soutadnicich je roven hodnoté R, vlastni
fyzikalni polomér méfeny metrikou (2.11) je pak #‘ER.

Pokud budou mit ¢astice nulové zrychleni, tedy kdyz tanh oy = 0, pak ze vztahu
pro trajektorii ¢astice (3.4) plyne 7o = 0 a centrované sférické soutadnice prechazeji
na sférické kosmologické soutradnice.
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Vyjadiime si derivace puvodnich soufadnic podle centrovanych, které budeme

dale pottebovat

or 1 0
- (sichosFo+sichosf0cos®ﬂ—l—

AR sin7 OR
or,
+ cos Rsin 7 cos © + cos R sin 7y + cos X sin fga—RO) ;
Y  —sin Rcos7sin @% + sin 7 sin ©
OR sin® 7 ’
Or  sin Rsin7ysin ©
00 sin 7 ’
o9 2 sin? R cos? © cos 7y + sin R cos R sin 7y cos ©
00 sin? 7 ’
kde p -
70 costy
— = —tanh« :
OR %cos To

(4.24)

(4.25)

Z objemového elementu ve sférickych soufadnicich na nadplose ¢ = konst., ktery
ziskdme jako determinant metriky (2.11), dostaneme objemovy element v centrova-

nych sférickych soufadnicich nasledovné

3
dv = ‘égfsin2fsinz9df/\dz9/\dg0
S1n
B, (OF o7 99 09
= - 9| =——=d —d —d —d d
snPg o e (aR TS @) " (aR R+ 56 9) e
B, (OF09  OF OV
= Sin3£Sln rsmz? (@% — %@) dR/\ d@ /\ng

@3
= ngsiansin@ <1+%COS@> dRAdO Ady

3 cos
= — ‘; _sin? Rsin © <1 — tanh oy
sin” ¢ co

STo

kde jsme vyuzili transformace 1-forem

_OF o7
dF = =R+ 52d6).
a = 2% ar + 2 g0

- OR 00

(4.26)

' cos @) dRAdO Adp, (427

(4.28)

(4.29)
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a také, ze z (4.24) plati

(4.30)

or 99  OFr 99 sinR ( 0T )

9R06  909R s \\ T gp =P

Pro vyjadreni hustoty toku energie z oblasti tvaru koule R = konst., budeme
potiebovat plosny element kolmy na vektor dg. K jeho urceni vyuzijeme jednotkovy
vektor eg, ktery ziskdme z vektoru 0 a jeho normy, indukované metrikou (2.11)

or o
aR - @af + @&9
éA 1 o7,
T ginfsinF (SmRCOS To + sin R cos 7y cos @@ +

or.
+ cos R sin 7y cos © + cos Rsin 7y + cosRsinfoa—}§>eqx +

l)sin7 — sin R cos 7 sin @87’0 + sin 7 sin ©
2 ey, (4.31)
sint sin“ 7

kde jsme dosadili derivace (4.24) a prepsali vektory J; a 0y, pomoci vektort tetrady
(2.13). Diky tomu je pak norma vektoru dr pouze odmocnina ze souc¢tu kvadrati
faktort, stojicich pred jednotkovymi vektory. Po nékolika upravach tak dostavame

14 24, t
10| = _A\/ tanh” ap———¢ — 2tanh ag— " cos© + 1, (4.32)
sin ¢ cos? T cos T

takze jednotkovy vektor eg je roven Ogr/|0g|
sint

KA\/ta,nh2 cos? t° — 2 tanh a8k COStO cos® +1

Op . (4.33)

Nakonec ztzime 3-formu objemu (4.27) s vektorem e a dostavame plosny element

dS =dV -ep
_ % sin® Rsin © y
sin?t \/ tanh? a5 — 2 tanh <l cos @ + 1

0cos2 7 cos 7o

COS Ty

t
X <1 — tanh oy C%0 os @) dO Ady. (4.34)



Kapitola 4. Souradnice centrované na castici 26

Obrazek 4.4: Centrované sférické souradnice. Rez t = konst., soutadnice ¢ je potla-
cena. Soutadnicové c¢ary konstantni souradnice R predstavuji nesoustredné kruznice
na sfére. Pocdtek je umisten na castici N.



Kapitola 5

Energie a toky energie

Ze ziskaného tenzoru elektromagnetického pole F rovnomeérné urychlenych naboj,
bychom potiebovali nejprve vypocitat tenzor energie-hybnosti

(4] 1 C
Ta = FocF,* — Z—lgaibF@Ffd (5.1)

a z ného potom, pomoci ¢casupodobného Killingova vektoru £2, energii a tok energie

Top %0 (5.2)

Je-li jednotkovy vektor n% ¢asupodobny, odpovida tento vyraz hustoté energie, je-li
prostorupodobny, pak se jedna o hustotu toku energie ve sméru tohoto vektoru.

Zvolime-li rozstépeni prostorocasu na prostorupodobné fezy > a jednotkovy ca-
supodobny vektor n¢ je v kazdém bodé kolmy na tyto nadplochy, pak lze tenzor
elektromagnetického pole zapsat ve tvaru

Foo = Eq Ay + 46.B¢. (5.3)
Trojrozmérny Levi-Civitiv tenzor €4, na nadplose X spliluje
EabeN® =0, Eaped = Ng A Eped » (5.4)
tenzor energie-hybnosti lze rozlozit jako
Ta = Ungny — 0y V Sy + 7ap (5.5)

kde hustota energie U, Poyntingtv vektor S, a tenzor napéti 7, je
1

U= 5(E2 + B?), (5.6)
S2 = EMEQBQ, (57)
Tab = —EQEQ — BQBQ -+ Ug@. (58)
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Zvolime ortonormalni tetradu {(e;)%} a jako jednotkovy vektor n® vybereme
tetradovy casupodobny vektor. Trojrozmérné vektory elektrické intenzity E a mag-
netické indukce B, v nadplose X, jsou urceny tetradovymi komponentami

E=FEe, (5.9)

B =DBe;. (5.10)

Néasledujici vztahy plati jak pro sférické soutadnice, tak pro ploché soutadnice.
Abychom je nemuseli vypisovat dvakrat, zavedeme znaceni o nad soutradnici ¢, které
zahrnuje oba dva pfipady. V plochych souradnic za o dosadime hacek V, ve sférickych
vlnovku ~.

Protoze orbity obou konformnich Killingovych vektord 0; a 0; lezi na soutad-
nicovych ¢arach soufadnice £, resp. t, jsou konformni Killingovy vektory nasobkem
odpovidajiciho jednotkového vektoru

O; = |04 e, (5.11)

porovnanim s (2.18) a (2.13) dostavame normy indukované odpovidajicimi metri-
kami (2.15) a (2.11)

¢

05| = —7’\‘, (5.12)

P (5.13)
sint

Znaménko minus se objevilo v (5.12), vzhledem k tomu, %e jsme v oblasti f < 0.
Pak tedy zachovavajici se energie, spojend se symetrii odpovidajici vektoru 9;, je
jednoduse vyjadiena pomoci tetradovych slozek elektrické intenzity a magnetické
indukce

“ 1
Tay (9)* (e3)" = 5 |04 (E* + B?). (5.14)
Tok této energie ve sméru jednotkového vektoru e; je

Tap (05)* (€:)* = 04| Si = |0y e1juVB" . (5.15)
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5.1 Energie mérena kosmologickymi pozorovateli

Nejprve se budeme zajimat o hustotu energie mérenou kosmologickymi pozorovateli
ve sférickych a plochych soutadnicich. Jsou to pozorovatelé stojici na konstantnich
soutadnicich a jsou tedy spojeni s tetrddou (2.18) v plochych, respektive (2.13)
ve sférickych soutadnicich. To znamena, ze jimi mérené vektory elektrické intenzity
E a magnetické indukce B presné odpovidaji vyrazim (3.16) a (3.17), respektive
(3.12) a (3.13).

5.1.1 Ploché souradnice

V pripadé kosmologickych pozorovatelt v plochych souradnicich budeme uvazovat
zachovavajici se energii spojenou s konformnim Killingovym vektorem 0;. Vyuzijeme
vztahu (5.14) pro energii vyjadfenou pomoci tetradovych slozek E a B, dosadime
normu (5.12) a dostavame

1 e 1 1

Tas (90)* (00" = =5 {6737 : ”2
ab\¥t) ™t 21672 (31 ((cosh @ + sinh a7 cos¥)? — 1 + %)2

+

. 52 .
2 sinh? Qo7 sin?
+

: — (5.16)
((cosh ag + sinh g cos 9)? — 1 + :—2)3

Vyraz vyskytujici se uvniti zavorek v obou jmenovatelich, 1ze jednoduse pfepsat
. . 7 2 72 .9 . “ , , ;.
jako (smh ap + cosh ag; cos 19) + Zsin“v a je vzdy nezaporny. Nulovy je pouze
v piipadé, Ze oba ¢leny jsou nulové a k tomu dochézi pravé tehdy, kdyz pozorovatel
protina svétodaru ¢astice S (3.3), tzn. pro (¥ = 7, = £, = 0). Pak energie, jak
ocekavame, diverguje.

Provedeme-li rozvoj hustoty energie (5.16) v budoucim konformnim nekoneénu,
tedy pro t — 0, dostdvame

1 e 1 & cosh?ap + sinh? ag sin? ¢

216m2 (3 74 (sinh® cg cos? ¥ + 1)3

Tap (05)* (er)" = (5.17)

Hustota energie se asymptoticky chovéa jako 3, ve vlastnim ¢ase kosmologickych
pozorovateld 7 (2.17) to znamend rozvoj pro 7 — oo a hustota energie méa exponen-
cialni pokles jako exp(—37/(4).

Mnozstvi této energie v elementarnim objemu ziskdme pripsanim objemového
elementu v plochych soufadnicich (4.10)

1 e* 1 cosh? inh® ag sin® ¥
~ 1 e 272008 o + simmh” oy 31113 sin 9 dF 4o e (5.18)
21677 (sinh2 g cos? ¥ + 1)

Tap (0)* (e7)*dV
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a je nezavislé na case f, tedy v nekonecnu je hustota energie na ,prostorovy” thel
parametrizovany soufadnicemi 7,1, ¢ kone¢na.

Rozlozeni hustoty energie na ,prostorovy” thel v budoucim nekonecnu je na
obr. 5.1. Plochy konstantni hodnoty hustoty energie tvofi toroid, jehoz osa symetrie
odpovidé ose, po které se pohybuje ¢astice (¢ = 0). S vétsi hodnotou zrychleni se
toroid natahuje ve sméru kolmém na tuto osu.
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Obrazek 5.1: RozloZeni hustoty energie na ,prostorovy” uhel v plochych kosmolo-
gickych souradnicich, v budoucim nekonecnu (na nadplose t = 0). Soufadnice
je potlacena. Svetlejsi odstiny predstavuji vyssi hodnoty. Plnd bild ¢dra predstavuje
projekci trajektorie castice N. Jednotlivé obrazky jsou vykresleny pro rizné hodnoty
tanhag (nahote 0.5, vlevo dole 0, vpravo dole 0.8).
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5.1.2 Sférické souradnice

Pro kosmologické pozorovatele ve sférickych soutadnicich si vyjadiime zachovavajici
se energii spojenou tentokrat s konformnim Killingovym vektorem 0;. Opét ze (5.14),
dosazenim normy (5.13), plyne

Ty, ()" (e = 22 : T
ab (0f) (€7)” = 3 7 in 7
@b \Mt) At 21672 (3 sint ((cosh ag — sinh ap22E cos ) — 1 + :ﬁgf
2 sinh? ozos‘“”"2 sin® ¥ cos? ¢
. _ (5.19)
({cosh g — sih 2% cos )7 — 1+ 25)

Viraz vyskytujici se uvnitt zavorek v obou jmenovatelich 1ze opét jednoduse prepsat
jako (smh o — cosh g7 sing 7 CO8 19) sin 72 ~sin? 9 a je také vzdy nezaporny. Nulovy je
pouze v pripadé, ze oba cleny jsou nulove a to nastava prave tehdy, kdyz pozorovatel
protind svéto¢aru jedné z &astic (3.4), tzn. pro (F = 7o, ™ — 7o;t = f;9 = 0). Neni
prekvapujici, Ze energie v téchto prusecicich diverguje.

Asymptoticky rozvoj hustoty energie (5.19) v budoucim nekoneénu ¢ — 7 je

1 e® 1 sin®t cosh? o + sinh? o sin® 9

Ta (0 b
o (90)" (e2)" 216 EA sin* 7 (sinh2 g cos? ¥ + 1)3

(5.20)

Prepsanim do vlastniho ¢asu kosmologickych pozorovateltt 7 (2.12), jde o rozvoj
pro 7 — oo a hustota energie se chovéa jako cosh™(7/f) ~ exp(—37/{s) a je opét
exponencialné tlumena.

Ptfiddme formu objemu ve sférickych soutadnicich (4.26) a dostdvame rozlozeni
mnozstvi energie v elementarnim objemu na nadplose konformniho nekonecna

Tw (9p)* (ef)g dV ~ — € cosh”™ ag + sinh”™ oyg Sin

21672 sin® 7 (sinh? o cos? ) + 1)

sinddrddde, (5.21)

které je nezavislé na soufadnicovém ¢ase ¢ a je koneéné. Rozlozeni hustoty energie
na prostorovy thel v budoucim nekonecnu je na obr. 5.2. Plochy konstantni hodnoty
hustoty energie tvori, jako v ptfipadé plochych souradnic, toroid, jehoz osa symetrie
odpovida ose po které se pohybuje ¢astice (9 = 0). S vétsi hodnotou zrychleni se
toroid opét natahuje ve sméru kolmém na tuto osu, ale tentokrat méame dva toroidy
obklopujici obé castice. Rozlozeni hustoty energie na severni a jizni polokouli jsou
symetrické.
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Obrazek 5.2: RozloZent hustoty energie ve sférickych kosmologickych souradnici v ca-
sovém nekonecnu (stejnd situace v budoucim, na nadplose t = m i minulém neko-
necnu, na nadplose t = 0). Souradnice ¢ je potlacena. Svétlejsi odstiny predstavuji
vyssi hodnoty. Severni a jizni polokoule jsou symetricke. Silnd bild krivka predsta-
vuje projekci trajektorie cdstice N. RozloZeni hustoty energie je vykresleno pro ruzné
hodnoty tanhag (nahote 0.3, vlevo dole 0, vpravo dole 0.5).
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5.2 Porovnani zachovavajicich se energii

Mohli bychom ocekavat, ze obé zachovavajici se energie, spojené s konformnimi
Killingovy vektory 0; a J;, budou davat v budoucim nekone¢nu obdobné vysledky.
Podivame-li se na konformni diagramy s vyznacenymi soufadnicovymi carami sfé-
rick§ch i plochych soufadnic, jak vidno, prostorovy fez t = m odpovida fezu ¢ = 0.
Vektory 0; a J; jsou kolmé na nadplochy ¢ = konst. a = konst., takze by mohly
asymptoticky koincidovat.

Skute¢né tomu tak je, nebot vyjadiime-li si vektor J; pomoci linedrni kombinace
vektort plochych souradnic

ot or
r = —0; + —=0;, 5.22
Pt o (5.22)

kde koeficienty jsou rovny

Ot Ux(1 — costcosf)
ot (cost — cosT)? (5.23)

or () sintsin 7
— = — . 5.24
Ot (cost — cosT)? (5.24)

V limité ¢ — 7 koeficient % vymizi a vektory 0y a 0; se na této nadplose lisi pouze
skalovacim faktorem, ktery v této limité dava

-

L _ 5.25
ot - 1+ cost ( )

a je degenerovany pro 7 = .

Porovname-li asymptotické rozvoje hustot zachovavajicich se energii v budou-
cim nekone¢nu (5.17) a (5.20), musime dostat stejny faktor. A opravdu plati, diky
transformacnim vztahtm (2.19)

51 7 sin® ¢
1+ cos7sin g (5.26)
7

74 ly  sin?

a v limité se faktory shoduji.

Divergence je zptisobena tim, Ze hustota energie v plochych souradnicich je nu-
lova na celé nadplose £ = 0 vyjma ¢astice N, vzniklé na severnim pdlu de Sitterova
prostoroc¢asu (# = 0), kde diverguje. Céstice S, vznikla na jiznim pdlu se na této
nadplose nachazi v nekoneénu 7 = oo a z tohoto divodu nezptisobuje divergenci.
Naopak ve sférickych souradnicich, kromé divergence na ¢astici N, vzniklé na sever-
nim pélu (7 = 0), jesté diverguje i na ¢astici S, vzniklé na jiznim pélu (7 = 7), nebot
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v tomto pifpadé je nadplocha ¢ = 7 uzavfeny prostor a tak se tato ¢astice na rozdil
od predchoziho pripadu nachézi v konec¢né oblasti, takze se projevi.

Nyni zjistime, jak spolu souvisi objemové elementy v plochych a sférickych sou-
fadnicich v budoucim nekone¢nu. K tomu potfebujeme transformacni vztah mezi
1-formami d7* a d7. Nejprve si vyjadiime derivaci 7 podle 7 p¥i konstantnim ¢

or 1 + cos7cost
AR ik 5.27
or A(Cosf—l—cos t)? (5.27)
pak tedy na nadplose { = 7
or or - lp
dif = —dfr+ —=dt = ————dr 2
" o T+8t 1—cosi (5.28)

to ze 07 /Ot — 0 jiz vime z (5.24). Vyjdeme z objemového elementu v plochych sou-
fadnicich, vyuzijeme transformacni vztahy mezi soufadnicemi (2.19) a mezi formami
(5.28)

63
dvi, = —i—ng sin g dit A dd A dyp
;3 (1 F 14
= A(—i——gcosr) sin? 7 sin ) ——>—— dif A di) A g, (5.29)

sin” ¢ 1 —-cosr

nakonec dostavame vztah mezi objemovymi elementy v plochych a sférickych sou-
radnicich ~
(1+ cosT)

v, = L eosT)
P (1 = cos )

dVi . (5.30)

Zkombinujeme faktory mezi hustotami zachovavajicich se energii, spojené s kon-
formnimi Killingovy vektory 0; a 0; a mezi objemovymi elementy v plochych a sfé-
rickych soutadnicich. Dostavame tak vztah, mezi elementarnim mnozstvim energie
spojenym s vektorem 0; a elementarnim mnozstvim energie spojenym s vektorem
O, prot —

(1 + cos7)?

Ty (00 (e AV = -

Tap (99)* ()" Vi (5.31)
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5.3 Energie uvnitir oblasti

V této casti budeme zkoumat celkovou zachovavajici se energii uvnitt oblasti tvaru
koule se stfedem na cCastici. Vyuzijeme zde pravé souradnice centrované na c¢astici,
zavedené v kapitole 4. V téchto soutadnicich je tato koule urcena jednoduse vztahem
R = konst. Abychom se vyhnuli divergenci na c¢astici, budeme uvazovat mezikouli
R € (Ry, Ry).

5.3.1 Centrované ploché souradnice

Piepiseme si zachovavajici se energii, spojenou s konformnim Killingovym vektorem
J;, pomoci centrovanych souradnic, které jsme zavedli v kapitole 4. Hustota energie
(5.16) lze zapsat jako

%2
a r . .
faktor Q (3.18) se v centrovanych soutadnicich (4.4) po nékolika tipravach zjednodusi

2
Q* = 612\];—2 cosh? ag (tanh ag cos © + 1)°. (5.33)

Objemova hustota energie je nakonec v téchto souradnicich
1 e? 3
21672 3 cosh® ap R* .
y (tanh ag cos © + 1) + 2 tanh® ag sin? ©
(tanh g cos © + 1)6

Tab (0p)* (e7)? =

(5.34)

PfipiSeme objemovy element v centrovanych plochych souradnicich (4.11) a ziskdme
mnozstvi energie v elementarnim objemu

1 €2 sin © y
21672 cosh? oy R2
" (tanh ag cos © + 1)% 4 2 tanh® g sin® © "
(tanh ag cos © + 1)6
X (tanh apcos© +1)dRdO dyp. (5.35)

Tab (05)* (ep)*dV =

Cleny s f se vykratili, elementarni mnozstvi energie tak nezavisi na ¢ase a na kazdé
casové nadplosSe je ur¢eno pouze prostorovymi souradnicemi. Jak je vidét, pouziti
centrovanych souradnic ndm pomohlo k separaci thlové a radialni ¢asti, miizeme
tak vyraz jednoduse integrovat

2 4coshtag —1 11"
T, (0)% (e ) dV = — ZC0% G0 2 . 5.36
[ Tt epay = R G (5.36)
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Obrazek 5.3: 'V pripadé konformné plochych kosmologickych pozorovateli je celkovd
energie uvniti oblasti tvaru koule R = konst. na vsech casovych nadplochdch kon-
stantni.

Celkova energie uvniti mezikouli zavisi pouze na vnéjsim a vnitinim poloméru.
Uvniti koule konstantniho poloméru R = konst. (obr. 5.3) zistava neménné mnoz-
stvi energie. Fyzikalni polomér této koule vSak exponencialné roste, jeho vyjadieni
ve vlastnim ¢ase kosmologickych pozorovateli je exp(7/¢y)R.
Na obr. 5.4 jsou vykresleny svételné kuZely s vrcholem na ¢astici v ¢asech
a ty. KuZely protinaji prostorupodobnou nadplochu konstantniho soutadnicového
Casu a takto ohrani¢ena oblast predstavuje mezikouli. Celkové energie E’, E” a E*
uvnitf mezikouli na nadplochich = ¢, a budoucim nekoneénu jsou po dosazeni
(4.5) do (5.36) rovny
E =k té)_tg E" =k t{)_tg Eoo:kté)_tg
(' —to)(t' — tg) (" = to)(t" — tg) toto

. (5.37)

kde k = e?(4cosh® ay — 1)/247. Pokud by bylo pole ¢isté zafivé, musely by se
tyto celkové energie rovnat. Jejich hodnota by odpovidala celkovému toku energie
vyzéafené Castici mezi okamziky ) a fj. Intuice ziskand v asymptoticky plochych
prostorocasech tika, Ze celkovad vyzafend energie bude pouze energie E°°, nebot
do nekonecna se dostane pouze zativa slozka, coulombicka ¢ast se utlumi. V nasem
pripadé je ale mozné, 7ze z divodu prostorupodobného charakteru nekonecna se zde
vyskytuje i coulobické pole.
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Obrdzek 5.4: Energie vyzdrend c¢dstici mezi okamZiky ty a ty a jeji prispévek k celkové
energii v mezikouli na nadplose konstantni casové souradnice.

5.3.2 Centrované sférické souradnice

Stejné tak si vyjadiime konformni energii (5.19), spojenou s konformnim Killin-
govym vektorem 0;, v centrovanych sférickych soufadnicich (4.20). Tato objemova
hustota energie v ptivodnich soutadnicich lze pfepsat do tvaru

1 62 EA 1
21672 sin{ QF

Tap (07)* (€)% = {QQ @2 sin” Tsth v sin? 1) cos? t} (5.38)

n’f
faktor Q (3.14) si vyjadiime v centrovanych soutadnicich (4.20) a po dlouhych tpra-

vach se zjednodusi do tvaru

sin? R
Q? == SZ7 ((COSh Qg €os T cos © — sinh o cos to) + sin? @) . (5.39)
sin
Nakonec je tedy hustota energie vyjadiena v centrovanych sférickych soutradnicich
p 1 e?  sindt »
- 21672 3 sin* R

[ (cosh o COS T'g cos O — sinh oy cos fg) 2
X
((

- . = . 3
cosh ag cos 7y cos © — sinh ag costy)? + sin? @)

N sin® ©(1 + 2sinh® ay cosf t) 3]  (5.40)

((cosh (v cos 7 cos © — sinh oy cos ty)? + sin? @)

Mize se zdat, ze se ndam opét, diky centrovanym soutradnicim, podarilo odseparovat
thlovou zavislost od radialni, ale to je pouze zdanlivé, nebot 7y a tq vyskytujici se
v thlové ¢asti zavisi diky (3.4) a (4.22) na R a t.
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Pfidame objemovy element vyjadfeny v centrovanych sférickjch soutadnicich
(4.27) a dostavame rozlozeni mnozstvi energie v elementarnim objemu

1 e? sin® cost
21672 sin® R

[ (cosh Qg €os 7°g cos © — sinh o cos fo) 2
X
((

Tab (0)* () dV =

(1 — tanh oy
CoS T

cos @) X

cosh oy cos 7p cos © — sinh o cos t~o)2 + sin? @) K

sin? ©(1 + 2sinh® ag cos? )
((cosh (v cos 7p cos © — sinh g cos ty)? + sin? @) ¥
xdRdO dyp. (5.41)

Pres thlovou cast lze integrovat a dostavame vyraz, jehoZ integrace pres radialni
soufadnici je komplikovand, nebot se zavislost na R vyskytuje i v tq a 7

/T (002 (et AV /62—1 «
S (o050 N
b \™% t 47 sin® R
X {cos2 tsinh? oy (40 (1 — cosh? o cos? fo) (1 + 2sinh? oy cos? fo) — 6) +
St~0

+ 8costsinh? o cosh? oy cos? 7 <3 + 2 tanh «p €0 — ) + 31 dR. (5.42)
cos T

Na rozdil od pfedchoziho pfipadu centrovanych plochych soutradnic, je celkova ener-
gie uvnitt mezikouli konstantniho poloméru zavisla na case.
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5.4 Toky energie

V této casti se budeme zajimat o tok obou zachovavajicich se energii, nejprve tok
méfeny kosmologickymi pozorovateli v plochych a sférickjch soutadnicich a poté
celkovy tok z oblasti tvaru koule R = konst. se stifedem na ¢astici v centrovanych
plochych i centrovanych sférickych souradnicich.

S kosmologickymi pozorovateli jsou spojeny tetrady (2.18) a (2.13). Tok energie
reprezentuje Poyntinguv vektor S (5.15), v ptipadé konformni energie, jesté prena-
sobeny normou odpovidajiciho konformniho Killingova vektoru (5.12), nebo (5.13).

5.4.1 Ploché souradnice

V plochych soutadnicich dostdvame nenulové pouze tetradové komponenty 7 a o

S: = E'BY — E¥B? = EVB¥
e 14 7

_ A 2 T2
= 572 0 sinh G sin v, (5.43)
Sy = EYB" — E'BY = —E"B¥
e Iy 7 F
= 152 o <cosh aog + sinh ag cos '19> sinh Ozog sin . (5.44)

Hustota toku zachovavajici se energie spojené s vektorem 0J; ve sméru vektoru e;
a ey je pak
2 3 12 .2
b © 07 sinh” oy sin®
1672 2 ( (

Tab (95)* (er) o, (5.45)

cosh o + sinhoz()% 00819)2 — (1 — Z—i))

e A (cosh oz()% + sinh ag cos 19) sinh oy sin ¥
1672 {2 ( (

Tap (0)* (e9)" (5.46)

cosh ag + sinh g% 00819)2 —(1- :—j))g

Oba toky vymizi v budoucim nekoneénu (f = 0), na ose symetrie po které se pohybuji
¢astice (¥ = 0), nebo pokud je zrychleni nulové (o = 0). Asymptotickym rozvojem
téchto hustot tokti energie pro f — 0 dostdvame

e 3% sinh? agsin®9
Tap (0)* (er)* ~ = ° (5.47)

1672 7o (sinh2 g cos? ¥ + 1)3 ’
e? (3£ coshagsinh o sin

T 1672 i (sinh2 o cos2 U + 1)

Tap (95)* (e9)" (5.48)

3 -



Kapitola 5. Energie a toky energie 41

5.4.2 Sférické souradnice

Ve sférickych souradnicich jsou nenulové opét jen komponenty 7 a ¥ Poyntingova
vektoru

S; = E'B* — E*B” = E'B¥

), .
1§7T2 51\6 sinh? ay :;111171% cosFsin® ¥, (5.49)
Sy = E¥B" —E'B¥ = —E'B”
2 €4 o~
= 1(65 306 <cosh % 2112:; — sinh o cos 19) sinh o :;I;g sin? . (5.50)

Hustota toku zachovavajici se energie, pfislusejici vektoru 0;, ve sméru tetradovych
vektortll e; a ey je rovna

e? (3 sint
Ta (03)* (er)" = 1672 gln t
.12 - ~ .. 9
o sinh” o cos t cos 7 sin” ¥ . (5.51)
((cosh o — sinh a2 sinz = COS 19) (1 — 2‘;?2))

2

e? (3sinT sint |
Tap (07)% (e9)? = 672 13\111215 <C sh g T — sinh aq cos 19) X

sinh oy cos ¢ sin ¥

X . (5.52)

(( et cos )’ — (1 222))’

Toky jsou nulové v minulém a budoucim nekoneénu (£ = 0, 7), na nadplose asové
symetrie (f = 7/2), ose axidlni symetrie na které lezi trajektorie ¢astic (¥ = 0) a
v pfipadé nulového zrychleni (ag = 0). Asymptotické rozvoje hustot tokt energie v
budoucim nekonec¢nu jsou

b e? (3sin*t sinh® ag cos 7 sin? ¥

Ta a~ @ 7))~ R ~ )
o (09)* (er) 1672 sin® 7 (sinh2 g cos? ¥ + 1)3

(5.53)

e? (3 sin®t cosh o sinh ag sin 9

- ) ' 5.54
ab (05)* (e9) 1672 sin* 7 (sinh2 g cos? ) + 1)3 ( |
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5.4.3 Centrované ploché souradnice

Pro vypocet celkového toku energie z oblasti tvaru koule R = konst. v centrovanych
plochych soufadnicich, vyuZzijeme vyjadieni jednotkového vektoru egp = Ogr/|0g|,
jako linedrni kombinaci jednotkovych vektort e; a ey z (4.15). Hustota toku energie
ve sméru vektoru eg je tedy kombinaci hustot tokti energie ve sméru vektorti e; a ey

. 1 [ £y 0F . OaF 09 .
Ta (05)* (er)® = o5l l—%ﬁ Tab (85" (e)® — %ﬁ Ta (97)* (e9)®
e 1 X

f\/tanh2 g + 2tanh apcos © + 1

14
><7A [(tanhao (Rcos© + 1) + 79 cos © + R)Sf —

— (Rsin © tanh ag — 7 sin ©) Sy
R Rsin? O sinh? o i p
= 16720 5 g (f—fo— R)
m t \/tanh ap + 2tanh agcos© + 1
~0. (5.55)

Toky energie jsme piepsali pomoci Poyntingovych vektort (5.15), za né dosadili
z (5.43) a (5.44) a zaménili ploché soufadnice za centrované. Nakonec dostavame tok
energie z oblasti R = konst. identicky rovny nule na vsech nadplochach £ = konst.
Tento vysledek je v souladu s tim, Ze energie uvniti takovéto oblasti nezavisi na case
£ (5.36) a je tak splnén globalni zédkon zachovani energie.

5.4.4 Centrované sférické souradnice

Stejny postup aplikujeme na vypocet celkového toku energie ze sféry R = konst.
v centrovanych sférickych soutadnicich. Vyjadiime si vektor eg pomoci tetradovych
vektort e; a ey z (4.31). Hustota toku energie ve sméru eg je pak opét dana kombinaci
hustot tokl energie ve smérech vektort e; a ey. Toky prepiSeme pomoci komponent
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Poyntingova vektoru (5.49), (5.50) a provedeme zaménu soufadnic

Tap (9)* (er)" =

1 EA af a b fAsinfﬁﬁ @ b
| AT, (99 (er)? OV 99 (e,
|OR| [sintaR ab (O5)" (er)” + sinf OR ab (95)" (e9)
_ 1 )

sin iy tanh? ag 252 + 2 tanh ag £ cos© + 1

15 Cosf
x—‘AN[(—tanhao ~0

sint COS T

( sin R cos © cos Ty + cos R sin f()) +

+ cos Rsin 7y cos © + sin R cos f0> S7 +

cos t,
+ (Sin R sin © tanh oy ~0 cos r — sin 7 sin @) S§:|
Cos T

R sin R sin® © sinh? o cos y
o 206 ~
1672Q sin® t\/tanh2 cs?o 1 9 tanh o CC’:fP cos©® +1

0cos2 7o

~ cost cost
X (SintcosR ® _ sinfy — sin Rcos 7 0) . (5.56)
Cos T cos Ty

PripiSeme plosny element (4.34) a dostdvame elementérni mnozstvi toku energie

ey sin® R sin® © sinh? a cos

1672 Q0 4 7 (tamh2 cos? to + 2tanh ap o to cos © + )

Tap (ai)g (eR)é ds = X

.~ cos to cos to
X | sintcos R — sinfy — sin Rcos 7 X
COs Ty COS T

t
X (1 — tanh g EZS 2 cos @) dOdyp. (5.57)

STo

Asymptoticky rozvoj elementarniho mnozstvi toku energie v budoucim nekonecnu
prot — m

62

167203

sin® © sinh? oy

Tap (07)* (er)2dS ~ sin® ¢

X
N 1
cosh® oy cost 7 (1 — tanh oy <L cos @>
cos 7o
1

X : (5.58)
(tanh2 ag M + 2 tanh o <2l COSt" cos © + )

se chova jako sin?{, ve vlastnim c¢ase kosmologickych pozorovatelit pro 7 — o0
dostavame exponencialni pokles jako exp(—27/y).
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5.5 Vztah lokalni energie v Minkowského prosto-
ru a konformné ploché energie v de Sitterové
prostoru

Vime jiz, Zze rovnomérné urychlena nabita castice N, vznikajici na severnim pdlu
de Sitterova prostoru, je pomoci konformniho zobrazeni spojena s rovnomérné se
pohybujici nabitou ¢astici ve ,spodni” ¢asti Minkowského prostoru, kde £ < 0.
Mezi metrikami obou prostorocasii, lze prechazet pouze prenasobenim konformnim
faktorem
2 a
Podivame se nyni, jaky bude mit vliv konformni transformace na fyzikalni veli-
¢iny. Tenzorovou veli¢inu, kterd se pti konformni transformaci transformuje
a1z am 10102 -+ am a1z am
Abbyoby 7 Abibgby, = VA gty (5.60)
nazyvame konformni hustotou vahy p. Zacneme s ortonormalni tetradou. Jednotkové
tetradové vektory jsou konformni hustoty vahy —1, formy dudlni tetrady jsou hustoty
vahy 1
el = tet (5.61)

7 7 )

ehg = Qe (5.62)

Tenzor elektromagnetického pole F je metricky nezavisly objekt a Maxwellovy rov-
nice jsou konformné invariantni, pokud je F zvolen hustotou vahy nula

Fus = Fr. (5.63)

Tuto jeho vlastnost jsme jiz vyuzili, pravé pti hledani pole rovnomérné urychlené
nabité castice v kapitole 3. Rozklad tenzoru F pomoci tetradovych slozek vektori
elektrické intenzity E a magnetické indukce B ma v pripadé konformné plochych sou-
fadnic v de Sitterové prostorocasu i plochych soufadnic v Minkowského prostorocasu
stejny tvar, ale vektory E, B a formy dualni tetrady jsou rtizné

F=EAne+B-¢" ne’ Ne?, (5.64)

lisi se ptislusnou mocninou konformniho faktoru, odpovidajici vaze p. Vyuzitim rov-
nosti poli Fgs a Fyy, prepsanim dudlni tetrady pomoci (5.62) a porovnanim levé
a pravé strany
FoF i 7oy Y _ |F T ¢ oY ®
EveyAey+ ... +Byey Aey = Eggegg Aegg + ...+ Bagegg A ejg

= B Q2el Ael, + ... +BigQ%el Ael)
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dostavame pro tetradové slozky elektrické intenzity a magnetické indukce

bs = OBy, (5.65)

he = Q7B (5.66)
Tenzor energie-hybnosti je konformni hustota vahy —2, coz se snadno presvédc¢ime

z jeho tvaru pro elektromagnetické pole (5.1)

1
ds ds ck dl cd
T@ = Zgab ch Fkl 9as 9as — F@ Fm 9as

ck dl cd
= 192 Yab chszQ 2 Q ? - F, deQ 2
=0T, (5.67)

Dale si ukdzeme, jak se projevi transformace vektord E a B ve vztahu mezi za-
chovavajici se energii v de Sitterové prostorocasu, spojenou s vektorem 0; a energii
meéfenou lokalnimi pozorovateli v plochych souradnicich v Minkowského prostoro-
casu. Objemova hustota konformni energie v de Sitterové prostorocasu je urcena
vztahem (5.14)

. 1 Lo
Tab ()" (90)" = 59 (B3 + Bis) = 507 (BY + BRy) , (5.68)

hustota energie v Minkowského prostoru je p¥imo z (5.6)
a b 1
Top ()" (ef')" = 5 (B + BY) - (5.69)

Transformacni vztah mezi témito hustotami energii tedy je

T (e89) (9)L = Q3T (eM)* (e, (5.70)

Metricka forma objemu na nadplose { = konst. se transformuje jako konformni
hustota vahy 3

AVas = efig A eljg A ey = Qe Ay Ay = Q3 dVay (5.71)

To tedy nakonec znamena, ze elementarni mnozstvi konformni energie elektromag-
netického pole rovnomérné urychlené ¢astice v de Sitterové prostoroc¢asu v plochych
soufadnicich se pfimo rovna elementarnimu mnozstvi energie pole rovnomérné se
pohybujici nabité ¢astice v Minkowského prostorocasu

T (e85) (9;)2 dVag = T (e)* (e}) dVay. (5.72)
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Hustota toku energie ve sméru vektoru el se transformuje stejné jako hustota ener-
gie (5.70), staci nahradit vektor @ vektorem ef®

a b - a b
Ta (e5%)" (00" = Q7 Toy ()" (e') (5.73)

Protoze hustota toku energie v Minkowského prostorocasu vyjadiena pomoci Poyn-
tingova vektoru z (5.7) je

T (e})” (e})” = s (5.74)

a hustota toku konformni energie v de Sitterové prostorocasu vyjadfena pomoci
Poyntingova vektoru z (5.15) je

Ty (°)* (9" = 083, (5.75)
nakonec mezi Poyntingovy vektory plati

S® = Q*sM, (5.76)



Kapitola 6
Zaver

V této kapitole si shrneme ziskané vysledky, ke kterym jsme dospéli a pokusime se
je kratce interpretovat.

Vyuzili jsme casové Killingovy vektrory z Minkowského prostoru a Einsteinova
vesmiru, které jsou diky konformnim vztahim téchto prostorocast s de Sitterovym
prostorocasem jeho konformni Killingovy vektory d; a 0;. Orbity téchto vektort
odpovidaji soufadnicovym c¢aram casové soutadnice plochych, respektive sférickych
kosmologickych soutfadnic. Ztzenim tenzoru energie-hybnosti s témito konformnimi
Killingovy vektory jsme ziskali dvé zachovavajici se energie.

Nejprve jsme zkoumali energii spojenou s vektorem 0; mérenou kosmologickymi
pozorovateli v plochych kosmologickych souradnicich. Hustota této energie vykazuje
divergenci pouze na ¢astici S vzniklé na jiznim pdlu, nebot kromé nadplochy bu-
douciho nekonecna, ploché soutadnice nepokryvaji trajektorii c¢astice N vzniklé na
severnim pélu. Asymptoticky hustota energie exponencidlné klesa jako exp(—37/¢4),
ale mnozstvi energie v elementdrnim objemu, v asymptotickém rozvoji, je na case f
nezavislé a ma tedy konecnou hodnotu. Jeho rozlozeni na nadplose budouciho ne-
konec¢na je zobrazeno na obr. 5.1. Plochy konstantni hodnoty hustoty energie tvori
toroid, jehoz osa symetrie odpovida ose, po které se pohybuje ¢astice.

Poté jsme se zajimali o energii spojenou s vektorem J; méfenou kosmologickymi
pozorovateli, tentokrat ve sférickych kosmologickych soufadnicich. Hustota energie
jiz diverguje na obou ¢asticich a opét se asymptoticky chova jako exp(—37/l,).
Mnozstvi energie v elementarnim objemu, v rozvoji blizko budouciho nekonecna, je
opét nezavislé na ¢ase ¢ a na nadplose budouciho nekoneéna mé koneénou hodnotu,
ktera je vykreslena na obr. 5.2. Plochy konstantni hodnoty hustoty energie, jako
v pripadé plochych kosmologickych soutadnic, tvofi toroid. Tentokrat vsak dva to-
roidy obklopujici obé ¢astice. Rozlozeni hustoty energie na severni a jizni polokouli
je symetrické.

Ocekéavali jsme, ze obé zachovavajici se energie by mohli na nadplose budouciho
nekonecna davat stejné vysledky. Vztah mezi témito energiemi odpovida vztahu
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mezi konformnimi Killingovy vektory 0; a 0; a ty, jak je patrné z konformnich dia-
grami, jsou kolmé na nadplochu budouciho nekonecna. Zjistili jsme, ze se vektory
v nekone¢nu lisi pouze skalovacim faktorem a diky nému si nejsou rovny hustoty
energie, ani mnozstvi energie v elementarnich objemech.

Déle jsme vyzili centrované verze plochych a sférickych soutadnic, zavedené v ka-
pitole 4, k vypoctu celkové energie obsazené v oblasti tvaru koule se stfedem umis-
ténym na Castici. Abychom se vyhnuli divergenci na ¢astici uvazovali jsme pouze
mezikouli. V plochych souradnicich nam centrované souradnice pomohly k separaci
a Slo tak snadno mnozstvi energie kompletné zintegrovat. Zjistili jsme, ze hodnota
celkové energie uvnitt mezikouli je zavisla pouze na polomeérech této oblasti a zrych-
leni ¢astice a je nezavislé na Case, to znamena, ze uvnitt koule konstantniho poloméru
zustava neménné mnozstvi energie. Ve sférickych centrovanych souradnicich §lo inte-
grovat pouze pres thlovou ¢ast, pro integraci pres radialni soutadnici je vyraz prilis
komplikovany a navic v tomto pripadé explicitné zavisi na case. Mnozstvi energie
uvniti koule konstantniho poloméru se s ¢asem meéni.

V nasledujici podkapitole jsme se zabyvali toky energie. Nejprve opét z pohledu
kosmologickych pozorovatelid a to toky energie spojené s konformnim Killingovym
vektorem 0; v plochych kosmologickych souradnicich a toky energie odpovidajici kon-
formnimu Killingovu vektoru 0; ve sférickych kosmologickych soufadnicich. V obou
pripadech jsou nenulové pouze radialni a ¢ slozky Poyntingovych vektort.

Hustota toku energie v plochjch kosmologickych soutadnicich je nulova v bu-
doucim nekonec¢nu, na ose ve které lezi trajektorie ¢astic a v pripadé, ze zrychleni
je nulové. Hustota toku energie ve sférickych kosmologickych soufadnicich vymizi
v budoucim a minulém nekonec¢nu, na ose po které se pohybuji ¢astice, pokud je
nulové zrychleni a navic na nadplose ¢asové symetrie. Nulové toky hustoty energie v
budoucich nekonec¢nech a ve sférickych kosmologickych soutadnicich také v minulém
nekonec¢nu, muzeme chapat tak, Ze k rozpinani prostoru dochéazi tak velkou rychlosti,
Ze jiz zadna energie nemuze téct.

Poté jsme opét vyuzili centrované souradnice a zaméfili se na celkové mnozstvi
energie vyteklé z koule se stfedem umisténym na castici. V plochych centrovanych
soufadnicich je hustota toku energie pies povrch koule, na libovolné ¢asové nadplose,
identicky rovna nule. Celkové mnozstvi energie vyteklé z této koule je tedy nulové.
Ve sférickych centrovanych soufadnicich jiz dostavame nenulovou hustotu toku ener-
gie pres povrch koule. Asymptoticky rozvoj mnozstvi energie vyteklé z elementarni
plochy, v budoucim nekonecénu, klesé jako exp(—27/(,).

Nakonec jsme se podivali na vztah mezi konformné plochou energii elektromagne-
tického pole paru rovnomeérné urychlenych nabitych ¢astic v de Sitterové prostoru,
tedy zachovavajici se energii spojenou s konformnim Killingovym vektorem 0; a
energii elektromagnetického pole rovnomérné se pohybujici nabité ¢astice v Min-

-----

téchto dvou energii v elementarnim objemu se rovnaji.
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Skutecnost, ze celkova energie uvnitt oblasti tvaru mezikouli se stfedem na ¢astici
v plochych soutradnici ziistdva neménné, soucasné s tim, ze tok energie pres hranici
této oblasti je nulovy, ukazuje na coulombicky charakter tohoto pole. Fyzikalni po-
lomeér této oblasti exponencialné nartstéa, vyjadiime-li jej pomoci vlastniho casu
kosmologickych pozorovatelii. Pole se tedy chova jako coulobické pole pohybujici se
spolu s ¢astici v rozpinajicim se prostoru. Jedna se tedy konformné coulombovské
pole, coz také vime ze vtahu mezi rovnomérné urychlenymi ¢asticemi v de Sitterové
prostoru a rovnomeérné se pohybujici ¢astici v Minkowského prostoru.
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