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Selected exact solutions of Einstein equations and their properties

Praca je venovana profilovej téme relativistickej skupiny Jifiho Bi¢aka: presnym rie-
Seniam Einsteinovych rovnic. V prehladovej ¢asti autor stru¢ne charakterizuje pat tloh
na hladanie gravitacného pola budeného roéznymi latkovymi systémami — pricom pod
latkou sa rozumie aj elektromagnetické pole — a na opis pohybu testovacich telies v za-
danom gravitacnom poli. (Ak sa zaujimame o testovaciu ¢asticu na geodetike, alebo o
testovacie teleso chapané ako siibor ¢astic, ktoré sa medzi zrazkami pohybuja po geodeti-
kéch, mozeme ich ¢asovy vyvoj povazovat takisto za presné rieSenie Einsteinovych rovnic,
pravda, obmedzené na priestor mimo priestorocasovijch trubic okolo svetociar castic, kde
je samogravitacia Castic zanedbatelna.) Nasleduje osem ¢lankov venovanych tymto tlo-
ham. V prvom ¢lanku sa zostrojuje presné rieSenie pre valcovo symetrické magnetické
pole v teoérii s kozmologickym ¢lenom; v dalgich dvoch ¢lankoch sa rozobera pohyb &as-
tic okolo dvojice extrémnych ¢ernych dier (¢iernych dier, ktorych naboj je v jednotkach
G = 4mey = 1 rovnako velky ako hmotnost, |Q| = M) a vySetruje sa gravitacné pole ex-
trémne nabitej priamky; v dalsom ¢lanku sa sktima ,plavanie” telies kone¢nych rozmerov
v Schwarzschildovej metrike; v nasledujicich dvoch ¢lankoch sa zostrojuji viacrozmerné
Robinsonove-Trautmanove rieSenia (rieSenia pripustajice nulovi kongruenciu, ktora sa
rozpina bez Smyku a kritenia) s oby¢ajnym alebo p-formovym elektromagnetickym po-
Tom; a v poslednych dvoch ¢lankoch sa skiimaju rieSenia pre valec, ktory pozostava z
idealnej kvapaliny, a pre valcovi Supku v tedrii s kozmologickym ¢lenom. Uz len z vyme-
novania tychto tloh je zrejmé, aky &iroky zaber autor méa. Bliz§i pohl'ad na jeho ¢lanky
odhali, Ze nesi ,ochranni znamku” prac Bic¢dkovej skupiny: vynaliezavost pri formulécii

otazok a vyspeld techniku pri hladani odpovedi na ne.

Od ¢lanku Bonnora z r. 1953 sa stali obltibenou témou fyzikov-relativistov, ktori sa
venuju presnym rieSeniam, cylindrické elektrovdkuové vesmiry — Casovo nezavislé, valcovo
symetrické rieSenia Einsteinovych rovnic s elektromagnetickym polom ako zdrojom. Ein-
steinove rovnice pre taky systém vedu na tretiu Painlevého rovnicu, ktorej rieSenia su
vo vSeobecnosti transcendentné funkcie, existuje vSak aj uplna klasifikdcia analytickych
rieSeni. Jednym z nich je Bonnorovo-Melvinovo statické riesenie s ¢iste magnetickym
polom (BM riesenie), v ktorom st, v jednotkach, v ktorych aj ¢ = 1, funkcie f a f~1eY

vystupujice pri —dt? a dr?+dz? dané vztahmi f = G?*r? a e’ = rm’ G?r, kde G = kr™m+



K'r=™. Pri m = 1 dostavame boostovo symetrické riesenie s f = f~1e?’ = (1 + K%r?)2.
(Musi platit k&' > 0, takze ak polozime k' = 1, k moZeme zapisat ako K?. Konstanta
K je ta ista ako vo vyjadreni metriky (1.2-3) v prehladovej ¢asti prace, ale saradnica r
je ina.) V élanku ¢. 1 (J. Vesely-Zofka 2019) sa skima dané uloha v tedrii s nenulovou
kozmologickou konstantou A. V boostovo symetrickom pripade autori odvodzuja pre
intenzitu magnetického pola f (v praci ozna¢enu f) ako funkciu radiélnej stradnice 7 =
obvod kruhu/(27) (v préci oznacenej r) rovnicu druhého radu, ktoré vedie na analyticky
vyraz pre metriku s f ako novou radiilnou siaradnicou. Pri A = 0 odtial dostaneme BM
rieSenie s m = 1, ak polozime f = 2K (1 + K?r%)~2. V boostovo nesymetrickom pripade
je rovnica pre f tretieho rddu a analytické vyjadrenie metriky — analég BM riesenia s
m # 1 — neexistuje. V praci viak ndjdeme grafy zavislosti intenzity f a funkcif 4, B a

C, ktoré vystupuju v metrike, od stradnice 7, ziskané numericky (obr. 1.4).

Prehladova ¢ast prace obsahuje aj d'alsi bonus oproti ¢lanku: poruchovy vypocet
boostovo symetrického rieSenia s magnetickym polom maélo odlisnym od homogénneho,
f ~ fo = v/A. Tu vak mam jednu vyhradu. Ked poéitame zlozku metrického tenzora
Jpp X f’ 2/ f3 do prvého opravného radu v poruchovom parametri v, mali by sme do
Citatela dosadit funkciu f zratani do druhého radu v . Ak to spravime, dostaneme
namiesto priblizného vztahu ggs oc v2(1 — 3 cos x) sin® x, kde x = V2A7, vztah ggp o
2[1 + (4/3)7 cos x| sin? x. Tato chyba krasy, pravda, nema vplyv na pointu: pri y = €
ax =m—¢ €< 1, funkcia gss vyzera ina¢ nez predtym (gse o< ¥2[1 £ (4/3)7]e?
namiesto 72(1 F 3v)e?), ale opif plati, Ze koeficienty pri €2 nemozno zdrovesi nastavit
na tu istt hodnotu, takze plochy s konstantnymi stiradnicami (¢, z) st aspon na jednom
pole singularne (maji na hom hrot). Ostatne, to je okamzite vidiet, ak si uvedomime, ze
dané rieSenie je limitou presného riesenia, ked je funkcia M, definované v rovnici (1.47),

nezéporné len na malom intervale okolo fj.

Zaujimavou triedou presnych rieSeni sa statické rieSenia budené zdrojmi, ktoré maju
naboj zhodny s hmotnostou, Q); = M; — presnejsie, zhodny s hmotnostou, alebo [iSiaci sa
od nej globdlnym znamienkom, Q; = +M;. (Naboje Q; vystupujtce v rovnici (2.2) spa-
dajua pod prvy pripad.) Tieto rieSenia navrhli nezavisle Majumdar a Papapetrou r. 1947.
V clankoch €. 2 a 3 (RyznerZofka 2015, 2016) sa skamaju dva priklady takych rieSen,
dvojica nabitych ¢iernych dier a nabita priamka, zatial ¢o v prehladovej ¢asti prace autor

rozobera, s odvolavkou na ¢lanok RyzneerOfka (2019), treti priklad — retiazku ciernych



dier. Okrem retiazky, kde maji ¢ierne diery rovnaka hmotnost, takze pole daleko od nich
sa zhoduje s polom nabitej priamky, autor uvazuje aj retiazku so striedavym znamien-
kom hmotnosti a retiazku ziskant dimenzionalnou redukciou 5-rozmernej teorie. Kedze
v takej tedrii sa nesumuju potencialy 1/|r — r;| ale 1/(r — r;)? — zo 4-rozmerného po-
hl'adu preto, lebo retiazka ,zdedi” z dodatoéného rozmeru skalarne pole, ktoré prispieva

k pravej strane Einsteinovych rovnic —, rieSenie sa da zapisat v uzavretom tvare.

Pozrime sa v kratkosti na zvysnych pif clankov. V &lanku & 4 (V. Vesely—Zofka 2019)
sa Studuje volny pad oscilujicej ¢inky v Schwarzschildovej metrike. Clanok mé najma
didakticky vyznam, lebo ukazuje, Ze ak v relativistickej teoérii objavime jav, ktory sa v
Newtonovej teoérii nevyskytuje, moze to byt preto, Ze nasa tedria nie je ddosledne relati-
visticka. Tak je to aj s ,plavanim” ¢inky, ktora sa pomaly roztiahne a rychlo stlac¢i: ako
ukazuje hrackovy model z prehladovej casti prace, kde ¢inku reprezentuje dvojica Castic
s kladnou hmotnostou, ktoré si vymenia po jednej Castici so zdpornou hmotnostou, ,pla-
vanie” je artefakt pochédzajuci z toho, Ze ¢inka nereSpektuje kone¢ni rychlost prenosu
interakcie. V ¢lankoch ¢. 5 a 6 (OrtaggiofPodolsknyOfka 2008, 2015) st zmapované
Robinsonove-Trautmanove priestoroc¢asy s po¢tom rozmerov D > 4. Pre rieSenie tejto
ulohy bolo asi kli¢ové, Ze sa podarilo ukazat (po rozsiahlych vypoétoch — after conside-
rable algebraic manipulations”), Ze spojenie ploch s konstantnymi stiradnicami (u,r) do
priestoro¢asu zadéava jedina funkcia H(r), ktora ma navyse pri parnom D > 6 jednoduché
analytické vyjadrenie. Clanok ¢&. 7 (Biéék—Ledvinka—Schmidt—Zofka 2004) podéava vycer-
pévajuci opis valcov z ideédlnej kvapaliny, ktoré maja okolo seba Levi-Civitovu metriku
— chapant globalne, so zahrnutim parametra kéni¢nosti —, a v ¢lanku ¢. 8 (ZofkafBiéék
2008) sa rovnako dokladne vySetruji valcové Supky v teorii s A # 0. Tento ¢lanok pred-
stavuje so svojim dvojéatom, ¢lankom Bic¢dk—Zofka (2002), kde sa uvazuje pripad A = 0,
podrobnt ,cestovnt mapu” pre valcové Supky. Martin Zofka k nej prispel aj peknym ¢lan-
kom z r. 2005 o nekonecnej cievke ako zdroji pre BM rieSenie, ktory napisal s nedavno

zosnulym Jifim Langrom.
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