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pro kétovani bunék. Predstavime potfebnou teorii markovskych retézcti abychom
mohli pouzivat MCMC algoritmy. Hlavnim tkolem pak bude simulovat mozna
rozdéleni misorientaci mezi sousednimi bunkami mozaiky. K tomu zavedeme para-
metricky stochasticky model a ukazeme, ze nahodny vybér z hledané¢ho rozdéleni
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Uvod

Predmétem této prace jsou kétované mozaiky v R3 (Pawlas a kol., 2020),
jejichz kotami jsou orientace kubickych mrizek. Téma vychazi z aplikace v mate-
ridlovém vyzkumu, kde burky jsou zrna polykrystalckych materiali (Morawiec,
2004), v nichz se sleduji mrizky atomu. Zajimaji nds mozna rozdéleni misorien-
taci mezi kdtami sousednich bunék mozaiky. Budeme se zamétovat na extrémni
rozdéleni ve smyslu co nejvétsich, respektive co nejmensich misorientaci. Volime
Stochasticky model orientaci bunék Gibbsova typu (Seitl a kol., 2020)), ktery je
tieba simulovat pomoci metod markovské Monte Carlo (Prokesoval 2020)). Za-
klady markovskych fetézcii s obecnou mnozinou stava jsou déle vysvétleny v knize
Meyn a Tweedie (1993).

Teoretickym vysledkem prace je volba modelu a ovéreni konvergence fetézce
generovaného MCMC algoritmem, za pomoci | Jones a kol.| (2014])). Z hlediska apli-
kace jde o vysetieni tvaru cilového rozdéleni pro rizné hodnoty parametru a v za-
vislosti na tvaru vstupni mozaiky. Toho je dosazeno stochastickymi simulacemi
s pomoci markovského Monte Carlo.

Prace je ¢lenéna do tii kapitol. Prvni z nich uvadi teoretické zaklady rozdé-
lené do ¢tyrt sekei, prvni se zabyva definici a vlastnostmi mozaiky, druha popisy
orientace, treti definuje markovské retézce nad obecnym stavovym prostorem a
popisuje jejich vlastnosti a ¢tvrtd se tykd MCMC metod a jejich konvergence.
Druha kapitola se zabyva konkrétnim stochatickym modelem, ktery pouzivame,
a popisuje jak z néj simulovat. Treti kapitola nejprve popisuje krystalografickou
interpretaci zavedené teorie, dale predstavuje pouzity vypocetni program. Potom
uvadi numerické vysledky simulaci, které jsou rozdéleny do dvou sekci. Sekce
se zabyva zavislosti cilového rozdéleni na volbé parametru. Sekce |3.4] se zabyva
tim, jak rozdéleni zavisi na mnozstvi stén bunék mozaiky.



1. Teoretické zaklady

1.1 Mozaiky v R’

V trojrozmérném Eukleidovském prostoru R? oznac¢ime | - | Eukleidovskou
normu.

Definice 1 (Obecnd poloha v R?). Rikdme, Ze n-tice bodii
{21, 19,...,2,} CR* n €N
je v obecné poloze, pokud je splnéno ndsledujici:
i. Zddné tri body neleZi na primce.
. Zddné ctyri body nelei v roviné.
i, Zddnijch pét bodi nelezi na sfére.

Definice 2 (Voronoiho mozaika v R?). Necht {x1, x3,...,z,} C R3n € N je
v obecné poloze, pak

Ci={reR* Vk#i: |v—x| <l|v—x3|}

nazveme Voronoiho burikou prislusici x; a mnozinu V. = {C, Cy,...,C,}
nazveme Voronoitho mozaikou v R3.

Definice 3 (Laguerreho mozaika). Necht y; = (z;, ;) € R* x R*, i =1,...,n
jsou dvojice, kde x; jsou body v obecné poloze, pak

Ci={x¢€ Rg; VE #i:p(x, yi) < p(z, yr)},
kde

_ 2
p(z, y;) = |o — a5 —ry,

nazveme Laguerreho burika prislusici x; a mnozinu L = {Cy, Cs,...,C,} na-

weme Laguerreho mozaikou v R3.

Je ztejmé, ze Voronoiho mozaika je specialni pripad Laguerreho mozaiky, kde
pro kazdé i plati r; = 0. Bunky Laguerreho i Voronoiho mozaiky jsou konvexni
polygony, které vyplnuji cely prostor, jejich vnitiky jsou po dvou disjunktni mno-
ziny.

Definice 4 (k-fasety bunék). Necht L je Laguerreho mozaika. Pro k =1, 2, 3, 4,
zadefinujeme k-fasetu pro rizné bunky Cj,, ..., Cj, , € L jako Nizs Cj,, pokud je
neprazdny. 0-faseté rikame vrchol, 1-faseté hrana, 2-faseté stena a 3-faseta je cela
prislusnd bunka. Pokud maji dvé bunky spolecnou sténu, rekneme, Ze sousedi.

Relaci sousedéni znacime pomoci ~.

Definice 5 (Okno pozorovéani). Necht O je kompaktni, konvexni mnoZina v R?
a necht L je Laguerreho mozaika. O nazveme oknem pozorovdni. Zavedeme
C,=C,Nn0O pro kazdé C; € L. MnoZinu W = {C‘l, . ,C’n} nazveme pozorovd-
nim mozaiky v okné.



Definice 6 (Kdotovana mozaika). Necht IK je libovolnd neprdzdnd mnozina, necht
L je Laguerreho mozaika. Pak zavedeme pro kazZdé v = 1,...,n kotovanou
buriku jako dvojici (C;, k;), kde k; € K. Ddle pak nazveme kétovanou La-
guerreho mozaikou mnoZinu L = {(Cy, k1),...,(Cy, kn)}. Necht O je kom-
paktni mnoZina v R3. Zavedeme C, = C,nNO pro kazdé C; € L. MnoZinu
W = {(Cy, k1),...,(Cy, kn)} nazveme pozorovdnim kétované mozaiky
v okné.

1.2 Popis orientaci v R?

Necht by1, bia, b1z a bay, baa, beg jsou ortonormalni baze dvou riznych sou-
radnych systémi v R3. Ozna¢me By = (b11]b12]013), Bo = (ba1|ba2|ba3) matice se
sloupci, které jsou vektory bézi.

Definice 7 (Matice orientace). Necht G je redlnd 3 x 3 matice takovd, Ze
G'G=1,
kde I je jednotkovd matice. Pak G nazveme matici orientace.

Definice 8 (Matice orientace mezi systémy soutadnic). G nazveme matici ori-
entace systému (le, b22, b23) VUCE (bu, blg, b13>, pO]{ZUd plati

B; = GB;
Rikdame, Ze systém By vznikl rotaci systému By .

Pozndmka. Rotace v R? je zobrazeni, které zachovava bod. Tento bod se nazyva
stfed rotace.

Prvek matice G na pozici 4, j zna¢ime G;;. Oznacime-li thel mezi by; a by;
jako v;;, pak lze vyjadrit matici orientace jako

cos(11) cos(yi2) cos(y13)
G = [ cos(y21) cos(ya2) cos(7y23)
cos(7y31) cos(7ys2) cos(7y33)

Véta 1. Ke kazdé matici orientace G existuje trojice uhli o1, ps € [0,27),
¢ € [0,m) takovd, Ze G = G, GsGy,, kde

cosp;  sinp; 0

G, = |—sinp; cosp; 0
0 0 1
cospy singy 0
G, = | —sinpy cospy 0
0 0 1

1 0 0

G,= |0 cos¢p sing
0 —sing cos¢

Navic, pokud Gsz # 1, potom jsou tyto uhly jednoznacné.
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Diikaz. Budeme psat
cos; = ¢, Sinp; = §;, cosp =c¢, sing = s

Pak tedy po roznasobeni ortogonalnich matic G, G4, G, dostaneme ortogo-
nalni matici
C1Cy — 8189C 81Co + C182C 898
G = | —89¢1 — 81C9C¢ —8189 + C1CaC €28
S1S8 —C1S C

Protoze soucin matic orientace ziejmé musi dat dalsi matici orientace, kazda
trojice takovychto thli popisuje orientaci. Navic 1ze pomoci G urcit, ze

cos ¢ = Gz

To jednoznacné urcuje ¢ diky omezeni hodnot ¢ na interval [0, 7). Dale zfejmé

plati
\/1—cos?2¢p=/sin?¢ =5

Tedy pro Gs3 # 1 1ze psat
G G2

T a5 1 = — )
V1—¢? ' c?
Gis
S2 = —F/—, C= )
Vv1—c? V1—c?
coz diky omezeni @1, o € [0, 27) ddva jednoznacné vyjadieni pro 1, ¢s. Pro
c =1 je tfeba najit jiné vyjadreni, vime ze to nastane pro ¢ = 0. Mtizeme psat

1—
Gas

G12 = —G21 = S1C2 + €182 = Sin((pl + @2)

Z toho plyne, ze hledané tihly budou kterdkoliv ¢1, o € [0,27), pro které toto
plati.

O
Trojice (1, ¢, ¢2) se nazyva Eulerovy thly. Piipadu kde nastava nejednoznac-
nost vyjadreni pomoci Eulerovych tihla se anglicky ika "gimbal lock" (Morawiec,
2004, str. 28). Pokud je v praktické aplikaci jednoznacnost potieba, je mozné
pro tento pripad zavést néjakou konvenci, ktera jednoznacnost zaruci, napriklad

(,01:().

Podle Eulerovy véty o rotaci (Morawiec, 2004, str. 1) lze kazdou rotaci v R3
vyjadrit jako rotaci ktera zachovava celou primku. Ke kazdé rotaci existuje prave
jedno takovéto vyjadreni. Tuto rotaci lze popsat pomoci osy a tthlu nasledovné:

Definice 9 (Osa a thel rotace). Duvojici (i, w), kde fi € R3 je jednotkouvy vektor
aw € [—m, ) nazyvdme osou a thlem rotace.

Vztah mezi matici orientace a vyjadienim pomoci osy a thlu je nasledovny
(Karafiatova, [2017, str. 11):

W = arccos (

2
L Gaa — Gag . Gi3 — G - Ga1 — Gia
ny = . Ng = ——— Ng = ————
2sinw 2sin w 2sinw

5



Definice 10 (Misorientace). Pro dvé matice orientace Gy, Gy definujeme mi-
sorientact jako
M12 = G2 Gl_l

Pro My, najdeme vyjddient pomoci osy a thiu (m( Gy, Gs),a(Gy, Gy)). Uhel
a( Gy, Gy) nazveme dhlem misorientace pro orientace Gy, Gs.

Zievné plati My, = My ! a tedy o(Gy, Gs) = a(Gy, Gy).

1.3 Markovské retézce, obecny stavovy prostor

Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, necht (7, 7T) je méritelny
prostor se spoCetné generovanou o-algebrou 7.

Definice 11 (Markovské jadro). Meéritelné zobrazeni P : T'xT — [0, 1] se nazgvd
markovské jadro na (T, T), pokud plati ndsledujici:

i. pro kazdé A € T je P(-, A) meritelnd funkce na T
it. pro kazdé x € T je P(x, -) pravdépodobnostni mira na T

Definice 12 (Markovsky fetézec). Necht P je markovské jadro na (T, T) a p je
pravdepodobnostni rozdeéleni na T . Pak ndhodnd posloupnost

X = {X,,n € Ny} se nazgvdi markovsky retézec s prechodovym jadrem P a
pocatecnim rozdélenim p, pokud splnuje

P(Xo € Ag,..., X, € 4,) =
— /A . ./A P(Yn—1, An)dP(Yn—2,Yn-1) - . . dP(Y0,y1)dp(yo)

pro vsechna n € Ny, Ag,..., A, € T.

Je vidét, ze markovské jadro popisuje pravdépodobnosti prechodu homogen-
niho tetézce X, pravdépodobnost prechodu ze stavu z € T' do stavu v mnoziné

AeTje Pz, A).

Definice 13 (Pfechodové jadro n-tého fadu). Zavedeme P°(x, A) = §,(A). De-
finujeme prechodové jadro n-tého rddu induktivné jako

P, A) = [ Ply. )P (a, y)

Definice 14 (Limitni rozdéleni markovského fetézce). Necht m je rozdéleni na
(T, T). Rikdme, Ze  je limitnim rozdélenim markovského Tetézce X genero-
vaného jadrem P, pokud

Jim P*(z, A) = 7(A)

pro w-s.v. x € T, pro vSechna A € T.

Definice 15 (Stacionarni rozdéleni). Necht 7 je rozdéleni na (T, T). Rekneme,
ze m je stactondrni, pokud

ﬂm:AHLMW@%MET
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Pokud existuje limitni rozdéleni X, pak je i staciondrni (Prokesova, 2020,
Tvrzeni 5.2.4).

Definice 16 (Reverzibilni fetézec). Necht 7 je rozdéleni na (T, T). Rekneme, Ze
markovsky retézec s prechodovym jadrem P je reverzibilni vici w, pokud

/A P(e, B)dr(x) = [ P(z, A)dn(x)

B

pro kaZdé A, B€ T.

Toto lze také zapsat pomoci hustot jako

f@)p(z, y) = fy)ply, x), Yo,y €T,

kde f(x) je hustota 7 a p(z, y) je hustota markovského jadra, tedy

Pla, 4) = [ pla. y)v(y).

kde v je o-koneénd mira na (7, 7). Reverzibilita je postacujici podminka stacio-
narity (Prokesova, 2020, Tvrzeni 5.2.5).

Definice 17 (Nerozlozitelnost markovského tetézce). Necht p je pravdépodob-
nostni mira na T . Rekneme, Ze markovsky retézec X je p-nerozloZitelnyj, pokud
pro kazdé x € T a A € T, pro které p(A) > 0, plati P"(xz, A) > 0 pro néjaké
n € IN.

Definice 18 (Periodicita markovského fetézce). Markouvsky retézec X se staci-
ondrnim rozdélenim m se nazyvd periodickym, pokud existuje ¢ € N, ¢ > 1 a
neprdzdné disjunktni Ao, ..., Agy—1, Ay € T, pro které P(zx, A;y1) = 1 pro kazdé
re€A;,i€{0,...,qg—1}. V opacném pripadé se nazjvd neperiodickgm.

Definici periodicity bez predpokladu stacionarity lze najit v Meyn a Tweedie
(1993). V této praci obecna definice nebude potieba.

Véta 2 (Limitni rozdéleni markovského fetézce). Necht X je p-nerozloZitelny
neperiodicky markovsky retézec se staciondrnim rozdélenim w. Pak je w i jeho
limitnim rozdélenim (Prokesovd, |2020, Véta 5.2.8.).

1.4 Metody MCMC

Necht 7 je cilové rozdéleni s hustotou g vii¢i o-konecné mire v na méritelném
prostoru (T, T). Necht M = {z € T : g(z) > 0}. Markovské Monte Carlo
(MCMC) je trida algoritmi, ktera vyuziva staciondrniho rozdéleni markovského
fetézce pro simulaci nadhodného vybéru z cilového rozdéleni. Jednim z takovych
algoritmi je takzvany Gibbsiv vybérovy plan. Predpokladejme, ze T' = x7_,T;
je souéinovy prostor a 7T je prislusnd soucinové o-algebra. Necht (Yi,...,Y,) je
nahodny vektor s hodnotami v T" a rozdélenim 7.

Algoritmus 1 (Gibbsiv vybérovy plan). Necht K je zvoleny maximdlni pocet
kroki algoritmu.



1. Zwvolme pocdtecni stav (ygo), oy € M, ddle necht t=0

n

2. Simulujme yitH) z rozdélent (Y1|Yy = yét), LY,

Simulujme yétH) z rozdélent (Yo|Y) = ygtH), 3 = yét) I )

Simulujme yV 2 rozdéleni (Y,|Y1 = ygtﬂ), Y =yy)

n

3. Pokud t +1 < K, pak t := t+ 1 a jdeme na 2. krok, jinak ukoncime
algoritmus

Véta 3 (Stacionarni rozdéleni Gibbsova vybérového planu). Necht
(Vi e{l,....,n}:gi(z;)) >0)=g(x)>0,¢:T, — Ry

kde g; jsou margindlni hustoty g a x = (x1,...,x,). Potom m je staciondrni
rozdéleni markovského retézce generovaného kroky Algoritmu (1]

Véta 4 (Nerozlozitelnost a neperiodicita Gibbsova vybérového planu). Necht
M = x| M; je soucinovy prostor a v = Q" v; je soucinovd mira, v;(M;) > 0.
Pak markovsky retézec generovany Algoritmem (1| je v-nerozloZitelny a neperio-
dicky.

Dukazy vét 3| a [4] viz (Prokesova), 2020, véty 4.1.3 a 5.3.1.). Z vét ,
plyne konvergence markovského fetézce z algoritmu [1| k limitnimu staciondrnimu
rozdéleni 7.

Gibbstv vybérovy plan predpoklada schopnost simulovat ndhodny vybér ze
vsech plné podminénych rozdéleni. Pro pripady, kdy to nejde, lze algoritmus
modifikovat. Potfebujeme k tomu zavést nasludujici pojem.

Definice 19 (Pravdépodobnost prijeti). Necht (S, S,x) je prostor s mirou a
P je markovské jadro na S. Necht f je hustota cilového rozdéleni na S. Necht
p(z, y) je hustota P vici x pro kaZdé v € S a necht P(x,]\7[) =1prox ¢ M,
kde M = {z € S : f(z) > 0}. Hustotu p nazjvdme ndvrhovou hustotou.
Definujeme pravdépodobnost prijeti navrhu y, vychazime-li ze stavu x, jako

mm{%, 1} . fle)p(zy) >0

1...7tnak

Hir, y) = { (1)

Pravdépodobnost prijeti se vyuziva v tzv. Metropolisové-Hastingsové algo-
ritmu (Prokesova, 2020, Algoritmus 4.2.1). My budeme vyuzivat hybridni al-
goritmus, kde se krok Metropolisova-Hastingsova algoritmu vzdy provede uvnitt
kroku Gibbsova vybérového planu.

Polozme v definici 19 S = T;, P = Q, x = v;, [ = gij—; postupné pro vsechna
i=1,...,n. Zde g;—; znaci hustotu podminéného rozdéleni
(Y;|Y1,....Yi1, Vi, ..., Y,). Déle oznac¢me H;(y1, .. . ,yn, w) = H(y;,w) pravdé-
podobnost piijeti ndvrhu w pro cilovou hustotu g;—;.

Algoritmus 2 (Hybridni algoritmus). Necht K je zvoleny mazimdlni pocet iteract
algoritmu



1. Zvolme pocdtecni stav (ygo), oy eT, t:=0

n

2. Vygenerujeme w z rozdeélent Q(y?), -) a s pravdépodobnosti

Hl(yg), oy w) polozime ygtﬂ) = w, jinak y%t“) = yit)
Vygenerujeme w z rozdéleni Q(yét), -) a s pravdépodobnosti

Hg(ygtﬂ), yg) oy w) polozime yétH) = w, jinak yétﬂ) = yét)

rdn )

Viygenerujeme w z rozdéleni Q(yP, -) a s pravdépodobnosti

Hs(y™, .yl w) polozime y+) = w, jinak y{+V = y®

3. Pokud t < K, takt := t+ 1 a vracime se na 2. krok, jinak ukoncime

algoritmus.

Z ¢lanku Jones a kol (2014)) plyne, Ze konvergence zakladnich algoritmt se
prenasi i na hybridni algoritmus.



2. Stochasticky model

V této kapitole zavedeme model pro ndhodné orientace bunék v mozaice.
Predstavime kétovanou mozaiku, kde jako kéty pouzijeme trojice Eulerovych
uhla. Tato mozaika bude deterministicka, kéty budou ndhodné. Sdruzené roz-
déleni nadhodnych trojic Eulerovych dhla je ddno hustotou pravdépodobnosti f
Gibbsova typu, kde funkce energie zavisi na misorientaci sousednich bunék v mo-
zaice. V druhé casti kapitoly ovérime, Ze toto sdruzené rozdéleni lze simulovat
pomoci MCMC a vyjadiime pravdépodobnost prijeti pro algoritmus

2.1 Model hustoty orientaci bunék

Nejprve je potteba zavést model ktery budeme pouzivat. Necht (€, .4, P) je
pravdépodobnostni prostor. Necht L = {C}, ... C,} je Laguerreho mozaika. Necht

S = {<301; (ba @2)7 ©1, P2 S [0727)7 ¢ € {07¢)} (21>

a necht S je borelovskd o-algebra na S. Na (S, §) déle definujeme miru px pomoci
predpisu

u(A) = [ |cosdldodprden, A€ S

Zavedeme nahodny vektor orientaci bunék jako
X (92, A) — (S™, 8%

Tento nahodny vektor mé rozdéleni 7 s hustotou Gibbsova typu (Seitl a kol.|
2020)
flze, ... x,) xexp(fe(zy, ... xp)), (T1,...,2,) € S” (2.2)

vzhledem k soucinové mife u®". Zde # € R je libovolné voleny parametr a ¢ je
funkce energie. Pokud 6 > 0,

e(@r,...,xn) = >, sin(afa, z;)), (2.3)
Jri: Ci~Cj
a pokud 6 < 0
e(xy, ..., xy) = Z sin(a(z;, ;) + Z Viard(Ci, Cf), (2.4)
Ji: Ci~Cj Jri: Ci~Cj

kde ( )
B +oo...a(C;, C;) < q,
Vhara(Ci, C) = { 0...... a(C;, C5) > q

pro zvolenou minimélni hodnotu misorientace g. Clenu Vj,4,.q se fika hardcore
podminka.

Poznamka. A¢ se Gibbsovo rozdéleni a Gibbstv vybérovy plan oba jmenuji podle
J. W. Gibbse, jde o dva zcela odlisné pojmy.

10



2.2 MCMC pro vybér z hustoty orientaci

Protoze nelze ndhodny vybér z rozdéleni 7 simulovat piimo, pouzijeme metodu
MCMC. Rozdéleni 7 bude cilovym rozdéleni.

Véta 5. Pro hustotu jsou predpoklady vét@ a |4 splneny.
Diikaz. Protoze f je ve tvaru exponencialy, zfejmé
fzy, .o z) >0, Y(xq,...,2,) € S™.
Tim padem jsou predpoklady véty 3| splnény. Zaroven potom M = S™, je tedy
v soucinovém tvaru, z definice je jasné
vi(M;) = p(M;) = p(S) =1>0
a jsou tedy splnény i predpoklady véty [
m

Disledek. Je-li m rozdélenim ndhodného vektoru X s hustotou f, pak z vét 2] a
plyne, ze 7 je limitnim rozdélenim MCMC algoritmu.

Pouziti Gibbsova vybérového planu predpokladd moznost simulovat ze vsech
plné podminénych rozdéleni. Ovérime jak v pripadé (2.3 vypadaji. Zavedeme
T = (mla syl 15 Ty - 7xn)
Plati

exp{e(z1,...,2,)}

Jrn exp{Oe(zy, ..., x,) (21, ... )
1
— @) exp{Oc(xq,...,2,)},

flzy,... x,) =

el 1
) = e {bete o) — eap) PE-h
kde ¢y, a c_; jsou prislusné konstanty, aby f(xy,...z,), f(x_;) byly pravdépo-
dobnostni hustoty. Pro hustotu podminéného rozdéleni
(Xi| X1, Xict, Xosr,- ... X,) tedy plati

c_i(0) exp{Oc(z1,...,zn)} . o (Bsi (e
@) eaplozayy ) L erptOimlen))

kde ¢ je prislusna konstanta. Protoze i tato rozdéleni je obtizné simulovat, po-
wZijeme algoritmus [} Zvolme navrhovou hustotu p(z,y) = Ily € S"]. Potom
navrh hodnoty bude z rovnomérného rozdéleni na S™. Pravdépodobnost prjeti
ma hodnotu

fi\—i(xi’xfi) =

fz y|1‘_- . .
Hi(w,y) = {  Fastwie g - fiil@ilz=i) > 0 (2.5)
1.. .j'mak

Ztejmé plati
fi—i(ylz—i) .
ST — eap 0 sin(a(y, x;)) — sin(a(z;, x;)))
fz‘|—i($i|x,i) i CZ;VC’ i) ( j

To vede na tento specialni pripad algoritmu
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Algoritmus 3. Necht K je zvoleny mazximdlni pocet iteraci algoritmu

1. Vygenerujme pocdtecni stav (xgo), ., 2 rovnomérného rozdéleni na S™,
t:=0
2. Vygenerujeme y z rovnomérného rozdéleni na S a s pravdépodobnosti

Hl(xgt), o, 2® ) poloZime x&tﬂ) =y, jinak x&tﬂ) = xgt)

Vygenerujeme y z rovnomérného rozdéleni na S a s pravdépodobnosti
(t41) . (1) . (0

Hg(xgtﬂ), zg) oz y) poloZime xy ) =y, jinak s

Vygenerujeme y z rovnomérného rozdéleni na S a s pravdépodobnosti
Hg(:pgtﬂ), . ,:E,(ffll), y) polozime 1+ =y, jinak x(+1) = 2
3. Pokud t < K, takt := t+ 1 a vracime se na 2. krok, jinak ukoncime

algoritmus.

Pro ptipad ([2.4) se navic zamitaji navrhy, pro které vyjde néjakéd misorientace
sousednich bunék mensi nez q.
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3. Simulac¢ni studie

3.1 Krystalograficka interpretace

Polykrystalické materidly ve fyzice kovii maji mikrostrukturu mozaik, jejichz
bunky se nazyvji zrna. Kazdému zrnu je pritazena orientace jeho atomové mrizky
vici souradnému systému vzorku. V této praci uvazujeme krychlovou mrizku,
jejiz orientace popisujeme Eulerovymi thly. Tento popis je ovsem nejednoznacny
vici symetriim miizky, kterych je v tomto pripadé 24. Riizné trojice Eulerovych
uhli tak mohou reprezentovat stejnou orientaci mrizky.

Cilem simula¢nich studii je ukézat tvar rozdéleni misorientaci ve formé histo-
gramu, ziskaného ze simulaci z hustoty Eulerovych thla f(x) (viz vzorec (2.2))) a
nasledného vypoctu nejmensi misorientace pres vsechny symetrie mtizek kazdych
dvou sousednich zrn. V literatute se pro tuto nejmensi misorientaci nékdy zavadi
pojem disorientace, my ale tento pojem neuzivame. Simulace jsou provedeny pres
pevnou vstupni mozaiku.

Zamérime se na extrémni pripady moznych rozdéleni misorientaci ve smyslu
polohy histogramu. Intuitivné lze ocekavat, ze hodnota parametru ¢ bude mit
vyrazny vliv na tato rozdéleni. Pro velké zaporné hodnoty budou misorientace na
dolni mezi dané hardcore podminkou. Pro hodnoty velkého kladného parametru
se naopak budou posouvat k maximalni hodnoté misorientace, ktera je vzhledem
ke krychlové mfizce zhruba 1.08 rad (Morawiec, 2004). Tvar tohoto histogramu
jsme v literature nenalezli, pritom byl hlavni motivaci prace. Vysledky simulaci
jsou diskutovany v sekci 3.3.

Dalsi kol je zabyvat se tim, nakolik provadéné simulace zavisi na vstupni
mozaice. Toto je diskutovano v sekci 3.4 pro specialni pripad mozaik s velkym
resp. malym poctem stén v zrnech.

3.2 Vypocetni programy

Potfebny program jsem napsal v jazyce C++. Soubory source. cpp,
initialize.cpp, initialize.h jsem napsal sdm, soubor misorientation.cpp
jsem prevzal z ¢lanku|Pawlas a kol.| (2020) a zbytek souborti je z oteviené knihovny
Voro++ (Rycroft], [2009), ktera je uréend na generovani Voronoiho mozaik a praci
S nimi.

initialize.cpp obsahuje dvé mozné inicializa¢ni procedury. init vygeneruje
sama Voronoiho mozaiku v s prislusnym poc¢tem bunék zatimco init2 mozaiku
nacte z prilozeného souboru input.txt. Ten musi obsahovat fadek pro kazdou
bunku v mozaice, na tomto fadku musi byt nejprve cislo radku, které slouzi
jako identifikator bunky, dale pocet jejich sousedu a identifikdtory téchto sou-
sedii. Mezi témito inicializa¢imi procedurami se prepina tak, ze se prepiSou na
prislusném misté v kodu. Obé inicializacni procedury déle kazdé bunce ptiradi
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ndhodnou trojici Eulerovych thli a pomoci funkce get_misorientation, ktera
je prevzana z misorientation.cpp, se spoc¢itaji nejmensi misorientace mezi dvo-
jicemi sousednich bunék. Tyto informace jsou ulozeny do matice, kde kazdy radek
reprezentuje sousedy dané bunky, u kazdého souseda je ulozeno jeho identifikacni
¢islo a prislusna misorientace. V prnim sloupci matice je navic ke kazdé bunce
ulozena jeji orientace v Eulerovych thlech.

Tato matice obsahuje vSechny informace potfebné pro prubéh algoritmu |3| Po
uplynuti daného poctu iteraci jsou vysledky vypsdny do souboru output.txt.
Tento soubor tedy v kazdém radku obsahuje misorientace mezi sousednimi bun-
kami v dané iteraci. Program dale vypisuje do konzole ¢islo pravé provadéné
upravy orientace bunky, aby bylo patrné ze simulace probihaji bez problému. Na
konci do konzole vypise kolik navrhii z algoritmu [3| bylo prijato.

Vstupni parametry lze upravit modifikaci konstant ve zdrojovém kédu, c je
pocet bunék, theta je hodnota parametru 6, q je minimalni hodnota misorientace
pro hardcore podminku, maxIt je maximalni pocet iteraci algoritmu a outstep
je po kolika iteracich program vypise soucasné misorientace do souboru.

Doba pribéhu programu roste s poctem iteraci a s po¢tem bunék v mozaice.
S poctem iteraci roste linarné, zvysovani poc¢tu bunék zveda pocet sousedicich
bunék rychleji.

3.3 Vysledky, zavislost na ¢

Misorientace ndhodnych dvojic orientaci s kubickymi symetriemi maji tak-
zvané Mackenzieho rozdéleni. Pro hustotu tohoto rozdéleni je charakteristiky
modus priblizné 0.8, pricemz na intervalu kde je rostouci je konvexni a na in-
tervalu kde je klesajici je konkavni. Stredni hodnota tohoto rozdéleni je ptiblizné
0.710 (Morawiec, [2004, str.121). Uvazujeme-li Voronoiho mozaiku, pak za pred-
pokladu, zZe orientace bunék budou voleny rovnomérné ndahodné, se ukazuje, ze
misorientace aproximuji Mackenzieho rozdéleni velice dobre. Ptiklad rozdéleni
misorientaci 1000 bunék je vidét na obrézku [3.1} Toto rozdéleni je pocatecnim
rozdélenim pro markovsky fetézec generovany algoritmem

Konvergenci algoritmu miizeme zkoumat pomoci vybérového primeéru a vybé-
rového rozptylu, viz tabulky a [3.2] Dalsim dulezitym méfitkem je takzvand
diskrepance histogramu (Seitl a kol., [2020). Ta je definovand jako

l; my;

Ny N,

=1

kde k je pocet tiid histogramu a [;, m; jsou cetnosti prvka v dané tiidé pro
porovnavané histogramy a Ny, Ny jsou celkové pocty prvki v jednotlivych his-
togramech. Ziejmé plati d € [0,2].V této préaci jsou diskrepance pocitané pro
histogram o deseti rovnomérnych ttidach na oboru hodnot misorientace, to nutné
nemusi piesné odpovidat obrazkim. Vysledné diskrepance jsou v tabulce [3.3]
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Dalsi zajimavy vysledek, ktery dostaneme ze simulace je takzvany pomér prijeti
Pa, definovany jako pomér prijatych navrhi a celkovych navrhii v chodu algoritmu
Bl Tyto poméry vidime v tabulce [3.4]

3.3.1 0=0

Ztejmeé pro volbu # = 0 bude v pribéhu algoritmu kazdy navrh prijat. Protoze
navrhy jsou brany z rovnomeérného rozdéleni orientaci, v kazdé iteraci algoritmu
dostaneme vybér z Mackenzicho rozdéleni a toto rozdéleni tedy bude i cilovym
rozdélenim.

3.3.2 6>0

Podivejme se na § = 20. Z obrazku je vidét, ze uz po prvnich 20000
iteracich se histogram znac¢né zméni, rozdéleni se posune smérem k maximalni
hodnoté misorientace. Napri¢ dalsim pribéhem simulace se jiz histogram vyrazné
neméni, je to patrno z diskrepance, viz tabulka|3.3| Z tabulek a vidime, ze
i vybérovy primér a rozptyl se nejvice zméni béhem prvnich 20000 iteraci a pak
zustavaji viceméné stabilni. Zda se tedy, ze béhem prvnich 20000 iteraci rozdéleni
zkonverguje blizko k limitnimu.

Pro 6 = 10 je situace velice podobnad, evidentni rozdil je, ze se rozdéleni méné
1isi od Mackenzieho rozdéleni. Lze tak usoudit z tvaru histogramu (obrazek (3.3)),
mensi diskrepance na prvnich 20000 iteraci a také z toho ze vybérovy primér je

mensi (tabulka [3.1)).

vvvvvv

nedojde k tak vyraznému zmenseni (tabulka. Histogramy také vypadaji velice
podobné, viz obrazek Rozdéleni je pro tuto hodnotu pravdépodobné tak
blizko Mackenzieho rozdéleni, ze pomoci diskrepance se toho nedd mnoho zjistit.
Je ovSem vidét z tabulky 3.1} Ze vybérovy prumér se uz béhem prvnich 20000
iteraci lehce zvysil a zistal tak v kazdém dalsim méteni.

Z téchto tii prikladi lze usoudit, ze pro € > 0 je stfedni hodnota vysledného
rozdéleni vyssi nez u Mackenzieho rozdéleni, a ze ¢im vétsi 6 je, tim vétsi je tento
rozdil. T tvarové se vic odlisuji rozdéleni s vétsim 6. Rozdily v poméru prijeti
jsou zpusobeny tim, ze pri pravdépodobnosti prijeti 1 se jedna o Mackenzieho
rozdéleni, ¢ili zfejmé ¢im je vysledné rozdéleni dal od Mackenzieho, tim mensi
pravdépodobnost prijeti bude mit.

3.3.3 60<0
Nyni se podivame na priklad pro zaporné 6. Zde musime zavést minimalni
misorientaci pro hardcore podminku, necht ¢ = 0.018. Podivejme se na § = —20.

Je vidét (tabulka , obrazek , ze se rozdéleni velice rychle posune k dolni

hranici misorientace, kde zustane a témér se nemeéni.
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Pro 6 = 10 vidime z obrazku 3.6} Ze se hodnoty opét velice rychle posunou k mi-
nimalni hodnoté. Ze stiednich hodnot (tabulka je ale vidét, zZe se rozdéleni
se drzi na vyssi stredni hodnoté nez v pripadu pro 6 = 20. Navic je z porovnani
s obrdzkem [3.5 vidét jiny tvar rozdéleni

Pro 6 = —1 se rozdéleni témér ménit nebude, bude oscilovat velice blizko
Mackenzieho rozdéleni (obrézek , tabulka . 7 tabulky je ale vidéet, ze
stfedni hodnota se lehce zmensi a ziistane tak.

V tabulce [3.4] vidime poméry prjeti pro zaporna 6. Opét je vidét, ze pro rozdé-
leni, ktera jsou dal od Mackenzieho rozdéleni je pravdépodobnost prijeti mensi.
Porovname-li tyto vysledky a vysledky z tabulek [3.1] 3.3} zda se, Ze pro zaporné
hodnoty @ se rozdéleni lisi od Mackenzieho vic nez pro kladné 6 se stejnou abso-
lutni hodnotou.

3.4 Vysledky, zavislost na poctu sousedii

Rozdéleni misorientaci ve Voronoiho mozaice s rovnomérné nahodnymi ori-
entacemi Mackenzieho rozdéleni pouze aproximuje, nebot existuji zavislosti mezi
misorientacemi. Otazka je jak je toto rozdéleni ovlivnéno volbou jiné Laguerreho
mozaiky, protoze to se promitne do jiného primérného poctu stén a tedy i do ji-
nych zavislosti mezi misorientacemi. V této sekci pouzivam dva specialni pripady
Laguerreho mozaiky prevzaté z ¢lanku Stoyan a kol (2020). Jedna m4a 366 bunék
a prumérny pocet sousedu 12, druha 347 bunék a prumérny pocet sousedu 18.

Pro mozaiku s prumérnym poétem sousedu vidime z obrézku [3.§ a tabulek [3.5]
3.6 velice malo rozdilt oproti Voronoiho mozaice se stejnym 6.

Podivame-li se na mozaiku s prumérnym poctem stén 18, z obrazku [3.9] a
tabulek [3.5] [3.6] opét neni piili§ mnoho zmén.

Nakonec se mizeme podivat na diskrepance mezi témito dvéma mozaikami a
Voronoiho mozaikou, tabulka [3.8 T zde je vidét, Ze rozdily nejsou piilis velké.
Avsak zd& se, ze mezi mozaikou s prumérnym poctem 18 sousedi a Voronoiho
mozaikou se drzi konzistentni maly rozdil. D4 se tedy tvrdit, Ze rozdéleni je na
prumérném poctu sousedu zavislé, ale jen maélo.
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3.5 Obrazky a tabulky

iterace 0 20000 40000 60000 80000 100000
0

20 0.703 0.875 0.877 0.886 0.880 0.881
10 0.713 0.826 0.835 0.826 0.828 0.834

1 0.716 0.728 0.733 0.748 0.746  0.732

-1 0.707 0.670 0.671 0.642 0.665 0.662
-10 0.705 0.078 0.086 0.074 0.070  0.066
-20 0.710 0.068 0.060 0.062 0.061  0.060

Tabulka 3.1: V prvnim sloupci jsou hodnoty parametru 6. Na prvnim radku je po-
¢et iteraci. Ve vnitiku tabulky jsou vybérové priméry misorientaci pro prislusnou

hodnotu 6 a pocet iteraci.

iterace 0 20000 40000 60000 80000 100000
0

20 0.038 0.015 0.016 0.015 0.016 0.017
10 0.037 0.022 0.020 0.024 0.016 0.020

1 0.037 0.031 0.035 0.034 0.035 0.034

-1 0.045 0.040 0.043 0.043 0.045 0.042
-10 0.041 0.001 0.003 0.001 0.001 0.001
-20 0.040 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001

Tabulka 3.2: V prvnim sloupci jsou hodnoty parametru 6. Na prvnim radku je po-
cet iteraci. Ve vnittku tabulky jsou vybérové rozptyly misorientaci pro prislusnou

hodnotu 6 a pocet iteraci.
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iterace po tisicich 0-20 20-40 40-60 60-80 80-100

0

20 0.724 0.068 0.086 0.083 0.079
10 0.460 0.128 0.147 0.128 0.113
1 0.217 0.140 0.143 0.088 0.121
-1 0.237 0.101 0.101 0.179 0.195
-10 1.964 0.155 0.152 0.072 0.126
-20 1.980 0.291 0.046 0.046 0.084

Tabulka 3.3: V prvnim sloupci jsou hodnoty parametru 6. Na prvnim radku jsou
rozmezi iteraci. Ve vnitrku tabulky jsou diskrepance mezi prisluSnymi iteracemi
pro prislusné 6.

0 20 10 1 -1 -10 -20

p. 0.006 0.05 0.76 0.67 0.001 0.0005

Tabulka 3.4: V prvnim radku jsou hodnoty parametru 6, ve druhém pomeéry
prijeti pro prislusné 6.

iterace 0 20000 40000 60000 80000 100000

pruam. pocet sousedu
12 0.708 0.871 0.870 0.870 0.874 0.871
18 0.710 0.863 0.864 0.864 0.863 0.867

Tabulka 3.5: V prvnim sloupci jsou prumérné pocty stén. Na prvnim radku je po-
cet iteraci. Ve vnittku tabulky jsou vybérové praméry misorientaci pro prislusny
pocet sousedll a pocet iteraci. Pro 6 = 20.

iterace 0 20000 40000 60000 80000 100000

prum pocet sousedn
12 0.039 0.019 0.019 0.018 0.017 0.018
18 0.039 0.025 0.023 0.023 0.023 0.023

Tabulka 3.6: V prvnim sloupci jsou priumérné pocty sousedit. Na prvnim radku je
pocet iteraci. Ve vnittku tabulky jsou vybérové rozptyly misorientaci pro ptislusny
pocet sousedt a pocet iteraci. Pro 6 = 20.

iterace po tisicich 0-20 20-40 40-60 60-80 80-100
pram. pocet sousedii

12 0.698 0.074 0.046 0.078 0.105

18 0.741 0.074 0.060 0.038 0.055

Tabulka 3.7: V prvnim sloupci jsou primérné pocty sousedi. Na prvnim radku
jsou rozmezi iteraci. Ve vnittku tabulky jsou diskrepance mezi ptislusnymi itera-
cemi pro prislusny pocet sousedu. Pro 6 = 20.
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iterace po tisicich 0 20 40 60 80
porovnavané mozaiky

12 sous./18 sous. 0.059 0.099 0.139 0.115 0.071
12 sous. /Voro. 0.106 0.064 0.070 0.104 0.078
18 sous. /Voro. 0.105 0.125 0.120 0.125 0.130

Tabulka 3.8: Diskrepance mezi histogramy pro mozaiky s primérnym poctem 12
a 18 sousedit mezi sebou a s Voronoiiho mozaikou z 3.3. V prvnim radku jsou
uvedeny iterace. Pro 6 = 20.

pram. pocet souseda 12 18

Da 0.013 0.003

Tabulka 3.9: V prvnim fadku jsou prumeérné pocty sousedi, ve druhém pomeéry
prijeti pro prislusny pocet sousedi. Pro 6 = 20.

800
|
|

Frekvence
400
I

200
|

| | 1 | | |
0.0 0.2 04 06 08 1.0

Misorientace/rad

Obrazek 3.1: Aproximace Mackenzieho rozdeleni pro 1000 bunék
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Obrézek 3.2: Hodnota parametru 6 = 20. Histogramy misorientaci béhem jednoho
chodu MCMC fetézce po poctu iteraci 0 (vychozi stav), 20000, 40000, 60000.
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Obrézek 3.3: Hodnota parametru § = 10. Histogramy misorientaci béhem jednoho
chodu MCMC fetézce po poctu iteraci 0 (vychozi stav), 20000, 40000, 60000.
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Obrazek 3.4: Hodnota parametru ¢ = 1. Histogramy misorientaci béhem jednoho
chodu MCMC fetézce po poctu iteraci 0 (vychozi stav), 20000, 40000, 60000.
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Obréazek 3.5: Hodnota parametru 6 = —20. Histogramy misorientaci béhem jed-
noho chodu MCMC fetézce po poctu iteraci 0 (vychozi stav), 20000, 40000, 60000.
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Obrazek 3.6: Hodnota parametru § = —10. Histogramy misorientaci béhem jed-

noho chodu MCMC fetézce po poctu iteraci 0 (vychozi stav), 20000, 40000, 60000.
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Obréazek 3.7: Hodnota parametru § = —1. Histogramy misorientaci béhem jed-

noho chodu MCMC fetézce po poctu iteraci 0 (vychozi stav), 20000, 40000, 60000.
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3.8: Hodnota parametru ¢ = 20, pramérny pocet sousedu je 12. His-
misorientaci béhem jednoho chodu MCMC fetézce po poctu iteraci 0
stav), 20000, 40000, 60000.
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3.9: Hodnota parametru # = 20, prumérny pocet sousedu je 18. His-
misorientaci béhem jednoho chodu MCMC ftetézce po poctu iteraci 0
stav), 20000, 40000, 60000.
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Z.aver

Pomoci MCMC algoritmu se povedlo ukézat, Ze parametr 6 z rozdéleni
mé zasadni vliv na tvar rozdéleni misorientaci. Cim vétsi je jeho absolutni hod-
nota, tim dal je od Mackenzieho rozdéleni. Pro kladné hodnoty se stfedni hod-
nota zvysuje, pro zaporné se snizuje. Pro hodnoty parametru se stejnou absolutni
hodnotou plati, ze zdpornd hodnota sméruje k vétsim rozdilim od Mackenzieho
rozdéleni, normovanda diskrepance se blizi maximalni teoretické hodnoté 2.

Déle se povedlo ukéazat, ze a¢ primérny pocet stén mozaiky lehce ovliviiuje
rozdéleni misorientaci, je tento vliv velice maly az zanedbatelny. Pocty stén ale
ovliviiuji pravdépodobnost prijeti navrhu a rychlost konvergence algoritmu, jez

vvvvvv

stén rovného 18.
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