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Uvod

Vypocet nejlepsitho odhadu zavazki (BEL) v zivotnim pojisténi je proces,
ktery musi provadét kazda pojistovna. Samotny vypocet vsak miize byt znacné
casové narocny. Nejlepsi odhad zavazki se obvykle pocita vyuzitim projekei fi-
nancnich toku (tzv. cash flow projekei) se stochastickym vyvojem urokovych mér.

V této diplomové praci je prozkoumana a otestovana moznost vyuziti jiného
pristupu k odhadu hodnoty BEL. Zkoumany pfistup vyuziva konceptu (parcialni)
durace k zachyceni citlivosti hodnoty BEL na zménu urokovych meér. Hlavnim
cilem diplomové prace je zhodnotit, zda zvoleny pristup aproximace hodnoty BEL
odhaduje hodnotu dostatecné presné a umoznuje tak ziskat predstavu o vysledné
hodnoté v kratsim case.

Prace je clenéna do ¢tyr kapitol. Prvni kapitola predstavuje teoretické zaklady
tykajici se zivotniho pojisténi a zakladni pottebné definice z finan¢ni a pojistné
matematiky.

Cilem druhé kapitoly je predstavit princip modelovani pomoci projekce fi-
nanc¢nich toki, definovat predpoklady a predstavit model projekei finan¢nich tokt
v zivotnim pojisténi a v neposledni radé definovat nejlepsi odhad zavazki BEL
a jeho vypocet vyuzitim modelu projekei financénich toki.

Treti kapitola se vénuje definovani duraci a parcidlnich duraci, jejich klasic-
kému pouziti, zakladnim vlastnostem a vztahtim. V kapitole jsou rovnéz roze-
brany predpoklady pouziti duraci. Soucasti kapitoly je také predstaveni mozného
pristupu k aproximaci hodnoty nejlepsiho odhadu zavazkt BEL za pouziti parci-
alnich duraci.

Obsahem ctvrté, posledni kapitoly je demonstrace predstaveného pristupu
na praktickém prikladu. Vzorovy model projekce financénich tokia v Zivotnim po-
jisténi je implementovan a pouzit k porovnani klasického pristupu k vypoctu
nejlepsitho odhadu zavazkt s predstavenou aproximaci. Porovnana je presnost
vysledki a casova narocnost vypoctu.



1. Teorie zivotniho pojisténi

Cilem prvni kapitoly je seznamit c¢tenare se zaklady teorie pojisténi, financ¢ni
matematiky a pojistné matematiky, které budou v praci dale vyuzity v nasledu-
jicich kapitolach.

Prvni podkapitola predstavuje zakladni princip pojisténi se zamérenim na Zi-
votni pojisténi, kterému se tato prace vénuje. Druha podkapitola shrnuje vybrané
oblasti finanéni matematiky, pouzivané v zivotnim pojisténi, konkrétné trokové
miry a vynosové kiivky. Déle je tato podkapitola zamérena na predstaveni po-
tfebné teorie zivotniho pojisténi, specialné teorie ocenovani zivotniho pojisténi.
V ramci treti podkapitoly je vysvétlen zakladni koncept rezervovani v zivotnim
pojisténi a jsou predstaveny technické rezervy zivotniho pojisténi. S rezervova-
nim v zivotnim pojisténi je spojen nejlepsi odhad zavazku (BEL), jehoZ vypoctu
a aproximaci se tato prace vénuje.

1.1 Zivotni pojisténi

Jevy ndhodného charakteru, které mohou zptisobovat negativni disledky v Zi-
voté jedince, se v kontextu pojisténi nazyvaji pojistna rizika. Pojisténi slouzi jako
ochrana pred pojistnymi riziky, kterda mohou v budoucnu nastat. Pojistnik, coz
je osoba kupujici si pojisténi, prenese konkrétni rizika na pojistitele (typicky po-
jistovnu), ktery je pii dostatecné velkém mmozZstvi prevzatych rizik podobného
charakteru schopen tato rizika ridit a zvladat (a idedlné dosahovat zisku z posky-
tovani této sluzby). Pojistnik plati za tuto sluzbu pojistiteli pojistné a naopak,
v pripadé realizace pojistného rizika (v piipadé tzv. pojistné udélosti) je pojisti-
tel zavazan vyplatit urcéené osobé financéni odskodnéni, které se nazyva pojistné
plnéni. Tato finanéni ndhrada pak slouzi ke snizovani az eliminaci nasledku vznik-
Iych danou nahodnou negativni udalosti.

Nejzakladnéjsi a nejznaméjsi déleni soukromého nebo také komercéniho po-
jisténi je déleni na dvé zakladni skupiny: Zivotni pojisténi a nezivotni pojisténi.
Do zivotniho pojisténi spada pojisténi pro pripad smrti, pojisténi pro pripad
doziti, smiSené pojisténi a diachodové pojisténi. Do nezivotniho pojisténi patii
pojisténi majetku, pojisténi odpovédnosti za Skody, irazové pojisténi a soukromé
zdravotni a nemocenské pojisténi, Cipra (2006)). Prace se déle vénuje pouze zi-
votnimu pojisténi.

Zékladni princip zivotniho pojisténi je nésledujici: pojistnik, ktery uzavie
smlouvu s pojistitelem, plati pojistiteli pojistné a v ptripadé smrti konkrétni po-
jisténé osobyl| (tzv. pojisténi smrti) nebo doZit{ pojisténé osoby predem daného
okamziku (tzv. pojisténi doziti) pojistitel vyplati pojistnikovi ¢i jiné opravnéné
osobé pojistné plnéni.

Pro zivotni pojisténi je typické, Ze zivotni smlouvy trvaji mnoho let (mize
se jednat i o vyssi desitky let) a ze pravdépodobnost, Ze nastane situace uve-
dend ve smlouvé (smrt nebo doziti), se v ¢ase vyviji (s vékem pojisténé osoby se
zvysuje), coz ma vliv na ocenéni tohoto pojisténi.

IPojistnik miize, ale nemusi byt zarovei i pojisténou osobou, jinymi slovy lze uzaviit pojisténi
na zivot jiné osoby. Presnd pravidla pro tyto situace stanovuje v Ceské republice obcansky
zdakonik.



Tyto principy lze zachytit matematickymi modely, které mohou byt v praxi
komplikované. V soucasnosti nabizené produkty kombinuji pojisténi s moznosti
investovat, jsou komplexnéjsi, riznorodé ¢i mohou nabizet rizné druhy benefit
(kryti dalsich pojistnych rizik, garance aj.). To spole¢né s faktem, Ze pocet smluv
v kmeni pojistovny muze byt znacné vysoky, vede k modeliim s vysokou c¢asovou
slozitosti. Prikladem takového modelu mize byt cash flow model pro vypocet
vyse zavazki pojistitele, kterému se vénuje tato prace.

1.1.1 Tradic¢ni produkty zivotniho pojisténi

Produkty zivotniho pojisténi déli|Dickson a kol.| (2009) na tradi¢ni a moderni.
Pro potteby této prace jsou nize predstaveny tradi¢ni produkty zivotniho pojis-
téni.

Cipral (2006) uvadi tyto zakladni tradiéni produkty:

e pojisténi pro pripad smrti — k vyplaté pojistného plnéni dochazi v ptipadé

umrti pojisténé osoby;

e pojisténi pro pripad doziti — k vyplaté pojistného plnéni dochazi, pokud se
pojisténa osoba dozije predem stanoveného véku (na konci predem stano-
veného obdobi);

e smiSené pojisténi ¢i pojisténi pro pripad smrti nebo doziti — v tomto pripadé
dochazi k vyplaté pojistného plnéni v pripadé amrti pojisténé osoby nebo
na konci predem daného obdobi (podle toho, ktera situace nastane diive).

Pojisténi pro pripad smrti, které je ¢asové omezeno, se nazyva docasné pojis-
téni pro pripad smrti a oproti pojisténi pro pripad smrti se lisi predem danym
poctem let platnosti.

Do tradi¢nich produktt zivotniho pojisténi spada také diuchodové zivotni po-
jisténi, které je specidlnim pripadem zivotniho pojisténi.

Tradi¢ni produkty mohou byt nabizeny i ve formé tzv. pojisténi s podilem
na zisku. V takovém pripadeé je zisk pojistitele, ktery je nejcastéji ziskany investici
pojistného, sdilen s pojistniky.

Pro moderni produkty zivotniho pojisténi je typickd vétsi flexibilita a kom-
binace pojisténi pro pifipad smrti s néjakym investicnim prvkem. Cipral (2006])
uvadi jako priklad modernich produkti mimo jiné investi¢ni Zivotni pojisténi,
u kterého vyse pojistného plnéni zavisi na vynosech z podilovych jednotek za-
koupenych klientem v investiénim portfoliu pojistovny (klient tak nese investiéni
riziko), nebo univerzalni zivotni pojisténi, které spojuje zivotni pojisténi s in-
vestici v investiénim fondu a vyznacuje se predevsim velkou flexibilitou (napft.
v platbach pojistného ¢i ve vybéru z rady moznych pojistnych plnéni).

Prace se dale zabyva tradiénim pojisténim pro pripad smrti nebo doziti s po-
dilem na zisku. V ramci prace bude dale toto pojisténi oznacovano nazvem kapi-
talové pojisténi.

1.2 Zakladni definice a znaceni

V této kapitole jsou predstaveny zaklady finan¢ni matematiky pouzivané v zi-
votnim pojisténi, predevsim koncept irokové miry a vynosovych ktivek. Zavedena
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jsou rovnéz potiebnd znaceni tykajici se modelovani imrtnosti. S vyuzitim téchto
zakladi je predstaven koncept pocateéni hodnoty pojisténi se zamérenim na ka-
pitalové pojisténi.

1.2.1 Urokova mira a vynosové k¥ivky

Pojistné rezervovani a ocenovani zivotniho pojisténi je ovliviiovano trokovymi
mirami, které se li§{ pro riznd investi¢ni obdobi. Urokova mira tizce souvisi s po-
jmem casové hodnoty penéz. Ten vysvétluje skutecnost, Ze penize, které jsou
k dispozici dnes, maji jinou hodnotu nez penize, které budou k dispozici v bu-
doucnu. Pokud jedinec v soucasnosti ptijci ¢astku K, dostane v budoucnu nazpét
tuto ¢astku navysenou o urok U. Urokova mira i je definovana jako podil tohoto
uroku a vlozené ¢astky (kapitalu):

U
=1

Urokové mira se obvykle uddva v procentech a za stanovené obdobi, napf.
5 % za rok. S trokovou mirou souvisi dva pojmy — droceni a diskontovani. Uro-
¢eni existuje trojiho typu: jednoduché, slozené a spojité (pripadné také smisené).
Oznacme ¢astku ziskanou v budoucnu zapujcenim kapitalu K jako FV (future
value). Pak pro ro¢ni trokovou miru i a pocet let investi¢ni doby ¢ je

« jednoduché troceni F'V = K(1 +it),
o slozené troceni FV = K(1+1)',
e spojité troceni FV = Ke't.

Opakem troceni je diskontovani. Diskontovanim budouci ¢astky S ziskame jeji
soucasnou hodnotu, znac¢ime PV (present value).

Stejné jako troceni je i diskontovani trojiho typu. Pak pro roc¢ni drokovou
miru ¢ a pocet let investi¢ni doby ¢ je

e jednoduché diskontovani PV = a fit),

» slozené diskontovani PV = ﬁ,

o spojité diskontovani PV = Se~%.

Diskontuje se pouzitim diskontniho faktoru, ktery se znac¢i v a u slozeného
diskontovani je typicky ziskan z trokové miry jako

1
v = .
141

(1.1)

V Zivotnim pojisténi se ¢asto vyskytuje pojem technickd trokova mira TUM,
nekdy také TIR (technical interest rate). Piedstavuje takové zhodnoceni, na které

ma pojistnik smluvni pravo, neboli takové, které je pojistnikovi garantované,
Cipra/ (2006)).



Spotové a forwardové tirokové miry a jejich casové struktury

Spotova turokova mira predstavuje soucasny vynos z financéniho nastroje ge-
nerujictho pouze jeden finanéni tok, Hakala| (2017)). Mezi takové nastroje patii
bezkupénovy dluhopis, s jehoz pomoci bude spotova trokova mira predstavena.
Bezkupoénovy dluhopis je cenny papir, ktery zavazuje emitenta dluhopisu v case
splatnosti (za T let) zaplatit drziteli dluhopisu jeho nominalni hodnotu. Ozna¢me
P(T) soucasnou trzni cenu T-ro¢niho bezkupénového dluhopisu. Prislusnéd spo-
tova urokova mira, znac¢ime yp, je vynos T-roc¢niho bezkupoénového dluhopisu
za dané casové obdobi. Bez tjmy na obecnosti uvazujme casové obdobi jeden rok,
tedy

P(T)(1 +yr)T =1 P(T) = (1+yr)".

Casova struktura trokové miry popisuje vztah mezi dobou investice a troko-
vou mirou investice. Graficky je zobrazena vynosovou ktivkou (yield curve), coz je
graf {yr}r>o pro jednotlivé doby splatnosti 7 > 0. Pfiklad grafického zobrazeni
urokové miry vynosovou kiivkou miizeme vidét na Obrazku Pokud méme k
dispozici ¢asovou strukturu, méli bychom diskontovat kazdy budouci financéni tok
dle ptislugné spotové tirokové miry. Viimnéme si, ze P(T) = 1/(1 + yr)T = vk,
kde vy je diskontni faktor z (1.1)).

Urokova mira y_t

e

‘ o 2.cDoba splatnnsli?’ “ .
Obrazek 1.1: Priklad vynosové kiivky — interpolované hodnoty z bezkupdénového
swapu z |Deutsche Bundesbank! (2020) z ledna 2010.

Ze spotové urokové miry lze odvodit forwardovou trokovou miru, ktera je
platna az v néjakém budoucim terminu. Oznac¢me f(s, T+ s) forwardovou troko-
vou miru z ¢asu s do ¢asu T + s, znacici ro¢ni zhodnoceni (slozenym trocenim).
Forwardova trokova mira reprezentuje zhodnoceni dohodnuté v case 0, které pri-
nese investice s poc¢atkem v ¢ase s a maturitou v ¢ase 7'+ s (dobou do splat-
nosti 7). Prislu$nd vynosovéa kiivka je grafem vyjadiujicim zavislost forwardové
urokové miry na case s pro danou dobu splatnosti 7.

Vztah mezi spotovou a forwardovou trokovou mirou je nasledujici

(1 + yT+s)T+s Vs

(1 + yS)S B UT-i-s.
Obecné plati, ze smlouvy v zivotnim pojisténi jsou pomérné dlouhodobé a vy-
zaduji znalost vyvoje vynosovych kiivek v budoucnu. Ne vzdy jsou vsak potiebné

vynosové kiivky dostupné a v praxi jsou z tohoto diivodu ¢asto modelovany na za-
kladé dostupnych dat.

(1+ f(s,T +s)" = (1.2)



1.2.2 Modelovani aumrtnosti

V zivotnim pojisténi, ve kterém je pojistnou udalosti timrti nebo doziti, hraje
modelovani timrtnosti vyznamnou roli. Nize jsou zavedeny nékteré pojmy pouzi-
vané pri modelovani timrtnosti.

Definice 1. Pro osobu ve veku x nahodna velicina T, predstavuje zbyvajici dobu
Zivota ve véku x za podminky, Ze se dand osoba dozila veku x. Distribucni funkce
ndhodné veliciny T, je

F.(t)=P(T, <t)=P(To <z +1t|Ty > x),
kde T predstavuje délku Zivota pravé narozené osoby. Ddle lze definovat funkci
preZiti jako

S(t) = P(T, >t) = P(Ty >z +t|To > z).

Pro zjednoduseni se v ramci matematiky zivotniho pojisténi pracuje s nasle-
dujicimi symboly, Cipra (2006):

« pravdépodobnost imrti ve véku z, tedy pravdépodobnost, ze jedinec ve véku
x zemfe pred dosazenim veku x + 1:

¢ = Fi(1) = P(T, < 1);

« pravdépodobnost doziti ve véku z, tedy pravdépodobnost, ze jedinec ve véku
x se dozije véku x + 1:

pr = Sz(1) = P(T, > 1);

» pravdépodobnost, Ze jedinec ve véku x zemfe pred dosazenim véku z + ¢:

1z = Fp(t) = P(T, <t);

o pravdépodobnost, Ze jedinec ve véku x se dozije veéku x + t:

tPz = Sx(t> = P(Tx > t)S

» pravdépodobnost, ze jedinec ve véku x zemre ve véku x + t:

1ee = Fo(t+1) — F,(t) = P(t < T, <t+1);

» pravdépodobnost, zZe se jedinec ve véku x dozije véku x + s, ale zemre pred
dosazenim véku x + s 4 ¢:

sitde = Fr(s +1) — Fu(s) = P(s < T, < s+1).

Mezi témito hodnotami lze odvodit razné vztahy. Cipral (2006 uvadi mimo
jiné
s+tPz = sPz * tPa+s,
s|9x = sPzx * Qz+s)

s|tde = sPz * tx+s-

7



1.2.3 Ocenéni kapitalového zivotniho pojisténi

Zakladnim principem pro vypocet pojistného v tradiénf] matematice Zivot-
niho pojisténi je princip ekvivalence, ktery pozaduje, aby prijmy a vydaje pojis-
titele byly v rovnovaze. Vzhledem k tomu, Ze pii{jmy (napf. ve formé prijatého
pojistného) a vydaje (napf. ve formé placeného pojistného plnéni) jsou nédhod-
ného charakteru, pracuje se s o¢ekdvanymi hodnotami (formélné se stiednimi
hodnotami prislusnych nahodnych veli¢in). Rovnéz je tfeba pracovat s ¢asovou
hodnotou penéz, tedy bud s Groc¢enymi pocatec¢nimi hodnotami nebo s diskonto-
vanymi koncovymi hodnotami. Princip ekvivalence pak lze definovat ve tvaru

ocekdvand pocatecni hodnota pojistného =
= ocekdvand pocdtecni hodnota pojistného plnéend.

Ocekavanou pocatecni hodnotu, zkracené poc¢atecéni hodnotu, si nize odvodime
pro kapitalové pojisténi. Kapitalové zivotni pojisténi je takové pojisténi, pro které
je prislusna financéni rezerva zhodnocovana technickou trokovou mirou. Investi¢ni
riziko prebira pojistitel a pripadné investicni vynosy nad ramec garanci mohou
byt sdileny s pojistniky.

Jednotkové pocateéni hodnoty pojisténi lze ziskat pomoci stfedni hodnoty
vhodné ndhodné veli¢iny ¢ pomoci tzv. komutacnich ¢isel, viz Cipral (2006)). Nize
je predstaven prvni pristup. Pro ten je nejprve potieba zavést celoc¢iselnou délku
zivota.

Definice 2. Celociselnd zbyvajici doba Zivota ve veku x, K, je definovana jako
celd édsﬂ nahodné veliciny T, tedy
K, =[T.]. (1.3)

Ndhodnd velicina K, nabyjvd pouze celociselnych hodnot k = 0,1,2,... s pravde-
podobnostmi

PK,=k)=Pk<T,<k+1)=F(k+1)— F(k)

= kPz — k+1Px = kPz — kPz * Pz+k = kPz * Qz+k-

(1.4)

Pro vyjadreni pocatecnich hodnot pojisténi budeme dale pouzivat ndhod-
nou veli¢inu Z, kterd predstavuje soucasnou hodnotu budoucich plnéni a zavisi
na nahodné veliciné K. Bez Gjmy na obecnosti uvazujme vysi pojistného pl-
néni rovnu 1. Predpoklddejme, ze pojistné plnéni je vyplaceno pii doziti konce
celociselné pojistné doby (tj. k datu celorocniho vyro¢i uzavreni pojisténi) nebo
na konci pojistného obdobi, v némz doslo k tmrti.

Pro pojisténi pro pripad smrti pro osobu ve véku x mame

Z =05 K,=0172.... (1.5)

Jednotkova pocateéni hodnota pojisténi pro pripad smrti je

Ay = E(Z) = ZUHI ) P(Kx = k) = ZUHI “k|dz = ZUHI *kPz * Gxtk-
k=0 k=0 k=0

2Piistup k vypoétim v zivotnim pojisténi predstaveny v této kapitole budeme nazyvat tra-
di¢ni. Tento ptistup vyuziva zjednodusenych predpokladi, tzv. pfedpokladi prvniho fadu. Vice
k témto predpokladiim lze nalézt v zavéru této kapitoly.

3Cel4 ¢ast redlného ¢&isla = je nejblizsi celé é&islo, které je mensi nebo rovno &islu .
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Pro pojisténi pro pripad doziti pro osobu ve véku x na dobu n mame

0, K,=01,...,n—1,
7 — (1.6)
v", K,=nn+1,....
Jednotkova pocatecéni hodnota pojisténi pro pripad doziti je
Azz% =E(Z)=v"-P(Kx>n)=v"",p,.
Pro smisené pojisténi pro osobu ve véku x na dobu n mame
K, +1 _
pRE T K,=01,...,n—1,
7 = (1.7)
v, K.,=nn+1,....

Jednotkova pocatecéni hodnota pro smisené pojisténi je

n—1 n—1
Apm =E(Z) =Y 0" P(Kx = k) +0" - P(Kx > n) = >_ 0" g + 0™ - s
k=0 k=0

Pro docasné pojisteni pro pripad smrti pro osobu ve véku x mame

Kol K, =01,....n—1
Z — /U Y 2 7n 7 (]_‘8)
0, K,=nn+1,....
Jednotkova pocatecéni hodnota docasného pojisténi pro pripad smrti je
n—1 n—1 n—1
A%:m = E(Z) = Z Uk+1 : P(Kx = k) = Z U’H—l “k|qx = Z Uk—H * kP Qu+k-
k=0 k=0 k=0

Pojistné

Vyuzitim pocatecnich hodnot pojisténi lze vypocitat vysi pojistného, a to jak
nettopojistného (které je vypoéteno na zdkladé principu ekvivalence), tak brutto-
pojistného (které je oproti nettopojistnému navyseno o ¢astku pokryvajici spravni
néklady pojistitele),|Cipra; (2006). Princip ekvivalence pro urceni nettopojistného
ma pro pojisténi pro pripad smrti tvar

kde S je vySe pojistné castky, i, = 352 xPe - V" a P, je vise roénfho nettopojist-
ného, placeného vzdy na pocatku dalsiho roku pojisténi. Lze vidét, ze pro S =1
je

Obdobnym zptisobem lze ziskat nettopojistné pro pojisténi doziti

1
Tn — .
ax:m
nettopojistné pro smisené pojisténi
A,.
Px:m = aul
ax:m



a nettopojistné pro docasné pojisténi pro pripad smrti

Pl — A;ﬂm
rn| — . )
a':c:m

kde axm = ZZ;(l) kPz vk-

Bruttopojistné v zivotnim pojisténi zahrnuje navic poc¢atecni jednorédzové na-
klady (nebo také ziskatelské naklady) a, bézné spravni ndklady 5 a inkasni na-
klady .

4 v 4

1.3 Rezervovani v zZivotnim pojisténi

K udrzeni solventnosti a profitability podniku musi prijaté pojistné stacit
na pokryti vyplat pojistnych plnéni, tedy aktiva drzend pojistitelem musi byt
postacujici na placeni zavazkl pojistitele.

Z tohoto davodu dochazi pravidelné (kazdy rok, kvartdl, mésic apod.) k vy-
pocttim, které urcuji, kolik penéz musi pojistitel drzet, aby byl schopen platit své
budouci zavazky s dostateéné vysokou pravdépodobnosti. V ramci tohoto vypo-
¢tu se také urcuje, jaka castka je sdilena s pojistniky v pripadé pojisténi s podilem
na zisku.

1.3.1 Matematicka rezerva

Matematickd rezerva je zakladni nastroj k urceni vyse kapitalu potiebného
k udrzeni solventnosti pojistitele a k urc¢eni budouciho zisku ¢i ztraty. V pred-
chozi kapitole byla predstavena pocatecni hodnota pojisténi, nize je tento pojem
rozsiten.
Definice 3. Pro pojistnou smlouvu kapitalového Zivotniho pojisténi mizeme de-
finovat celkovou budouci ztrdatu v case t > 0 jako ndhodnou velicinu Ly, kterd

znaci soucasnou hodnotu rozdilu mezi budoucim vyplacenym pojistnym plnénim
(oznacme By) a budoucim prijatym pojistngm (oznacme P,), tedy

L, = PV(B,) — PV(P,).

Pozndmka. Princip ekvivalence pouzivany napt. pti vypoctu nettopojistného lze
za pouziti celkové budouci ztraty zapsat

E(Lgy) = 0.
Pro 0 < t < T, obecné E(Lg) # 0.

Za pouziti principu ekvivalence plati, Ze v dobé uzavieni pojistné smlouvy je
ocekavané pojistné postacujici na zaplaceni budoucich pojistnych plnéni. Nicméné
pro smlouvu platnou ¢ let po sjednani jiz neni budouci pojistné (ziskané od ¢asu
t dale) ve stfedni hodnoté dostacujici k pokryti budoucich pojistnych plnéni.
Céstka nutnéa na pokryti tohoto rozdilu se nazyva matematickd rezerva v ¢ase t,
znacime V. Plati, Ze

V praxi tato hodnota predstavuje zdvazek pojistitele. Pro vyse uvedené typy ka-
pitdlového pojisténi je matematicka rezerva (nékdy také nettorezerva) v case k,
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k € Ny, za podminky, Ze je pojisténa osoba stéle na zivu (tedy K, > k), nasle-
dujict:

o pojisténi smrti: ,V = A, — Py Qg

« pojistént dozitl: Vo = A, e — Pom* i

o smiSené pojisténi: ,V,.m = AHk:m — Ppm - Ay R

» docasné pojisténi pro piipad smrti: ,Vi.g = Axik:m — Ply- O
Piipometime si, Ze G5 = Y2520 jPuth - V) & Gy g = 2T iDan - V7

Pojistitel by mél béhem trvani smlouvy vytvorit a drzet aktiva na pokryti
budoucich zavazki. Pojistné v prvnich letech smlouvy je vice nez dostacujici
k pokryti o¢ekavaného pojistného plnéni v daném roce, jinymi slovy, v prvnich
letech tvori pojistné kladny prebytek, ktery lze pouzit k vytvoreni aktiv pojisti-
tele. Tato aktiva jsou pak potfebna v pozdéjsich letech, kdy pojistné neni dosta-
cujici na zaplaceni oc¢ekavaného pojistného plnéni. Pojistitel pak drzi pro velké
portfolio smluv ¢ast téchto nadbytkta z pocatecnich let smlouvy za tcelem dopl-
néni nedostatkl v letech pozdéjsich. Aby byla pojistovna financné stabilni, musi
mit drzend aktiva vétsi hodnotu nez celkova matematické rezerva (za vsechny
smlouvy). Proces vypoctu souc¢tu matematickych rezerv vsech platnych smluv
v daném case a zaroven vypocet hodnoty aktiv pojistovny se nazyva valuace
(ocenéni) pojistovny.

.V reprezentuje hodnotu, kterou by mél pojistitel mit pro kazdou pojistnou
smlouvu ve svych investicich v case t, aby tim, spole¢né s budoucim pojistnym,
pokryl oc¢ekavané budouci plnéni. V praxi je tato hodnota neboli matematicka
rezerva soucasti tzv. technickych rezerv.

1.3.2 Technické rezervy v zivotnim pojisténi

V Ceské republice jsou v Zivotnim pojisténi zakonem vyzadovany nasledujici
technické rezervy, |Cipra| (2006]):

e rezerva pojistného zivotnich pojisténi — kumulovana ¢astka ve vysi hodnoty

pojistént;

e rezerva na nezaslouzené pojistné — pokryva ¢ast pojistného, ktera se vzta-
huje az k budoucim obdobim;

e rezerva na pojistnd plnéni — urcéena ke kryti jiz vzniklych pojistnych udalosti
(nahldsenych nebo nenahlasenych), v Zivotnim pojisténi muze byt méné
vyznamna;

e rezerva na prémie a slevy — slouzi ke kryti smlouvou ur¢enych prémii a slev;

o rezerva zivotniho pojisténi, je-li nositelem investi¢niho rizika pojistnik —
predstavuje zavazky pojistitele u produktii, kde investi¢ni riziko nese po-
jistnik (netyka se tradiénich produkti);
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e rezerva na splnéni zavazki z pouzité technické irokové miry a ostatnich po-
¢etnich parametri, nedosahovala-li by vyse rezervy pojistného zivotnich po-
jisténi vypoctena za pouziti puvodnich parametru postacitelné vyse zjisténé
pri pouziti soucasnych odhadtt hodnoty technické trokové miry a ostatnich
pocetnich parametri pouzitych pti ohodnoceni vyse prijatych zévazkﬁﬁ];

e rezerva pojistného nezivotnich pojisténi — vztahuje se na nezivotni pripojis-
téni zahrnuté v zivotnich produktech.

Cesky pojistny trh je regulovan nejen ¢eskymi zékony, ale i legislativou plat-
nou v ramci Evropské unie. Prikladem takové legislativy je smérnice Solvency II,
kterd k vypoctu vyse zavazki pojistitele pristupuje odlisné a zavadi nejlepsi od-
had zdvazki BEL (v angli¢tiné Best Estimate of Liabilities). Nejlepsimu odhadu
zavazkll BEL a moznym pristuptim k jeho vypoctu se vénuje nasledujici kapitola.

Pristup k vypocétim v zivotnim pojisténi predstaveny v této kapitole budeme
nazyvat jako tradi¢ni. Tento pristup vyuziva zjednodusenych predpokladi, tzv.
predpokladt prvniho fadu. [Janecek (2006]) uvadi tyto typické vlastnosti predpo-
kladt prvniho radu:

» predpoklada se, ze pojisténa osoba zemte presné s pravdépodobnosti uvede-
nou v umrtnostnich tabulkach, které byly pouzity pii uzavieni smlouvy (&i
dokonce diive) k vypoctu pojistného; tyto tabulky byvaji konzervativnéjsi
nez ocekavana realita;

e moznost storna smlouvy neni obvykle uvazovana;

o predpoklada se, ze trokové a diskontni miry jsou kazdy rok na drovni tech-
nické drokové miry (vynosové kiivky jsou tedy ploché);

o predpoklada se, ze naklady pojistovny budou po celou dobu stejné, takové
jaké byly uvazovany pti vzniku smlouvy.

Pristup k vypoctim predstaveny v nasledujici kapitole budeme oznacovat
jako moderni a predpoklady, které jsou vyuzivany v ramci moderniho pristupu,
budeme nazyvat predpoklady druhého radu.

4277/2009 Sb., zdkon o pojistovnictvi, § 66.
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2. Nejlepsi odhad zavazkta a jeho
vypocet

Predchozi kapitola predstavuje tradi¢ni pristup k vypoc¢tim v ramci zivotniho
pojisténi. Tyto vypocty probihaji za vyuziti predpokladt prvniho fadu. V praxi
se vsak tyto predpoklady vétsinou chovaji jinak. Z tohoto diivodu vznikaji moder-
nejsi pristupy k vypoctim v zivotnim pojisténi. Tyto moderni pristupy vyuzivaji
predpoklady, které se vice blizi realité, tzv. predpoklady druhého radu.

Jednim z téchto modernich pristupt k vypoctim je také projekce budoucich
finanénich toka (future cash flows) plynoucich z pojistnych smluv. Projekce bu-
doucich financ¢nich tokt ma v pojistovné sirokou skalu vyuziti. |Janecek (2006)
uvadi napt. nasledujici:

o vyuziti pro ucetni ucely (napf. testovani postacitelnosti zavazku, tzv. Li-
ability Adequacy Test, jehoz cilem je ovérit postacitelnost ucetni hodnoty
technickych rezerv zivotniho pojisténi);

o vyuziti pro ucel smérnice Solvency II (vypocet nejlepsiho odhadu zavazku
a stresové testovani nejlepsiho odhadu zavazk, coz je zkoumani vyvoje nej-
lepsiho odhadu zavazki za platnosti jinych nez oc¢ekavanych predpokladi);

o a dalsi vyuziti, napr. pro Tizeni aktiv a pasiv pojistovny, tzv. Asset Liabi-
lity Management, pro testovani ziskovosti novych produktt ¢i pro ptripravu
byznys plant.

Vypocet nejlepsiho odhadu zavazki pomoci projekce budoucich financ¢nich
tokl bude dale zkoumén v ramci této prace. Nez bude v zavéru této kapitoly pred-
staven nejlepsi odhad zavazki a jeho vypocet, bude diskutovana souvisejici teorie
tykajici se projekce finan¢nich tokt pojistovny véetné pouzivanych predpokladii
a koncept vnorenych opci. Vnotené opce, které blize popisuje druhé podkapitola,
jsou duvodem, pro¢ je nejlepsi odhad zavazku c¢asto pocitan stochasticky a jeho
vypocet je tak casové narocny.

2.1 Projekce budoucich financ¢nich toku v zivot-
nim pojisténi

Prvni podkapitola predstavuje koncept projekce finan¢nich toka plynoucich
ze smluv zivotniho pojisténi. Prvni oddil se blize vénuje predpokladim pouziva-
nym prti této projekci, tedy predpokladiim druhého radu. Druhy oddil pak definuje
samotnou projekci budoucich financ¢nich tokt a treti, resp. ¢tvrty oddil predsta-
vuje deterministicky, resp. stochasticky ptistup k projekci budoucich finanénich
tok.

2.1.1 Predpoklady druhého radu

Jak jiz bylo fec¢eno, predpoklady prvniho rfadu pouzivané v ramci tradi¢niho
pristupu nemusi reflektovat realitu v dostateéné mire. V ramci tohoto oddilu
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budou predstaveny predpoklady druhého radu. Tyto predpoklady by mély byt
ve formé nejlepsiho odhadu (best estimate), jak v kontextu Solvency II uvadi také
Institute and Faculty of Actuaries (2016)). Za nejlepsi odhad danych predpokladu
budeme v praci povazovat jejich strfedni hodnotu.

V praxi nemusi byt ziskani nejlepsich odhadt predpokladi snadnou zéalezitosti
a v mnoha pripadech jsou k ziskani nejlepsiho odhadu predpokladt pouzita rizna
zjednoduseni, |Janecek (20006).

Zakladni pouzivané predpoklady, které budou také uvazovany v této praci,
jsou:

o pravdépodobnosti tmrtnosti — predpoklady timrtnosti by mély byt zalozeny
na konkrétnich zkusenostech dané pojistovny. V praxi jsou pravdépodob-
nosti umrti nizsi, nez uvadi amrtnostni tabulky pro celou populaciﬂ Proto
je vhodné hodnoty z tmrtnostnich tabulek vynasobit koeficientem, ktery
reflektuje zkusenosti pojistovny s realnymi hodnotami tmrtnosti.

o pravdépodobnosti storna smlouvy — pravdépodobnosti zruseni smlouvy by
meély byt také ziskany na zakladé zkuSenosti pojistovny. Pravdépodobnost
storna smlouvy se obvykle lisi pro riizné doby trvani smlouvy a pro rtizné
produkty a dle toho by také mély byt v ramci vypocti modelovany.

» provize zprosttedkovatelim pojisténi — provize zprostredkovateltim v zivot-
nim pojisténi muze byt obvykle ve dvou forméach, provize pocatecni a pro-
vize obnovovaci. Poc¢atecni provize je placena v prvnich péti letech, obno-
vovaci provize je placena po zaplaceni pocatecni provize. Pro vypocty je
vhodné modelovat provize pro kazdou smlouvu a kazdy rok trvani smlouvy
zv1ast.

o naklady vcetné inflace — zbyvajici naklady pojistovny lze obvykle délit
na naklady pocatecni a udrzovaci. Poc¢ate¢ni naklady jsou jednorazové na-
klady souvisejici se vznikem smlouvy, napt. zdravotni underwriting, tisk
formulari, archivace apod. Udrzovaci nédklady jsou vSechny néklady souvi-
sejici s administraci smluv (mize se jednat o ndklady souvisejici s vytizo-
vanim pojistnych udélosti, platy pracovniki, ndklady na budovu a mnoho
dalsiho). Pfi modelovani ndkladu je vhodné uvazovat zvlast ndklady pro po-
dobné typy smluv - napt. mezi jednorazoveé a bézné placenymi smlouvami
lze oc¢ekavat rozdil mezi naklady. Nékteré nédklady je vhodnéjsi modelovat
jako fixni, nékteré mohou byt vazany na néjakou jinou hodnotu (napf. pro-
centa z pojistného ¢i pojistné ¢astky). P¥i modelovani nakladi by mél byt
také uvazovan jejich budouci rast. Tento rist muze byt zptsoben vice fak-
tory, minimalné vsak dochézi k ristu zptsobenému inflaci. Pti projekei je
tedy vhodné inflaci zohlednit.

e investi¢ni vynos — predpoklad pro investi¢ni vynos by mél odpovidat oce-
kévanym budoucim vynostm v jednotlivych letech, pro které k projekci do-
chézi. Vynos se obvykle béhem let méni (neni tedy vhodné pouzivat pevnou
trokovou miru pro celé projektované obdobi).

I'Miize byt zptisobeno mimo jiné zdravotnim underwritingem, coz je proces ovéfeni zdra-
votniho stavu pojisténé osoby. Timto procesem lze eliminovat osoby se Spatnym zdravotnim
stavem.
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o diskontni ktivka — pro predpoklad diskontni kiivky plati totéz co pro inves-
tiéni vynosové krivky:.

Tyto predpoklady lze dale pouzit k projekci budoucich finan¢nich toki ply-
noucich z pojistné smlouvy Zivotniho pojisténi.

2.1.2 Projekce budoucich financ¢nich toku

Pojistovné z pojistnych smluv zivotniho pojisténi vznikaji zavazky, které bude
povinna v budoucnu dodrzet. Jak uvadi Janecek (2006), pojistovna je povinna:

o platit pojistné plnéni v pripadé vzniku pojistné udélosti;

o pokryt veskeré néklady vznikajici v souvislosti s pojistnou smlouvou (véetné
provizi zprostiedkovatelim a vSech administrativnich néklad);

e investovat a valorizovat penézni prostredky pojistnika;
o prijimat pojistné.

Hodnota téchto zavazki se mize béhem doby trvani smlouvy ménit. Také
plati, ze ze zacatku platnosti smlouvy je pojistné, které pojistovna obdrzi, vyssi
nez pojistné plnéni, které je pojistovna povinna zaplatit. Toto nicméné neplati
po celou dobu platnosti smlouvy, tato situace se méni a ke konci platnosti smlouvy
muze byt hodnota pojistného plnéni k vyplaceni vyrazné vyssi nez hodnota pri-
jatého pojistného, viz oddil [1.3.1]

Uvazujme nyni pojistnou smlouvu platnou v letech 1,2,...,T. Hodnota za-
vazku Liab; (plynoucich z této smlouvy) na konci roku ¢, t € 1,2,...,T je rovna
rozdilu soucasné hodnoty budoucich vydaji a soucasné hodnoty budoucich pri-
jmi, tedy

Liaby = PV (vydaje); — PV (prijmy);.

Soucasna hodnota prijmu, resp. vydaju je diskontovany soucet budoucich prija-
tych, resp. vydanych finanénich toki. Financ¢ni toky (cash flows) v roce t budeme
dale souhrnné znacit jako C'F;. Celkova hodnota zavazki Liab plynoucich z dané
smlouvy je pak

Liab = ZT:PV(CFt). (2.1)

Jako relevantni financéni toky budeme v ramci prace uvazovat pojistné, po-
jistna plnéni, provize, nédklady, investi¢ni vynosy, podily na zisku a zmény v rezer-
vach. Je béznou praxi, ze pojistné, provize a naklady jsou povazovany za financéni
toky na zac¢atku roku, kdezto pojistna plnéni, investi¢ni vynosy, podily na zisku
a zmeény v rezervach za financni toky na konci roku, Janecek| (2006).

Nize si predstavime dva pristupy k projekci budoucich finanénich tokt — de-
terministicky a stochasticky).

2.1.3 Deterministicky pristup

V této kapitole si predstavime deterministickou projekci budoucich finanénich
tokti. Pro snazsi pochopeni bude projekce predstavena ve dvou fazich:
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1. budeme uvazovat pouze financéni toky generované samotnou smlouvou,
2. pridame rezervy tak, aby byla analyza finan¢nich tokt kompletni.

Deterministicky pristup k projekci financ¢nich toki je nize ilustrovan na vzorovém
prikladu.

Uvazujme pojisténi pro ptripad smrti pro osobu ve véku 60 let uzaviené na 10
let. Smlouva mé nésledujici parametry:

e pojistnou ¢astku, oznacme S, S = 100000;
e pojistné, v ro¢ni hodnoté P, P = 1500.

Chceme analyzovat finanéni toky plynouci z této smlouvy v diskrétnich inter-
valech (typicky v mési¢nich, protoze nejtypi¢téji je pojistné placeno mésiéné).
Pro potteby prikladu budeme nicméné uvazovat roc¢ni casovy interval s casem
uzavieni smlouvy ¢ = 0.

Déle je treba vytvorit predpoklady. Pro zjednoduseni prikladu ilustrujiciho
financ¢ni toky jsou pouzity predpoklady prvniho radu, predpoklady druhého radu
jsou pouzity v modelu pfedstaveném v kapitole [4]

V ramci prikladu predpokladejme:

o urokova mira: ¢ = 4% ro¢né na vSechny financ¢ni toky;

e pocatecni naklady: 600;

o udrzovaci naklady: 45;

o umrtnostni tabulky: ggo¢ = 0,01 + 0,001¢ pro t = 0,1,...,9.

Pro kazdy rok, ve kterém je smlouva stale platna, jsou modelovany financéni
toky, a to konkrétné:

CF, = pojistné po odecteni ndkladi
+ drok ziskany investici tohoto pojistného

— ocekavand vise pojistného plnéni na konci daného roku.

Vznikajici ¢isté finanéni toky pro parametry prikladu zobrazuje Tabulka [2.1]
Pro t = 0 jsou jedinym vstupem celkové pocatecéni naklady Ey = 600. Tyto
néklady se plati v ¢ase 0 (pti vzniku smlouvy). Pfislusny finan¢ni tok v case t = 0
je C'Fy = —FEy = —600.
Prot >1 je

e pojistné P,_; = 1500 Vt; pojistné je stanoveno fixné a kazdy rok je placeno
ve stejné vysi;

e naklady F; = 45 Vit > 1; kazdy rok kromé prvniho roku smlouvy jsou
strhavany obnovovaci naklady, v prvnim roce jsou naklady zahrnuty v po-
¢atecnich nékladech, které jsou strzeny v ¢ase 0 (pfi vzniku smlouvy);

 Uroky z investovaného pojistného I, = (P, — E;) % 0,04 V¢; pojistné po ode-
¢teni nakladu je na cely rok investovano za urokovou sazbu 4 %;
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o ocekavana pojistnd plnéni B, = S - ggos+ V¢; (stfedni hodnota vyplaty po-
jistného plnéni);

o (Cisté financni toky CF, = P,_y — E, + I, — By Vt, za predpokladu, zZe je
smlouva za zacatku roku stéle platna, tedy zZe pojisténd osoba na zacatku
daného roku stale zije.

t P E I B, CF,
0 600 -600,0
11500 0 60,0 1000 560,0
2 1500 45 58,2 1100 413,22
3 1500 45 58,2 1200 313,2
4 1500 45 58,2 1300 213,2
5 1500 45 58,2 1400 113,2
6 1500 45 58,2 1500 13,2
7 1500 45 58,2 1600 -86,8
8 1500 45 58,2 1700 -186,8
9 1500 45 58,2 1800 -286,8
10 1500 45 58,2 1900 -386,8

Tabulka 2.1: Financni toky generované smlouvou.

Pozndmka. Vzorec pro vypocet financnich tokt lze prepsat do tvaru
CFt — (Pt—l - Et)(]- + Z) - Bt'

V Tabulce je vidét typicka vlastnost c¢istych finanénich toki — ty jsou
v prvnich letech kladné (kromé ¢ = 0) a v poslednich zaporné. Jak jiz bylo dis-
kutovano v predchozi ¢asti, je to zpusobeno tim, zZe je pojistné v prvnich letech
vice nez dostacujici k zaplaceni nakladu a ocekdvanych pojistnych plnéni, avsak
s rostouci pravdépodobnosti imrti se pojistné stava nedostatecnym. Z toho du-
vodu si pojistitel odklada aktiva na pokryti budoucich zapornych finanénich toki
a tim si tvori rezervy. Vyse téchto rezerv se v pribéhu smlouvy méni. Tyto zmény
lze ﬁéetnéﬂ rovnéz povazovat za financ¢ni toky. Ty jsou v ramci ptikladu zahrnuty
v nasledujici casti.

Financ¢ni toky spojené s rezervami

Matematickéa rezerva diskutovana v c¢asti predstavuje castku, ktera by
podle ocekavani méla spoleéné s budoucim pojistnym stacit k pokryti budou-
cich pojistnych plnéni (a ndkladi). Rezerva je skuteénd ¢éstka penéz drzenych
pojistitelem k pokryti budoucich zavazk. Vypocet vyse rezerv je obvykle od-
délen od projekce finanénich toki a je zaloZen na jiném souboru predpokladi.
Jak jiz bylo zminéno, v praxi jsou tyto predpoklady obvykle konzervativnéjsi nez
predpoklady pouzivané pro projekce finan¢nich toki.

Predpokladejme, ze pojistitel stanovi na zacatku kazdého roku matematickou
rezervu pro danou pojistnou smlouvu spoctenou za predpokladii pro vypocet
rezerv:

2Nejedn4 se o redlny penézni piijem nebo vydaj, ale pouze o téetni zmény.
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o tUrokova mira: i" = 3% ro¢né na vSechny finan¢ni tokys;

e tmrtnostni tabulky: ggo,, = 0,011 + 0,001 pro ¢t = 0,1,....9 a pgy = 1 — gg,
tP60 = t-1P60%60++ -

Pro tuto smlouvu s x = 60 a n = 10 je nettopojistné

P%m:

a:v:m

Rezervy v Case t (na rok ¢t 4+ 1) jsou definovany jako

1 .
tV: tV};;m = Am:n—t — P%m . ax+t:m. (22)

Tyto rezervy je tfeba doplnit do analyzy finanénich tokt. Vznikajici finanéni,
resp. Ucetni toky zahrnuji také rezervy a jsou zobrazeny v Tabulce [2.2]

1V P B L, B Vet PL

t
0 600

1 0 1500 0 82,5 1000 413,80 168,70
2 41798 1500 45 103,01 1100 744,66 131,34
3 752,94 1500 45 121,44 1200 989,92 139,46
4 1001,94 1500 45 135,13 1300 1146,55 145,53
5

6

7

8

9

1161,65 1500 45 143,92 1400 1211,11 149,45
1228,31 1500 45 147,58 1500 1179,74 151,15
1197,70 1500 45 145,90 1600 1048,08 150,52
1065,13 1500 45 138,61 1700 811,29 147,44
825,32 1500 45 125,42 1800 463,94 141,80

10 472,44 1500 45 106,01 1900 0,00 133,45

Tabulka 2.2: Financ¢ni a tcetni toky generované smlouvou a rezervami.

Hodnoty P,_i, E: a B; jsou shodné s hodnotami v Tabulce 2.1 Hodnoty
+—1V jsou ziskany dle . Urok nyni vzniké investovédnim rezervy a pojistného
po odecteni nakladu, tedy I, = (;_1V+ P, — E}) % 0,04.

Mezi projektovanymi toky rovnéZ pribyla hodnota V%, ktera reprezentuje
naklady na vytvoreni rezervy. Na zacatku trvani smlouvy v ¢ase ¢t = 0 je hodnota
rezervy nulova, po prvnim roce, tedy v case t = 1, mame

1V =417,98.

Tato hodnota je vyzadovana pro kazdou smlouvu, ktera je v case t = 1 stale v plat-
nosti. Téchto smluv je (pocet smluv v case 0) - p,, neboli pocet smluv pro osoby
ve veku x vynasobeny pravdépodobnosti preziti do ¢asu x + 1. Pro ¢t =1 a jednu
smlouvu je to 417,98 - (1 — 0,01) = 413,80.

Na zacatku druhého roku predpokladame, Ze je smlouva v platnosti, a mame
rezervu ve vysi 1V = 417,98. Na konci druhého roku, tedy v case t = 2, tvorime
rezervu ve vysi 752,94 pro kazdou smlouvu, kterd je v céase ¢ = 2 platna, tedy
(pocet smluv v case 1)- pyy1 smluv.

18



Obecné pro jednu smlouvu
cost
tV = tV* Prtt—1-

Celkové modelované toky predstavuji hospodatsky vysledek PL, (profit and
loss) pojistovny a jsou ziskany jako

PL,=(V+P_1—E)(1+i)— B, — V', t=12,...,10.
Toto lze prepsat do tvaru
PLy = (P1 — E)(1+1i) — B, + AV,

kde
AtV: (1 + i)t,lv— tVCOSt.

A,V se nazyva zména rezervy v case t. Modelované toky tykajici se rezerv nere-
prezentuji redlné penézni toky, nybrz icetni toky uvnitt pojistovny.

V této kapitole jsou pouzity deterministické predpoklady pro vsechny pouzité
faktory. Timto zptisobem neziskdme vhled do vlivu nejistoty na vysledky. Nyni
se podivame na to, jakym zpusobem lze stochastické scénare pouzit pro analyzu
financ¢nich tokl u smluv kapitalového zivotniho pojisténi.

2.1.4 Stochasticky pristup

Pouziti deterministického pristupu nemusi v nékterych pripadech dostatecéné
reflektovat realitu. Ziskana hodnota neobsahuje zadnou informaci o nejistoté in-
vestiéniho vynosu. Zavazky (¢i jiné hodnoty ziskané projekei finanénich toku)
je v nekterych pripadech vhodnéjsi modelovat jako nahodnou veli¢inu a ne jako
konstantu. Pravé této modelace je dosazeno pomoci stochastického pristupu.

Stochasticky pristup vyuziva principu deterministického pristupu predstave-
ného vyse. Rozdil je v tom, Ze v pripadé deterministického pristupu byly pouzity
deterministické scénare pro tirokové miry (tedy pevné stanovené hodnoty). V pri-
stupu stochastickém nahradime deterministicky scénar vynosové kiivky dosta-
teénym mnozstvim stochastickych scénariu (vhodnym zptsobem vygenerovanych
vynosovych kiivek).

Tyto kiivky jsou pak postupné pouzity misto deterministické vynosové krivky
v deterministickém pristupu. Vypocet poté probiha stejnym zptisobem, nicméné
probéhne ne jednou, ale tolikrat, kolik méame vynosovych krivek. Vysledek je
nahodny vybér vyslednych finan¢nich toki pro danou smlouvu.

Generovani vynosovych krivek pro stochasticky pristup k vypoctu

Pti generovani vynosovych kfivek se vychazi z aktudlnich dostupnych dat,
kterd vsak nemusi byt tplnd (neexistuji napriklad aktiva se vSemi potfebnymi
dobami splatnosti). Tento problém se fesi interpolaci vynosovych kiivek, pouzitim
Nelsonova-Siegelova modelu nebo Svensonova modelu, ktery je jeho rozsitenim,
viz Turussova, (2016)).

Ziskany ekonometricky model je potfeba dale kalibrovat, ¢imz se odhadnou
zbyvajici parametry modelu. Kalibrace mize byt provedena pomoci dynamickych
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metod (za pouziti historického vyvoje dat), statickych metod (za pouziti aktual-
nich dat) nebo jejich kombinaci. Pfed pouzitim pro stochastické vypocty dochazi
k simulacim pomoci metody Monte Carlo. Tento proces se nazyva generovani tro-
kovych scénart. Mezi nejznaméjsi modely pouzivané v souvislosti s generovanim
urokovych scénart patii Vasickiv model nebo Hull-Whitetiv model. Problematice
modelovani trokovych mér se vénuje napriklad Hakala| (2017)).

i Y rd

2.2 Opce v zivotnim pojisténi

V pojistnych smlouvach existuje mnoho riznych typu financénich zaruk neboli
garanci. Tyto zaruky jsou velmi podobné zarukam vznikajicim ve financ¢nich op-
cich. Pokud je finan¢éni zaruka soucasti pojistného plnéni, nazyvame ji vlozenou
opci (embedded option), Dickson a kol.| (2009).

Tato kapitola obsahuje potfebnou teorii pro vysvétleni principu opci zakot-
venych v pojistnych smlouvach. Tyto opce lze povazovat za relativné primocaré
evropské put opce. Pro tuto teorii je dale predpokladano splnéni tzv. bez arbit-
razového predpokladu.

Bez arbitrazovy predpoklad

Predpoklad zadné arbitraze je zakladem modernich metod ocenovani. Arbit-
razni prilezitost existuje, pokud miize investor vytvorit portfolio, které ma na po-
¢atku nulovou cenu a v budoucnu generuje kladné zisky s nenulovou pravdépo-
dobnosti, aniz by v budoucnu mohlo dojit ke ztraté.

Pokud predpokladame, Ze na finanénim trhu neexistuji zadné arbitrazni pii-
lezitosti, pak to znamenad, ze jakékoli dva cenné papiry nebo kombinace cennych
papirt, které poskytuji presné stejné platby, musi mit stejnou cenu. Predpokla-
dejme napriklad dveé aktiva, jedno s cenou A a druhé s cenou B, ktera produkuji
stejné budouci financéni toky. Pokud A #B, pak by investor mohl koupit aktivum
za nizsi cenu a prodat za vyssi. Finanéni toky nakoupené za nizsi cenu by presné
odpovidaly prodanym finanénim toktm, takze by investor bez rizika obdrzel zisk
z rozdilu mezi A a B.

V praxi na vétsiné financ¢nich trhii ¢as od Casu vznikaji arbitrazni prilezitosti,
ty jsou nicméné velmi rychle eliminovany, protoze je investori zaznamenavaji a ob-
choduji s nimi. Protoze existuji pouze po velmi kratka obdobi, je predpoklad, ze
viibec neexistuji, pro vétsinu tceli dostatecné odpovidajici skutecnosti.

Opce

Opce patii k zakladnim finanénim nastrojum a jsou obchodované po celém
svete. Existuji dva zédkladni typy opci - opce evropské a opce americké. Evrop-
ské opce jsou nejjednodussim typem opci a jejich nejzakladnéjsimi formami jsou
evropské call opce a evropské put opce.

Drzitel evropské call opce s danym podkladovym aktivem ma préavo (ale nikoli
povinnost) nakoupit dohodnuté mnozstvi tohoto aktiva za pevnou cenu, zndmou
jako realiza¢ni cena, k pevné stanovenému datu, zndmému jako datum ukonceni
nebo splatnosti.
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Necht S; oznacuje cenu podkladového aktiva v ¢ase t. Drzitel evropské call
opce na toto aktivum s realizacni cenou K a datem splatnosti 7" uplatni opci pouze
tehdy, pokud St > K. V takovém pripadé ma opce pro drzitele v den splatnosti
hodnotu S7— K. Naopak opce neni uplatnéna k datu splatnosti v pripadé, ze plati
St < K, protoze v takovém pripadé je mozné aktivum poridit na trhu za nizsi
cenu. Vynos z evropské call opce v ¢ase T je tedy

(St — K)" = max(Sy — K, 0). (2.3)

Naopak drzitel evropské put opce s danym podkladovym aktivem ma pravo
(ale nikoli povinnost) prodat dohodnuté mnozstvi tohoto aktiva za pevnou re-
alizacni cenu k datu splatnosti. Drzitel evropské put opce uplatni opci pouze
v pripadeé, ze St < K, protoze v takovém pripadé muze drzitel opce prodat akti-
vum za K, ale na trhu v ¢ase T jej koupit za cenu nizsi a tim ziskat zisk K — Sr.
Opce neni uplatnéna v pripadé, kdy Sy > K, protoze drzitel opce by pak pro-
daval podkladové aktivum za nizsi cenu, nez je mozné ziskat prodejem na trhu.
Vymos z evropské put opce v case T je tedy

(K — Sp)* = max(K — Sy, 0). (2.4)

Americké opce jsou definovany podobné s tim rozdilem, ze drzitel opce mé
pravo tuto opci uplatnit kdykoli pred datem splatnosti. Dale se nicméné bu-
deme zabyvat pouze evropskymi opcemi, které ¢astéji odpovidaji opcim vlozenym
ve smlouvach zivotniho pojisténi.

Opce vnorené v zZivotnim pojisténi

V této kapitole budou popsany financni opce vnorené v pojistnych smlou-
vach. Dickson a kol. (2009) uvadi garantovand minima v pripadé smrti GMDB
(quaranteed minimum death benefi) a v Case splatnosti GMMB (guaranteed mi-
Ta souvisi s kazdoro¢nim garantovanym zhodnocenim, které ma pojistnik zaru-
¢eno pojistovnou, pripadné s podilem na zisku. Ocenovani takovychto smluv se
vénuje Bacinello (2001). Koncept vnorenych opci je nize vysvétlen pomoci GMDB
a GMMB.

Uvazujme smlouvu smiseného kapitalového zivotniho pojisténi s garantova-
nou minimalni ¢astkou pri splatnosti (GMMB) a garantovanou minimalni ¢ast-
kou pti umrti (GMDB). Po odecteni ndkladu je pojistné investovano do zvoleného
fondu. Hodnota fondu je variabilni a pohybuje se nahoru a doli shodné s pod-
kladovymi aktivy fondu. Pojistitel se zavazuje k tomu, Ze v cCase splatnosti ¢i
v pripadé smrti pojisténého zaplati tu vyssi z castek skuteéné hodnoty fondu
a pojistného plnéni stanoveného ve smlouve.

Oznac¢me F; hodnotu fondu pojistnika v case t. Predpokladejme, ze pojistné
plnéni platné v case t je max(G, F}), kde G znadi garantovanou minimélni ¢astku
pri splatnosti nebo v pripadé smrti. Protoze fond pojistnika pokryva castku F,
zbyva pojistiteli zavazek [(t) ve vysi

[(t) = max(G — F},0).
Celkové pojistné plnéni vyplacené v case t je

Bt :Ft+l(t) :Ft+maX(G—Ft,O> (25)
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nebo také

B; = G + max(F; — G,0). (2.6)

Kromé vyplat pojistného plnéni v pripadé smrti nebo v pripadé doziti muize
rovnéz dochézet k vyplaté tzv. odkupnéhcﬂ (surrender), a to v pripadé predc¢asné
ukoncené smlouvy (v piipadé storna ze strany klienta). I pro odkupné mize exis-
tovat v Case t garantovana minimalni hodnota G; a jeho vyse Sur; je pak

Sury = Fy + max(Gy — F;,0) = Gy + max(F; — G;,0).

Modelovani a ocenovani odkupného je obtizné, jelikoz jeho vyplata zavisi na in-
dividudlnim rozhodnuti klienta. Casto se nicméné odkupné rovna hodnoté fondu
v dany moment (tedy neobsahuje zadné zaruky).

Protoze proces hodnoty fondu { F} };>¢ lze povazovat za podobny procesu ceny
podkladového aktiva a protoze G je pevna znama castka, je garantovand vyplata
I(t) totoznd s vyplatou v ramci t-leté evropské put opce s realizacni cenou G.
Lze vidét, Zze vzorec pro celkové pojistné plnéni odpovida vzorci pro vynos
evropské put opce . Celkové pojistné plnéni lze rovnéz prepsat do tvaru
odpovidajiciho vynosu evropské call opce . Garantované minimalni ¢astky
pii tmrti (t < T) a v ¢ase splatnosti (t = T') ve smlouvé kapitalového pojisténi
tak lze povazovat za evropskou opci.

Ocenovani vnorenych opci v zivotnim pojisténi
Existuje nékolik rozdilit mezi vnorenymi opcemi ve smlouvach kapitalového

pojisténi a standardnimi opcemi obchodovanymi na financénich trzich. Jedna se
naptiklad o tyto rozdily:

1. U trokové opce neni na zacatku vyse garance znama. Jeji vyse totiz zavisi
na predchozim vyvoji, protoze zhodnoceni mize byt v jednotlivych letech
rovno garantovanému zhodnoceni, avsak muze byt i vyssi.

2. Opce vnorené do smluv kapitalového pojisténi maji nahodnou dobu splat-
nosti. Doba platnosti smlouvy je predem dand, avsak pokud pojistnik zrusi
smlouvu predc¢asné nebo zemfe pred uplynutim doby platnosti (v obou pfi-
padech se jednd o ndhodné udélosti), zanikd pojistnd smlouva diive.

3. Opce vnorené do smluv kapitalového pojisténi zavisi na hodnoté fondu po-
jistnika pti umrti nebo v dobé splatnosti (ptipadné v ¢ase storna). Hodnota
fondu v case t, F}, souvisi s cenou rizikového aktiva Sy, protoze predpokla-
dame, ze fond pojistnika je investovan do fondu s vynosy z obchodovanych
akcii, ale s dilezitym rozdilem, ze pravidelné poplatky za spravu jsou odci-
tany z fondu pojistnika.

3Ceska asociace pojistoven definuje odkupné (nékdy také odbytné) jako ¢ast nespotiebova-
ného pojistného ukladanou pojistitelem jako technickou rezervu vypoctenou pojistné matema-
tickymi metodami k datu zdniku soukromého pojisténi.
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Tyto rozdily znamenaji, Ze musime prizptisobit teorii ocenovani opci tak,
abychom ji mohli pouzit na kapitalové pojisténi. Pristupi k ocenéni je nékolik.
Finkelstein a kol.| (2003) uvadi nésledujici:

o techniku replikace portfolia;

o analyticky (tzv. closed form) piistup;
e simula¢ni metody;

e model mrize;

e rlzné aproximace.

Replikace a analyticky pristup nemusi byt pro ocenéni dostatecné, protoze
plné neodpovidaji komplexité situace. V praxi proto casto dochazi k simulaci
penéznich toki, které by odpovidajici derivat vytvoril, kdyby takové aktivum
existovalo. Takovato simulace zahrnuje projekce penéznich toki pro nékolik tisic
scénaru a vypocet diskontované souc¢asné hodnoty pro kazdy scénar (viz predsta-
veny stochasticky pristup k projekei finanénich toki).

Hodnota opci a garanci v pojisténi tvori kvili potfebé simulaci vypocetné
naroc¢nou c¢ast pri urc¢ovani hodnoty nejlepsiho odhadu zavazkia pojistitele, ktery
si predstavime v nasledujici kapitole.

2.3 Nejlepsi odhad zavazkt (BEL)

Cilem evropské smérnice Solvency IIff] zminéné v ¢asti je sjednotit pra-
vidla na evropském trhu a danymi pravidly zajistit vétsi ochranu spotiebitelil.
Samotna smeérnice je pomérné obsahla, nejlepsi odhad zavazku tvori pouze malou
¢ast pozadavki, které klade na pojistitele. Smérnice stoji na tfech pilitich.

Pilit 1 stanovi minimalni pozadavek na kapital, ktery musi pojistitelé dr-
zet. Stanovuje metodiky ocenovani aktiv a pasiv (véetné technickych rezerv)
na zakladé trzné konzistentnich zasad. Pilit 2 zahrnuje kontrolni proces dohledu,
systémy Tizeni a Tizeni rizik. Pilit 3 se vénuje zvefejnovani informaci a dohledu
nad nimi, podle nichz se vyzaduje vypracovani definovanych zprav regula¢nim or-
ganim a verejnosti. Dopadim smérnice Solvency Il na zivotni pojisténi se vénuje
napi. [nstitute and Faculty of Actuaries (2016]).

Prvni pilit se detailné vénuje ocenovani aktiv a pasiv. Soucasti pasiv jsou také
technické rezervy, které by dle metodiky Solvency II mély predstavovat c¢astku,
kterou by pojistovna musela zaplatit, aby své zavazky okamzité prevedla na jinou
pojistovnu. Dle Solvency II 1ze technické rezervy délit na dvé ¢asti: nejlepsi odhad
zévazku BEL (best estimate of liabilities) a rizikovou marzi RM (risk margin),
tedy

technické rezervy = BEL + RM.

Nejlepsi odhad zavazkia je definovan a blize predstaven v prvni ¢éasti této
kapitoly. V druhé ¢ésti kapitoly jsou predstaveny mozné pristupy k jeho vypoctu.

4Smeérnice Evropského parlamentu a rady 2009/138/ES ze dne 25. listopadu 2009.
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2.3.1 Definice hodnoty nejlepsiho odhadu zavazki

Nejlepsi odhad zévazkt BEL (Best Estimate of Liabilities) je nestranny odhad
soucasné hodnoty o¢ekévanych budoucich financ¢nich toku (o¢ekavanych ve smyslu
stfedni hodnoty), presnéji souc¢asnd hodnota ocekavanych budoucich finan¢nich
tokt diskontovana pomoci bezrizikové vynosové krivky.

Definice 4. Necht CF,, t = 1,2,...,T znaci budouci financni toky pojistovny
ayr = (i1,4s,...,i7) oznacuje bezrizikovou viynosovou krivku. Pak lze nejlepsi
odhad zdvazkiu BEL definovat jako

T C-l?t

BEL—ELXT;PV(CE)] —E{;uﬂt)(lﬂt1)_..(1+z'1) '

(2.7)

Dle Solvency II musi BEL zahrnovat i ¢asovou hodnotu finanénich opci a ga-
ranci TVFOG (Time Value of Financial Options and Guarantees). BEL lze roz-
délit na

BEL = BELI°Fl £ TVFOG,

kde

« BELICE] predstavuje tzv. jistotni ekvivalent (Certainty Equivalent), coz je
soucasna hodnota budoucich finan¢nich tokl za ocekavaného vyvoje trhu
(jednoho scénére vyvoje vynosové kiivky);

o« TVFOG je casova hodnota opci a garanci.

Jistotni ekvivalent lze dale délit na éast BEY™ tedy ¢ast pokryvajici naklady,
pojistné a garantovana plnéni a st FDBICE! coz je ¢ast pokryvajici podil po-
jistnika na zisku. Pak pro BEL mame

BEL = BE% + FDBICEl + TV FOG.

Jednotlivym c¢astem hodnoty BEL a dalsi dekompozici se blize vénuje Bur-
khart| (2018). Pro nase ucely je nicméné dilezity predevsim piistup k vypoctu
této hodnoty.

2.3.2 Vypocet hodnoty BEL

Nejlepsi odhad zavazk 1ze vypocitat pomoci ti{ riznych metod (volba vhodné
metody by méla probéhnout podle charakteristik portfolia smluv):

1. Deterministicky pristup: v pripadé pojistoven, kde penézni toky nezavisi
na pohybech trhu nebo se pohybuji linedrné s trhem (tj. byznys, ktery
neni charakterizovan asymetrii ve vysledcich akcionait zpiisobenou hodno-
tou TVFOG), lze vypocet provést pomoci pristupu zalozeného na jistotnim
ekvivalentu, tedy za pouziti jednoho scénare. Deterministické reSeni miize
byt prijatelné v zavislosti na prislusnych rizicich a vyznamnosti daného
portfolia i v pripadé existence opci a garanci.
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2. Analyticky pristup: v pripadé, kdy lze penézni toky generované financénimi
opcemi snadno oddélit od podkladového zdvazku (napt. nékteré investiéni
produkty), mohou byt vhodn4 analyticka feseni (tzv. closed form). Jistotni
ekvivalent je hodnota produktu ignorujici finanéni opce a k urc¢eni hodnoty
TVFOG je pouzit analyticky vzorec (napr. Black-Scholes-Mertontv model).
Tento pristup nicméné neumoznuje vhodné modelovat chovani pojistnikii
a managementu.

3. Stochasticky simulac¢ni pristup: pro pojistovny, kde penézni toky obsahuji
finan¢ni opce a garance, charakterizované asymetrickym vztahem mezi ak-
tivy a pasivy, napt. tradi¢ni smlouvy kapitalového zivotniho pojisténi. Tento
pristup vyzaduje dostupnost pojistné-matematického nastroje pro projek-
tovani budoucich penéznich tokt aktiv a pasiv, ktery je schopen provadét
celou tfadu ekonomickych scénaiti, pricemz zohlednuje chovani pojistniki
(storna smluv) a dostupnost aplika¢niho néstroje pro generovani stochas-
tickych scénait pro projekci cen aktiv a vynosi.

Solvency II urcuje také podminky tykajici se predpokladt a vypoctu hodnoty
BEL. Vsechny predpoklady pouzité k vypoctu by mély byt nejlepsim odhadem
bez konzervativnich (riziku predchazejicich) marzi. Projekce budoucich finan¢nich
tokti by mély umoznovat vsechna ocekavana snizeni hodnot a moznd chovani
pojistnik, véetné storna smlouvy. Pojistovny musi pfi stanoveni predpokladi,
které nejlépe odrazeji vlastnosti daného portfolia pojisténi, brat v iivahu vsechny
relevantni dostupné tidaje, interni i externi. Predpoklady tykajici se budoucich
vydaji musi zohlednovat rezijni i primo souvisejici naklady a budouci inflaci
naklad.

Budouci pojistné Ize brat v ivahu az do tzv. ,hranice smlouvy“, ktera je Siroce
definovana jako okamzik, kdy spolecnost muze jednostranné ukoncit smlouvu,
odmitnout pojistné nebo upravit vysi pojistného nebo pojistného plnéni tak, aby
plné odrézela ptislusné rizika. V praxi to u zivotniho pojisténi obvykle znamena
datum splatnosti nebo vyprseni platnosti smlouvy.

Vypocet hodnoty BEL by mél probihat zvlast pro homogenni skupinu pro-
dukti a projekce penéznich toki by mély byt v idedlnim pripadé provadény
pro kazdou smlouvu individualné. Aproximace jsou nicméné pripustné a za pred-
pokladu, Ze jsou splnény urc¢ité podminky, véetné ovéreni presnosti, lze pouzit tzv.
grupovani smluv, tedy misto nékolika podobnych smluv uvazovat jednu smlouvu
s odpovidajicim nastavenim.

Je mozné, aby BEL vychézel zaporny (neexistuje nulové , minimum®) a mohou
byt drzeny zaporné rezervy.

Stochasticky vypocet hodnoty BEL
Dle () je

T CF,
; (14 i) (1 4d1) ... (L+i) ]

BEL:IE[

Uvazujme c¢as ocenéni t = 0 a projekci financénich tokd na T ¢asovych ob-
dobi dopredu. Financ¢ni toky jsou diskontovany k datu ocenéni. Pro stochas-
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ticky vy[pocet uvazu]]me J stejné pravdépodobnychf| scénaitt vynosové kiivky
ym = 111,22 U [ 7, 7 =12,...,J, vygenerovanych vhodnym postupem (viz
cast 2.1.4] - Pokud provedeme projekci vSech finan¢nich tokt na T let pro kazdou

vynosovou ktivku y[] I ziskdme hodnotu BEL jako

J [T [41
BEL:}]Z > O

SSE a+iha+ad)y @

(2.8)

kde CF znaéf finanéni toky v obdobi (t — 1,t) za pouziti vynosové kiivky y[] ]
Konkrétni tvar financ¢nich tok se lisi pro kazdy produkt. Slozkam finan¢nich tokt
pro tradi¢ni smisené kapitalové pojisténi s participaci na zisku se vénuje napr.
Burkhart| (2018]).

Shrnuti

Pojistovny musi pro produkty obsahujici garance, vnorené opce ¢i podily
na zisku provadét stochasticky vypocet. V takovém pripadé jsou projektovany
financni toky kazdé smlouvy na mnoho let dopredu pro dostatecné mmnozstvi
scénaru (napt. 1000). Takovy vypocet je pomérné ¢asové naroény (napf. muze
trvat i nékolik dni). V praxi muze byt prinosné znat odhad hodnoty BEL diive
(pro rozhodovani managementu, pro drivéjsi zhodnoceni finan¢ni situace pojis-
tovny apod.). Cilem této prace je navrhnout a ovérit mozny pristup k vytvoreni
dostatecné presné a casové méné narocné aproximace hodnoty BEL. Tomu se
vénuje nasledujici kapitola.

5V praxi je mozné se setkat i s vypocty hodnoty BEL uvazujici jind pravdépodobnostni
rozdéleni nez rovnomeérné rozdéleni.

26



3. Durace, parcialni durace a
moznost aproximace hodnoty
BEL za pouziti duraci

Jak jiz bylo Teceno, z dliivodu existence opci a garanci v zivotnim pojistént,
a tedy potreby vyuzit stochasticky pristup, trva vypocet hodnoty BEL pomérné
dlouho i pri pouziti vhodného software a hardware. Uvazujme napiiklad 10 000
smluv zivotniho pojisténi a stochasticky vypocet, ktery projektuje finanéni toky
pro kazdy meésic na néasledujicich 50 let. Pokud by ziskdni hodnoty celkového
finanéniho toku pro konkrétni meésic vyzadovalo 100 operaci, mame pro vypo-
¢et hodnoty BEL na 1 000 scénéfich celkem 6 - 10 (10 000 - 50 - 12 - 100 -
1 000) operaci. Z tohoto duvodu mize byt uzitecné mit k dispozici vypocetné
méné narocnou aproximaci pozadované hodnoty ziskané projekci financnich tokt
(tedy naptiklad aproximaci hodnoty BEL). Explorace takovéto aproximace je
primarnim cilem této prace a je prezentovana v této kapitole. Konkrétné bude
zkoumdana moznost aproximace hodnoty BEL uzitim durace pouzivané k méteni
citlivosti ceny dluhopisu na zménu trokové miry. Dal$im moznostem aproximace
vysledkt projekce financ¢nich tokii ¢i moznostem zrychleni této projekce se vénuje
napf. |Janecek! (2017)).

Nize je v prvni podkapitole predstavena potfebna teorie k duraci a parcialni
duraci, jsou zavedeny potiebné predpoklady a jsou odvozeny zakladni vlastnosti
a vztahy mezi duraci a parcidlnimi duracemi. Prvni oddil se vénuje duracim a je-
jich vztahu k citlivosti ceny dluhopisu na zménu irokovych mér. Prave k zachyceni
této citlivosti jsou durace primarné pouzivany. Druhy oddil se vénuje speciadlnim
druhtim duraci, které lze pouzit v pripadé, ze je porusen néktery z predpokladii.
Druha podkapitola se vénuje aplikaci tohoto pristupu na problém vypoctu nej-
lepsitho odhadu zavazkt BEL. V prvnim oddilu této podkapitoly je zhodnocena
podobnost vypoc¢tu BEL s vypoctem soucasné hodnoty dluhopist, ktera indikuje
moznost pouziti durace i v souvislosti s vypoc¢tem hodnoty BEL. Prvni oddil se
také zabyva splnénim predpokladii predstavenych v prvni podkapitole. Druhy od-
dil druhé podkapitoly pak prezentuje navrzeny postup aproximace hodnoty BEL,
ktery bude v nasledujici kapitole otestovan na prikladu.

3.1 Durace a parcialni durace

Na pojem durace lze nejcastéji narazit ve formé durace dluhopisu, kterd po-
pisuje jeho citlivost. Dluhopis nebo také obligace je cenny papir, ktery zavazuje
emitenta dluhopisu splatit v ¢ase splatnosti drziteli dluhopisu (véfiteli) nomi-
nalni hodnotu F' a v predem definovanych ¢asech ¢ platit kupény Cy (uvazujme
déle t znacici roky). Bezkupénovy dluhopis zminovany v prvni kapitole je spe-
cialnim pripadem dluhopisu, pro ktery C; = 0,V¢. Nenulové kupény mohou byt
stanoveny pevné (napf. procento z nominalni hodnoty) nebo proménlivé (napf.
navazany na néjakou veli¢inu, kuptikladu inflaci). Souc¢asna hodnota dluhopisu,
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kterd odpovida jeho teoretické cené, pro danou ro¢ni irokovou miru ¢ je

LG F
PVZ;(H@')tJr(lH)T’ (3.)

kde T je ¢as do splatnosti nebo také maturity (v letech). Cenu dluhopisu pro tro-
kovou miru ¢ budeme déle znacit P(i) a bude odpovidat soucasné hodnoté dlu-
hopisu diskontované uzitim ¢. V souvislosti s analyzou dluhopist je pouzivan jiz
vyse zminény pojem citlivost dluhopisu. Citlivost dluhopisu popisuje, jak se cena
dluhopisu méni v zavislosti na zméné arokové miry z 7¢ na ¢, tedy

P(i1) — P(io)
P(io)

Radova (2007)) uvadi nasledujici vlivy faktoru pusobicich na zménu ceny dluho-
pisu:

citlivost =

e citlivost ceny je pfimo tmérna dobé splatnosti dluhopisu;

o citlivost ceny dluhopisu je tim vétsi, ¢cim mensi je velikost kuponové sazby,
to znamena, ze nejcitlivéjsi jsou dluhopisy s nulovym kuponem:;

e cena dluhopisu je citlivéjsi na pokles trokovych sazeb nez na jejich rust;

o citlivost dlouhodobého dluhopisu na zménu urokovych sazeb je vétsi nez
citlivost kratkodobého dluhopisu;

e citlivost ceny je vyssi pri nizsich trznich trokovych mirach nez pii vyssich.

3.1.1 Durace a citlivost ceny dluhopisu

Durace, nékdy také sttedni doba splatnosti, sttedni doba Zivotnosti nebo pri-
mérna doba trvani dluhopisu, je mira, kterd popisuje citlivost ceny dluhopisu
na zménu urokovych mér.

Duraci lze odvodit pomoci Taylorova rozvoje (viz nize) a pro jeji odvozeni
predpokladejme

(1) vynosova kiivka je ploch4,

2) vynosova kiivka se posouva pro vsechny doby splatnosti stejné,

)
(2)
(3) zména trokovych sazeb je mala,

(4) finanéni toky spojené s dluhopisem (kupény a nomindlni hodnota) nejsou
zavislé na drokové mire.

Ad (1). Vynosova kiivka yr = (i1, is, . . ., i7)T je ploché, pokud ¢, je konstantni,
tedy pro vSsechna ¢, ¢t = 1,2,...,T je 9, = 7. V praxi tento predpoklad vétsinou
neplati a irokové miry se lisi pro riizné doby splatnosti.

Ad (2). Durace sleduje zménu ceny dluhopisu pfi zméné trokové miry z y>
na y. Pfedpokladéme, Ze pro viechna t, ¢t = 1,2,...,T jei} = i)+ Ai, tedy ze celd
vynosova kiivka se posunula paralelné o Ai. Ani tento predpoklad neodpovida
praxi.
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Ad (3). Predpokladame, Ze zména urokovych sazeb je mald, tedy ze Ai je
malé. Tento predpoklad muze byt v praxi splnén, obzvlasté pokud se divame
na mésiéni zménu tirokové miry, kterd je obvykle mensi nez zména roéni

Ad (4). Predpokldadame, ze finanéni toky plynouci z dluhopisu nezavisi na tro-
kové mite 7 a lze k nim proto pristupovat jako ke konstanté. V praxi toto nesplnuji
dluhopisy s kupénovou platbou, jejiz vyse se odviji od néjaké referencéni trokové
sazby.

Odvozeni durace

Necht P(i) je funkce vyjadiujici cenu dluhopisu pro piislusnou trokovou
miru i. Taylortv rozvoj funkce f(x) v bodé a mé tvar

= [P (a k
k:'( )(:L’—a).

Pak Taylortuv rozvoj funkce P(i + Ai) v bodé i ma tvar

oP 10%P 10°P
P(i4+ Ni) = Pi) 4+ (1) - Ai 4 = ——=(1) - (AD)* 4+ = =—=(3) - (A3 . ..
(i-+ ) = PQ) + S (0)- i 5 (i) (80 (i) (A0
kde Ai je malé. Urokové miry i nabyvaji typicky hodnot v fadech setiny jednotky,
jejich zmény Az hodnot jesté nizsich. Pro dostateéné malé zmény tak mtzeme
zanedbat vsechny ¢leny rozvoje s mocninou Ai druhého radu a vyssi. Tedy

oP
P(i+ Ai) = P(i) + ({T(z) - At (3.2)
[
Pomérnou zménu ceny dluhopisu, pokud se urokova krivka zméni o Ai, lze
vyjadrit jako
AP(i) P(i+ Ai)— P(i)

PG) PG) (33)

dosazenim ([3.2)) do (3.3)), ziskdme
AP(i)  P(i)+ 20(i) - Ai— P(i)  SE2(i)- Ai

P(i) P(i) P(i)

Definice 5. Modifikovanou Macaulayovu duraci Dysyr definuje vztah

AP(i)
P@)

_DMM WAV

kde
AP(7) 1 OP .

PG) PG )

a P(1) je funkce ceny dluhopisu v zdvislosti na turokové mire i.

Ai

! Pfedpoklad malé zmény tirokovych mér je dale diskutovan v rdmci této kapitoly.
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Tedy
1 0P,

Minusové znaménko v definici zaruc¢i, ze bude hodnota durace kladna (derivace
cenové funkce podle ¢ je zapornd). Pokud predpokldddme cenu dluhopisu
definovanou v (3.1)), mizeme ndsledujicim zptsobem upravit tvar Macaulayovy
durace. Pro jednodussi znaceni, ozna¢me finanéni toky plynouci z dluhopisu (C;
v casech t a F' v case T') souhrnné CF, pro t = 1,2,...,T. Pak CF, = C;,
prot=12,...,T —1a CFpr=Cr+ F. Pak muzeme psat

—y ok
t:1 1+z
Protoze
a i —t-CF,
t:l + Z t+1
mame roeeE
D 1 XT: —t.CF, 1 Zt N (3.4)
MM = . - = .
Zt 1 (105 = T+ 141 Zt 1 105

Pro své vhodnéjsi vyjadieni je castéji pouzivana Macaulayova durace defino-
vana nize. Oproti odvozeni Dyps je u Macaulayovy durace pomér AP(i)/P(i)
vynasoben (1 +1)/(1 + i) a pfi odvozovani vznika

APG) 1 0P .\ . 141
PGy — P@ai AT

Definice 6. Macaulayovu duraci Dy definuje vztah

Ai AP(i)
1+i  P@)’

—Dyy -

kde
AP(i) _1+i OP . Ai

PGy PG a1

a P(7) je funkce ceny dluhopisu v zdvislosti na turokové mire i.

Tedy

1+¢ OP,. .

Pokud dosadime cenovou funkci (obdobné jako pro modifikovanou Macaulayovu
duraci v (3.4)), dostaneme

1 ? L t-CFy ? ) t-CFy

. =1 (1+4)t =1 (1+44)t

Dy = (1+0) T Sr—a- = =g (3.5)
+ t=1 (144)t t=1 (144)

Pozndmka. Alternativné lze duraci dluhopisu D popsat jako vazeny prumeér dob
splatnosti jednotlivych finan¢nich tokt C'F}, pricemz vahou kazdého financéniho
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toku je pomérny prispévek jednotlivych diskontovanych financénich tokt do cel-
kové ceny dluhopisu P, neboli

T
t=1
kde vahy w; jsou
CF,
wy = OF
P(i)

a i znadf pifslusnou trokovou miru. Tento tvar odpovidd tvaru ([3.5).

Modifikovana Macaulayova a Macaulayova durace vyjadiuji pomér zmény
ceny vzhledem k ptivodni cené. Durace, kterd vyjadiuje tuto zménu v jednot-
kach se nazyva durace dolarova (nékdy také korunova, jedna-li se o dluhopisy
emitované v Ceskych korunach).

Definice 7. Dolarovd/korunovd durace je definovdna jako

PG  oP,
(1+1d) G

Dpor/kor = Dy - P(i) = Dy -

3.1.2 Specialni typy duraci
Vy$e odvozené a definované durace pozaduji splnéni ¢tyr predpokladi:

1 Zt:th,

3

(1)

(2) iy =) + Ai Vt,
(3) Ai je malé,

(4)

4

CF; Vt nezavisi na 1.

Jak jiz bylo zminéno, ne vSechny predpoklady jsou v praxi realné - predevsim
predpoklady (1), (2) a (4). NiZe jsou rozebrany specifické moznosti pristupt k vy-
poctu durace, které lze pouzit v pripadé, ze néktery z predpokladii neni splnén.

Nesplnén predpoklad (1)

Neni splnén predpoklad (1): i, = i, Vi, tedy vynosova kifivka yr neni plo-
cha. Hodnota trokové miry se lisi pro jednotliva ¢, tedy yr = (i1,49,...,i7)T.
K diskontovani jednotlivych finan¢nich tokti dluhopisu mtizeme uvazovat spotové
trokové miry. Cena dluhopisu (soucasnd hodnota) mé tvar

Plyr) =3 T

= (14t

Duraci mtuzeme odvodit jako vazeny prumér dob splatnosti jednotlivych financ-
nich tokl s vdhami
CF
(I+is)"
P(yr)

Dosazenim téchto vah do (3.6)), ziskdme Fisher-Weilovu duraci.
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Definice 8. Fisher-Weilova durace md tvar
Z t- CFt
t=1 (141i)?

Z CFy
t= 1 1+Zt

Dpw = (3.7)

Fisher-Weilovu duraci lze vyjadriit i pro forwardové miry. Oznac¢me f;_; ; jed-
noleté forwardové miry z ¢asu k — 1 do ¢asu k. Dle (1.2)) plati

(T+4)" = (14 fro) (1 + i D =1+ Ji—16) (L + fimo—1)(1 + i1-2)' 7

= H1+fk Lk)

Pak mé Fisher-Weilova durace tvar

Z tCFt
=1 Hk 1A+ fr—1,k)
CFy :

Zt ! Hk 1A+ fr—1,k)

Dpw =

Nesplnén predpoklad (2)

Neplati, Ze se vSechny tirokové miry posouvaji o stejnou hodnotu (nedochazi
k tzv. paralelnimu posunu). Tedy y4 = (19 + Ay,49 + Ao, ..., i% + Ap)T. Pro ta-
kovy pripad lze uzit parcialni durace. Uvazujme situaci, kdy se méni pouze j-
t4 trokovd sazba i;, ostatni zustdvaji neménné (i) = i}, V¢, t # j). Oznacme
y@ = (@9, .. ;i) + Aij, ..., i7)T. Pokud budeme brat cenovou funkci P(yd),
ziskdme obdobné jako v (i3.3))

7 toho
AP(y) _ P(y¥) = Plyr) _ i, A
P(yr) P(yr) P(YT)

Obdobné jako klasickou Macaulayovu duraci, zadefinujeme nize durace parcialni.

Definice 9. Parcidlni durace dluhopisu jsou definovany vztahem

. Aij AP(i )
" 1+14  Plyr)’
kde
AP(i;) 1+i; 0P Aj
P(yr) Plyr) 0i; 141;
Tedy

144, OP

TP (yr) 8@']-'
Nize formulovand véta popisuje vztah Fisher-Weilovy durace a parcidlnich
duraci.
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Véta 1. Pro dluhopis s cenou P(yr) = P(iy s, ..., ip) = S, OF,/(1+1i,)t, ktery
splnuje predpoklady

(3) Ai je malé,
(4) CF; ¥t nezavisi na i,

méjme Fisher-Weilovu duraci Dy a vSechny parcidlni durace D;, j =1,2,...,T.
Pak plati
T
Dpw =Y D;. (3.8)
j=1

Dukaz. Parcidlni derivace cenové funkce ma tvar

ap(YT)_a(zT: CF, >_—j.CFj_ 1 —j-CF,
0ij O\ (1+i)t)  (+i) 14, (T+i)

t=1
Potom
AP(ij) 1+i
P(yT) Alj
__1+ZJ8P(yT) AZJ 1+’l]
 1+i;, 1 —j-CF
Plyr) 1+id; (14+i)7
Tedy

1 Jj-CF;
Plyr) (1+1i;)7
Pak pro soucet parcialnich duraci plati

D; =

£l 1 j-CF;
D=2 b )

1 o Plyr) (1+i)

_ 1 ET: j-CFj
Plyr) o (1+4;)
T J-CF;
_g=1 (L))
- T CF;
Zj=1 (1+i;)j

J

A tedy suma parcidlnich duraci se rovné Fisher-Weilové duraci, viz (3.7)), a tedy

rovnost (3.8)) plati.
]

Nesplnén predpoklad (4)

To, 7ze neni splnén predpoklad (4) znamend, Ze jsou financéni toky dluhopisu
C'Fy(i1,ia, - . ., 1) funkcemi trokovych mér. Potom neni mozné jednoduse odvodit
derivaci nebo parcialni derivace cenové funkce dluhopisu . Pro takovy pri-
pad si predstavime efektivni modifikovanou duraci, ktera je odvozovana pfimo
z realnych dat.
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Definice 10. Efektivni modifikovanou duract definujeme vztahem

orP 1
Dpy = — o —

kde
oP _ AP

— = lim —.
01 Ai—0 Aj
Efektivni modifikovand durace tedy vyjadiuje procentudlni zménu pri velmi
malé zméné spotové vynosové krivky. Pokud se tirokové miry posunou o Ai a cena
dluhopisu se zméni o AP = P(i + Ai) — P(i), 1ze efektivni modifikovanou duraci
vyjadrit jako
AP 1
Dpy=——F - —.
e P A
V praxi lze efektivni modifikovanou duraci numericky aproximovat
P(i+ Ai) — P(i — Aq)

Dpy = — 20iP(i) : (3.9)

Efektivni modifikovana durace miize na rozdil od duraci definovanych vyse na-
byvat hodnot vyssich nez doba splatnosti (obecné muze nabyvat velice vysokych
hodnot v pfipadé, Ze je zména ceny velkd ale zména trokové miry mald). Efek-
tivni modifikovana durace muize také nabyvat zapornych hodnot. Vyhodou tohoto
pristupu je, zZe pro vypocet staci znat vysledné ceny a velikost zmény trokovych
kiivek.

Obdobné mtzeme odvodit alternativu k parcidlnim duracim, tzv. key rate
durace. Opét uvazujme situaci, kdy se hodnota tdrokové miry lisi pro jednotliva t,
tedy yr = (i1,42,...,ir)7 a kdy se méni pouze j-t4 trokova sazba i;, ostatni
zustavaji neménné (i) = if, Vt, t # j). Oznacme Aj; = (0,...,0,A¢;,0,...,0)T.
Ozna¢me A;P = P(yr + Ai;) — P(yr). Pak ma j-t4 parcidlni key rate durace
tvar

AP 1

KRD; = ——— . . 3.10
/ P Ay ( )
a lze ji numericky aproximovat
P Ai;) — P — Ai;

QAijP(YT)

Stejné jako u Fisher-Weilovy durace a parcialnich duraci mame za splnéni
urcitych predpokladi rovnost mezi efektivni modifikovanou duraci a key rate du-
racemi. Mezi predpoklady patii nezavislost finan¢nich tokt na trokovych mirach,
coz jsme v ramci této sekce neuvazovali. Nize si nicméné pro situaci, kdy je tento
predpoklad splnén, rovnost dokazeme.
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Véta 2. Pro dluhopis s cenou P(yr) = P(iy,is, ..., ir), ktery spliuje predpoklady
(2) i} =49 + Ai Vt,
(4) CF, ¥t nezdvisi na yr,

méjme efektivni modifikovanou duraci Dgy a vsechny key rate durace KRDj,
7=12,...,T. Pak plati
T
Dpy =Y KRD;. (3.12)
j=1

Diikaz. Podivejme se prvné na clen P(yr + Aij) — P(yr — Ajj). Dle (3.1)) plati

CF, ' CF;
— + , —
.1+Zt (1—|—Zj+A2j>J
' COF CF;
- + Ry
_Z (T4d)t (L+14; — Agy)d
___CF _ CF
(T4 4+ AT (144 — Adj)d-

Podle (2) je Ai; = Ai Vj. Pak pro key rate durace mame

4 T P(yr + Aiy) — P(yr — Aiy)
KRD,; = — j j

J=1

|
M-

1 [ CF CF} ]

2AZP<yT (1 + Z] + A’Lj) (1 + ij — Alj)j
1 T

QAiP(YT)

_ P(YT+AZ)— P(yr — Ai)
N { 2AiP(yr) ]

CF; ET: ]
1+ + Ad)d 1+2 Az
J j

J:1

Vysledny vyraz odpovida (3.9)) a tedy rovnost (3.12)) plati.
O

Pozndmka. Véta 2| plati i v pripadé, ze C'F} nezavisi na i;, j # t. Tedy C'F; muze
byt funkei trokové miry ¢;, ne vsak trokovych mér z jinych let.

Predpoklad (2) nicméné neni redlny, z toho diivodu odvodime nize jedno uzi-
tecné tvrzeni.

Turzeni 3. Bud P(yr) cena dluhopisu pro trokovou krivku yr a P(yr + Ayr)
cena dluhopisu po zméné krivky o Ayr = (Aiy, Aidg, ..., Air). Necht pro financéni
toky dluhopisu plati, Ze CF; nezdvisi na i, j # t. Pak pro zménu ceny AP plati

AP = P(yr + Ayr) — P(yr) = Z KRD; - Ai; - P(yr). (3.13)

7=1
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Diikaz. 7 (3.10) je

AP 1
C—Ai.-P

(yr) B, S Pom)

P,

T
S"KRD; - Aiy - Plyr) =

j=1

P
A

T
Z _
j=1

T
Z _
j=1

Pro Ai; = (0,...,0,A4;,0,...,0)T a z (3.1) mdme

M=
N
~

Il
M=

P(yr + Aij) — P(yr)

<
Il
—

<
Il
—_

£ Ch) , CHly 8 _ cr)
s i)t T+ + Ay & (L4

{CFJ'(Z.J' +A44)  CF(y) }

I
Nl

<
Il

Il
M=

I+, + A (L+ip)

<
Il
-

I
>
s

Z toho plati (3.13).
O

Efektivni modifikovanad durace a key rate durace jsou vhodnym néstrojem
pri analyze finan¢nich nastroji obsahujicich vnotené opce. Uziti efektivni modi-
fikované durace u pojisténi se vénuji [Lee a Stock]| (2000) ¢i Santomero a Babbel

(1997).

3.2 Aproximace hodnoty BEL uzitim parcial-
nich key rate duraci

Hlavnim cilem prace je blize prozkoumat moznost aproximace hodnoty BEL.
Aproximace predstavena v této praci je zalozena na teorii duraci a podobnosti
vypoctu hodnoty BEL s cenovou funkei dluhopisu. Tato podobnost je spolecné
s predpoklady pouzivanymi pii vypoctu duraci v kontextu vypoctu hodnoty BEL
diskutovana v prvnim oddilu této podkapitoly. Druhy oddil je zaméren na samot-
nou aproximaci hodnoty BEL, ktera bude implementovana a otestovana v nésle-
dujici kapitole.

3.2.1 Vypocet hodnoty BEL a durace

Podivdme-li se na vzorec pro stochasticky vypocet hodnoty BEL ({2.8)), vSim-
néme si, ze obsahuje soucasnou hodnotu

B T CFt(yT)
PV—;(1+it)(1+it—1)--'(1+i1).

Miizeme vidét podobnost s cenovou funkei dluhopisu (3.1)), pro kterou byl v pre-
deslé casti predstaven koncept durace. Pro duraci dluhopisu byly uvazovany pred-
poklady (1) az (4), na jejichz splnéni u vypoctu hodnoty BEL se podivame nize.
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V pripadé vypoctu BEL nejsou splnény predpoklady (1) o ploché vynosové
kiivce, (2) o paralelnim posunu kiivky a (4) o nezavislosti finan¢nich tokt na tro-
kovych mirach.

Predpoklad (3) o malych posunech budeme povazovat za splnény. Tento zavér
si mizeme oveérit na dostupnych datech. Podivame-li se na interpolované hodnoty
zero-coupon euro swap krivky reportované Deutsche Bundesbank! (2020) za po-
slednich 18 let (od roku 2002 do ¢ervna 2020), vidime, Ze se mezimési¢ni zména
urokové miry za poslednich 18 let v absolutnich hodnotach pohybuje okolo 0,1 %,
tedy 0,001 (priumérnd zména pres vSechna sledovand obdobi a vSechny vybrané
doby splatnosti je 0,14033 %). V Tabulce nize si muazeme prohlédnout né-
které zakladni statistiky zmén urokovych krivek pro vybrané doby splatnosti 7.
Jak mtizeme vidét, |Ai;| zobrazené v procentnich bodech nenabyvaji vysokych
hodnot.

T Q1 kvantil Median Pramér Q3 kvantil Maximum

1 0,018 0,054  0,09371 0,113 0,961
2 0,031 0,072 0,11940 0,162 0,920
3 0,043 0,084  0,12980 0,172 0,795
) 0,052 0,112 0,13860 0,198 0,610
10 0,064 0,126  0,14180 0,185 0,654
15 0,061 0,125  0,14130 0,186 0,785
20 0,052 0,120  0,14000 0,190 0,840
25 0,058 0,121  0,14200 0,190 0,824
30 0,056 0,127  0,14200 0,192 0,826
35 0,053 0,119  0,14260 0,191 0,816
40 0,049 0,120  0,14380 0,188 0,808
45 0,054 0,116  0,14430 0,190 0,851
50 0,058 0,115  0,14480 0,190 0,885

Tabulka 3.1: Zakladni popisné statistiky absolutnich hodnot A¢ v procentnich
bodech pro vybrané doby splatnosti od ledna 2002 do ¢ervna 2020.

Co se tyce ostatnich predpokladti, je zfejmé, ze bude nezbytné vyuzit parci-
alni durace nebo key rate durace a to z duavodu neparalelniho posunu trokovych
krivek. V praxi nejsou drokové krivky ploché, coz vede na Fisher-Weilovu duraci
(pokud neuvazujeme vnorené opce). Nejvice problematicka je existence vnorenych
opci (garance, participace na zisku), kterda zptusobuje, ze budouci financni toky
C'F, zavisi na vyvoji urokové kiivky. V takovém pripadé je nejvhodnéjsi pouzit
efektivni modifikovanou duraci, respektive parcialni key rate durace.

3.2.2 Pristup k aproximaci hodnoty BEL

Uvazujme situaci, kdy se hodnota BEL pocita kazdy meésic a pro vypocet
v daném mésici je vyuzito nejaktudlnéjsi vynosové kiivky. Na zacatku mésice k
jsou zndmé vypoctené hodnoty BEL z predchozich mésici (véetné prislusnych
vynosovych kiivek) a vynosova kiivka z mésice k (predpokladejme, ze ostatni
predpoklady se nezménily). Hodnotu BEL pro mésic k je tfeba vypocitat za pou-
ziti aktualni vynosové krivky. Jak jiz bylo feceno, tento vypocet muze byt casovée
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narocny. Z tohoto divodu muze byt vhodné mit k dispozici rychlou aproximaci
hodnoty BEL. Ta mtize byt zaloZena na hodnotach z predchozich obdobi a na hod-
notach vynosové krivky. K aproximaci hodnoty BEL predstavené v této praci bude
vyuzita zména hodnoty mezi po sobé jdoucimi obdobimi. Hodnotu BEL v case k
Ize vyjadrit jako soucet hodnoty v ¢ase k—1 a zmény mezi témito obdobi Ay BEL.
Hodnota z casu k—1 je v case k zndméa a hodnotu zmény mezi obdobimi budeme
aproximovat vyuzitim predem spocéitanych duraci a zmény drokové kiivky mezi
obdobimi k — 1 a k.
NizZe je tento pristup podrobnéji rozebran.

Vyjadreni hodnoty BEL z hodnoty v predchazejicim obdobi

Pro vypocet hodnoty BEL provadény v case k a pro scénar j oznacme

BELU]:ZT: __CR(y7) _
T E A1)

Pak hodnota BEL v ¢ase k (v piipadé stejné pravdépodobnych scénait) je
1Y f
BEL;, = 7 Z BEL;".
j=1

Zaroven oznac¢me . , ,
AV'BEL = BELY — BELY

a pro zménu hodnoty BEL pfi zméné vynosové kiivky mame
1y
ABEL= =3 AV'BEL.
j=1
Hodnotu BEL v case k pak lze vyjadrit jako

BEL, = BELy 1 + AyBEL.

Clen BEL;,_; méame k dispozici z pfedchoziho mésice, ¢len A, BEL aproximujeme
pomoci durace a ziskana aproximace hodnoty BEL v c¢ase k je pak

BEL, ~ BEL,_, + AP BEL. (3.14)

Pro tcely vyjadieni hodnoty AP BEL vyuzijeme efektivni modifikovanou du-
raci, konkrétné key rate durace.

Vyuziti efektivni modifikované durace pro aproximaci

Pokud by jednotlivé financéni toky C'F; v ¢ase t nezavisely na jinych urokovych
mirach nez ;, bylo by mozné spocitat jednotlivé key rate durace pro BEL a celko-
vou zménu ziskat jejich sectenim dle vzorce (3.13). V praxi nicméné financnf toky
ve vypoctu hodnoty BEL mohou zéviset (a vétsinou také zavisi) na predchozim
vyvoji, tedy

CFE, = f(ir, i, ..., 10).
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Rovnost tedy nemusi platit. Pfedstaveny postup aproximace se timto
vztahem nicméné inspiruje.

Oznaéme aproximaci hodnoty A,BEL jako APBEL. Tuto aproximaci zis-
kame nasledujicim zptisobem:

T
APBEL = - KRD"" . Ai,- BELj_;. (3.15)
t=1

Hodnoty K RDBFL reprezentuji jednotlivé key rate durace pro BEL. Jejich
vypocet je dle (3.11])

BELj_1(yr_1 + Aly) — BELp_1(yr_1 — Aiy)
2AitBELk_1<yk_1) ’

KRDBFE — —[ (3.16)

kde Ai; = (0,...,0,A4,0,...,0)7, yx_1 je kiivka z predchoziho obdobi k& — 1
a hodnoty BEL BELy_1(yx_1 + Al), BEL,_1(yx—1 — Al;) a BEL, 1(yx_1) lze
vypocitat predem za pouziti kiivky yr_1. Tyto hodnoty BEL lze pocitat sto-
chasticky nebo deterministicky. Stochasticky pristup je vhodnéjsi, avsak casové
naro¢ny. Lze jej nicméné provést jesté pred casem k. Obé tyto moznosti jsou

otestovany v ramci kapitoly
Hodnotu BEL v ¢ase k pak mizeme aproximovat dle (3.14))

T
BELy~ BELy_ + A)BEL = BEL;_; — Y  KRDP"" - Aiy - BELy,_y, (3.17)

t=1

kde K RDBPL ziskame z (3.16)).
Vhodnost této aproximace (z hlediska presnosti a ¢asové narocnosti) je treba
nyni otestovat na redlném prikladu. Tomu se vénuje nasledujici kapitola.
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4. Prakticka cast - testovani
predstavené aproximace

Naplni c¢tvrté, zavérecné kapitoly je otestovani postupu aproximace, ktery
byl navrzen v predchozi kapitole, na readlném prikladu. K otestovani byl zvolen
modelovy priklad kapitalového pojisténi, pro ktery byl pripraven model financénich
tokt (tzv. cash flow model). Model a relevantni vstupy a predpoklady predstavuje
prvni podkapitola.

Model je nasledné za pouziti realnych dat tirokovych krivek vyuzit k vypoctu
hodnot BEL ve dvou po sobé jdoucich casech, & — 1 a k. Hodnoty BEL z ¢asu
k — 1 jsou vyuzity k vypoctu prislusnych key rate duraci. Hodnoty key rate
duraci a hodnota BEL z c¢asu k — 1 jsou nasledné vyuzity k aproximaci hodnoty
BEL v case k. Vysledna hodnota aproximace je porovnana s klasickym vypoctem
hodnoty BEL v cCase k. Dale je srovnana naroc¢nost pripravy vypoctiu a casova
narocnost vypoctu jako takovych. Tvorbé a porovnani aproximaci se vénuje druha
podkapitola.

4.1 Model a relevantni informace

V ramci vzorového prikladu uvazujeme jeden produkt tradi¢niho kapitalového
zivotniho pojisténi — pojisténi pro pripad smrti nebo doziti s participaci na zisku.
Vstupy a predpoklady modelu shrnuje prvni oddil, princip modelu je predstaven
v oddilu druhém. Treti oddil této podkapitoly pak shrnuje zakladni technické
informace tykajici se pouziti modelu.

4.1.1 Vstupy a predpoklady

Pro vypocet je potifebna celd fada vstupt a predpokladii. V ramci vzorového
prikladu, na kterém je ozkousena aproximace BEL z predchozi kapitoly, jsou
vyuzity nasledujici vstupy a predpoklady:

« modelpointy (reprezentujici jednotlivé smlouvy Zivotniho pojisténi);
e urokové miry;

» predpoklady storna smlouvy;

« predpoklady umrtnosti;

o dalsi predpoklady (datum ocenéni, inflace, technickd tirokova mira, nakla-
dové predpoklady a dalsi).

Tyto predpoklady jsou priblizeny niZze a pouzité hodnoty jsou k nalezeni v pri-
lozeném .zip souboru.
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Modelpointy

Modelpointy predstavuji jednotlivé smlouvy daného produktu zivotniho pojis-
téni v kmeni pojistovny (ty, pro které chceme finan¢ni toky projektovat). Kazdy
modelpoint (tedy kazdd uzaviend smlouva) ma své konkrétni charakteristiky.
V modelu jsou uvazovény nasledujici: ¢islo smlouvy, typ smlouvy (béZné placend
nebo jednorazové placend), datum vzniku smlouvy, vstupni vék, pohlavi, pojistna
doba, pojistnd castka, frekvence placeni (mésicné, ¢tvrtletné, pilroéné a ro¢né,
pripadné jednordzové), vyse podilu na zisku v dobé vypoctu, vyse pojistného,
soucasna vyse rezervy a pocet modelpointti s témito charakteristikamﬂ Vyse po-
jistného a vyse rezervy jsou spocitany metodami tradi¢ni pojistné matematiky
predstavenymi v prvni kapitole.

Ve vzorovém prikladu je uvazovano 2520 modelpointi. V praxi mohou byt
pocty vyrazné vyssi.

Urokové miry

K vypoétu vyuzivame kiivky zverejnované Deutsche Bundesbank. Jedna se
o interpolované hodnoty krivky bezkupénového euro swapuﬂ v prvni poloviné
roku 2020, Deutsche Bundesbank| (2020). Tyto kiivky lze vidét na Obrazku [4.1]
Vyvoj kiivek je velmi podobny a mezimésiéni zmény (pro danou dobu splatnosti)
jsou pomérné nizké (ne vyssi nez 0,003).

0.002 -

Mésic

— leden
0.000 - Unor
brezen

duben

Urokova mira

— kvéten

0.002~ —— Cerven

0.004 -

6 ‘|IC' ZID BIC' 4.D EIU
Doba splatnosti
Obrézek 4.1: Vyvoj krivek pouzitych k vypocétu BEL (hodnoty z bezkupénového
swapu z Deutsche Bundesbank (2020)). Interpolované hodnoty z obdobi ledna az
kvétna 2020.

'Budouci finanéni toky se v rdmci modelu poéitaji pro kazdy modelpoint zvlast. V pii-
padé smluv se stejnymi charakteristikami tak neni tfeba pouzivat dva modelpointy, ale pouze
jeden modelpoint a u néj uvést prislusny pocet. Za tcelem snizeni vypocetniho casu dochazi
v praxi také k tzv. grupovani modelpointi, kdy se do skupin slu¢uji nejen smlouvy s identic-
kymi charakteristikami (které se v praxi nemusi ¢asto vyskytovat), ale i smlouvy s podobnymi
charakteristikami.

2Ménovy swap je typ finanéntho derivatu.
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Simulace scénait probiha pomoci Hull-Whiteova modelu, ktery vytvoril |Dra-
hokoupil (2021)), a za vyuziti interpolovanych hodnot kiivky bezkupénového euro
swapu. Pro kazdy stochasticky vypocet je pouzito 500 simulovanych scénart.
V praxi se lze nicméné u stochastickych cash flow modela setkat i s vyssim po-
¢tem scénari.

Predpoklady storna smlouvy

V ramci modelu je uvazovana moznost storna smlouvy s pripadnym odkup-
nym. Relevantni predpoklady (pravdépodobnosti storna pro ruzné typy a délky
trvani smluv ¢éi poplatek strhavany pii vyplaté odkupného) jsou zvoleny pouze
VZOTOVE.

Predpoklady timrtnosti

Predpoklady imrtnosti pouzivané pro ziskani projektovanych financ¢nich tokt
vychazeji z tmrtnostnich tabulek z roku 2019, které zvefejtiuje |Cesky statisticky
urad| (2020a)) a koeficientu reflektujicich zkusenost pojistovny, kterymi jsou hod-
noty z tmrtnostnich tabulek vynasobeny. Tyto koeficienty jsou zvoleny pouze
VZOrove.

Dalsi predpoklady

Kromé vstupt a predpokladii vyse jsou v modelu stanoveny také nasledujici
predpoklady: datum vypoctu, inflace (pro fixni ndklady) a investi¢ni prirazka.
Pro kazdy typ smlouvy (béZné nebo jednorazové placené) jsou urceny nasledu-
jici parametry: technicka urokova mira, nakladové koeficienty, minimalni doba
pro vyplatu odkupného a poplatek pri vyplaté odkupného, poc¢atecni a obnovo-
vaci provize (fixni i formou procenta z pojistné ¢astky) a poc¢ateéni a obnovovaci
naklady (fixni i formou procenta z pojistné ¢astky). Technickd urokova mira je
zvolena ve vy 1,3 %, coz je maximalni vyse, kterou povoluje [Ceskd narodni
bankal (2015 a inflace je zvolena dle prumérné inflace z roku 2019 ve vysi 2,8 %,
Cesky statisticky dfad (2020b). Ostatni z uvedenych predpokladi jsou zvoleny
pouze VzZorove.

Na zakladé téchto predpokladii a vstupt jsou projektovany financ¢ni toky. Po-
uzity zpusob vypoctu téchto finanénich tokt predstavuje nasledujici oddil.

4.1.2 Vypocet BEL

Finanéni toky jsou projektovany na 50 let dopredu a pro kazdy modelpoint
(smlouvu) zvlast. Celkovy BEL je pak ziskan sec¢tenim diskontovanych finanénich
tokt pres vSechny modelpointy. K diskontovani je pouzita ,bezrizikova“ trokova
mira, za kterou budeme uvazovat krivky diskutované vyse.

Financni toky jedné smlouvy v daném meésici ¢ jsou pak ziskany jako

CFt:,Pt—Ot—St—Dt—PTt—Nt,
kde

o P, znadi pojistné prijaté v daném mésici u dané smlouvy;
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e (O, znaci odkupné vyplacené v daném meésici u dané smlouvys;

e S; znaci pojistnou ¢astku vyplacenou v daném meésici u dané smlouvy;

o D, znaci ¢astku vyplacenou v pripadé doziti v daném mésici u dané smlouvy;
e Pr; znadi provize vyplacené v daném meésici u dané smlouvys;

o N, znaci naklady v daném mésici u dané smlouvy.

Tyto hodnoty jsou ziskany jako soucin vyse dané hodnoty v pripadé, Ze by
smlouva byla v daném okamziku platnd (napr. S; = 100000 je smluvné dohod-
nuta pojistna c¢astka vyplacend v pripadé smrti pojisténé osoby), a poctu smluv
v platnosti na konci daného mésice (napt. 0,987). Obdobny koncept byl pouzit
jiz v piikladu v oddilu

Cely model je spole¢né s predpoklady a vstupy k nalezeni v priloze.

Technické parametry

Model byl implementovan v programovacim jazyce cython a python. Vypocet
jednoho scénare pro 2520 modelpointi trva u nasi implementace na jednom jadre
pri vykonu 2,8 GHz u Intel Core i7 zhruba 3,5 minuty. Vypocty pro experimenty
byly proto pocitany paralelné na vice jadrech v cloudu.

4.2 Vysledky aproximace ziskané vyuzitim key
rate duraci

Cilem tohoto oddilu je provést vypocty hodnot BEL a parcidlni key rate du-
race, za jejichz pouziti je déle provedena aproximace hodnoty BEL po zméné turo-
kové krivky. Ostatni predpoklady se bézné neméni tak casto, pripadné je mozné
pripravit je predem. Urokova kiivka viak mize byt aktualizovdna kazdy mésic
a po jejim zverejnéni je potreba model prepocitat. Jak jiz bylo zminéno, tento
prepocet miize byt ¢asové znacné narocny, obzvlast v pripadé stochastického vy-
poctu. Nize je na vzorovém prikladu testovano, zda miize aproximace pomoci par-
cidlnich duraci predstavena ve treti kapitole slouzit k rychlému posouzeni toho,
jakym zptsobem zména kiivky hodnotu BEL ovlivni.

Uvazujme produkt zivotniho pojisténi, model, vstupy a predpoklady pred-
stavené v predchozim oddilu. Vhodnost aproximace hodnoty BEL prozkoumame
ve trech variantach:

1. BEL vypocitame deterministicky, stejné jako prislusné durace;

2. BEL vypocitame stochasticky, durace vsak odhadneme pouze determinis-
ticky;

3. BEL i durace vypocitame stochasticky.

V kazdé varianté budou vypocteny hodnoty BEL pro 6 ruznych kiivek (kiivky
z ledna az ¢ervna roku 2020). Ostatni predpoklady a vstupy ztstévaji nezménény
(zajima nés predevsim dopad zmény kiivky, v pripadé zmény ostatnich predpo-
klad a vstupi 1ze hodnotu spocitat predem za pouziti ,staré“ kiivky). Spocteny
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budou také prislusné durace. Pro ty je potfeba spocitat hodnoty BEL pro hod-
noty kiivek y. = (i1,42,...,i7)T posunuté o +A nebo —A pro jednotlivé i,
t =1,2,...,T. Bylo zvoleno A = 0,001, coz odpovida pramérné mezimeési¢ni
zméné, jak jsme vidéli v Tabulce 3.0]

Z vypoctenych hodnot ziskdme 50 parcialnich key rate duraci K RDPEL dle
vzorce (3.16)). Z téchto parcialnich key rate duraci K RDPEL a z mezimé&sicnich
zmén kiivek ziskdme — Y| K RDPFL . Ai; (oznaéme DEFL. Ai). Z toho ziskdme
odhad mezimési¢niho ptirtistku BEL

T
APBEL = - KRDPP". Aiy,- BELj_,
t=1

a samotnou aproximaci
BEL, ~ BEL,_, + APBEL = BEL,,

Nyni se podivame na vysledky vypoc¢tl a prislusné aproximace.

Varianta 1

Prvni je predstaven postup aproximace v pripadé, ze se BEL nepocita stochas-
ticky. V takovém pripadé nemusi byt aproximace tolik uziteéna, protoze vypocet
BEL za uziti jedné kiivky nebyva obvykle ¢asové prilis naroény. Prislusné key rate
durace a pristup k aproximaci lze vyuzit pro lepsi pochopeni citlivosti hodnoty
BEL na zménu trokové krivky.

Nyni se kratce podivame na situaci, kdy je BEL pocitan pouze za uziti jedné
krivky. Hodnoty BEL a prislusné hodnoty aproximace, pripadné mezikroki apro-
ximace, jsou zobrazeny v Tabulce [4.1]

k BEL, DPBPL.Ai,  APBEL BEL, odchylka

leden -85 524 501 - - - -
unor -88 099 135  -0,029544 -2 526 763 -88 051 265 0,054 %
biezen -85 795 078 0,026493 2 333 973 -85 765 358 0,035 %
duben -88 322 843  -0,028916 -799 320 -88 275 941 0,053 %
kvéten -87 421 817 0,010266 906 724 -87 416 118 0,007 %
cerven -88 224 742 -0,009143 -799 320 -88 221 138 0,004 %

Tabulka 4.1: Hodnoty BEL a jejich aproximace ve Varianté 1.

Miizeme vidét, ze v pripadé deterministického vypocétu hodnoty BEL je apro-
ximace uzitim duraci blizkd redlnym hodnotam (chyba je rddové v setinach ¢i
tisicindch procenta). Vypocet duraci pro model s projekci na 50 let vyzaduje
celkem 101 vypocti (béhi) — posun kiivky yso = (i1,42,...,75) 0 +A a —A
pro jednotlivé 4, t = 1,2,...50 a jeden vypocet s kfivkou bez posunt. Casové
naroc¢nost tedy neni vysoka a ziskané hodnoty aproximuji vysledek dostatecné
dobrte.

Na Obrazku si mizeme prohlédnout, jak se méni hodnoty BEL v pripadé
posunu krivky v bodé t o A = 0,001 dolu ( Citlivost -) nebo nahoru (Citlivost +).
Je vidét, ze v prvnich letech citlivost hodnoty BEL stoupa, nicméné priblizné
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od 8. roku citlivost klesd az do roku 40. Od tohoto roku nema zména kiivky
na hodnotu BEL Zadny vliv. Divodem je, Ze pouzité modelpointy neobsahuji
smlouvy s dobou trvani delsi nez 40 let, a po 40 letech tak jiz nejsou v projekci
ocekavané zadné financ¢ni toky:.

Zobrazené citlivosti jsou pouze ilustrativni a mohou se lisit dle toho, jaké po-
jistné produkty a smlouvy jsou v projekci uvazovany a jaké predpoklady a vstupy
jsou pro vypocty pouzivany.
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85450000 -

88050000 -

_y "85500000- Hodnoty . Hodnoty
o Pivodni kivka o Pivodni kiivka
2 = . @ -88100000 -
2 — — Snizeni g — — Snizeni
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(e) Vypocet s kiivkou z kvétna 2020.

Obréazek 4.2: Citlivost hodnoty BEL na posun kiivky v bodé ¢ (doba splatnosti)
o A = 0,001 dolu (Citlivost -) nebo nahoru ( Citlivost +).

Nyni vyuZijeme vypoctené hodnoty durace (konkrétné hodnoty DEEL . Aiy)
k aproximaci hodnot BEL ziskanych stochastickymi vypocty.

Varianta 2

Parcialni durace ziskané ve Varianté 1 nyni pouzijeme k aproximaci hodnot
BEL ziskanych stochastickym pristupem, ktery miize byt casové naroc¢ny. Pri-
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slusné hodnoty BEL a aproximace zobrazuje Tabulka nize.

k BEL, DPFE.Auf|  APBEL BEL, odchylka

leden -110 043 720 - - - -
anor -112 820 499 -0,029544 -3 251 168 -113 294 887  -0,420 %
brezen -110 390 488 0,026493 2 988 899 -109 831 599 0,506 %
duben -113 117 793 -0,028916 -3 192 067 -113 582 555  -0.411 %
kvéten -112 133 105 0,010266 1161 270 -111 956 524 0,157 %
Cerven -112 984 098 -0,009143 -1 025262 -113 158 368  -0,154 %

Tabulka 4.2: Hodnoty BEL a jejich aproximace ve Varianté 2.

Lze vidét, ze hodnoty BEL vychazi vyrazné vyssi nez ve Varianté 1. Apro-
ximace vyuzivajici parcidlni durace vypoctené v ramci Varianty 1 maji nicméné
k témto hodnotam blizko a vypoctené hodnoty a aproximace se vétsinou lisi
o méné nez 0,5 %.

Vzhledem k nizké néro¢nosti vypoctu parcidlnich duraci (pro jejich ziskani
v pripadé projekce na 50 let potrebujeme pouze 101 deterministickych vypocta
hodnoty BEL, které lze pripravit predem) je mozné, ze by takovyto pristup umoz-
nil ziskat snadnou a pomérné presnou aproximaci toho, jak se hodnoty BEL zméni
v zavislosti na zméné urokové krivky.

Aproximace lisici se pouze o 0,5 % lze povazovat za dobré, nize je vSak pro-
zkouméana také varianta stochastického vypocétu parcialnich key rate duraci, ktera
by mohla aproximace redlnym hodnotam jesté vice priblizit.

Varianta 3

Ve Varianté 3 je prozkouman ptistup, kdy jsou parcidlni key rate durace zis-
kavany ze stochastickych vypoc¢tti hodnoty BEL. Ziskani duraci vyzaduje velky
pocet stochastickych vypocti, coz znaci velmi vysokou c¢asovou naroc¢nost. Po-
kud pouzivame krivku délky 50, je tfeba provést 101 stochastickych vypoctu,
kdy v jednom vypoctu jsou pro dané ¢t posunuty vsechny krivky v bodé i; o +A
a —A (a jeden vypocCet je bez posunu). V piipadé, Ze pouzivime 500 scéndiu
(ktivek), to znamena 50 500 jednotlivych projekci. Vzhledem k této vypocetni
narocnosti se tato varianta nezda byt priliS vhodna, navic lze ziskat pomérné
presné aproximace za pouziti duraci ziskanych z deterministickych béh.

Tato varianta je v praci nicméné rovnéz prozkoumana, vzhledem k casové na-
rocnosti je vypocet proveden pouze na simulovanych scénafich ziskanych na za-
kladé krivky z ledna 2020. Ziskané parcialni durace jsou poté pouzity pro vSechny
mesice. Vysledné hodnoty si miizeme prohlédnout v Tabulce |4.3

Presnost aproximaci se zvysila, aproximace a realné hodnoty se nyni lisi fadoveé
pouze o setiny procent. Vypocty neuvazuji jiné zmény modelu, vstupt ¢i predpo-
kladt, proto je mozné spoctené parcialni durace pouzit pro kazdy mésic. V praxi
muze nicméné dochazet ke zménam, které mohou ovliviiovat citlivost hodnoty
BEL na zménu kiivky, a to i na mési¢ni bazi (napf. nové smlouvy apod.). Pocitat
v takovém pripadé kazdy meésic nové parcialni durace napt. ze 100 stochastickych
béhtt modelu nemusi byt zadouci.
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k BEL, DPP:-Aif] APBEL BEL, odchylka

leden -110 043 720 - - - -
unor  -112 820 499 -0,024594 -2 706 464 -112 750 184 0,062 %
brezen -110 390 488 0,021309 2404 053 -110 416 445 -0,024 %
duben -113 117 793 -0,023840 -2 631 710 -113 022 198 0,085 %
kvéten -112 133 105 0,008467 957 785 -112 160 008  -0,024 %
cerven -112 984 098 -0,007361 -8 254 282 -112 958 534 0,023 %

Tabulka 4.3: Hodnoty BEL a jejich aproximace ve Varianté 3.

Vzhledem k tomu, zZe aproximace ziskané z deterministickych vypocti 1ze po-
vazovat za dostacujici a vypocet parcialnich duraci je v takovém pripadé vyrazné
méné narocny (v nasem piipadé 101 projekei ve Varianté 2 oproti 101-500 = 50500
projekci ve Varianté 3), lze pristup uvedeny ve Varianté 2 povazovat za prefero-
vany.

Shrnuti

V casti byl predstaven postup aproximace hodnoty BEL, ktery vyuziva
koncept parcialnich key rate duraci. Tento pristup byl otestovan ve trech varian-
tach vypocti hodnoty BEL a parcialnich key rate duraci.

V prvni varianté byl aproximovan BEL spocteny deterministicky a parcialni
key rate durace byly ziskany rovnéz z deterministickych vypocti. Tyto aproxi-
mace byly velmi presné (odchylky od vypoctenych hodnot byly fadové v setinach
procenta a nizsi), avSak u deterministického vypocétu BEL je vypocet vétsinou
sam o sobé znac¢né rychly a rychla aproximace tak nemusi byt vyhodou.

U druhé varianty byly vyuzity deterministicky ziskané parcialni key rate du-
race, hodnoty BEL vsak byly vypocitany stochasticky. Ziskané aproximace byly
vypoctenym hodnotam presto blizké, rozdily byly sice vétsi nez v prvni variante,
avsak stale velice nizké. Tato varianta se zda jako nejvhodnéjsi pro praktické vy-
uziti, jelikoz vypocet duraci neni priliS vypocetné narocny a zaroven je mozné
rychle ziskat pomérné presné aproximace.

Treti varianta uvazuje vyuziti stochastickych vypocth k ziskani parcialnich key
rate duraci. To vyzaduje znacné velky pocet stochastickych vypocti a v praxi se
tak tato varianta nezda byt kvili vypocetni narocnosti vhodna. Aproximace jsou
nicméné readlnym hodnotam blize nez ve Varianté 2.

Model, vstupy, predpoklady, kiivky a generator simulaci jsou k nalezeni v pri-
loZzeném .zip souboru. Vysledky predstavené v této ¢asti je tak mozné replikovat.
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Z.aver

Hlavnim cilem diplomové prace je predstavit novy pristup k aproximaci hod-
noty BEL, ktery vyuziva koncept parcidlnich duraci, a zhodnotit, zda zvoleny
postup aproximace odhaduje hodnotu BEL dostatecné presné a umoznuje tak
ziskat predstavu o vysledné hodnoté v kratsim case.

Préce je ¢lenéna do 4 kapitol. Kapitoly a [3] shrnuji potifebné teoretické
poznatky a v podkapitole 3.2 je predstaven navrzeny postup aproximace. Kapi-
tola {4] shrnuje zavéry ziskané pri praktickém otestovani predstaveného postupu
na vzorovém prikladu.

Kapitola [1] se vénuje uvedeni do oblasti zivotniho pojisténi a zédkladnim defi-
nicim a znaceni. Shrnuty jsou predevsim zakladni poznatky tykajici se irokovych
meér a vynosovych ktivek a také problematika ocenovani kapitdlového zivotniho
pojisténi a rezervovani v zivotnim pojisténi. Pristup k ocenovani zivotniho po-
jisténi a vypoctium souvisejicim s rezervovanim, ktery je v ramci prvni kapitoly
predstaven, je v praci oznacCovan jako tradi¢ni a vyuziva zjednodusené predpo-
klady, tzv. predpoklady prvniho radu.

Kapitola [2| predstavuje jeden z modernich pristupii k vypoctim v zivotnim
pojisténi — projekei budoucich finanénich tokt pojistovny plynoucich z pojistnych
smluv.

Projekce budoucich pojistnych toku je blize predstavena v podkapitole 2.1.
Ta shrnuje zédkladni informace tykajici se predpokladii pouzivanych u modernich
pristupt, tzv. predpokladi druhého radu. Ty jsou ve formé nejlepsiho odhadu
a mély by realitu reflektovat 1épe nez predpoklady prvniho fadu. Podkapitola 2.1
také uvadi, jakym zptisobem lze budouci finanéni toky projektovat a predstavuje
deterministicky a stochasticky pristup k projekci budoucich finanénich toki. Sou-
casnou hodnotu budoucich finan¢nich toki 1ze vyjadrit jako rozdil diskontovaného
souctu budoucich prijatych financ¢nich tokt a diskontovaného souctu budoucich
vydanych financ¢nich tok. Deterministicky pristup k vypoctu soucasnych hodnot
budoucich financ¢nich tok ocekava, ze jsou vsechny pouzité predpoklady deter-
ministické. To vsak nemusi v nékterych pripadech dostatecné reflektovat realitu.
U stochastického pristupu je soucasna hodnota budoucich finanénich tok mode-
lovana jako nahodnd veli¢ina a vypocet probihd pro dostateéné velké mnozstvi
stochastickych scénaia daného predpokladu (typicky vynosové kiivky). Stochas-
ticky pristup muze byt vhodny mimo jiné v pripadé, kdy modelovany produkt
zivotniho pojisténi obsahuje tzv. vnorené opce. To, jakym zplisobem jsou opce
soucasti zivotniho pojisténi, ukazuje podkapitola 2.2. Protoze opce vnorené v zi-
votnim pojisténi byvaji komplexni a jejich ocenéni nemusi byt snadné, je v pri-
padé jejich vyskytu vhodné pouzivat stochasticky pristup, ktery miize byt vy-
pocetné znacéné naroény. S tim také pocita evropska smérnice Solvency II, ktera
po pojistitelich pozaduje vypocet nejlepsiho odhadu zavazku BEL (best estimate
of liabilities), coz je nestranny odhad soucasné hodnoty ocekavanych budoucich
finanénich toku (ofekdvanych ve smyslu stfedni hodnoty). Nejlepsimu odhadu za-
vazki a jeho vypoctu se vénuje podkapitola 2.3. Jednou z moznosti, jak hodnotu
BEL vypocitat, je pravé stochasticky simulacni pristup. Ten je vhodny predevsim
v pripadé, ze penézni toky obsahuji finanéni opce a garance. Jeho nevyhodou je
nicméné velka vypocetni narocnost, protoze projekce je v takovém pripadé prova-
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déna pro velké mnozstvi scénari vyvoje vynosovych krivek. Cilem prace je proto
navrhnout moznost rychlejsi aproximace hodnoty BEL.

Kapitola (3| se vénuje konceptu duraci a parcidlnich duraci. Ty jsou v prvni
podkapitole blize prozkoumany a v druhé podkapitole je na zakladé téchto po-
znatkl navrhnut postup aproximace hodnoty BEL uzitim parcidlnich duraci.

Durace je primarné spojovana s citlivosti ceny dluhopisi na zménu troko-
vych mér. V oddilu 3.1.1 je tento koncept durace predstaven spolecéné se ¢tyrmi
predpoklady, které jsou pro durace vyzadovany. Zakladni typy duraci — tzv. mo-
difikovana Macaulayova durace a Macaulayova durace jsou v tomto oddilu také
odvozeny. Uvedené predpoklady nemusi byt v praxi vzdy splnény. Z tohoto di-
vodu existuji také specialni typy duraci. Tyto typy duraci jsou predstaveny v od-
dilu 3.1.2. Patii mezi né Fisher-Weilova durace, parcialni durace a také efektivni
modifikovana durace a k ni prislusejici parcialni durace, oznacované také jako key
rate durace. Pravé tento typ parcidlnich duraci (key rate durace) je déle vyuzit
k aproximaci hodnoty BEL.

Aproximaci hodnoty BEL za vyuziti konceptu duraci se pak vénuje podkapi-
tola 3.2. V prvnim oddilu této podkapitoly je diskutovano splnéni predpokladi
pozadovanych pro vypocet duraci. Tti z uvedenych predpokladi se nedaji pova-
zovat za splnéné a to je divod, pro¢ jsou k aproximaci pouzity pravé key rate
durace. To, jak lze tyto durace k aproximaci vyuzit, uvadi oddil 3.2.2. Princip
aproximace je zalozen na tom, ze hodnotu BEL v daném case k 1ze vyjadrit jako
soucet hodnoty BEL v predchazejicim case k — 1 a zmény hodnoty mezi témito
casy. Pravé tato zména mize byt aproximovana na zakladé predem vypoctenych
parcidlnich key rate duraci a na zakladé zmény vynosové kiivky v daném case k
oproti kfivce z predchoziho ¢asu k — 1. Souctem hodnoty z predchoziho casu k—1
a aproximace zmény tak lze ziskat aproximaci hodnoty BEL v case k.

Tento pristup je nasledné otestovan na realném ptikladu. Postup testovani
a vysledky jsou predstaveny v kapitole [4. V prvni podkapitole je predstaven mo-
del, jeho vstupy a predpoklady, které jsou k vypoctim pouzity. Pro otestovani
je uvazovano pojisténi pro pripad smrti nebo doziti s participaci na zisku. Déale
jsou pouzity vzorové vstupy a predpoklady. Pro predpoklady trokové a diskontni
miry jsou vyuzity interpolované kiivky bezkupénového euro swapu z prvni polo-
viny roku 2020 (pro deterministické vypocty), pfipadné na nich zaloZené simulace
(pro stochastické vypocty). Vysledky aproximace shrnuje podkapitola 4.2. Ty jsou
prezentovany ve trech variantach. Varianta prvni uvazuje hodnoty BEL spocitané
deterministickym pristupem a parcialni key rate durace ziskané rovnéz z determi-
nistickych vypoctu. Takové aproximace jsou pomérné presné (od realnych hodnot
se lisi o setiny procent), avSak v praxi nemusi mit takové vyuziti, jelikoz deter-
ministicky vypocet hodnoty BEL nebyva prilis ¢asové naroény a hodnotu tak
neni treba aproximovat. Varianta druha pak pouziva stejné parcialni key rate
durace (ziskané deterministickymi vypocty), avsak aplikuje je na hodnoty BEL
ziskané stochastickymi vypocty. Pfesnost aproximaci je v takovém pripadé nizsi
nez u Varianty 1, ale stdle pomérné vysoka (rozdily mezi redlnymi hodnotami
a aproximacemi jsou v desetindch procenta). Varianta 3 pak vyuziva pro apro-
ximaci stochasticky vypoc¢tenych hodnot BEL parcidlni key rate durace ziskané
ze stochastickych vypocti. Ziskané hodnoty aproximuji redlné hodnoty lépe nez
v predchozi varianté, rozdily mezi aproximacemi a vypoc¢tenymi hodnotami jsou
opét v setinach procenta. Nevyhodou tohoto pristupu je vSak vysoka vypocetni
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naroc¢nost. Pro ziskani vsech parcialnich key rate duraci je u daného ptikladu
tieba 101 stochastickych vypoctu (v pripadé 500 scénéit u jednoho vypoctu tedy
celkem 50 500 projekei). U parcidlnich key rate duraci ziskanych deterministic-
kymi vypocty je potfebny pocet projekci pouze 101. Varianta 2, tedy pouziti
parcidlnich key rate duraci ziskanych deterministickymi vypocty k aproximaci
hodnot BEL ziskanych stochastickymi vypocty se tedy zda byt pro praktické
vyuziti nejvhodnéjsi.
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