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Uvod

Modelovani volatility financénich ¢asovych rad se stalo velmi zadanym pri re-
seni ruznych ekonometrickych problémi. Znalost spole¢nych pohybi financ¢nich
vynosu je pouzivana napriklad pti rizeni rizik, alokaci aktiv, optimalizaci portfo-
lia nebo ocenovani aktiv. Rozsiteni jednorozmérnych modeli ARCH a GARCH
do vice rozméri ovSsem zahrnuje nékolik problémi. V pirimocarych rozsitenich
se potykdme s problémem velkého nartstu parametra pri rustu dimenze, ktery
velmi zvysuje vypocetni narocnost tlohy. Pokrocilejsi modely se proto snazi po-
uzit takovou formulaci, ktera by pouzivala nizky pocet parametri a zaroven by
byla schopna vysvétlit dynamiku podminénych rozptyli a kovarianci mezi jednot-
livymi aktivy. Druhym problémem je zaruceni pozitivni definitnosti podminéné
varian¢ni matice. Vétsina modelt pouziva takovou formulaci, kterd splnéni této
podminky zarucuje, aby nebylo potreba tuto podminku dodatec¢né stanovit bé-
hem odhadu modelu.

V této préaci se vénujeme predstaveni nékterych pristupti k rozsiteni jedno-
rozmérného GARCH modelu do vice dimenzi. V kazdé kategorii jsme predsta-
vili nékolik modeli a vénovali jsme se metodam jejich odhadt a diagnostickym
testim. Hlavnim prinosem préace je siroky prehled modelii véetné metod jejich
odhadu zasazenych do jednotného znaceni. Déle jsme pripravili prehled nékolika
statistickych testii uréenych pro diagnostiku téchto modelii a jeden z nich, kterym
je Ling-Li test, jsme v ramci prace naprogramovali ve statistickém softwaru R.
Predstavené modely jsme poté aplikovali na redlna data financénich ¢asovych rad
a porovnali jsme je mezi sebou a také s jednorozmérnymi modely. U zobecnéného
ortogonalniho modelu jsme také porovnali vysledky jednotlivych dostupnych me-
tod odhadu.

V prvni kapitole uvadime shrnuti modelt ARCH a GARCH v jednorozmérném
pripadé. Ve druhé kapitole predstavujeme jednotlivé pristupy k jejich zobecnéni
do vice rozméru a predstavujeme konkrétni modely. Ve treti kapitole se vénujeme
metodam odhadu predstavenych modeli. Ve ¢tvrté kapitole uvadime nékteré sta-
tistické testy pro kontrolu modelu a ovérovani predpokladi. V paté kapitole apli-
kujeme vybrané modely na casové rady akciovych indext S&P 500 a Russell 2000
a akcii ropy a vénujeme se porovnani jednotlivych modeli.



1. Jednorozmeérné modely
casovych rad

V této kapitole se seznamime s modelovanim casovych fad v jednorozmérném
pripadé, abychom se v nasledujici kapitole mohli vénovat mnohorozmérnym mo-
deliim. Zakladnim pojmem, ktery budeme v této praci pouzivat, je casova rada.

Definice 1. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, necht T C R. Ro-
dina ndhodnijch veli¢in {y;,t € T'} definovanich na (2, A, P) se nazjvd ndhodny
(stochasticky) proces. V pripadé, ze T = 7Z = {0,£1,+2,...} nebo T = Ny =
{0,1,...}, mluvime o procesu s diskrétnim ¢asem nebo o ¢asové rade.

V této praci budeme uvazovat ¢asovou fadu {y;; t = 1,..., T}, kde T > 0
je pocet pozorovani dané casové tfady, které mame k dispozici. Pro modelovani
casovych fad s podminénou autoregresni heteroskedasticitou se casto pouzivaji
modely typu Autoregressive Conditional Heteroskedastic (zkracené ARCH) a jeho
zobecnéné verze s nazvem Generalized ARCH (zkrdcené GARCH).

1.1 Model ARCH

Trida modeli ARCH byla poprvé uvedena v Engle (1982)). V téchto modelech
rozptyl zustava konstantni, ale podminény rozptyl se méni v ¢ase a zavisi na mi-
nulych chybovych ¢lenech. To je velmi vyhodné pro ekonometrické casové rady,
v nichz se mohou shlukovat malé nebo naopak velké vykyvy hodnot. V modelech

uvazujeme podminovani o-algebrou JF;_; generovanou informaci do casu ¢t — 1.
Model ARCH tédu p, ktery znacime ARCH(p), je tvaru

Yt = Mt T €,

er = ot &, (1.1)
2

af = v—i—alef,l T topey,
kde p > 0, & jsou nezavislé, stejné rozdélené ndhodné veliciny s nulovou stredni
hodnotou a jednotkovym rozptylem. Casto predpokladame, ze & ~ N(0,1). V li-
teratute se nékdy muzeme setkat s tim, ze misto rovnice (1.1)) a uvedenych pod-
minek pro & se uvadi podminka

€t|Ft—l ~ N(0,0’?),

naptiklad v [Engle (1982). Podminéna sttedni hodnota i, je modelovdna pomoci

vhodné rovnice stfedni hodnoty. NiZe ukdZeme, Ze o2 odpovidd podminénému

rozptylu, a proto pro zajisténi jeho kladnych hodnot se pozaduje postacujici pod-

minka v >0, a; >0, ..., a, > 0.
Engle (1982) uvedl také podminku pro slabou stacionaritu procesu {y;}. Nut-
nou a postacujici podminkou je, aby kofeny polynomu 1 — a2 — ... — @,2? le-

zely vné jednotkového kruhu v komplexni roviné, coz nastava, pokud je splnéno
o+ ...+ ay <1



Pozndmka. Jiz jsme uvedli, Zze pu; odpovidd podminéné stfedni hodnoté casové
fady. Dale plati, Ze o7 vyjadiuje podminény rozptyl:

var (y | Fi—1) = var (puy + e¢ | Fi—1) = var (04 & | Fi—1)

= o} var (& | Fi 1) = o7

1.2 Model GARCH

Bollerslev| (1986) uvedl zobecnény model typu GARCH, ktery navic dovoluje
pouziti zpozdénych hodnot podminéného rozptylu. Toto rozsiteni casto umoznuje
sestaveni modelu s mensim poc¢tem parametri nez by bylo nutné u modelu ARCH.
Také v tomto modelu podminujeme o-algebrou F;_; generovanou mnozinou vsech
pozorovani do casu t — 1.

Model GARCH s 1ady p a ¢, ktery znacime GARCH(p, ¢), ma tvar

Yr = My + €4,
et = 01 &y, (1.2)
2 - 2 : 2
op =7+ e+ Bior s,
i=1 j=1

kde p > 0, ¢ > 0, & jsou nezavislé, stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s nulovou
stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem. Opét casto predpokladame, ze & ~
N(0,1). Také u modelu GARCH se nékdy v literature, naptiklad v [Bollerslev,
(1986)), misto rovnice a uvedenych podminek pro & uvadi podminka

et|.7:t,1 NN(O,O'?)

Podminéna stfedni hodnota i je také modelovana pomoci vhodné rovnice stredni
hodnoty. Analogicky jako u modelu ARCH, i zde o7 vyjadiuje podminény rozptyl
casové Tady {y;}. Pro zaruceni kladnych hodnot o plati postacujici podminka
v >0, >0proi =1,...,pa f; > 0proj = 1,..., q. Bollerslev, (1986)
se také zabyval slabou stacionaritou procesu {y;}, pro kterou stanovil nutnou
max{p, ¢}
a postacujici podminku > (w4 + ) < 1, kde oy =0proi >pap; =0
i=1

pro j > q.

Pozndmka. Nékdy se misto symbolu o7 uziva symbol hy, ktery poté také vyjadiuje
podminény rozptyl casové rady {y;}.

Modely typu ARCH i GARCH se obvykle odhaduji metodou maximéalni véro-
hodnosti s pouzitim piredpokladu normélniho rozdéleni odchylek {e;}. V pripadé,
ze predpoklad normélniho rozdéleni neni splnén, ziskame odhady metodou kvazi-
maximalni vérohodnosti. Berkes a kol.| (2003) a Francq a Zakoian, (2004) dokézali,
ze i tento odhad je konzistentni a asymptoticky normélni pti splnéni dodatecénych
podminek.



2. Mnohorozmeérné modely
casovych rad

Nyni se presuneme k mnohorozmérnym modelim typu GARCH. V nasledujici
¢asti vychazime z clanku |[Bauwens a kol.| (2006), ktery predkladé prehled nékte-
rych typtt mnohorozmérnych GARCH modeli. Predpokladejme, ze N € N. Poté
N-rozmérny nadhodny proces {y;; t = 1,...,T} uvazujeme jako zobecnéni jedno-
rozmérnych ndhodnych procesi, ktery je slozen z vicerozmérnych nahodnych vek-
tort namisto nahodnych veli¢in. Opét pouzivame podminovani o-algebrou F;_q
generovanou mnozinou vsech pozorovani do c¢asu t — 1. Poté obecné definujeme
mnohorozmérny GARCH model pomoci rovnic

yi = Ky (9) + ey,
e = H'? (0) &, (2.1)

kde 0 znaci konecny vektor parametra délky d, kde d se obecné neshoduje s di-
menzi N ndhodného procesu {y;}, p; (8) vyjadiuje podminénou stiedni hodnotu

nahodného procesu {y,} a H}’?(8) pozitivné definitn{ matici. Déle predpokla-
dame, ze N-rozmérné &, jsou vzajemné nezavislé, stejné rozdélené a plati pro né
E (Et) - 07
Var (&) = L.

Opét se casto pro & predpoklada normalita. Obdobné jako v jednorozmérném
piipadé se nékdy misto rovnice (2.1)) a uvedenych podminek pro &; predpokladd

€ | Fioq ~ NN(07 Ht)‘

V dalsim textu jiz budeme pouzivat pouze symboly p; a Hi/ * bez zdiraznéni
jejich zavislosti na vektoru parametria 6. Obdobné jako v jednorozmérném pri-

v v . ; v o ;Y . 1/2 /2\T oy
padé, po zobecnéni do vice rozméru plati, ze matice H; = Ht/ (Ht/ ) vyjadiuje
podminénou varian¢ni matici ndhodného procesu {y;}:

Var (y |[Fi-1) = Var (p; + €| Fio1) = Var (H;? & | F, 1)
T
= Hiﬂ Var (& |Fi-1) (Hi/z) = H,.
Proto staci, aby HY/? byla jakékoliv pozitivné definitni matice fadu N x N takové,
aby H; byla podminéna varianéni matice ndhodného procesu {y;}. Napiiklad
H,’* mizeme ziskat Choleského faktorizaci matice H,.
Rizné typy mnohorozmérnych GARCH modelu se lisi pravé ve specifikaci

matice H;. Obecné je lze rozdélit do tii kategorii, které se ovSem vzajemné nevy-
lucuji:

1. primé zobecnéni jednorozmérného GARCH modelu,
2. linedrni kombinace jednorozmérnych GARCH modelt a

3. nelinearni kombinace jednorozmérnych GARCH modeli.
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O téchto skupindach modelti budeme nékdy mluvit také jako o modelech 1., 2.
a 3. kategorie.

V literature se jednotlivé modely casto formuluji pro casové rady s nulovou
podminénou stfedni hodnotou ;. Stejnym zptisobem budeme pokracovat v dal-
Sim textu prace. V pripadé, ze u,; je nenulova, byva vyjadirena jako funkce minu-
Iych hodnot, napriklad pomoci vektorové ARMA specifikace pro troven y;.

2.1 Primé zobecnéni jednorozmérného GARCH
modelu

Mezi modely, které vznikaji jako primé zobecnéni jednorozmérného modelu
GARCH, patfii zejména modely VEC, BEKK a faktorové modely.

2.1.1 VEC model

VEC model poprvé uvedli [Bollerslev a kol. (1988) v ramci CAPM modelu
pro vynos aktiv (ndzev tohoto modelu vznikl z anglického nazvu capital asset
pricing model). V tomto modelu jednotlivé prvky matice H; zavisi na p zpozdeé-
nych hodnotach druhych mocnin a ktizovych ¢lent vektoru e; a na g zpozdénych
hodnotach prvkil matice H;. Parametrizace matice H; je ve formé

p q
vec (Hy) = Co + Y A, vec (et_i etT,Z-) +> Bjvec(H,_;), (2.2)

i—1 j=1

kde vec () znac¢i operéator vektorizace — operator, ktery posklada prvky ze spodni
trojuhelnikové ¢asti N x N matice do vektoru o délce N (N + 1) /2. Dale A,
a B, jsou ¢tvercové matice fadu N (N + 1) /2 a Cg je vektor délky N (N + 1) /2.
Pro lepsi ilustraci uvedeme konkrétni podobu parametrizace H; pro pripad p =
g=1laN=2:

2
hll,t Co1 a1 Q12 a3 €11 bii bz bis h11,t71
hiat | = | co2 | + | a1 age ass e1i—1€24—1 | + | bar b bas hig¢—1
h c asy a a e2 bs; bsy b h
22, 03 31 (32 0a33 24—1 31 032 033 22,t—1
(2.3)

Jelikoz je matice H; podminénou rozptylovou matici, musi byt symetricka, a proto
staci vektorizovat pouze prvky spodni trojihelnikové c¢asti matice a zbylé ¢leny,
které v nejsou uvedeny, je mozné doplnit.

Nevyhodou této obecné formulace je vysoky pocet parametrii — celkem

N(N+1)/2+ (p+q) N* (N +1)% /4,

coz uz pri volbé p = ¢ = 1 a N = 3 je rovno 78. Bollerslev a kol.| (1988)) tedy
navrhli upravu v diagondlni VEC model (DVEC), kterd spociva v predpokladu,
ze matice A; a B; jsou diagonalni. Toto zjednoduseni je odiivodnéno predpokla-
dem, ze kazda podminéna kovariance dvou proménnych zavisi pouze na minulych
hodnotach sebe sama a odpovidajicich smiSenych ¢lent e;; e;; a nikoliv na mi-
nulych hodnotéch ostatnich proménnych. V tomto ptripadé je pocet parametra



roven N (N +1)/2+ (p+¢q)N. Pro volbu p = ¢ =1 a N = 3 je tedy pocet
parametri roven uz pouze 12.

Ve dvourozmérném pripadé DVEC modelu s p=q =1 se omezi na sou-
stavu rovnic

2
hi1+ = co1 + an €41t bii hive—1
hiat = cop + azz €141 €241 + baa hig—1

2
haot = co3 + asz ey, 1 + b3z hagy 1.

Pozndmka. Matici H; lze odhadovat také s dodatecnou informaci o slabé exo-
gennich proménnych, napf. podle [Engle a Kroner| (1995). Rovnice (2.2 matice
pro parametrizaci H; se poté rozsiti o jeden clen:

p q
vec (Hy) = Co + Gy vee (x¢ ;) + > A, vec (et_i etT_Z») +> Bjvec(H_;),

i=1 j=1

kde x; je vektor slabé exogennich proménnych o délce J a C; je matice typu
N(N+1)/2 xJ(J+1)/2.

Jak jsme jiz ilustrovali vyse, nevyhodou modelu VEC je vysoky pocet para-
metru. Déle, protoze matice H; je podminéna rozptylova matice, musi splnovat
podminku pozitivni definitnosti. Tuto podminku je ale obtizné ovérovat pii od-
hadovani matice H; v tomto modelu.

2.1.2 BEKK model

Na nevyhodu VEC modelu ohledné obtiZznosti pro splnéni podminky pozitivni
definitnosti matice H; reaguje model BEKK ptedlozeny v Engle a Kroner| (1995).
Nézev modelu vznikl z pocateénich pismen jmen autoru, kteri se na modelu po-
dileli — Baba, Engle, Kraft a Kroner. Model BEKK pouziva pro parametrizaci
matice H; nasledujici rovnici:

K
I *T * *T T *
Ht_CO CO+Z 1k:XtXt 1/€+
k=1

K p K q
+Y > Ajeie] AL+ > B H,_;Bj, (2.4)

k=1i=1 k=11i=1

kde A% a B}, jsou matice typu N x N, C{ je trojuhelnikova matice typu N x N,

1x je matice typu J x N a x; je vektor slabé exogennich proménnych délky J.
Konstanta K € N urcuje obecnost procesu, ale ¢asto se uvadi vzorec s K = 1.

Diky této parametrizaci je jiz zarucena pozitivni definitnost matice H;. Vy-
hodou modelu BEKK je také nizsi pocet pouzitych parametri, ktery je roven

N(N+1)/2+ (p+q) KN?

bez pouziti slabé exogennich proménnych a dodateénych K JN parametra pii po-
uziti exogennich proménnych. Pro volbu p =¢ =1, K =1 a N = 3 bez pouziti
slabé exogennich proménnych tedy model pouziva pouze 24 parametri.

Naopak nevyhodu modelu BEKK predstavuje skutecnost, ze jednotlivé pa-
rametry modelu neodpovidaji ptimo vliviim jednotlivych zpozdénych clenti, coz
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byla naopak vyhoda modeli typu VEC. Navic miize existovat vice parametrizaci
stejného modelu a jednotlivé parametry nemusi byt jednoznacné identifikovany.
Engle a Kroner| (1995) uvadéji podminky pro jednoznaénou identifikaci parame-
tri. Napriklad, pro jednoduchy model s K = 1 tvaru

H, = C{"Ci + Ajj e1e/; Af; + Bif H 1 By

staci, aby diagonalni cleny matice Cj a prvky aj; a bj; matic A}, a Bj; byly
kladné. Navic tyto podminky je snadné splnit naptiklad tim, Zze budeme odhado-
vat odmocninu téchto parametri.

Pro porovnani parametrizaci jednotlivych model opét uvadime tvar rovnice
pro volbu p = ¢ = 1, K = 1 a N = 2 bez pouziti slabé exogennich
proménnych:

a¥ ay . 62 €1¢—1€2¢—1 ay ay
T 1,t—1 st— —
H,=Cy"Ci+ | ' 12 ’ 5 e

* * *
Qg1 Qg €2¢t—-1€1,¢t—1 €311 Qo1 Qg

b b)) by, b
F () e (),
<b21 622 - b21 b22

po roznasobeni ziskdme nasledujici soustavu rovnic:

%2 *2 2 * % *2 2
hiry = Coq1 T @11 €141 + 2071056111621 + Qo1 €5, 4 +

+ bﬁhll,tfl + 267,05, hiae—1 + b;%hﬂ,tfl

% * k% 2 ko _k ko k * x 2
hiay = C,11C0,12 T A11012, €141 T+ (a11a39 + a31a75) €14-1€241 + (g1 099€5 1 T

+ b1y b1oha1—1 4 (D193 + 071039) haos—1 + 05,035ha 41

*2 *2 *2 2 * % *2 2
hagy = Coqo T Coaa T A12€7 41 + 2a79a90€1,-1€21-1 + a3 €341+

+ bﬂ{%n,pl + 2bi2b;2h12,t71 + b;ghQZt,l.

Jak uvadi Bauwens a kol. (2006, podobné jako u modelu DVEC, muzeme
v ramci BEKK modelu také prejit ke zjednodusenému diagonalnimu tvaru - tedy
matice A;; a B, budou diagonalni. Diky tomu snizime pocet odhadovanych pa-
rametrl, na druhou stranu ale také obecnost modelu. Tento model je dokonce
méné obecny nez DVEC model, ale vidy zarucuje pozitivni definitnost matice
H;. Dalsim zpiisobem, jak snizit pocet parametrii modelu, je pouziti skalarniho
BEKK modelu, tedy predpokladat, ze matice A;; a By jsou skalarnim nasobkem
jednotkové matice. Tento model je vSak jiz velmi zjednoduseny.

Engle a Kroner| (1995) se také zabyvali vztahem mezi modely VEC a BEKK.
Pokud model BEKK pouziva méné parametri, zavadi néjaka omezeni, které v pri-
padé VEC modelu nejsou kladena. V clanku |Engle a Kroner|(1995) jsou také uve-
deny podminky, které musi platit, aby model BEKK byl stejné obecny jako model
typu VEC. Napriklad konstanta K musi byt dostatecné velka a dalsi podminky
jsou kladeny na prvky matic A}, a Bj,. Obecné lze Tici, ze kazdy model BEKK je
mozné zapsat jako VEC, coz opacné neplati. Pokud se ale omezime na diagonalni
modely, pak kazdy DVEC model lze zapsat ve tvaru modelu BEKK. Pokud navic
dodrzime podminky pro jednoznacnou identifikaci parametr, pak v ramci dia-
gonalnich modeli ziskdme model, ktery je plné obecny a navic zarucuje pozitivni
definitnost matice H;.



Vztahem modeli VEC a BEKK se také zabyval Stelzer| (2008)), ktery k da-
nému zkoumani pouzil vysledky linearni algebry. V ¢lanku dokézal, Ze ve dvouroz-
mérném pripadé jsou modely VEC a BEKK dokonce ekvivalentni. Déle ve troj-
rozmérném pripadé uvedl jednoduchy priklad matice, kterou pokud pouzijeme
jako jednu z matic A; a B; v parametrizaci modelu VEC, dany model nebude
mozné zapsat pomoci BEKK parametrizace.

2.1.3 Faktorové modely

Dalsim pristupem k rozsiteni GARCH modelti pro vicerozmérné casové rady
jsou tzv. faktorové modely. Podle Vrontos a kol.|(2003) tyto modely reaguji na dva
zasadni problémy pri tvorbé mnohorozmérnych GARCH modelt — pouzivaji nizsi
pocet parametri a garantuji pozitivni definitnost matice H;. Tyto modely vy-
chazeji z predpokladu, ze podminéné rozptyly napi. vynosu jednotlivych akcii se
meéni stejnym zptsobem — podle malého poc¢tu spoleénych proménnych nazvanych
faktory. Ale pro zachyceni dynamického vyvoje je nékdy potreba vysoky pocet
téchto faktort.

Tento pristup predstavili Engle a kol. (1990)). Ti predpokladaji, ze pro ¢asovou
radu {y;} a jeji podminénou varian¢ni matici H; plati

K
Yt = Ht + Z St fre + 11,
k=1
K
H; = Q; + Z BiBi Akt (2.5)
k=1

kde

o fie jsou faktory, které ovliviiuji hodnoty vsech slozek casové fady {y,;} (tedy
napf. vynosy jednotlivych aktiv),

» v, je vektor idiosynkratické chybové slozky (nebo také idiosynkratického
“Sumu”) s podminénou varianéni matici €2,

e g jsou vektory “nacitacich” parametrii pro jednotlivé faktory,
e A jsou kladné ndhodné veliciny a
e [ jsou linedrné nezavislé vektory.

Nize uvedeme, které z uvedenych prvka jsou ndhodné a které deterministické.
Pro pocet faktori K je predpokladana obecnd podminka K < N, ale snahou
je vysvétlit kovarianéni strukturu casové fady {y;} pomoci co nejmensiho poctu
faktort.

Autori dale predkladaji dvé sady podminek, které odpovidaji dvéma rtuznym
interpretacim, ale v této praci uvedeme pouze tu, ktera je pouzivana castéji. Po-
zadujeme tedy navic gry = By a var(fx | Fi—1) = M. Tyto podminky odpovidaji
modelu, ve kterém jsou vektory “nacitacich” parametri pro jednotlivé faktory
konstantni v case a méni se podminéné rozptyly jednotlivych faktort. Pro tyto
faktory se poté predpoklada, ze to jsou procesy typu GARCH. V tomto pripadé
jsou tedy prvky g = Br deterministické parametry, které jsou neznamé, a zbylé
prvky jsou nadhodné.
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V literatufe je mozné najit mnoho formulaci a tprav faktorovych model.
V této praci uvedeme podrobné tzv. full-factor GARCH model, ktery predstavil
Vrontos a kol.| (2003), ktery je nékdy, napt. v ¢lanku Bauwens a kol (2006]),
znacen jako FF-GARCH. Tento model je oproti béznym faktorovym modeltiim
specialni v tom, ze zcela vynechava slozku idiosynkratického Sumu. Predpoklada
tedy, Ze kovarianc¢ni strukturu 1ze kompletné vyjadrit pomoci faktori. Na druhou
stranu, v tomto modelu se pouziva N faktorl, tedy stejny pocet jako je slozek
v ¢asové Tadé {y;}. V tomto ohledu tedy nesnizuje pocet parametrii modelu.

Full-factor GARCH model je formulovan pomoci nasledujicich rovnic:

Yi =+ € (2.6)
e, — th,
ft | E—l ~ NN (O, Vt) ; (27)

kde p je N-rozmérny vektor konstant, e; je N-rozmérny inovacni vektor, Z je
matice parametri typu N x N, f; je N-rozmérny vektor faktort s prvky fi.,
1 =1,..., N a V; je diagonalni varian¢ni matice typu N x N a plati

Vt = dlag (Ul,t7 e 7UN,t) s
Ui’t:%—i—oziff’t_l—|—6ivi7t_1, izl,...,N, t:17...7T,

neboli v;; je podminénym rozptylem ¢-tého faktoru v case t. Dale parametry v;, o
afi,1=1,...,N,splnuji podminky, které byly uvedeny v ¢asti[l.2} v; > 0, a; > 0,
Bi >0, a; + B; < 1. Jednotlivé faktory f;; jsou tedy procesy typu GARCH(1, 1)
a inovacni vektor e; je linedrni kombinaci téchto faktori. Tento model bychom
tedy mohli v kategorizaci jednotlivych modela zaradit také do druhé kategorie
— linearni kombinace jednorozmérnych GARCH modeli. Ale faktorové modely
byvaji fazeny do prvni kategorie.

Z podminky (2.7)) plyne e; | F;_1 ~ Ny (0, H;), kde
H, =27V, 2" =ZV,*V,” 2" = (zV,”*) (Z Vi/Q)T =L,L7, (2.8)

kde V:/ 2 = diag (\/m, ey \/m) Tedy H; je opét podminéna varianc¢ni ma-
tice ndhodného vektoru e;, coz je matice, kterou chceme parametrizovat. Aby ji
bylo mozné vzdy rozlozit na soucin H; = L; L, staci, aby matice Z byla horni
trojuhelnikova a z; > 0 pro ¢ = 1,..., N, jelikoz pozitivné definitni matici lze
vzdy rozlozit na souc¢in trojuhelnikové matice a jeji transponované podoby jedno-
znacné, pokud jeji diagonalni ¢leny jsou kladné. Pro dalsi snizeni po¢tu parametr
modelu se také ¢asto pouziva predpoklad z; = 1 proi =1,..., N. Z konstrukce je
zaruceno, ze podminénd varianéni matice H; je symetrickd a pozitivné definitni.
Poznamenejme déle, ze jednotlivé faktory v modelu nejsou dany jako odhadované
parametry, ale jsou dany vztahem f, = Z~!e,. V jednorozmérném piipadé se tedy
model shoduje s GARCH(1, 1) modelem. Zajimavy je také fakt, ze v rovnici ({2.6]
je uvazovana podminénd stredni hodnota konstantni, a tedy neménna ve vsech
casech t =1,...,T.

Pocet parametri, které je nutné v full-factor modelu odhadovat, je bez pa-
rametriu podminéné stfedni hodnoty roven 3N + N (NN — 1)/2 pro parametrizaci
s pouzitim podminky z;; = 1 pro vSechna ¢ = 1,...,N. V pripadé, ze N = 3
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je tedy pocet odhadovanych parametri roven 12, coz je pouze polovina poctu
parametri potirebnych v BEKK modelu.
Opét uvadime konkrétni tvar parametrizace matice H; pro N = 2:

(U 2\ (v O\ (1 0\ (vt 2Py zuvy,
~\0 1 0 wey)\2z 1) 2 Ugy voy )’

2

vig=m -t fi g+ B,
_ 2

Vg =Y2 + 2 fyy g+ Pavaa.

kde

V tomto ptripadé mame model pouze se 7 parametry.

Vyhodou full-factor modelu je zaruc¢end pozitivni definitnost podminéné vari-
ac¢ni matice H;. Navic odhadovani tohoto modelu je vypocetné snazsi nez u pred-
chozich model, coz umoznuje pouziti na ¢asové rady vyssich dimenzi.

2.2 Linearni kombinace jednorozmérnych mo-
dela typu GARCH

Jednou z hlavnich potizi pri modelovani mnohorozmérnych casovych rad a je-
jich podminénych varian¢nich matic H; je vysoky pocet odhadovanych parametri.
V této casti se budeme zabyvat modely, které umoznuji generovani téchto matic
pouze pomoci linearnich kombinaci jednorozmérnych GARCH modelu. K témto
modeltiim patii napriklad ortogonalni nebo zobecnény ortogonéalni model.

2.2.1 Ortogonalni model

Ortogondlni model GARCH (nebo také O-GARCH & principal component
GARCH), ktery poprvé predstavili |Alexander a Chibumba (1996), je zaloZen
na metodé hlavnich komponent. Jedna se o zobecnéni zakladniho faktorového
modelu na faktorovy model s ortogonalnimi faktory. V této praci postupujeme
podle |Alexander (2000) a |Alexander| (2002).

Predpokladejme, ze jednotlivd pozorovani N-rozmérné c¢asové rady {y;; t =
1,...,T} mame usporadany do fadkt matice Y typu 7" x N. Metoda hlavnich
komponent je citliva na zménu métitka, a proto matici Y normalizujeme do tvaru
matice X nésledujicim zpisobem. Oznacme y, ...,y sloupce matice Y, tedy
napf. y, tvori jednotlivd pozorovani v ¢asech ¢t = 1,...,T i-té slozky casové fady
{y:}. Pro kazdé i = 1,..., N polozme
X; = (¥; — ) /oi,
kde p; a o; znac¢i stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku -té slozky casové
rady {y;}. V praxi se tyto hodnoty nahradi vybérovym primeérem a vybérovou
smérodatnou odchylkou. Vysledné vektory Xi,...,Xy poskladame jako sloupce
matice X.
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Nésledné vypocitame vlastni ¢isla matice XX a k nim prislusné vlastni vek-
tory. Jednotlivé hlavni komponenty jsou konstruovany jako linearni kombinace
sloupctt matice X s vahami vybranymi z vlastnich vektori matice X" X. Oznac¢me
A diagonalni matici fadu N, kterd ma na diagondle vlastni ¢isla matice X" X
sefazenych sestupné podle jejich velikosti, a W' ¢tvercovou matici tadu N s pri-
slusnymi vlastnimi vektory ve sloupcich. Poté plati

X"XW = WA. (2.9)

Hlavni komponenty jsou definovany vztahem

Pr = Wi X1 +wopXo+ ... +wnp Xy prok=1,...,N, neboli
pk:XWk, kzl,...,N, (210)
kde wy je k-ty sloupec matice W, neboli vlastni vektor matice X”X prislusny
k-tému nejvétsimu vlastnimu ¢islu. Hlavni komponenty pq, ..., py polozime jako
sloupce matice P typu T' x N a poté z ([2.10)) plyne
P=XW. (2.11)

Diky setrazeni vlastnich ¢isel sestupné podle velikosti prvni hlavni komponenta
vysvétluje nejvétsi moznou ¢ast variability obsazené v datech, druhé hlavni kom-
ponenta nejvétsi moznou ¢ast ze zbylé variability apod. Navic z konstrukce plyne,
ze jednotlivé hlavni komponenty jsou vzajemné nekorelované, coz ukazeme po-
moci vztahu

PP = W'X"XW = W'WA = A,

kde druhd rovnost plyne z (2.9) a tieti rovnost ze vztahu W7 = W~ diky
ortogonalité matice W. Matice P"P je tedy diagonalni matice, z ¢ehoz plyne,
ze jednotlivé sloupce matice P jsou navzajem ortogonalni, tedy nekorelované,
a rozptyl jednotlivych hlavnich komponent je roven odpovidajicim vlastnim ¢is-
lim v matici A.

Diky ortogonalité matice W lze ze vztahu (2.11)) vyjadrit

X =PW" nebo také (2.12)

5{1- =wW;1 P1 + WieP2+ ... +wW;N PN PO 1= 1,...,N, neboli

V=i +wip1+wsepa+...+wypy proi=1...,N, (2.13)
kde wj; = o;w;; pro j = 1,..., N. Vektory pozorovani jednotlivych slozek ca-

sové fady {y:} jsou tedy linedrni kombinaci hlavnich komponent. Pfipomernime,
ze hlavni komponenty jsou setazeny sestupné podle jejich rozptyli.

Podle |Alexander| (2000) je mozné pouzit pouze prvnich m < N hlavnich
komponent a zbylé ¢leny v (2.13)) povazovat za chybovou slozku, tedy

Vi =i +wip1+wepa+ ... +w,, Pm+€ proi=1,...,N.
Poté variancni matici casové fady {y;} lze zapsat jako

H=AVA” +V_,
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kde A = (wfj)0<i<N je matice vah, V = diag (V(p1),...,V(pm)) je diagondlni
0<j<m
matice rozptyli uvazovanych hlavnich komponent a V, je varianéni matice chy-

bovych slozek €1, ..., €en.

Nevyhodou pouziti nizstho poc¢tu m < N hlavnich komponent je skutec¢nost,
ze pro matici H; poté neni zarucena pozitivni definitnost. Tuto podminku lze
po vypoctu odhad zkontrolovat pomoci vypoctu vlastnich ¢isel varianéni matice.
Ovsem pri pouziti vSech N hlavnich komponent je pozitivni definitnost matice H,
zarucena vzdy.

Hlavni komponenty jsou nekorelované pouze nepodminéné, tedy jejich pod-
minénd varianéni matice nemusi byt nutné diagonalni. Ovsem pro konstrukei
ortogonalntho GARCH modelu je nutné predpokladat, ze i podminéné korelace
jsou nulové.

Z rovnice muzeme prejit zpét k vektoru pozorovani x; v case t (kde x;
je t-ty Tadek matice X), tedy k rovnici

Xy = Wft7

kde f, = (pu,pi2,---,Pim)” je vektor hodnot hlavnich komponent v ¢ase t. Na-
sledné prejdeme k ptivodni nenormalizované ¢asové fadé {y,}:

Yi = Ky + A.ft;

kde py = (pu, pt2, - .., un)”. Oznacéme V; = diag (viy, ..., Ume) diagondlni matici
podminénych rozptylia prvnich m hlavnich komponent. Predpokladdme, ze {f;}
jsou nahodné veli¢iny, pro které plati E(f; | F;_1) = 0 a Var (f; | Fi—1) = V; ¢
dokonce f; | Fi—1 ~ N, (0, Vy).

Podle ortogonalntho GARCH modelu je poté podminénad varianéni matice
casové fady H; rovna

H; = AV:A", kde pro prvky matice V; = diag (vi4,...,vms) plati

p q
Vit = i + Z (077> fz%tfk + ZﬂU Vi t—j 7= 1, e, Mm,
k=1 j=1

p q
kde v; > 0 a o, 3 > 0 pro 4,5,k =1,...,m a Zaik+ZBij < 1 splnuji

k=1 =1
podminky dané v ¢asti[[.2] ’

Hlavni vyhodou ortogonalniho GARCH modelu je moznost aplikace na ca-
sové tady s vysokou dimenzi N. Pro generovani opravdu velkych podminénych
varian¢nich matic je mozné dokonce vynosy jednotlivych aktiv rozdélit do né-
kolika vysoce korelovanych skupin, odhadnout model pro kazdou skupinu zvlast
a vyslednou matici poskladat pomoci dil¢ich vysledki. Dalsi vyhodou tohoto
modelu je sniZzeni vypocetni narocnosti (vzhledem k tomu, Ze vyzaduje m jedno-
rozmérnych GARCH modeli misto mnohorozmérného GARCH modelu) a tedy
i vypocetniho ¢asu. Volba poc¢tu pouzivanych hlavnich komponent umoznuje kon-
trolovat mnozstvi Sumu, ktery povazujeme za chybovou slozku a ktery by mohl
zpusobovat nestabilitu odhadu.

Naopak nevyhodou ortogonalniho modelu je predpoklad nulovych podminé-
nych korelaci jednotlivych hlavnich komponent, ktery nemusi byt splnén. Dale
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predpoklad ortogonalni transformace miize byt prilis omezujici a snazi se jej vy-
resit Van der Weide| (2002) pomoci zobecnéného ortogonalniho modelu. Ten také
demonstruje dalsi nedostatky ortogonalniho modelu - nedokaze spravné modelo-
vat nezavisla nebo pouze slabé korelovand data a navic pokud jednotlivé hlavni
komponenty maji podobny nepodminény rozptyl, nastavaji problémy s identifi-
kaci.

2.2.2 Zobecnény ortogonalni model

Na Ortogondlni model navazal Van der Weide| (2002), ktery uvedl zobecnéeny
ortogondlni model (tzv.GO-GARCH). Ortogonalni model predpokladd, Ze exis-
tuje vektor nekorelovanych komponent, které 1ze pomoci ortogondlni matice (po-
kud pouzijeme plny pocet hlavnich komponent) transformovat do podoby po-
zorované N-rozmérné casové tady. Tyto nepozorované komponenty mohou byt
interpretovany jako faktory, které ridi konkrétni trh. Zobecnény ortogondlni mo-
del dovoluje misto ortogonalni matice pouziti jakékoliv invertibilni matice.

Predpokladame, Ze y; maji nulovou stredni hodnotu, a tedy

Y: | Fio1 ~ NN(Oa Ht)-

Navic predpokladame, Ze cCasova fada {ys; t = 1,...,T} je slabé stacionarni,
a tedy existuje nepodminénd varian¢ni matice H = E (H,).

Zobecnény ortogonalni model predpoklada, ze pozorovanou ¢asovou fadu {y;}
lze vyjadrit jako linedrni kombinaci nekorelovanych komponent {f;}:

yt =2t (2.14)

kde Z je invertibilni matice typu N x N, kterd je konstantni pro vSechny cCasy ¢
a pro nepozorované {f;} plati

ft | .E_l ~ ]\[1\7(07 Vt)7 kde Vt = dlag (Ulty v 7UNt) s

kde kazda komponenta f;; je vyjadrena pomoci jednorozmérného procesu typu
GARCH(p, q):

it

E—l ~ N(07 Ui,t)7

p ) q 1=1,...,N,
Vit =Y Z Qg fi,tfk + Z Bij Vit
k=1 j=1

p q
kde v > 0 a ay, B > 0pro i,j, k = 1,...,N a > ay + »_ B < 1 spliuji
k=1 j=1
podminky predstavené v ¢asti
Podminéné varianéni matice H; casové fady {y;}, jez néds zajima, je déna
vztahem

Ht - ZVtZT.

Bez Gjmy na obecnosti navic predpoklddame, Ze nepozorované komponenty
{f;} maji nepodminéné jednotkovy rozptyl, a tedy nepodminénd varianc¢ni matice
procesu {y;} je rovna

H=E(yy") = ZZ". (2.15)
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Oznaéme A diagonalni matici s vlastnimi ¢isly této nepodminéné varianéni matice
H a symbolem W matici s prislusnymi ortonorméalnimi vlastnimi vektory. Poté
ze singularniho rozkladu matice Z plyne, Ze existuje ortogonalni matice Uy takova,
ze plati

Z = WA?UT. (2.16)

Matice W a A jsou odhadovany pomoci vibérové varianéni matice H a pro odhad
matice Uy je pouzivana podminéna informace ze o-algebry F;_;. Tento rozklad
zajistuje, ze matice Z je vzdy dobte identifikovana.

2.2.3 Zobecnény ortogonalni faktorovy model

Zobecneny ortogondlni faktorovy model, ktery budeme znacit také pomoci
GOF-GARCH, byl poprvé uveden v ¢lanku |Lanne a Saikkonen| (2007)), podle kte-
rého postupujeme v této c¢asti. Tento model navazuje na zobecnény ortogondlni
model, ale umoznuje snizit pocet faktori, ze kterych je pomoci linearni trans-
formace generovana casova fada {y;}. V zobecnéném ortogondlnim modelu byla
dana casova Tada vyjadiena pomoci vSsech N nekorelovanych komponent neboli
faktora. Autori ¢lanku tvrdi, Ze tento predpoklad je omezujici, jelikoz neumoz-
nuje modelovani idiosynkratickych soki, které jsou spolu se systematickymi Soky
typické pro casové fady z oblasti financi. Proto autori navrhli model, ktery miize
pouzivat nizsi pocet faktor.

V tomto modelu predpokladame, ze

yi =12 Ei/Q &,

kde Z je regularni (neboli invertibilni) matice typu N x N, 3, je pozitivné definitni
diagonalni matice typu N x N, métitelnd vzhledem k o-algebie F;_; generované
pozorovanimi do casu t — 1 a & je posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych
nahodnych vektort s nulovou stredni hodnotou a jednotkovou variancéni matici,
jejichz rozdéleni ma hustotu a &; jsou nezavislé na F;_;. Poté pro podminénou
varian¢ni matici fady {y:} plati

Ht - ZEt ZT. (217)

Prvky matice ¥, zavisi na minulych hodnotéach y,, ale ne nutné vsechny - autori
umoznuji nékteré prvky nechat nezavislé na case t, tedy konstantni. Predpokla-
dejme tedy

Et = dlag [Vt . IN—m] s (218)

kde V, = diag (vi, ..., Um,.) je matice s prvky zavislymi na minulych hodnotéach
y: a 0 < m < N. Analogicky rozdélime také matici parametria Z a vektor &;:

Z=1[Z,:7Z5), kdeZ jetypu N xmaZstypu N x (N —m),
& =[&],: &3]", kde &1 je vektor délky m a & délky (N —m),
Z'=B"=[B;:By]", kde B, jetypu N xm a By typu N x (N —m).
(2.19)
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Diky témto rozkladiim mutzeme psat
yt =2y ng &1t + 2o &
nebo také
By, =V’ Bly, =
1 Ye=V,/ & a 5Vt = &or. (2.20)

Zatimco BJ y; jsou nezavislé, stejné rozdélené, se stredni hodnotou 0 a jednotko-
vou varian¢ni matici, jednotlivé komponenty B y; jsou nekorelované, jednoroz-
mérné podminéné heteroskedastické procesy s podminénymi rozptyly

P q P q
Vit = (1 - Z Qi — Z 5ij) + Z i (b7 Yt—k>2 + Zﬂz; Vig—j, t=1,...,m,
k=1 J=1 k=1 j=1
(2.21)

kde b{, znaci i-ty radek matice B] a pro parametry opét plati podminky predsta-

p q
vené v ¢asti|1.2f a;, >0, B3 > 0 a Zaik + Zﬁij < 1 pro vSechna i = 1,...,m.
k=1 j=1
Podminéna varianéni matice H; tedy zavisi pouze na m faktorech, kterymi jsou
jednotlivé komponenty vektoru Vi/ * &1, Navic z (2.21)) plati, ze E (V) = I,

diky cemuz
Var (%;) = Iy. (2.22)

Matice ¥; je podle konstrukce V; diagonélni matice s kladnymi prvky na diago-
nale. 7Z tedy plyne, Ze pro matici H; je zarucena pozitivni definitnost.

Pro odhad matice Z se vyuzivaji vlastnosti nasledujicich rozkladd. Pro ma-
tici Z uvazujeme polarni rozklad

Z = CR, (2.23)

kde C je symetricka, pozitivné definitni matice typu N x N a R je ortogonalni
matice typu N x N. Pozitivni definitnost matice C je zarucena regularitou ma-
tice Z, ktera také zajistuje jednoznacnost tohoto rozkladu. Poté se podivame
na nepodminénou varianéni matici ¢asové rady y;, pro kterou z a
plati

H = Z Var (%,) Z" = ZZ" = CRR'C" = CC”, (2.24)

kde ¢tvrta rovnost plyne z ortogonality matice R. Poté pro nepodminénou vari-
ancni matici y; uvazujeme spektralni rozklad, tedy

H =PAP",
kde A je diagonéalni matice s vlastnimi ¢isly matice H na diagonale a P je ortogo-
nalni matice s ptislusnymi vlastnimi vektory. Z toho plyne nasledujici vyjadreni

pro matice C a R:

C=H72=PA2PT 4 R=H'27.
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Matice C poté muze byt odhadnuta pomoci spektralniho rozkladu vybérové vari-
ancni matice a tento odhad bude konzistentni. Misto polarniho rozkladu matice Z
lze také alternativné pouzit QR rozklad.
Nyni uvazujme déleni matice R = [R; : Ry, kde R; je typu N xm a Ry typu
N x (N —m), analogicky podle déleni matice ¥; na V; a In_,,, tak aby
Zl = CR1 a ZQ = CR2 (225)

Poté podminénou varianéni matici casové fady {y;} muzeme vyjadiit také pomoci

Ht - ZZtZT - CRZtRTCT

_ Vi 0\ (R}

=C (R Ry) (0 IN_m> <R2T> C

= C(R,V,R] + R,R}) C" (2.26)
= Zlth{ + Z2Z§

=H* + Z Vit 41; Zfi, (227)
i=1

kde H* = ZyZ] a zy; je i-ty sloupec matice Z;. Nebo muzeme z (2.26]) postupovat
nasledujicim zptsobem s vyuzitim rovnosti RiR{ + RoR] = Iy a ziskat dalsi
vyjadreni pro matici Hy:

H; = C(R,V:R] — RiR{ + RiR] + RyR]) C”
=CR, (V;-1,)R{C" + CIyC" az plyne
=H+ CR, (V,-1,) R{C".
Pocet parametri GOF-GARCH modelu je dan
m(p+¢q)+ N(N+1)/2+ Nm —m(m+1)/2.

Tedy napriklad v pripadé N = 3, pti plném poctu faktora (m =3)ap=qg=1
je pocet parametri roven 15.

Tento model je, jak jsme jiz uvedli, zobecnénim zobecneného ortogondlniho
modelu autora Van der Weide (2002)). Zaroven, diky moznosti nechat nékteré
prvky 3J; konstantni, model navazuje na obycejné faktorové modely. Také je
mozné ukazat, ze zobecnény ortogonalni faktorovy model je mozné brat jako spe-
cialni pripad BEKK modelu: z plyne, ze vy = bj, H;by;, a poté mizeme
(2.27)) napsat jako

m
* T
Ht =H"+ Zvit YAYRAT
i=1

i=1 \k=1 =1

m p m q
=H" + Z (Z a;bi; YtkytT_kbli) 21, 2q; + Z (Z B b1; Htjbli) 21,21,
j=1

(2.28)

m p q
kde H* = H* + ) (1 — > vk — Zﬁzg) 21, 2;. Tvar (2.28) je obdobny jako

i=1 k=1 J=1
u parametrizace podminéné varianéni matice H, v (2.4). Diky tomu je mozné
vyuzivat asymptotické vysledky odvozené pro odhady BEKK modelu.
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2.3 Nelinearni kombinace jednorozmérnych mo-

deld typu GARCH

V této ¢asti si predstavime modely, které pro modelovani podminéné varianéni
matice pouzivaji nelinedrni kombinace jednorozmérnych GARCH modelt. K nej-
znameéjsim modeltim patti CCC model nebo DCC model. Tyto modely upoustéji
od snahy modelovat celou podminénou varianéni matici jako celek a misto toho
se soustTedi na modelovani podminénych rozptyli jednotlivych slozek a podminé-
nych korelaci mezi nimi, ze kterych je poté mozné podminénou varianéni matici
slozit.

2.3.1 CCC model

Prvnim modelem je CCC model predstaveny v ¢lanku Bollerslev| (1990). Nazev
modelu je odvozeny jako zkratka pojmu constant conditional correlation, protoze
hlavni myslenkou tohoto modelu je uvazovani konstantnich podminénych korelaci
mezi jednotlivymi slozkami ¢asové rady {y;}. Opét uvazujeme, Ze pro ¢asovou
radu a jeji podminénou varianéni matici plati

H; = var(y, | Fi_1) = var(e; | Fr_1).

Model vyuziva vyjadreni podminéné kovariance mezi dvéma slozkami pomoci
podminéné korelace a odmocnin z odpovidajicich podminénych rozptylt danych

slozek
hij,t = Qijt\/ hii,t\/ hjj,t;

kde 0;;+ je podminéna korelace mezi y;; a y;; v case t. Jak jsme jiz uvedli, za-
kladni predpoklad CCC modelu je uvazovani konstantnich podminénych korelaci
ve vsech casech t, tedy

0ijt = 0ij t,j=1,...N pro vSechna ¢.
Podminénou varianéni matici H; poté lze zapsat jako soucin matic

Ht — DtRDt,

kde D; = diag (. [hitss .., ,/hNN,t) je diagonalni matice Fadu N a R = (gij)gg.:l
je symetrickd, casové invariantni matice fadu NV, kde plati —1 < g;; <l a g; =1
pro vsechna i, 7 = 1,..., N. Aby matice H; byla pozitivné definitni, musi byt
podminéné rozptyly spravné definovany, tedy h;;; > 0 pro vsechna i =1,..., N,
a matice R musi byt také pozitivné definitni.

Podminéné rozptyly jednotlivych slozek jsou opét modelovany pomoci jedno-
rozmérnych GARCH modelti:

p q
hz‘z‘,t =7+ Z Qg yit_k + ZBZJ hiz‘7t_j, 1=1,..., N,
k=1 j=1

P
kde % > 0 a a, B > 0proi=1,....N, j=1,....¢, k=1,...,pa Y ay +
k=1
q
Z Bi; < 1 jsou podminky predstavené v ¢asti .
j=1
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Nakatani a Terasvirtal (2009) piedstavili rozsiteny CCC model (ECCC' z ndzvu
Extended CCC), ve kterém je vektor podminénych rozptyli modelovan maticové
pomoci

p q
h; =c+ ZAkygz_)k +ZB]’ h,_;,

k=1 Jj=1

kde by = (Ry1gy ..., havwe)” y,EQ) = (y%t, e >y12\7,t)T a parametry jsou c, vektor

délky N s kladnymi prvky, a matice typu N x N A, a B, s nezdpornymi prvky.
Pocet parametrt zékladniho CCC modelu je roven N(p+q+1)+ (N —1)N/2,

tedy v pripadé N = 3 a p = ¢ = 1 potfebujeme odhadnout 12 parametru.

Pro ilustraci opét predvedeme, jak model vypada ve dvourozmérném piipadé:

H, — hll,t ]’L127t i \/hfll,t 0 1 012 \/E 0
! hoi+ haay 0 \/@ o012 1 0 \/@

_ hll,t 0124/ hll,t\/ h22,t kde
0124/ hll,t\/ h22,t h22,t ’

p q
hirg =7+ Z a1k e%,t—k + Z Bijhie-;  a

k=1 j=1
p ) q
haat = 72 + Z Qg €54 p, + Z Baj hao ;.
k=1 j=1

Vyhodou CCC modelu je vyrazné snizeni poc¢tu odhadovanych parametrt
oproti klasickym pristuptim v modelech vec, BEKK nebo faktorovych modelech.
Zéroven podminka pozitivni definitnosti matice H; je snadno ovéritelna a je
snadné ji splnit. Nevyhodou tohoto modelu mutze byt naopak pravé predpoklad
konstantnich podminénych korelaci, ktery nemusi odpovidat vyvoji dat.

2.3.2 DCC a VC-GARCH modely

Modely DCC a VC-GARCH znaci zobecnéni CCC modelu, které umoznuji
matici podminénych korelaci R zaviset na ¢ase t. Toto zobecnéni bylo predstaveno
hned ve dvou ¢lancich - svou verzi predstavili Engle a Sheppard (2001) a také
Tse a Tsui| (2002). Model predstaveny v |Engle a Sheppard (2001)) je nazyvan jako
DCC model z pojmu dynamic conditional correlation, zatimco [Tse a Tsui (2002)
svij model nazyvaji jako GARCH model with time-varying correlations, nebo
zkracené VC-GARCH. Formulace téchto dvou modelt se lisi pravé ve specifikaci
matice podminénych korelaci R;.

V obou pripadech uvazujeme

Yt |-7:t—1 ~ Ny (O;Ht>,
kde pro podminénou varianc¢ni matici H; plati

H,; = D:R,D,,
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kde matice D; = diag (w/hn,t, e ./hNN,t) je stejna jako v CCC modelu a R; je
¢asové proménnd podminénd korelaéni matice casové fady {y;} a zaroven také
podminéna varian¢ni matice procesu {n,}, kde n, = D; 'y,

Podminéné rozptyly jednotlivych slozek, jejichz odmocniny jsou prvky ma-
tice Dy, jsou opét modelovany pomoci jednorozmérnych GARCH modelua, kde
nyni dovolujeme, aby rady p, ¢ byly rizné pro kazdou slozku:

Di qi
2 .
hii,t =% + Zaikyi’t,k—f‘Zﬁlj hii,tfj, 1=1,...,N,
k=1 j=1

P qi
kde plati podminky v; > 0 a a;,8;; > 0proi =1,...,N a ZaiquZ Bij <1
k=1 j=1
obdobneé jako v ¢asti[1.2]
Engle a Sheppard| (2001) v DCC modelu formuluji podminénou korela¢ni ma-

tici Ry nasledujicim zptsobem:
x—1 *—1
R, =Q QQ (2.29)

kde pro jednotlivé matice plati

K L K L
e Q= (1 - oy — Zﬁl) Q + > oy (’Ot—k 77?—k> + 35 Qu,
k=1 =1 k=1 =1

e Q, je odhad nepodminéné varianéni matice standardizovanych residui, ktery
je vystupem prvniho kroku odhadu, a

e Qf = diag ( [Qiity - ‘/qNNi) je matice s odmocninami z diagonalnich
prvkia matice Q; na diagondle.

Qijt
lovani jsou vSechny prvky matice R; v absolutni hodnoté mensi nez 1, a tedy
matice Ry miize byt korela¢ni matici.

Podle této konstrukce je cela podminéna variancni matice H; pozitivné defi-
nitni, pokud jednotlivé h;;;, > 0 a pokud matice R, je pozitivné definitni, coz plati,
pokud Qg je pozitivné deﬁmtm a pro parametry plati: ap > 0prok=1,..., K,

Prvky vysledné matice R, jsou poté tvaru g;;; = . Diky tomuto ska-

G >0prol =1,....L a Z o) + Zﬂl < 1. Tyto podminky opét odpovidaji
k=1
podminkam pro jednorozmérné GARCH modely uvedenym v ¢éasti

Tse a Tsui (2002) v modelu VC-GARCH pro formulaci podmlnene korelacni
matice R; pouzivaji vyjadieni ve smyslu ARMA modelu:

Ri=(1-6,—6) R+6,Ri_1 +6,%, 4,
kde91,6’220, 91+92§1a

e R je casové invariantni pozitivné definitni matice parametra s jednotkami
na diagonale a
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« W, ; je matice zavisejici na zpozdénych hodnotich n, = D; 'y, s prvky

K
Z i, t—h 1, t—h
h=1

(Er) o)

Matice R; je spravné definovand korelac¢ni matice, pokud Ry a ¥, _; jsou spravné
definované korela¢ni matice — tedy tyto matice musi byt symetrické, pozitivné
definitni s jednotkami na diagonale. Nutnou podminkou pro pozitivni definitnost
matice ¥, ; je K > N.

V modelu DCC je tieba odhadnout celkem

Yij -1 =

prol <q, 7 <N.

N(N+1) &
<2 +Zak+2@+21+pz+qz)

=1 =

parametri a v modelu VC-GARCH

(N-1N

5 +2+Z + pi + @)

parametri. V piipadé N = 3, p;, = ¢ = 1 a K = L = 1 tedy potfebujeme
v modelu DCC' odhadnout 17 parametri a v modelu VC-GARCH 14 parame-
tri. Model DCC vyzaduje vice parametru, jelikoz k parametrizaci matice Ry
pouziva varian¢ni matici, kterou poté transformuje na korela¢ni matici, zatimco
VC-GARCH pouziva primo korelacni matici a usSetii tedy parametry na diago-
nalnich prvcich, které musi byt rovny 1.

Pro porovnani opét ukazeme, jak tyto modely vypadaji ve dvourozmérném
ptipadé (s K = L =1):

H — hll,t h12,t Y, hll,t 0 R \/ hll,t 0 kd
t — h ]’L - t ) €
21,t 22t 0 1/h227t 0 \/@

p q
hig=m+ > awyi,p+ Y Pjhie; a

k=1 j=1
P q
2
hogt = o + Z Qo Yo y—j, + Z Baj haot—j.
=1 =1

V modelu DCC' poté

R, — 1/ /s 0 Qe Q2e (1/3/Qq 0 ldo
' 0 1/\/Q22,t 12t G221 0 1/\/Q22,t ’

Q; = qi1t q12;t
. =
qi12,t g221
(y1,6-1)> Y1,6—1Y2,t—1

_ e Ny
=1-a1—51) Qi+ e Pt hani + 51 Qe-1,

2
Yl,t—1Y2,t—1 (y2,6—1)
v hi1e—1 ho2t—1 h22,1-1
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zatimco v modelu VC-GARCH

1 012,
R, = ’
! (Ql?,t 1

I 012 1 012,t—1 1 Vi12,1-1
—(1—6,—6 10 ) 1)
( 1= 02) <Q12 1 ) ! <Q12,t1 1 > 2 <¢12,t1 1

Hafner a Franses (2009) navrhli zobecnéni DCC modelu, ve kterém pii mode-
lovani podminéné korelaéni matice R; v (2.29)) pouzivaji matici Q; ve formé

Qt = (1 — 62 — 32) Qt + aa” O) M—1 ntT,l + ﬁ,@T O, Qt—17

kde ® zna¢i Hadamarduv soucin (neboli soucin po slozkach), a a 8 vektory para-
N

N

metra délky N, & = %Z a;, B = %Z B;. Tento model tedy umoznuje korelace
i=1 i=1

modelovat pomoci parametri specifickych pro jednotlivé slozky y;. Pro parametry

jsou kladeny podminky o; >0, 5; >0aa?+p2<1,i=1,...,N.

2.4 Dalsi pristupy k mnohorozmérnym GARCH
modelim

V této c¢asti se zminime o dalsich pristupech k mnohorozmérnym GARCH
modeliim, které byly predstaveny v literature.

Prvnim modelem je matriz exponential GARCH, ktery byl predstaven v ¢lanku
Kawakatsu/ (2006)). Jednad se o novy model, ktery zarucuje pozitivni definitnost
podminéné varianéni matice s vyuzitim maticové exponencidly. Jednotlivé prvky
podminéné varian¢ni matice specifikuji v transformovaném prostoru — v logaritmu
podminéné varia¢ni matice. V této fazi nemusi klast zadné podminky na pozitivni
definitnost, jelikoz nasledna exponencialni transformace symetrické matice zajis-
tuje pozitivni definitnost. K odhadovani tohoto modelu se také pouziva metoda
maximalni vérohodnosti.

Na faktorové modely navazali Santos a Moura, (2014)) se svym dynamic factor
GARCH, zkracené také DF-GARCH. Hlavni zménou oproti béznym faktorovym
modeliim je, ze “nacitaci” vektory pro jednotlivé faktory se méni v case a nejsou
tedy Casové invariantni jako v pivodnich modelech. Tyto vektory se fidi modelem
ndhodné prochdzky a nebo dalsim popsanym modelem v ¢lanku Santos a Moura
(2014). Pro podminénou varianéni matici faktort poté predpokladaji parametri-
zaci podle DCC modelu.

GO-GARCH modely rozvijeji |Zhang a Chan| (2009), ktefi predstavuji tii
upravy modelu, které vychazeji z nékterych vlastnosti GO-GARCH modelu —
independent-factor GARCH pouziva faktory, které jsou vzajemné nezavislé; best-
factor GARCH model se snazi najit faktory, u kterych druhé mocniny jejich
hodnot budou vysoce autokorelované, a conditional-decorrelation GARCH mo-
del predpoklada faktory, které budou podminéné nekorelované. Autori v ¢lanku
dale také uvedli faktorovy DCC model, ktery pro podminénou varianéni matici
uvazovanych faktoru jiz nepredpoklada diagonalitu, ale pouziva pro ni DCC mo-
del.
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3. Odhady mnohorozmeérnych
GARCH modelua

V této kapitole se budeme vénovat metodam odhadi modelt, které jsme pred-
stavili v minulé kapitole.

3.1 Odhady modela 1. kategorie

3.1.1 Odhad VEC a BEKK modelu

V této ¢asti vychdzime z Bollerslev a kol. (1988)) a Engle a Kroner (1995).
Pro oba modely se pouzivd metoda maximélni vérohodnosti, kterou mizeme se-
psat shodnym zptisobem, jelikoz modely VEC a BEKK se lisi pouze v konkrétni
parametrizaci podminéné varianéni matice H;.

Predpoklddéame, ze e;| F;_1 ~ Ny(0,H;) prot = 1,...,T. Poté podminéna
logaritmicka vérohodnostni funkce pro jedno pozorovani ma tvar

00) = —Vin2m) - tmmy) - Ler e, (3.1)
2 2 2
a pro celkovou logaritmickou vérohodnostni funkci podminénou na pocatecnich
hodnotach poté plati

((0) = ;&(0), (3.2)

kde 0 je vektor parametri modelu. Jeho odhad 0 je definovan standardné pomoci

6 = arg max ((6).
6cO

Oba modely bohuzel vyzaduji odhadnuti velkého poc¢tu parametri, coz je vy-
pocetné velmi naro¢né. Navic matici H; musime v kazdém case t invertovat.
Odhadovani muze vyzadovat pouziti iterativnich metod.

3.1.2 Odhad full-factor modelu

Full-factor GARCH model podle [Vrontos a kol. (2003)) je také odhadovan
pomoci metody maximalni vérohodnosti, stejné jako predchozi modely. V tomto
modelu také vychazime z predpokladu e; | F; 1 ~ Ny (0,H,), t =1,...,T. Opét
predpokldadame, ze 0 je vektor vSech parametri modelu. Konkrétné pro full-factor

model lze poté rovnice (3.1) a (3.2)) rozepsat s pouzitim vztahu (2.6]) a (2.8)):

TN 1L

H0) = ——In (2m) = ; 2MZVZ =5 (e =) (ZV.iZ") " (yi— ).

Nyni pouzijeme vztah |ZV,Z"| = |Z|| V.| |Z"| a fakt, Ze matice Z je trojihelni-
kova matice s jednotkami na diagondle, a tedy |Z| = 1. Déale vyjadiime faktory
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pomoci f; = Z7! (y; — p). Poté

TN 1 L
0(0) = —Tm (2m) — = > In|Vy| — ZfTV f,
t=1
TN T 1 T N

Pocate¢ni hodnoty pro ¢ = 0 pro odhad v;;, které jsou modelovany pomoci
GARCH struktury, byvaji voleny jako v;o = 0 a fy se spoc¢te pomoci napozo-

rovanych dat. Odhad parametri 6 je definovan jako 0= arg max@.
6cO
Pti odhadovani autofi modelu doporucuji pouziti iteracni metody Fisherova

skorového algoritmu, ktery v jednotlivych iteracich pocita maximalné vérohodny
odhad parametrii pomoci vztahu

(k) (k1) 9200)]) " oe(d)
o =9 +{_E[8080T 96

92 0(6)
96007

kde @(k_l) je odhad @ po k — 1 iteracich algoritmu, — E [

k— k—
formacni matice v bodé 8" a 249 je skérova funkee v bodé 8. Podrobny

rozpis tvaru Fisherovy informacni matice i jednotlivych skérovych funkei lze na-
1ézt v ¢lanku Vrontos a kol.| (2003).

} je Fisherova in-

Poznamka. Dalsi moznosti vypoctu odhadt full-factor modelu je pouziti Baye-
sovského pristupu, ktery je popsan v ¢ldanku Vrontos a kol.| (2003).

3.2 Odhady modela 2. kategorie

3.2.1 Odhad ortogonalniho modelu

Odhadovani ortogondlniho modelu je vypocetné jednoduché, coz umoznuje
pouziti modelu na ¢asové fady s velmi vysokou dimenzi N. Nejprve jsou pomoci
metody hlavnich komponent identifikovany jednotlivé hlavni komponenty a trans-
formac¢ni matice A podle postupu popsaného v kapitole[2.2.1] Nésledné pouzijeme
predpoklad, Ze pro vSechna i =1, ..., m plati

fit | Feer ~ N(0,v;),

kde
p ) q
Vit = Y; + Z ik fi,t—k + Z Bij via—j,
k=1 J=1

pro odvozeni odhadt parametru téchto jednorozmérnych GARCH modeli s pouzi-
tim standardni metody maximélni vérohodnosti jako v jednorozmérném piipadeé.

Igbal (2013) navrhl dalsi zptsob odhadovéani ortogondlniho modelu s vyuzitim
M-odhadn, ktery je robustni proti poruseni predpokladu normalniho rozdéleni.
Podle empirickych zjisténi maji modely odhadnuté touto metodou lepsi predik-
tivni schopnosti naptiklad v pripadech, kdy skute¢né rozdéleni méa tézké chvosty
nebo je asymetrické.
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3.2.2 Odhad zobecnéného ortogonalniho modelu

K odhadovani zobecnéného ortogondlniho modelu se pouziva dvoukrokovy po-
stup navrzeny v ¢lanku Van der Weide| (2002). V prvnim kroku vyuzijeme roz-
kladu transformacni matice Z na sou¢in matic

Z = WA'/?Ug,

ktery jsme uvedli jiz v kapitole [2.2.2] Pfipomernme, Ze nepodminénd variancni
matice {y;} je rovna H = ZZ" a matice A je diagonalni matice s vlastnimi ¢éisly
této nepodminéné variancni matice a W' je matice s prislusnymi ortonormalnimi
vlastnimi vektory. K odhadu matic W a A je tedy mozné pouzit nepodminénou
informaci ve formé vybérové varianéni matice H. Vyhoda tohoto postupu je sni-
zeni poc¢tu parametri nutnych pro odhad matice Z, které by bylo tfeba odhadovat
pomoci metody maximalni vérohodnosti.

Druhym krokem je odhad zbyvajicich parametri pomoci metody maximéalni
vérohodnosti. Vektor neznamych parametri @ nyni obsahuje parametry nutné
k urceni matice Uy a parametry jednorozmérnych GARCH modelt pro pod-
minéné rozptyly jednotlivych komponent f;. V tomto kroku vyuzivame faktu,
ze soucin matic ZZ" = WAWT lze vyjadrit bez matice Uy, ktera se odhaduje
az ve druhém kroku. Pro lepsi zndzornéni nezavislosti této matice na vektoru
neznamych parametri @ budeme nize znazornovat tuto matici symbolem ZyZ{.

V modelu mame predpoklad y; | F;_1 ~ Ny(0,H;). Logaritmickou vérohod-
nost pro tento model lze pak rozepsat nasledovné

TN a T —1
((0) = _711“ (2m) — = Zln H,| — ZYt H, 'y,
t=1
TN T 4 T rpT 7\—1
= ——In(2r) - 5 Zln]ZOVtZ |- th 72 (ZoV, Z8) " Zo 1,
= —TQNln (2m) — Zln\ZU Zy| — Zln]Vt ZfTV f,
TN T 1 2

Iy

t=11i=1

[\D\»—t
=

<
~ s

T N
QZZIH Vit)

t=1 i=1

= ——ln (2m) — 3 In WAWT| —

2
Pro pocateéni hodnoty matice V; volime jednotkovou matici. I pri stfedné vyso-
kych dimenzich ¢asové fady {y;} by nemélo dochazet k vypocetnim problémum
s maximalizaci této logaritmické vérohodnosti diky rozdéleni postupu odhadovani
do dvou krokii.

Velkou vyhodou metody pro odhadovani ortogonalniho modelu ovsem bylo roz-
déleni odhadt do dvou krokti, kde ve druhém kroku zbyvalo jiz pouze vypocitat
odhady jednorozmérnych GARCH procest pro podminéné rozptyly komponent.
V predstavené metodé u zobecneného ortogondlniho modelu ale ve druhém kroku
musime odhadovat také matici Uy. Boswijk a van der Weide (2006) tedy na-
vrhli novou metodu pro odhadovani zobecnéného ortogondlniho modelu, ve které
se matice Uy odhaduje samostatné ve druhém kroku a ve tretim kroku jiz zbyva
odhadnout pouze jednorozmérné GARCH modely, diky ¢emuz ziskame napriklad
vice robustni odhad matice Uy. Navic je tato metoda vice prakticka z hlediska
implementace a také miva mensi problémy s konvergenci ve velmi vysokych di-
menzich. Na druhou stranu, odhady jiz nejsou eficientni.
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Tato metoda autorti Boswijk a van der Weide| (2006)) je zalozena na metodé
nelinearnich nejmensich ¢tvercii a vyuziva autokorelacni strukturu s;s;, kde

0= ATPWTy,

jsou standardizovana a ortogonalizovana pozorovani y,; a navic diky vztahtim

(2.14), (2.16]) a ortogonalité matice W plati také
s;=AVPWTy, = ATVPWTZE, = ATVPWT WA U f, = U,

Pokud tedy vyuzijeme stejnych odhadti matic A a W jako u predchozi me-
tody a ve druhém kroku ziskdme konzistentni odhad matice Uy, miizeme z nich
slozit konzistentn{ odhad Z matice Z. Poté vyjadiime odhad f, = Z_lyt a ve tre-
tim kroku miizeme jiz pouze odhadnout parametry v; a o, 3;; jednorozmérnych
GARCH modeli pro {f,}.

Boswijk a Van der Weide (2011) nésledné uvedli dalsi t¥ikrokovou metodu
pro odhadovani zobecnéného ortogondlniho modelu. V prvnich dvou krocich se
opét odhaduje linearni transformace, ale tentokrat metoda nepouziva optimali-
zaci Newtonova typu, ale pouze vypocet vlastnich vektort a iterované maticové
rotace. Ani pii velmi vysokych dimenzich tedy nenastavaji problémy s konver-
genci. Ve tretim kroku opét odhadujeme jiz pouze parametry jednorozmérnych
GARCH modelu pro jednotlivé komponenty.

V této metodé pouzivaji autofi mirné odlisny postup pro odhad matice Z.
Misto singularniho rozkladu pouzivaji polarni rozklad

Z = SU, (3.3)

kde S je pozitivné definitni symetrickd matice a U je ortogondlni. Poté z ([2.15|)
plati

H = Var(y,) = ZZ" = SUU"S” = §2. (3.4)

Plat{ tedy S = H~'/2. Kdyz poté uvazujeme spektralni rozklad nepodminéné
varian¢ni matice H

H = PAP”,

kde P je ortogonalni a A diagonalni matice s vlastnimi ¢isly H na diagonale,

z (3.4) plyne
S = PA'/?P".

Opét tedy mtizeme ¢ast matice Z, matici S, identifikovat pouze pomoci nepod-
minéné informace z nepodminéné variancéni matice H. Matici U opét budeme
odhadovat z podminéné informace. V metodé se dale pouzivaji standardizované
hodnoty casové fady {y;} definované pomoci

St = H_l/2 Y.

Tento vztah opét muzeme rozepsat pomoci (2.14)) a (i3.3))
S = Si1 th = Si1 SUft = Uft
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Casova fada {s;} je tedy také GO-GARCH proces s ortogonélni transformaci
danou matici U. Poté definujeme

St = StSZ — IN a

Ft - ftftT — IN

a matici U identifikujeme pomoci autokorela¢nich matic téchto procest.

3.2.3 Odhad zobecnéného ortogonalniho faktorového mo-
delu

K odhadovani zobecnéného ortogondlniho faktorového modelu podle autort
Lanne a Saikkonen (2007)) pouzivime opét metodu maximalni vérohodnosti. Vy-
chazime z predpokladu

ye| Fio1 ~ Ny(0,H;), kde
H, =7X,7".

Podminéna hustota pro jedno pozorovani y; je tedy rovna

1
firr(ye) = (2m) 2 H| 2 exp {~ 3y H e e

H,| = |ZZ"||Z| = [C]* - v1 - ... - Umy  ze vztahil (2.24), a
yiH 'y, =y] (Z%,2") 'y, = y/B,V;'Bly, + y/B:Bjy,  z (219
=y;C"R/V,'R{C 'y, +y/CT"R,R;C 'y,
=y/C'" [RiV, 'R = RiR{| C 'y, + y/ C ' "IyCy,
—y'C'"R, [V;l - Im] RIC 'y, +yrC'"Cy,,

kde jsme vyuzili vztah B; = Z;'" = C™'"R;, i = 1, 2, plynouci z a rovnost
RlRlT + RQRQT = IN-

Vérohodnostni funkce tedy bude zaviset pouze na maticich C, R; a parame-
trech oy a B;; pro jednorozmérné vyjadreni podminénych rozptyli v;; pomoci
GARCH modelu. Navic si vsimnéme, ze matici C staci pouzit v invertované po-
dobé, definujeme tedy ® = C~!. Poté lze logaritmickou vérohodnostni funkci
podminénou na pocatecénich hodnotach vyjadrit ve tvaru

TN ) 1 I m
0(0) =— TIn (2m) —I—Zln|¢'| — 5 ZZlnvit

t=1 t=1i=1

1 & _ 1 &
—5 LYI¥R VI - L|R®y, - o Yo yietey.  (35)

t= t=
Pokud jesté ozna¢ime symbolem ry; i-ty sloupec matice Ry a § = (87,...,6%)",
kde &; = (1, ..., p, Bi1,- -, Big)", jako vektor vSech parametri pro jednoroz-
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mérné GARCH modely, lze (3.5) rozepsat do tvaru

TN a 1 &
t=1 t=1

1 T

m 1 T B
#3 (- S 5 Yo - DTy
=1 t=1

t=1

TN d 1 & n
= — 711’1 (27T) + Zln |@| - 5 ZyzéT@ Y + Zng(@7 Iy, 6%)
t=1 t=1

i=1

Tuto logaritmickou vérohodnostni funkci musime maximalizovat za podminek

" L 1=

R (7
protoze matice R, je ortogonalni. K maximalizovani vérohodnostni funkce se
pouzivaji numerické optimalizacni metody. Pro jejich spravnou konvergenci je
potieba zacinat s vhodnymi poc¢atecnimi hodnotami.

V nasledujici ¢asti se pro jednoduchost znaceni omezime na pripad, kdy jed-

notlivé komponenty jsou procesy typu GARCH(1,1), tedy pro jejich podminéné
rozptyly plati

Vit = (1 i 51') + o (bi Yt—1)2 + f; Vit—1, 1=1,...,m,

a tedy 8; = (ay, B;)" proi=1,...,m.
Jak jsme ukazali jiz v kapitole [2.2.3] matici C lze konzistentné odhadnout po-

T

moci vybérové nepodminéné variancéni matice H, = — Z y:y; - Z té pak ziskdame
t=1

konzistentni odhad matice ® napifklad jako matici ®, kterd spliiuje H, = 379,

Pro urceni pocatecnich hodnot matice R; a parametriu d; definujeme mnoziny

Al = {(1'11, 51) . I'flru = 1} a
Ai = {(I'h', 51) : I‘Lrli = 1,1'{2-]?13‘ = O, 1 S] S 7 — 1}, = 2,. .., m.

Mnozina A; predstavuje mnozinu moznych parametri ri; a &; takovych, ze vek-
tor r;; ma jednotkovou normu. Mnoziny A; jsou poté mnoziny moznych para-
metri ry; a d; takovych, aby kazdy z vektoru ry; mél také jednotkovou normu
a navic byl ortogondlni s predchazejicimi vektory ry;, j < 1.

Pocatecni hodnoty R a é; jsou poté fesenim m samostatnych maximaliza¢nich
uloh

(T11, 51) = argmax &-T(EIS, riy, 01) a
(I‘11,(51)€A1

(T14, SZ) = argmax lip(®, ry;, 8;) i=2,...,m, kde
(rli,éi)e&

A ={(ry, 6) : vl = Lrjry; =0,1<j<i—1}, 1=2,...,m.
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3.3 Odhady modela 3. kategorie

3.3.1 Odhad CCC modelu

CCC model odhadujeme podle Bollerslev| (1990) také metodou maximélni
vérohodnosti, kterda vychazi z predpokladu podminéné normality

Y | Fiq ~ NN(07 Ht)

a rozkladu podminéné variacni matice H; = D;RD;. Podminéna logaritmicka
vérohodnostni funkce je poté rovna

TN G
0(0) = —TIH (2m) — = Zln\Htl Zyt H, 'y,
TN 1L
=—— (2m) — = Zln |ID,RD,| — 3 > yiD;/'R'D; "y, (3.6)
t=1 t=1
TN 1 Z 1 1L B
= —7111 (2m) — 3 > In|Dyf* — 3 Zlan\ - §ZmTR 'n
t=1 t=1 t=1
TN 1 r N T 1L B
t=1 =1 t=1

kde m; = D; 'y, jsou standardizovani rezidua a podminéné rozptyly hiiz jsou
modelovany pomoci

h’“t_,%—i_zalkeztk—i_ZBl] Ti,t—7 221,7N

j=1
Tato logaritmicka vérohodnostni funkce je nelinearni v parametrech, k jeji ma-
ximalizaci se tedy pouzivaji iterativni metody. OvSsem vyhodou tvaru je
skutecnost, ze diky casové invariantni matici R je nutné jeji inverzni matici po-
¢itat pouze jednou misto pro kazdy cas t.

3.3.2 Odhad DCC modelu
Model DCC vychézi opét z predpokladu
ye| Fim1 ~ Ny (0, Hy)

a matice H; = D; R; Dy se od situace uvazované v CCC modelu lisi pouze v ma-
tici Ry, kterd jiz zavisi na casu t. Vyjdeme tedy z (3.6)) a rozepiSeme logaritmickou
vérohodnostni funkci pro DCC model:

TN

(6) =~ —-In(2r) - 5 ZlnyD R,D,| — Zyt D, 'R, 'D; "y,
t=1 t 1
TN 1 LY
==~ In(2m) -3 Zzln(hn‘,t)—§ ZlH’Rt| Z"t cme (38)
t=11i=1 t=1
TN 1 LK 1
=~ 5 (2m) = 5 > Y In(had) + 5 >y DDy
t=11i=1 t=1
1 a T T a T —1
=52 m— 5 In|Ry| - Z"t R, e, (3.9)
25 2 2
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kde opét 1, = D; 'y, jsou standardizovana rezidua. Jak uvadi [Engle (2002),
odhadovéani je mozné rozdélit do dvou krokti. Vektor parametrii @ rozdélime na A
a ¢ tak, aby prvky matice Dy, kterymi jsou podminéné rozptyly h; s, @ = 1,..., N,
zavisely pouze na parametrech ve vektoru A a ve vektoru ¢ byly parametry, které
se vyskytuji pouze v matici R;. Matice R; poté zavisi na parametrech v A i ¢.
Vérohodnostni funkci lze poté rozdélit na dvé casti

E(Av 90) = EV(A> + éC(Aa (p)v kde

TN 1 X 1L
gv()\) = — TIH (271') 5 ZZIH (hii,t) 5 Zy Dt Yt
t=1 =1 t=1
TN 1 T N 1 T 2
== 2 nen) - 2 3 In (hay) + fz Yot
2 2 t=11i=1 ’ 2 t=1 hu,t
1 & T
le(A\, @) =— §Zm M — 5 I [Ry| - Zm R; 'n;.
t=1

t 1

V prvnim kroku odhadovani maximalizujeme ¢y (X), kde odhadujeme pouze jed-
notlivé podminéné rozptyly h;., ¢ = 1,..., N, tato ¢ast logaritmické vérohod-
nostni funkce se tedy zabyva volatilitou. Ziskdme odhad parametri A

A = argmax £y ().

Tento odhad poté pouzijeme ve druhém kroku, kde odhad parametrii ¢ poc¢itdme
pomoci

@ = argmax (o(X, @),

Zde jiz odhadujeme pouze parametry tykajici se korela¢ni struktury.

3.3.3 Odhad VC-GARCH modelu

VC-GARCH model podle (Tse a Tsui (2002) méa stejné predpoklady jako DCC
model, 1isi se pouze v parametrizaci podminéné korelacni matice R;. Podminéna
vérohodnostni funkce zavisla na zvolenych pocatecnich hodnotach je tedy stejnd

jako v pripadé (3.8):

TN 1 &S 1TT—1—1—1
(@) = ———In (27) 522111 iit) Zln|Rt Z y;D;, R, "D, y;

2 t=11i=1 t 1

a lze pouzit také odhadovani pomoci dvoukrokové metody popsané v ¢asti[3.3.2]

3.4 Dalsi pristupy k odhadovani mnohorozmeér-
nych GARCH modelu

Jak jsme uvedli v predchézejicich castech, vétsina modeli je odhadovana
pomoci metody maximalni vérohodnosti s predpokladem normalniho rozdéleni.
V pripadé, ze tento predpoklad neni splnény, ziskdme odhady metodou kvazi-
maximalni vérohodnosti, které jsou také konzistentni a asymptoticky normalni.
Nékteri autori prichazeji s dalsimi metodami odhadi mnohorozmérnych GARCH
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modeltu. Naptiklad Hafner a Rombouts (2007) predstavuji semiparametricky od-
had. V tomto pripadé predpokladaji pouze zakladni predpoklad jako v , kde
podminéna varianéni matice H; zavisi na koneéném poc¢tu parametrii, ale neome-
zuji se na konkrétni parametrizaci matice. Pro &; nepredpokladaji zadné specifické
rozdéleni. K jeho odhadu se poté pouziva jadrovy odhad hustoty. Vyhodou to-
hoto pristupu jsou vice eficientni odhady nez pti pouziti metody kvazi-maximalni
vérohodnosti v pripadé, kdy predpoklad normalniho rozdéleni neni splnén. Navic
tuto metodu lze pouzit i pri vysokych dimenzich zkoumané c¢asové rady.
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4. Diagnostické testy

V této kapitole predstavime nékteré z testil, které se pouzivaji pro kontrolu
modelll a ovérovani platnosti predpokladii.

4.1 Testy zalozené na reziduich

Pripomenme, ze v jednotlivych testech uvazujeme pro t = 1,...,7T situaci
Yt = Mt + €,
1/2
€ = Ht/ £t7

kde vSechny symboly jsou definované jako doposud. Ziskané odhady budeme zna-
¢it symboly f1, pro odhad u,, € pro e; a H; pro H,.

4.1.1 Ling-Li test

Ling a Li (1997) uvedli test zaloZeny na autokorelaci rezidui, ktery testuje plat-
nost modelu z hlediska heteroskedasticity. Za nulové hypotézy standardizovana
rezidua modelu nemaji zaddnou dodatecnou ARCH strukturu. Vyhodou tohoto
testu je robustnost vi¢i podminénému rozdéleni inovacni slozky e;, které nemusi
splnovat normalitu. Autori definuji vybérovy l-zpozdény soucet ¢tvercovych au-
tokorelaci vypoctenych rezidui jako

d AT 2y L A P2 St N

T t=Il+1

R = = — ; l=1,...,M,
3 (étT ) N)

t=1

kde M byva voleno jako M = p + q + 1 pti pouziti GARCH modelua tfadu p a q.

A

Jednotlivé statistiky poté slozime do vektoru R = (f%l, ey RM)T. Poté [Ling a
Li (1997)) dokéazali, ze za podminek regularity a platnosti modelu plati

VTR 2 Ny(0,Q),

kde Q je matice typu M x M, pro kterou je v ¢lanku [Ling a Li (1997) uveden
vzorec. Poté plati

QM)=TR Q'R S 2,

pokud model plati. Po ziskdn{ konzistentnfho odhadu € pro matici Q lze tedy

statistiku Q(M) = TR'Q 'R pouzit jako néstroj pro kontrolu modelu.
Bauwens a kol.| (2006) uvedli druhou variantu Ling-Li testu, jehoz testova

M
<2
statistika LL(M) = TZ R, mé& za platnosti nulové hypotézy asymptoticky x3,

=1
rozdéleni. Nulovou hypotézu na hladiné « € (0,1) tedy zamitdme, pokud

LL(M) > x3,(1 - ),

kde x3,;(1 — @) je (1 — a)-kvantil x3, rozdéleni.
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4.1.2 Mnohorozmérny Ljung-Box test

Mnohorozmérna verze Ljung-Box testu byla predstavena v ¢lanku |[Hosking
(1980). V této praci pouzijeme formulaci podle Tsay (2010)). Ljung-Box test
testuje, zda jsou jednotlivé prvky N-rozmérné casové tady vzajemné korelo-
vané nebo autokorelované. Test aplikujeme na vypoctend standardizovana rezidua

. A1 A . = 7
2, =D, & kde D, = diag (\/E)?M)

Predpokladejme, ze méme N-rozmérnou, slabé stacionarni ¢asovou fadu {z;}
se stfedni hodnotou .. Poté pro ni definujeme jeji vzajemnou kovarianéni matici
se zpozdénim [ > 0 pomoci

T = [[y()] = E [(z — pe) (21 — )],

kde napriklad prvek I';;({) tvori kovariance mezi Cleny z;; a z; ;. Specidlné
pro | = 0 je matice I'y bézna kovariancéni matice procesu {z;}. Poté oznac¢ime

D = diag (\/FH(O), L \/FNN(O)>

matici se smérodatnymi odchylkami {z,;} na diagondle a miuzeme definovat vza-
jemnou korela¢ni matici se zpozdénim [ jako

o = [0i;(D)] = D 'I'D™!', kde
0i;(1) cov (2,1, 2j,1-1)

N \/var(zL t)\/var(zj,t,l) .

Opét specidlné pro | = 0 je matice gy rovna bézné korelacni matici procesu {z;}.
Pro pozorované ¢i odhadnuté hodnoty procesu {z;}, t = 1,...,T poté definu-
jeme vybérovou vzajemnou kovariancéni matici se zpozdénim [

P _
Fl = T Z (Zt — Z) (Zt—l — Z)T,
t=l+1
T
kde z = —Z Z; je vektor vybérovych praméri, a déle definujeme vybérovou
t=1

vzajemnou korela¢ni matici se zpozdénim [

kde D = diag (\/fu(O), ey \/fNN(O)> je matice s vybérovymi smérodatnymi

odchylkami na diagonale.
Ljung-Box test poté testuje

Hy:00=...=0y=0 proti
Hy:p0;#0 pronéjakéie {1,...,M}.

Testova statistika je rovna

2 M ]_ AT A—1A ~A—1
HM(M) =T%3 ——tr (rl I, 0T, )
=1+
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a za platnosti Hy a podminek regularity
HM (M) = Xnzar
Nulovou hypotézu Hy na hladiné a € (0,1) tedy zamitame, pokud
HM(M) > X (1 - ),
kde X3z, (1 — @) je (1 — a)-kvantil x3,, rozdéleni.

Dalsim moznym testem je Box-Pierce test, jehoz mnohorozmérnou verzi uvadi
napf. Tse a Tsuil (1999).

4.2 Testy predpokladu konstantnich korelaci

Pro ovérovani predpokladu konstantnich korelaci, ktery je zdkladem CCC mo-
delu, navrhl [Tse| (2000) test zalozeny Raové skérovém testu. V testu predpokla-
dame rozsiteny model, kde pro jednotlivé podminéné korelace plati

Oijt = 0ij + 0ijYit—1Yj—1 1<i<j<N

a tyto podminéné korelace poté ovliviiuji podminéné kovariance nasledujicim zpii-

sobem
hije = 0ij.0\) Piser/ jjie 1<i<jy<N.
Tento test testuje nulovou hypotézu

Hy:6,;=0 pro vSechna 1 <i < j < N proti
Hy:6;; #0 pro néjaké 1 <i < j < N.

Pro definici testové statistiky je tfeba spocitat logaritmickou vérohodnostni
funkci rozsiteného modelu:

* TN 1 & 1 T—1p-11-1
€(0>:_ 5 ln(2ﬂ)—§Zln|DthDt|—§Zyt D, R, D,y
t=1 t=1
TN 1 LY

1 Z 1
= — TIn (2m) — 3 Zzln(hii,t) 5 Zln IRq| — 5277? R, ',
t=1 t=1

t=11i=1

kde m; = D; 'y, jsou standardizovand rezidua a 6* je vektor nezndmych parame-

trit ptivodniho modelu s dodatecnymi parametry 01, ...,0n_1 n. Déle oznacime
ol
Ur(0%) =— (67
r(67) = 55 (6%
o —10U, (0%)
Ir(07) =7 5

Poté definujeme testovou statistiku

LMC = ;U:? (67) 37" (67) Ur (67),
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kde 0* je odhad 6* za platnosti Hy. Poté za platnosti Hy a béznych podminek
regularity
D

Nulovou hypotézu Hy na hladiné « € (0,1) tedy zamitame, pokud
LMC > Xyn_1y2(1 - a),

kde xRn_1y/2(1 — @) je (1 — a)-kvantil x3;x_;)/ rozdéleni. V tom piipadé je
predpoklad konstantnich podminénych korelaci nevyhovujici a méli bychom pre-
jit k modelu, ktery umoznuje casové proménné podminéné korelace, naptiklad
k modelu DCC' ¢i VOC-GARCH.

Engle a Sheppard (2001)) navrhli dalsi test predpokladu konstantnich korelact,
ktery vyuziva vektorové autoregrese. Tento test testuje

Hy:R, =R  proviechnat=1,...,T proti

H; : vec(Ry) = vec(R) + Sivec(Ry—1) + ... + Bpvec(Ry—p) pro néjaké t.

Nejprve je zapotiebi odhadnout jednorozmérné GARCH modely pro zkoumané
casové fady a vypoditat standardizovand rezidua D; 'r,. Poté se pro tato stan-
dardizovana rezidua odhadne korelaéni matice R a matice R/’ tak, aby R =
R'’R"?. Touto matici R znovu spolecné standardizujeme standardizovand
rezidua jednorozmérnych GARCH modelt, kterd poté za platnosti nulové hypo-

tézy jsou nezavislé, stejné rozdélené, s jednotkovou varianéni matici. Tato rezidua
. =—1/2~— .
jsou rovna R / D; 'r,. Definujeme

Y, = vec [(Rl/thlrt) (ﬁfl/QD;lrt)T — IN}
a na téchto vektorech provedeme vektorovou autoregresi
Yi=a+5Y 1 +...+8Y s+
Za platnosti Hy by vsechny tyto parametry Enély byt nulové. Pokud oznac¢ime X

matici vSech regresoru véetné konstanty a & odhad regresnich parametri, poté
testova statistika 0X”X0” /0 mé za platnosti Hy asymptoticky rozdéleni x2, ;.

36



5. Aplikace na realné casové rady

V této kapitole aplikujeme predstavené modely na realné hodnoty casovych
rad. Nejprve odhadneme jednorozmérné GARCH modely a nasledné je porovname
s modely typu BEKK, zobecnénym ortogondlnim modelem, CCC a DCC.

Pro aplikaci jsme zvolili tii ¢asové Tady - akciové indexy S&P 500 a Russell
2000 a akcie ropy. Pro ¢asové rady jsme uvazovali denni uzaviraci ceny z casového
obdobi od pocatku roku 2012 do konce roku 2019, tedy pozorovani z 8 let. Celkovy
pocet pozorovani je roven 1992, jelikoz ne vsechny dny jsou obchodnimi. Snahou
bylo zahrnout i pozorovani z roku 2020, ale z diivodu koronavirové krize nastavaly
v jednotlivych casovych tadach velmi velké propady a nékteré modely nebyly
schopny na tyto extrémni zmény reagovat a nebylo mozné je odhadnout, naptiklad
z divodu singularni varianéni matice.

Pro analyzu dat a odhady jednotlivych modelt jsme pouzivali statisticky soft-
ware R (R Core Team, 2020) a dodatecné balicky rugarch (Ghalanos, 2020))
pro jednorozmérné modely, mgarchBEKK (Schmidbauer a kol., 2016 pro mo-
del typu BEKK, gogarch (Pfaff, 2012) pro zobecnény ortogondlni model, ccgarch
(Nakatani, |2014)) pro model typu CCC' a rmgarch (Ghalanos, 2019) pro model
typu DCC.

5.1 Vynosové miry - teoretické shrnuti

Pro aplikaci modeli na dostupna data jsme museli uzaviraci ceny akciovych
indextt S&P 500 a Russell 2000 a akcii ropy prevést na vynosové miry. V této
¢asti predstavime shrnuti téchto vypocti. Vychazime z Tsay| (2010)).

Oznac¢me symbolem P; cenu aktiva v ¢ase t. Poté jednoduchd vynosovd mira
v case t je dana vztahem
B b — P

= — ]_ =
Py Py

Ry

Touto vynosovou mirou méfime zisk za jedno casové obdobi. Muzeme definovat
také k-krokovou vynosovou miru

_B—-PF

U

kterd meéii zisk za k prechézejicich obdobi (kde k& € N). Nékdy se také uvazuje
logaritmickd vynosovd mira, ktera je dana vztahem

by

re=In(1+ Ry) = lnPt_1

=Pt — Pt—1,

kde p; = InP,; je logaritmicka cena aktiva v case t.
V této praci budeme pro data pouzivat jednoduché vynosové miry.

5.2 Popis dat z uzaviracich cen akcii

Jak jsme jiz uvedli, pro aplikaci modeli jsme vybrali tfi casové rady, které
uvadime pod zkratkami, které jsou pro né pouzivany na akciovych trzich:
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Vyvoj cen akcii
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Obréazek 5.1: Vyvoj dennich uzaviracich cen jednotlivych akcii v letech 2012 —
2019.

e GSPC — akciovy index S&P 500, ktery obsahuje akcie 500 nejvétsich spo-
le¢nosti obchodovanych na burzach v USA,

e RUT — akciovy index Russell 2000, ktery naopak obsahuje akcie 2000 ma-
Iych americkych spolec¢nosti,

o (L — akcie ropy.

Veskera uvazovana data jsou dostupna z Yahoo Finance| (2020). Na vyvoj hod-
not téchto akcii v case se miizeme podivat na obrazku Mizeme si vS§imnout,
ze akciové indexy GSPC a RUT nabyvaly v daném obdobi nejnizsich hodnot jiz
na pocatku roku 2012, kdy se trh jesté zotavoval z velké krize z roku 2008. Od té
doby byly ceny akciovych indexti ovSem na vzestupu. Dalsi snizeni cen nastalo
na pocatku roku 2016, kdy nastalo zpomaleni ¢inské ekonomiky, coz ovlivnilo
i vyznamné svétové burzy. Naopak akcie ropy mély nejvétsi cenu na pocatku
uvazovaného obdobi a jejich cena prudce klesla v roce 2015 z divodu prebytku
ropy na trhu. Na pocatku roku 2016 jejich cena opét klesla jako u uvazovanych
akciovych indext. Dalsi spolecny pokles nastal na konci roku 2018. Miizeme si
vsimnout, zZe akciové indexy GSPC a RUT se vyvijely velmi podobné v celém uva-
zovaném obdobi. Akcie ropy mély v prvni poloviné ¢asového tiseku spiSe opacny
vyvoj, ale po roce 2016 se vyvijely také podobné jako akciové indexy. Z toho
vyplyva, ze pouziti mnohorozmérnych modeli oproti samostatnému odhadovani
jednotlivych ¢asovych fad by mohlo vést k lepsim vysledktim, jelikoz dané c¢asové
rfady mohou byt vzajemné korelované.
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Vyvoj dennich vynosovych mér
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Obréazek 5.2: Vyvoj dennich vynosovych mér jednotlivych akcii v letech 2012 —
2019.

primeér median | smérod. odchylka | minimum | maximum

GSPC | 0,000497 | 0,000574 0,008017 -0,040979 | 0,039033
RUT | 0,000452 | 0,000874 0,010261 -0,044036 | 0,037543
CL | -0,000044 | 0,000582 0,020686 -0,086710 | 0,146764

Tabulka 5.1: Zékladni charakteristiky vynosovych mér uvazovanych akcii.

5.3 Analyza vynosovych mér

Pro pouziti dat v ramci GARCH modelu jsme prevedli hodnoty dennich uza-
viracich cen na jednoduché vynosové miry. Na jejich pribéh se muzeme podivat
na obrazku [5.2] Vsimnéme si, Ze hodnoty jsou rozprosteny kolem 0, coz odpo-
vida tomu, ze sttedni hodnota vynosovych mér nabyva hodnot blizkych 0 a ¢asto
je statisticky nevyznamna. Diky tomu budeme pii odhadovani jednotlivych mo-
delti predpokladat nulovou stfedni hodnotu, jinak by v pripadé mnohorozmérnych
modelt bylo treba pouzit dalsich metod pro odhadovani mnohorozmérné stredni
hodnoty. V této praci ovsem klademe diiraz na modelovani volatility casovych
fad. Déle si mizeme vsimnout shlukovani volatility, coz je casty jev u financ-
nich ¢asovych rad, a také vetsi volatility v pripadé poklesu cen akcii, znamé jako
pakovy efekt.

Shrnuti zdkladnich charakteristik uvazovanych vynosovych mér nalezneme
v tabulce 5.1 Primér i medidn vynosovych mér jsou velmi blizké 0, coz je v sou-
ladu s tvrzenim, Ze stredni hodnota byva casto statisticky nevyznamnd, a podle
smérodatné odchylky usuzujeme, Ze nejvice se méni vynosy akcii ropy (CL), ¢ehoz
si lze vSimnout i na obrézku [5.2] zatimco nejméné volatilni jsou vynosy akciového
indexu S&P 500 (GSPC).

V tabulce 5.2] se mizeme podivat na vybérovou korela¢ni matici tii uvazova-
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GSPC RUT CL

GSPC | 1,000000 | 0,871241 | 0,308571

RUT | 0,871241 | 1,000000 | 0,293571
CL | 0,308571 | 0,293571 | 1,000000

Tabulka 5.2: Vybérova korela¢ni matice vynosovych mér uvazovanych akeii.

8 aq B

GSPC | 4,761904 -107° | 1,673900 -10~* | 7,617167 -10~!
RUT | 7,515494 -107% | 9,252999 -10=2 | 8,375647 -10~*
CL 3,158812 -107% | 6,995937 -10~2 | 9,250053 -10~!

Tabulka 5.3: Odhadnuté koeficienty jednorozmérnych GARCH modelt pro uva-
zované casové rady v obdobi 2012-2019.

nych vynosovych mér. Akciové indexy S&P 500 (GSPC) a Russell 2000 (RUT)
maji vysoky vybérovy korelacni koeficient zhruba 0,87. Naproti tomu vynosova
mira akcii ropy s nimi vykazuje nizsi korelaci s hodnotami okolo 0,30. Hodnoty
vzajemnych podminénych korelaci poté budeme zkoumat jesté v ramci mnoho-
rozmérnych modelt, s jejichz pomoci je lze také odhadnout.

5.4 Odhady jednorozmérnych modelt

Nejprve jsme vSechny tii uvazované ¢asové fady vynosovych mér odhadli po-
moci jednorozmérnych GARCH modelu predstavenych v ¢ésti[I.2]s predpokladem
nulové stredni hodnoty. Odhadovali jsme modely typu GARCH(1,1), které zachyti
dostatecnou ¢ast podminéné volatility. K odhadnuti modeli jsme pouzili funkci
ugarchfit z balicku rugarch (Ghalanos, 2020). Na odhadnuté koeficienty jednotli-
vych modelt se mizeme podivat v tabulce [5.3] VSechny tyto modely byly velmi
rychle odhadnuté, jejich odhad trval méné nez vterinu.

Na obréazku [5.3| si mtizeme prohlédnout odhadnuté podminéné rozptyly jed-
notlivych casovych rad. VSimame si, ze vyvoj téchto odhadi u prvnich dvou fad
GSPC a RUT je velmi podobny. Pokud porovname tyto odhady s volatilitou c¢a-
sovych Tad na obrazku [5.2) mtzeme Fici, ze odhady dobie popisuji skutecnost,
jelikoz odhadnuté podminéné rozptyly jsou velké v obdobich, kdy casové tady
byly hodné volatilni. Stejné tak odhady nepodminénych smérodatnych odchy-
lek, které najdeme v tabulce [5.4) velmi dobfe odpovidaji vybérovym odchylkdam
v tabulce [B.1

Na odhadnuté modely jsme pouzili nékolik diagnostickych testt, jejichz vy-
sledky muzeme vidét v tabulce [5.5. Nejprve jsme pouzili Ljung-Box test pro tes-

Odhad o
GSPC | 0,008196
RUT | 0,010369
CL | 0,025047

Tabulka 5.4: Odhady nepodminénych smérodatnych odchylek o na zédkladé jed-
norozmérnych GARCH modelu pro ¢asové rady v ¢asovém obdobi 2015-2019.
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Obrézek 5.3: Odhadnuté podminéné rozptyly v jednorozmérnych GARCH mode-
lech pro casové rfady dennich vymnost v obdobi 2012-2019.

tovani, zda jsou standardizovand rezidua autokorelovana. Nulovou hypotézu ne-
korelovanosti jsme na hladiné o = 0,05 nezamitli ve vSech pripadech pouzitych
zpozdéni, v pripadé casovych fad GSPC a RUT s pomoci vysokych p-hodnot,
v pripadé casové fady CL jiz pouze s nizkymi p-hodnotami pouze lehce vyssimi
nez je dana hranice. Mtizeme tedy Tici, ze modely i s predpokladem nulové stredni
hodnoty nevykazuji problémy s autokorelovanosti rezidui.

Pro testovani odhadnuté podminéné volatility jsme pouzili ARCH-LM test,
ktery testuje, zda standardizovand rezidua nemaji dodatecnou, modelem nevy-
svetlenou ARCH strukturu. Nulovou hypotézu zadné ARCH struktury pro stan-
dardizovana rezidua opét podle vyslednych p-hodnot na hladiné a = 0,05 ne-
zamitame. Pomoci jednorozmérnych GARCH modelt jsme tedy dobfe vysvétlili

Véazeny Ljung-Box test Vézeny ARCH-LM test
zpozdéni | test. stat. | p-hodnota | zpozdéni | test. stat. | p-hodnota

1 0,93 0,3351 3 0,02 0,8987

GSPC 2 1,02 0,4932 5 1,03 0,7228
5 2,53 0,4993 7 2,33 0,6468

1 1,32 0,2506 3 0,41 0,5233

RUT 2 1,32 0,4046 5 1,40 0,6197
5 2,46 0,5141 7 2,18 0,6796

1 2,91 0,0880 3 0,34 0,5608

CL 2 4,47 0,0565 5 1,40 0,6190
5 5,99 0,0902 7 1,69 0,7816

Tabulka 5.5: Vysledky diagnostickych testt pro jednorozmérné GARCH modely.
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Histogramy reziudi jednorozmérnych modeld
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Obréazek 5.4: Histogramy vypoctenych rezidui jednorozmérnych modeli pro ca-
sové fady dennich vynosi v obdobi 2012-2019.

podminénou volatilitu danych casovych rad.

Pro testovani predpokladu normality rezidui jsme pouzili Jarque-Bera test,
s jehoz pomoci ovsem nulovou hypotézu normality rezidui zamitame pro vsechny
casové fady na hladiné a = 0,05, jelikoz vysledné p-hodnoty byly fakticky rovny 0.
Ovsem toto poruseni neni natolik zavazné, jelikoz odhady jsou konzistentni i bez
splnéni predpokladu normality. Na obrazku [5.4] si mtizeme prohlédnout histo-
gramy vypoctenych rezidui téchto modelt. Vidime, Ze jejich rozdéleni jsou mirné
zesikmend a vyskytuji se zde odlehlé hodnoty.

5.5 Odhady mnohorozmeérnych modeli

V této ¢asti jsme uvazované casové rady odhadli pomoci vybranych mno-
horozmérnych GARCH modelti, konkrétné pomoci modelat BEKK, zobecnéného
ortogondlniho modelu, CCC a DCC modelu. Pro zjednoduseni jsme ve vsSech
modelech opét predpokladali nulovou stiedni hodnotu. Odhadovali jsme modely
s Ttady p =1 a ¢ = 1, jelikoz vyssi fady nejsou napriklad pro CCC model imple-
mentovany. Pro lepsi porovnatelnost mnohorozmérnych modeli tedy odhadujeme
vsechny modely se stejnymi rady.

5.5.1 BEKK model

Jako prvni jsme odhadli model BEKK(1,1) s obecnosti K = 1 pomoci funkce
BEKK 7z balicku mgarchBEKK (Schmidbauer a kol., 2016). Model jsme zkou-
seli odhadnout s vice moznostmi pocatecnich hodnot parametri a jako vysledny
model jsme zvolili model s nejnizsi hodnotou Akaikeho informac¢niho kritéria.
Odhadnuté parametry vysledného modelu najdeme v tabulce [5.60 Odhadnuté
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Co

0,007267825 0,008580523  0,004037740

0,000000000 0,004929639 0,001153951

0,000000000 0,000000000  0.002776869
A},

0,67387317  0,44884937 0,5259524

-0,22937024 -0,06551464 -0,4999294

0,02662947  0,05405530 0,4352710
Bi,

-0,001052368
-0,004068888
0,031608672

0,012256661
0,008449946
0,029620423

0,031634721
-0,009121757
0,869712086

Tabulka 5.6: Odhadnuté parametry BEKK modelu pro ¢asové fady v obdobi
2012-2019.

Ljung-Box test Box-Pierce test
zpozdéni | test. stat. | p-hodnota | test. stat. | p-hodnota
1 10,57 0,3061 10,56 0,3073
2 19,57 0,3574 19,54 0,3594
3 29,32 0,3458 29,26 0,3485
4 40,18 0,2901 40,09 0,2935
5 56,07 0,1246 55,93 0,1274
10 92,43 0,4095 92,10 0,4187
15 139,81 0,3707 139,13 0,3863
20 197,50 0,1765 196,23 0,1933
25 239,58 0,2406 237,79 0,2666
30 289,95 0,1931 287,40 0,2231

Tabulka 5.7: Vysledky diagnostickych testi pro BEKK model.

podminéné rozptyly pro jednotlivé fady budeme porovnavat az s ostatnimi mno-
horozmérnymi modely v dalsi ¢asti.

Pro testovani autokorelace rezidui jsme pouzili mnohorozmérny Ljung-Box
test, jehoz vysledky lze najit v tabulce 5.7} Na hladiné oo = 0,05 pfesvéd¢ivé ne-
zamitame nekorelovanost rezidui pro vSechna testovana zpozdéni. V tabulce
muzeme najit také vysledky Box-Pierce testu, se kterym nulovou hypotézu neko-
relovanosti rezidui na hladiné e = 0,05 také nezamitame. Déle jsme testovali plat-
nost modelu z hlediska odhadnuté kovarian¢ni struktury pomoci Ling-Li testu,
ktery jsme sami naprogramovali. Bohuzel nulovou hypotézu zadné dodatecné
ARCH struktury na hladiné @ = 0,05 zamitame s témér nulovou p-hodnotou.
Tento model tedy nebyl schopen plné vysvétlit kovarianéni strukturu casovych
fad. Pro lepsi vysledky bychom mohli prejit k modelu s vyssimi rady.

5.5.2 Zobecnény ortogonalni model

V dalsi éasti jsme odhadli zobecnény ortogondlni model GO-GARCH(1,1) po-
moci funkce gogarch z balicku gogarch (Pfaff; 2012). K odhadu zobecnéného orto-
gondlniho modelu je mozné pouzit nékolik metod - metoda maximalni vérohod-
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Metoda | Log. vérohodnost | Cas odhadu
ICA -263787929 0,41 sec
ML -118908235 25,05 sec
MM -113549716 0,35 sec
NLS -123732925 7,30 sec

Tabulka 5.8: Hodnota logaritmické vérohodnostni funkce a doba odhadu v zavis-
losti na pouzité metodé odhadu zobecnéného ortogonalniho modelu pro casové
rady v letech 2012-2019.

nosti (ML), metody s vyuzitim nelinedrnich nejmensich ¢tverc (NLS), metody
momentu (MM) a metody FastICA (ICA) (analyza nezavislych komponent), které
se lisi zptisobem vypoctu komponent a transformacni matice. Provedli jsme od-
had modelu s pouzitim vsech dostupnych metod. Poté jsme pro kazdy model
spocetli hodnotu logaritmické vérohodnostni funkce. Tyto hodnoty mtzeme najit
v tabulce 5.8 Nejvyssi hodnotu nabyva model odhadnuty metodou MM. Naopak
nejnizsi hodnotu nabyva model odhadnuty metodou ICA, ktera je pritom vychozi
metodou.

Zajimavé je také porovnéni z hlediska ¢asové naroc¢nosti modelu. Doby odhadu
v zavislosti na pouzité metodé najdeme také v tabulce [5.8 Nejrychlejsimi meto-
dami jsou metody ICA a MM, s jejichz pouzitim odhad trval méné nez vterinu.
Naopak s pouzitim metody ML odhad trval 25 vtefin, coz je znatelné prodlou-
zeni doby odhadu. V pripadé aplikovani modelu na casové fady s vyssi dimenzi
by rozdil mohl byt mnohem vétsi, a tedy by bylo mozné vybirat metodu odhadu
i podle ¢asové narocnosti.

Na obrézcich [5.5] a si muZzeme prohlédnout rozdily v odhadnutych
podminénych rozptylech pro jednotlivé casové rady. Odhady s pouzitim metody
ICA jsou mnohem vice volatilni nez pri pouziti jinych metod. Nejvice se odhady
lisi u ¢asovych fad GSPC a RUT. Mizeme si v§imnout, ze u casové fady GSPC
model s metodou NLS na rozdil od ostatnich metod viibec neodhalil zvysenou
podminénou volatilitu okolo roku 2016. Je tedy velmi dilezité vybirat odhadovaci
metodu peclive.

Odhadnuté parametry vysledného modelu s pouzitim metody MM vcetné
transformacni matice Z najdeme v tabulce 5.9 Odhadnuté podminéné rozptyly
pro jednotlivé fady budeme zkoumat v dalsi ¢asti spolecné s ostatnimi mnoho-
rozmérnymi modely.

Z Y Qg B
0,003852  0,004239 0,005629 | 0,041304 0,125148 0,834629
0,001722  0,008841 0,004929 | 0,056488 0,062069 0,881817
-0,011510 -0,000294 0,017179 | 0,025815 0,099314 0,877217

Tabulka 5.9: Odhadnuté parametry GO-GARCH modelu s pouzitim metody MM
pro casovou radu v obdobi 2012-2019.

44



Odhady podminé&nych rozpylu GSPC v GO-GARCH modelu
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Obréazek 5.5: Odhad podminénych rozptylt casové rady GSPC v obdobi 2012-
2019 v zavislosti na pouzité metodé odhadu.

Odhady podminénych rozpyld RUT v GO-GARCH modelu
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Obrézek 5.6: Odhad podminénych rozptylt ¢asové fady RUT v obdobi 2012-2019
v zavislosti na pouzité metodé odhadu.
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Odhady podminénych rozpyli CL v GO-GARCH modelu
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Obrézek 5.7: Odhad podminénych rozptyli ¢asové fady CL v obdobi 2012-2019
v zavislosti na pouzité metodé odhadu.

I v tomto pripadé jsme pro testovani autokorelace rezidui pouzili mnohoroz-
mérny Ljung-Box test, jehoz vysledky lze najit v tabulce [5.10, Také nyni na hla-
diné a = 0,05 presvédc¢ive nezamitdme nulovou hypotézu nekorelovanosti rezidui.
Déle jsme pouzili Box-Pierce test, se kterym nulovou hypotézu nekorelovanosti
rezidui taktéz nezamitame. Platnost modelu z hlediska odhadnuté kovarianéni
struktury jsme opét testovali pomoci Ling-Li testu. I v tomto pripadé vsak nulo-
vou hypotézu zadné dodatecné ARCH struktury na hladiné o = 0,05 zamitdme
s témeér nulovou p-hodnotou.

Ljung-Box test Box-Pierce test
zpozdéni | test. stat. | p-hodnota | test. stat. | p-hodnota
1 8,27 0,5067 8,26 0,5080
2 15,74 0,6107 15,71 0,6126
3 26,38 0,4974 26,33 0,5003
4 38,97 0,3375 38,88 0,3413
5 52,95 0,1942 52,81 0,1979
10 88,89 0,5133 88,57 0,5229
15 130,05 0,6041 129,42 0,6194
20 184,96 0,3844 183,76 0,4083
25 229,45 0,4052 227,71 0,4370
30 280,20 0,3219 277,70 0,3606

Tabulka 5.10: Vysledky diagnostickych testt pro vysledny GO-GARCH model.
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R Y o B
1,000000 0,886367 0,336503 | 5,214708 -10° | 0,112139 | 0,061622
0,886367 1,000000 0,320796 | 1,047866 -10~% | 0,011730 | 0,096103
0,336503 0,320796 1,000000 | 4,275802 -10~7 | 0,061622 | 0,943931

Tabulka 5.11: Odhady parametrii CCC modelu pro ¢asové rady v obdobi 2012—
2019.

5.5.3 CCC model

Déle jsme odhadli model CCC(1,1) pomoci funkce eccc.estimation z balicku
cegarch (Nakatani, 2014). V této funkei se vzdy musi volit poc¢atec¢ni hodnoty pa-
rametri. Zkouseli jsme ruzné sady vychozich parametri a nakonec jsme vybrali
model s nejvyssi dosazenou logaritmickou vérohodnosti. V tomto modelu jsme
jako pocatecni matici R zvolili vybérovou korela¢ni matici ¢asovych fad, pro po-
¢ateéni hodnoty parametri 7; jsme volili odpovidajici parametry z odhadnutého
jednorozmérného modelu, pro parametry «; ¢isla 0,1 a pro parametry f3; ¢isla
0,5. Bohuzel se ale vysledky modelu casto velmi lisily v zavislosti na zvolenych
pocatecnich hodnotach. Pro co nejlepsi vybér modelu je tedy nutné vyzkouset
velmi rozmanitou sadu pocatec¢nich hodnot.

Na odhadnuté parametry modelu véetné podminéné korela¢ni matice R se mui-
zeme podivat v tabulce Odhadnuté podminéné rozptyly téchto casovych rad
budeme opét zkoumat v dalsi ¢asti spolecné s ostatnimi mnohorozmérnymi mo-
dely.

K otestovani predpokladu konstantnich podminénych korelaci jsme pouzili
test podle |[Engle a Sheppard (2001), jehoz testova statistika je rovna 9,31 a s p-
hodnotou rovnou 0,0095 tedy na hladiné a = 0,05 zamitame nulovou hypotézu
konstantnich podminénych korelaci. Model CCC tedy klade prilis restriktivni
predpoklad a méli bychom dat prednost jinym modeltim, které tento predpoklad
nepozaduji.

Déle jsme pro testovani autokorelace rezidui pouzili mnohorozmérny Ljung-
Box test a také Box-Pierce test, jejichz vysledky lze najit v tabulce [5.12] Na hla-
diné a = 0,05 opét presvédéive nezamitame nulovou hypotézu nekorelovanosti
rezidui pro vSechna uvazovand zpozdéni. Dale jsme pouzili Ling-Li test pro testo-
vani odhadnuté kovarianéni struktury. Nulovou hypotézu zadné dodatecné ARCH
struktury na hladiné a = 0,05 zamitame s témér nulovou p-hodnotou.

5.5.4 DCC model

Jako posledni model jsme odhadli DCC(1,1) model funkei decfit z balicku
rmgarch (Ghalanos|, 2019). Odhadnuté parametry modelu najdeme v tabulce|5.13]
I u tohoto modelu jsme pro testovani autokorelace rezidui pouzili mnohorozmeérny
Ljung-Box test, jehoz vysledky lze najit v tabulce [5.14] spolu s vysledky Box-
Pierce testu. I zde na hladiné o« = 0,05 presvédéive nezamitame nulovou hypotézu
nekorelovanosti rezidui pro vsechna uvazovana zpozdéni. Pro testovani platnosti
modelu z hlediska odhadnuté kovarianéni struktury jsme pouzili také Ling-Li test,
se kterym nulovou hypotézu zadné dodatecné ARCH struktury na hladiné o =
0,05 zamitame s p-hodnotou 0,0127. Mohli bychom tedy zkusit prejit k vyssim
radim modelu.

47



Ljung-Box test Box-Pierce test
zpozdéni | test. stat. | p-hodnota | test. stat. | p-hodnota
1 10,36 0,3223 10,34 0,3235
2 22,41 0,2143 22,38 0,2159
3 33,66 0,1762 33,59 0,1782
4 44,73 0,1508 44,63 0,1533
5 56,52 0,1164 56,38 0,1190
10 94,67 0,3476 94,34 0,3564
15 150,22 0,1752 149,47 0,1864
20 201,03 0,1351 199,76 0,1490
25 245,15 0,1700 243,34 0,1913
30 285,22 0,2510 282,80 0,2841

Tabulka 5.12: Vysledky diagnostickych testti pro vysledny CCC model.

v aq 51 DCC o7 DCC 4
0,000005 0,167390 0,761717 | 0,035519 0,918204
0,000008 0,092530 0,837565 - —
0,000003 0,069959 0,925005 - -

Tabulka 5.13: Odhadnuté parametry DCC modelu pro uvazované casové rady
v obdobi 2012-2019.

5.6 Porovnani modelu

V této casti porovname vysledky uvazovanych modelt pro jednotlivé ¢asové
rady. Odhady podminénych rozptylt jednotlivych akciovych indexi ¢i akeii v riiz-
nych modelech jsou vykresleny na obrazcich 5.8 [5.9/a[5.10] Vysledky jednotlivych
modeltl jsou velmi rozdilné. Mizeme si v§imnout, ze model CCC podminéné roz-
ptyly oproti jinym modeliim velmi podhodnocuje. Srovnatelné vysledky ma pouze
nich podminénych korelaci, jehoz platnost jsme zamitli pomoci diagnostického
testu, a ktery tvori omezeni pii odhadu podminéné varianéni matice H;. Pokud
porovname vysledky s DCC modelem, ktery tento predpoklad uvolnuje, vidime,

Ljung-Box test Box-Pierce test
zpozdéni | test. stat. | p-hodnota | test. stat. | p-hodnota
1 10,33 0,3247 10,31 0,3259
2 19,20 0,3795 19,17 0,3815
3 29,46 0,3388 29,40 0,3416
4 38,60 0,3531 38,51 0,3567
5 49,39 0,3022 49,26 0,3065
10 89,23 0,5030 88,91 0,5125
15 143,06 0,3010 142,33 0,3161
20 192,34 0,2512 191,11 0,2713
25 233,15 0,3406 231,41 0,3704
30 273,13 0,4354 270,79 0,4751

Tabulka 5.14: Vysledky diagnostickych testt pro odhadnuty DCC model.
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Odhady podminénych rozpyli - GSPC
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Obrézek 5.8: Odhadnuté podminéné rozptyly casové fady dennich vynosi GSPC
v letech 2012-2019 pomoci mnohorozmérnych GARCH modeli.

ze vysledné odhady se vzdjemné velmi lisi (kromé fady CL). Vysledky odhadnu-
tého CCC modelu byly také velmi nestabilni z hlediska zvolenych pocatecnich
hodnot parametri. Model ma tedy problémy s konvergenci do lokalnich maxim
logaritmické vérohodnostni funkce. Pro ziskani lepsich vysledki by bylo mozné
zkusit odhadovat model na velmi velké mnoziné pocatecnich parametri a vy-
sledny model vybrat pomoci zvoleného kritéria.

Vysledky modelu GO-GARCH jsou podobné vysledkim modelid DCC a jed-
norozmeérnych modelt, ale to plati diky vhodné zvolené metodé odhadu. Jak jsme
jiz ukazali diive, vysledky GO-GARCH modelu se pro jednotlivé metody mohou
velmi lisit, jelikoz zavisi na zvolenych komponentach, jejichz linearni transfor-
maci se vyjadiuji modelované ¢asové fady. A pravé vypocet téchto komponent se
lisi pro jednotlivé metody odhadu. Jako vysledny GO-GARCH model jsme zvo-
lili ten, ktery mél nejvyssi hodnotu dosazené logaritmické vérohodnosti (model
s metodou MM).

Naproti tomu vysledky DCC modeli se témér nelisi od vysledkt jednoroz-
mérnych modelta. Je to dano zptisobem odhadu modelu, kde podminéné rozptyly
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Odhady podminénych rozpylt - RUT
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Obrézek 5.9: Odhadnuté podminéné rozptyly ¢asové fady dennich vynosi RUT
v letech 2012-2019 pomoci mnohorozmérnych GARCH modeli.

jednotlivych casovych fad jsou modelovany pomoci jednorozmérnych GARCH
modelil a vyslednd podminénda variancni matice H; zavisi na téchto podminénych
rozptylech a podminéné korela¢ni matici Ry, kterd je také modelovana v case.

Vysledné odhady pomoci BEKK modelu jsou velmi podobné vysledkim DCC
modelu a jednorozmérnych modelt, ale v nékterych pripadech podminénou vo-
latilitu oproti nim nadhodnocuji. Model BEKK ma také vétsi pocet parametr,
coz muze zpusobovat vétsi kolisani odhadnutych podminénych rozptyli.

Déle jsme zkoumali odhady podminénych korelaci mezi jednotlivymi caso-
vymi fadami v zavislosti na pouzitém modelu. Tyto odhady jsou znazornény
na obrazku [5.11] Zatimco model CCC pfedpokldda konstantni podminéné ko-
relace, u ostatnich modeli se méni v ¢ase. U modelu BEKK jsou tyto odhady
podminénych korelaci velmi volatilni, zatimco u modeli DCC a GO-GARCH se
kromé obcasnych vykyvi v ¢ase vyvijeji plynuleji.

Posledni porovnani modelt je z hlediska dob odhadu jednotlivych modeli.
Doby odhadu nasich modelt najdeme v tabulce [5.15] Nejdéle trval odhad mo-
delu BEKK (39 vterin), coz jsme ocekavali kvuli vysokému poctu parametru.
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Odhady podminénych rozpyld - CL
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Obréazek 5.10: Odhadnuté podminéné rozptyly casové rfady dennich vynosi CL
v letech 2012-2019 pomoci mnohorozmérnych GARCH modeli.

V nasem trojrozmérném pripadé nejsou rozdily tolik znatelné, ale s vysSimi di-
menzemi rozdily nartstaji. Pro ¢tyfrozmérné rady uz odhad takového modelu
trva pres 10 minut a v pripadé péti uvazovanych casovych fad jiz model neni
mozné na bhézné vypocetni technice odhadnout v rozumném case.

Modely CCC a DCC byly odhadnuty za dobu zhruba 2 vterin, jejich odhad je
tedy velmi rychly. Navic s nartistajici dimenzi pocet jejich parametrii nenartista
neprimérené rychle, a je tedy mozné je pouzivat i ve vyssich dimenzich.

Odhad zobecnéného ortogonalniho modelu s metodou MM trval méné nez piil
vteriny a byl tedy nejrychlejsi. Jak jsme ale ukazovali jiz v predchozi ¢asti, doba
odhadu tohoto modelu zavisi na zvolené metodé odhadu.

V nami studovaném pripadé tii ¢asovych rad dennich vynosovych mér GSPC,
RUT a CL v letech 2012 — 2019 se jako nejlepsi volba z uvazovanych mnohoroz-
mérnych GARCH modeli jevi model DCC, jak z hlediska odhadi podminénych
rozptylil jednotlivych fad, podminénych korelaci mezi nimi a stabilnich vysledk,
tak z hlediska vypocetni naroc¢nosti modelu. Model GO-GARCH by mohl davat
také dobré vysledky, ale je nutné davat pozor na pouzitou metodu odhadu.
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Odhady pedminénych korelaci
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Obrézek 5.11: Odhady podminénych korelaci ¢asovych fad dennich vynosa v le-
tech 2012-2019 v jednotlivych mnohorozmérnych GARCH modelech s pouzitim
metody MM u GO-GARCH modelu.

Model Cas
BEKK 38,7409 sec
GO-GARCH (MM) | 0,3478 sec
CcCC 2,2616 sec
DCC 1,9449 sec

Tabulka 5.15: Doba odhadu vybranych tiirozmérnych GARCH modelt pro ¢asové
rady v letech 2012-2019.
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Z.aver

V této préaci jsme se zabyvali mnohorozmérnymi modely podminéného roz-
ptylu ARCH a GARCH. Nejprve jsme shrnuli zékladni poznatky pro modelovani
podminéného rozptylu casovych fad v jednorozmérném pripadé. Nésledné jsme
uvedli ruzné pristupy k rozsireni modeli GARCH do vice dimenzi a v kazdé ka-
tegorii jsme predstavili nékolik modeli. Tyto modely se snazi co nejlépe tesit
problémy s velkym nartstem poctu parametri pti prechodu do vyssich dimenzi
a také s podminkou pozitivni definitnosti pro variancni matice.

Ve treti kapitole jsme se zabyvali metodami odhadu predstavenych modeli,
které byly casto zalozeny na metodé maximalni vérohodnosti. Pro nékteré modely
ovsem autori navrhli vice metod odhadu, mezi kterymi je mozné volit. Jmenujme
naptiklad metodu zalozenou na metodé nelinedrnich nejmensich ¢tvercii.

Ve ctvrté kapitole jsme predstavili nékteré testy, které se pouzivaji pro kont-
rolu modelu a ovérovani platnosti predpokladi. Pro kontrolu modelu z hlediska
heteroskedasticity jsme uvedli dvé varianty Ling-Li testu, z nichz jednu jsme na-
programovali ve statistickém softwaru R. Pro kontrolu predpokladu neautokorelo-
vanosti rezidui jsme uvedli mnohorozmérny Ljung-Box test. Speciadlné pro pouziti
CCC modelu existuji testy predpokladu konstantnich korelaci. V nasi praci jsme
predstavili dva z nich.

V paté kapitole jsme provedli aplikaci nékterych z predstavenych modela
na realné data tii casovych rad uzaviracich cen akcii. Tato data jsme prevedli
na vynosové miry a nejdiive jsme na né aplikovali jednorozmérné GARCH mo-
dely. Nésledné jsme pro vSechny tfi casové rady zaroven provedli odhad modela
BEKK, zobecnéného ortogonalniho modelu, modelid CCC a DCC. U zobecnéného
ortogonalniho modelu jsme provedli srovnani nékolik dostupnych metod odhadi
a jako finalni jsme vybrali model s nejvyssi dosazenou logaritmickou vérohodnosti.
U ostatnich modelt jsme modely odhadovali s riznymi pocatecnimi hodnotami
parametri a vysledné modely vybirali podle obdobnych kritérii. Modely jsme ve-
rifikovali pomoci testlt predstavenych ve ¢tvrté kapitole. Platnost predpokladu
neautokorelovanosti rezidui jsme nezamitli, ale zjistili jsme, ze modely nedosta-
tecné popisuji celkovou kovarianéni strukturu. ReSenfm by mohl byt napiiklad
prechod k vyssim fadim modelu, ktery ale u nékterych modeltt mize znamenat
zhorSeni vypocetni naro¢nosti modelu. Pro model CCC jsme ovérovali platnost
predpokladu konstantnich podminénych korelaci, ktery jsme zamitli.

Nésledné jsme porovnali odhady podminénych rozptyla pro jednotlivé casové
rady ziskané pomoci riznych modelt a také odhady podminénych korelaci mezi
nimi. Jako nejlepsi model se jevi model DCC, ktery dava dobré a stabilni vysledky,
neni nutné u néj davat pozor na pouzitou metodu odhadu a navic ma dobrou
vypocetni naroc¢nost.

Soucasti prace je také elektronicka priloha R skripti s pouzitym kdédem pro
aplikaci modelll na redlna data a dodateénych naprogramovanych funkei.
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