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AbstraktNázev práe: Demonstrae základníh vlastností ¹íøení vln na dateh umìlýhdru¾iAutor: Zuzana HorováKatedra: Katedra didaktiky fyzikyVedouí diplomové práe: do. RNDr. Ondøej Santolík, Dr.E-mail vedouího: ondrej.santolik�m�.uni.zAbstrakt: Práe vysvìtluje vlastnosti mehanikýh a pøedev¹ím elektromagneti-kýh vln na støedo¹kolské úrovni (bez pou¾ití difereniálního a integrálníhopoètu). Text zaèíná mehanikým kmitáním, kde jsou mimo jiné zavedeny inejjednodu¹¹í fyzikální velièiny jako je perioda a frekvene. Pokraèuje meha-nikým vlnìním, elektromagnetikými vlnami ve vakuu a v hmotném prostøedí(izotropním i anizotropním). Text poté de�nuje plazma a popisuje ¹íøením elek-tromagnetikýh vln plazmatem a plazmatikým prostøedím s vnìj¹ím magne-tikým polem. Závìreèná kapitola se vìnuje nìkterým nízkofrekvenèním jevùmze zemské atmosféry doplnìné o namìøená data ze Zemì i dru¾i.Klíèová slova: elektromagnetiká vlna, grupová ryhlost, plazma, hvizdy, auro-rální sykotAbstratTitle: Demonstration of basi properties of wave propagation using data of sienti�spaeraftAuthor: Zuzana HorováDepartment: Department of Physis EduationSupervisor: do. RNDr. Ondøej Santolík, Dr.Supervisor's e-mail address: ondrej.santolik�m�.uni.zAbstrat: This thesis explains mehanial and mainly eletromagneti waves at theseondary shool level (without using the di�erential and integral alulus).The text desribes mehanial osillations starting by explanation of very basiphysial quantities, as period or frequeny. Mehanial waves and eletromag-neti waves in vauum and homogeneous medium (both isotropi and anisot-ropi) are disussed. The text then de�nes plasma and desribes propagationof eletromagneti waves both in plasma and plasma environment with mag-neti �eld. As examples of these priniples low-frequeny phenomena in theEarth's atmosphere are desribed and measured data from the ground-basedexperiments and from Earth-orbiting spaeraft are shown.Keywords: eletromagneti waves, group veloity, plasma, whistlers, auroral hissv



ÚvodText je pøedev¹ím urèen studentùm vy¹¹íh roèníkù gymnázií, kteøí mají o fyzikuzájem. Pøesto si myslím, ¾e jej mohou vyu¾ít v¹ihni studenti.První tøi kapitoly mají ètenáøùm urovnat a navzájem propojit pøedstavy o rùz-nýh typeh vln. Studenti, kteøí základním vlastnostem rozumí, tyto kapitoly pro-jdou velmi ryhle, zastaví se asi a¾ u polarizae.Ètvrtá èást o ¹íøení elektromagnetikýh vln v hmotném prostøedí je obsáhlá apomìrnì obtí¾ná { zavádí se pojmy jako grupová ryhlost, anizotropní prostøedí èivlnový vektor. Studenti se zde setkají s derivaí, také s funkí dvou promìnnýh ajejími pariálními derivaemi. Myslím, ¾e toto nastínìní slo¾itìj¹í matematiky jimv budouím studiu mù¾e pomoi.Následuje kapitola s atraktivním názvem Plazma, kterou zaènou èíst asi v¹ihni,kterým se text dostane do rukou. V ¹esté èásti je velmi podrobnì popsané hovánínabitýh èásti v magnetikém poli. Vektorový souèin objevujíí se v Lorentzovì sílejsem pøíli¹ nevysvìtlovala (na støedo¹kolskou matematiku u¾ prostor nezbyl).Sedmá èást vyu¾ívá poznatky ze v¹eh pøedházejííh kapitol. Popisuje ¹íøeníelektromagnetikýh vln v plazmatikém prostøedí s vnìj¹ím magnetikým polem.Kapitola spìje k vytvoøení jednoduhého CMA-diagramu pro studené plazma s ne-hybnými ionty. CMA-diagram jsem se sna¾ila pøedlo¾it jako skládaèku.Ve velmi krátké osmé kapitole se ètenáøi dovìdí, ¾e na¹e planeta kolem sebevytváøí magnetiké pole a ¾e ionosféra tvoøí plynulý pøedìl mezi neutrální Zemí aplazmatikým prostøedím okolního vesmíru.Závìreèná èást je vìnována pøedev¹ím hvizdùm. Je vysvìtlen jejih vznik a na da-teh získanýh ze Zemì a z dru¾ie Interkosmos jsou ukázány rùzné typy. Zámìrnì jezde také zaøazen þbì¾ný" záznam z dru¾ie Magion, aby bylo jasné, ¾e dru¾ie mìøív¹e a nejen to, o heme. Na nìkolika dal¹íh grafeh je rozebrán tøietiminutovýzáznam hvizdového módu získaný dru¾ií Freja. V úplném závìru textu je popsánaurorální sykot. Namìøená data jsou z dru¾ie Polar.Ètení textu nepøedpokládá znalost støedo¹kolské fyziky, v textu jsou zavedenyi základní pojmy (napø. perioda nebo pravotoèivost soustavy souøadni).MetodikaPøi psaní práe jsem se dr¾ela my¹lenky: Co lze odvodit, odvodit pomalu a sro-zumitelnì, a o odvodit nelze, tak ani nenaznaèovat. Úpravy vzorù jsou velmipodrobné, aby si ètenáøi nemuseli sami ni ovìøovat. Domnívám se, ¾e náznakyodvození, na které studenti je¹tì nemají matematiký aparát, mohou od ètení textuzbyteènì odradit. V pøípadeh þz nebe spadlýh pravd" jsem se sna¾ila alespoò1



o intuitivní objasnìní.Text je psaný bez formálního u¾ití difereniálního a integrálního poètu. Ov¹em,bez velièiny grupové ryhlosti de�nované pomoí derivae by se text o elektromagne-tikýh vlnáh neobe¹el, a tak je derivae zavedena gra�ky jako sklon grafu. Ètenáøise také okrajovì setkají s funkemi dvou promìnnýh a jejih pariálními derivaemiv souvislosti s vektorem grupové ryhlosti.Pou¾itá literaturaElektromagnetiké vlny ve studeném plazmatu jsem studovala z prvníh kapitol [1℄a také vybranýh èástí z [2℄. S hvizdy mi pomohla disertaèní práe F. Jiøíèka [3℄.Franti¹ek Jiøíèek také vyhledal vhodné záznamy z dru¾ie Interkosmos 5 a Magion 5,které jsou v prái pou¾ity. Ostatní grafy namìøenýh dat jsem získala z èlánkù O.Santolíka ([4℄ a [5℄) a z [6℄. Pro úplný závìr textu jsem vyu¾ila [7℄.Vedle zmínìnýh odbornýh pramenù jsem pou¾ila støedo¹kolskou uèebnii [8℄ ataké [9℄.ObrázkyDiplomovou prái jsem napsala v programu LATEX. V¹ehny obrázky, které jsemvytvoøila, jsem napsala v programu METAPOST, pøesnìji v pøídavném balíèku mfpipro LATEX. Mfpi vytvoøí zdrojový kód pro METAPOST a ten vraí obrázek, kterýlze vlo¾it do LATEXovského dokumentu. Zdrojové kódy ètyø vybranýh obrázkù jsouuvedeny v Dodatku.Práe také obsahuje grafy dat namìøenýh na Zemi a na dru¾iíh Freja, Polar,Interkosmos a Magion. Obrázek 20 je pøevzatý z [9℄.Pøi psaní práe jsem èasto vyu¾ívala [10℄ a pøi tvorbì obrázkù [11℄.
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V¹ehno zaèalo hvízdáním v telefonuU¾ v první svìtové vále pøi odposlouhávání nepøátelskýh hovorù byly v tele-fonu sly¹et podivné hvízdavé zvuky, které byly nìkdy tak intenzivní, ¾e naprostopøehlu¹ily hovor. Zvlá¹tní zvuky (pozdìji pojmenované hvizdy) studovali po váleBerkhausen a Ekersley, jejih prinip ale vysvìtlil a¾ L. R. O. Storey v roe 1953.Hvizdy vytváøí elektromagnetiké vlny nízkýh frekvení, které pro¹ly plazma-tikým prostøedím kolem Zemì. My si nejdøíve vysvìtlíme mehaniké kmity a vlny(jako jsou vlny na vodní hladinì). Od nih pøejdeme k vlnám elektromagnetikýmproházejííh vakuem i hmotným prostøedím (tøeba vzduhem nebo sklem). Pakpøijde na øadu plazma a krátká kapitola o hování nabitýh èásti v magnetikémpoli.V¹ehno vyu¾ijeme v sedmé èásti, kde se seznámíme s elektromagnetikými vl-nami ¹íøíími se kolem Zemì (plazmatikým prostøedím s magnetikým polem). V zá-vìreèné èásti si objasníme hvizdy a nìkteré dal¹í jevy týkajíí se elektromagnetikýhvln z okolí Zemì. Text v poslední èásti je doplnìný o data namìøená na Zemi a takédru¾iemi Freja, Polar a Interkosmos. Jeden graf je z èeské dru¾ie Magion.Jeliko¾ derivae ani integrály pou¾ívat nebudeme, nebude mo¾né si v¹ehny uve-dené závìry odvodit (pokusíme si je alespoò intuitivnì popsat).Zaèínáme s pru¾inkou a záva¾ím.
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1 Mehaniké kmityNa pru¾inu zavìsíme záva¾í, pru¾inu natáhneme a pustíme. Záva¾í zaène "létat" na-horu a dolù, nahoru a dolù. . . atd. Takový pohyb nazýváme mehaniké kmitání.1.1 Perioda a frekveneDoba, kterou trvá jeden kmit (z nejvy¹¹í polohy pøes nejni¾¹í a zpìt do nejvy¹¹í), senazývá perioda. Znaèí se T a její jednotka je sekunda (s). S periodou je svázanáfrekvene. Ta nám øíká, kolikrát záva¾í kmitne za jednu sekundu. Frekveni budemeznaèit f a její jednotkou je hertz, 1Hz = 1 s−1.Vztah mezi periodou a frekvení je velmi jednoduhý (známe-li jedno, snadnourèíme druhé)
f = 1

T
=⇒ T = 1

f
. (1)Kmitá-li tìleso na pru¾inì tak, ¾e za jednu sekundu stihne dva kmity, jeho frekveneje 2Hz. Z toho vyplývá, ¾e doba jednoho kmitu musí být 0,5 s. A naopak: trvá-liosilátoru jeden kmit 3 s, jeho perioda je 3 s, potom za jednu sekundu stihne pøesnìtøetinu kmitu a jeho frekvene je 13 Hz.1.2 Rovnie kmitáníVodorovná osa na obrázku 1 pøedstavuje tzv. rovnová¾nou hladinu, místo, kde byse tìleso naházelo, kdyby viselo na pru¾inì a bylo v klidu.

y

y = 0 y > 0 y < 0obr. 1: Rùzné okam¾ité výhylky

V ka¾dém okam¾iku kmitání má tìleso od osynìjakou vzdálenost, ta odpovídá okam¾ité vý-hyle. Je-li tìleso nad osou má kladnou okam¾itouvýhylku, je-li pod osou, jeho okam¾itá výhylka jezáporná.Mìníí se okam¾itou výhylku v prùbìhu kmi-tání popisuje následujíí rovnie
y = A sin(ωt). (2)Kdy¾ si zvolíme konkrétní èas, napø. t = 5 s, pomoírovnie (2) zjistíme, jak vysoko se záva¾í v tomtoèase nahází. Pro výpoèet výhylky y je ov¹em vedle èasu t nutné znát dal¹í dvìvelièiny A a ω, které v rovnii vystupují. Obì si vysvìtlíme v následujííh kapitoláh.
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1.3 AmplitudaVelièina A urèuje amplitudu, neboli maximální výhylku. Je-li sinus v rovnii (2)
yobr. 2: Okam¾itá výhylka jako na kru¾nii

roven jedné, je okam¾itá výhylka rovna vý-hyle maximální, y = A (tìleso je ve svémnejvy¹¹ím bodì), je-li sinus roven mínusjedné platí y = −A (záva¾í se nahází v nej-ni¾¹ím bodì) a je-li sinus roven nule, y = 0,osilátor prohází rovnová¾nou polohou, jena vodorovné ose. Funke sinus nabývá hod-not z intervalu 〈−1,+1〉, a tak pravá stranarovnie (2) padne do intervalu 〈−A,+A〉.1.4 Úhlová ryhlostZ rovnie (2) nám je¹tì zbývá objasnit ω. Pomù¾e nám rovnomìrný pohyb po kru¾-nii. Podíváme-li se na krou¾íí kulièku þz boku" (obr. 2), uvidíme pouze její
y

ϕ
R

obr. 3: Souøadnie y na kru¾nii

svislou souøadnii y (vý¹ku). Pohyb, který uvidíme,je stejný jako kmitání kulièky na pru¾inì { polomìrotáèení R je roven maximální výhyle kmitavého po-hybu A (R = A). Vztah pro y-ovou souøadnii pohybupo kru¾nii, a tedy i okam¾itou výhylku kmitù, jezøejmý z pravoúhlého trojúhelníka na obrázku 3
y

R
= sinϕ =⇒ y = R sinϕ. (3)Úhel ϕ nazýváme okam¾itá fáze. S pohybem kulièkypo kru¾nii se fáze ϕ zvìt¹uje. Okam¾itou fázi vyjád-øíme pomoí úhlové ryhlosti ω. Ta nám øíká, o jakvelký úhel se zmìní poloha kulièky • za jednu sekundu, neboli úhel, který kulièkaubìhne, dìlený pøíslu¹ným èasem (jednotka je rad· s−1). Pøi rovnomìrném pohybupo kru¾nii, je ω v èase konstantní (za ka¾dou sekundu ubìhne • stejnì dlouhýoblouk).

ϕ = ωt (4)Podobnì jako pro rovnomìrný pøímoèarý pohyb platí s = vt, tedy ¾e dráha, kteroubod ubìhne, je ryhlost násobená èasem, tak pro rovnomìrný pohyb po kru¾nii je
ϕ = ωt, ubìhnutý úhel se rovná úhlové ryhlosti násobené èasem.Dosadíme-li do rovnie (3) vztahy ϕ = ωt a R = A, vyjde nám rovnie kmitù {rovnie (2). 5



I kdy¾ se pøi kmitání ni neotáèí, pøesto se v jeho popisu úhlová ryhlost pou¾ívá -pro její pohopení si mù¾eme pøedstavit odpovídajíí pohyb po kru¾nii, kde polomìrje roven amplitudì.1.5 Vztah úhlové ryhlosti a frekveneVíme, ¾e jedné otoèe, tedy jednomu kmitu, odpovídá plný úhel 2π. A také víme, ¾ena jeden kmit je potøeba èas rovný jedné periodì. Pou¾ijeme rovnii (4) a mù¾emezapsat 2π = ω T. (5)Rovnii (5) pøepí¹eme na tvar
ω = 2π

T
. (6)A pomoí rovnie (1) také na tvar

ω = 2πf. (7)Známe-li libovolný ze tøí údajù (frekvene, perioda, úhlová ryhlost), jsme shopnizbylé dva urèit. Frekvene f a úhlová ryhlost ω jsou svázány pøímou úmìrou { kdy¾roste jedna, roste i druhá. Perioda je s f i ω nepøímo úmìrná. Úhlová ryhlost senìkdy nazývá úhlová frekvene.Na závìr kapitolyLze-li kmitání popsat rovnií (2) tzn. má-li sinusový prùbìh, nazveme ho harmo-nikým. Kmitajíí záva¾í je pak harmoniký osilátor.
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2 Mehaniké vlnyPøedstavme si nìkolik stejnýh pru¾inek (stejnì dlouhýh a þtuhýh"), na ka¾dou
obr. 4: Vznik postupné vlny

z nih zavìsíme záva¾í o jediné hmotnosti. Pru¾inkydáme do øady vedle sebe a ka¾dé záva¾í spojíme s jehosousedy provázkem. Rozkmitáme-li první záva¾í, díkyspojovaím provázkùm se postupnì rozkmitají v¹ehnazáva¾í. Vznikne postupná vlna (obr. 4). Kmitánív¹eh osilátorù je stejnì þryhlé" - mají stejnou frek-veni a tedy i úhlovou ryhlost.2.1 Fázová ryhlost vlnyNa obrázku 5 je postupná vlna, která se ¹íøí ve smìru ¹ipky. Zamìøíme se na první vr-holek vlny oznaèený hvìzdièkou a budeme ho sledovat. Bude þpøeskakovat"
obr. 5: Fázová ryhlost

z jednoho záva¾í na druhé smìrem doprava. Jev¾dy na takovém osilátoru, ke kterému se vl-nìní dostalo teprve pøed hvilkou a stihlo jen ètvr-tinu jednoho kmitu (z klidu do nejvy¹¹í polohy).To odpovídá fázi (úhlu) π2 . Kdybyhom sledovalitøeba zaèátek vlny oznaèený trojúhelníèkem, za-mìøili byhom se na fázi rovnou nule (takové os-ilátory jsou tìsnì pøed rozkmitáním). Hvìzdièei trojúhelníèku pøipadá jiná fáze, ale jejih ryhlosti jsou stejné. Spoleèná ryhlostv¹eh fází vlny, fázová ryhlost, se oznaèuje vf , její jednotka je m·s−1. (Dále sesetkáme je¹tì s grupovou ryhlostí vlny.) Kdybyhom sledovali druhé údolí vlnyoznaèené ètvereèkem, ¹lo by o fázi ϕ = 2π + 32π = 72π.a)
~vf

b)
~vf

obr. 6: Vlnoplohy a jejih ryhlost
Místa se stejnou stejnou fází nazývámevlnoplohy. Kámen vhozený do vody vyvolávlnìní, jeho¾ vlnoplohami jsou kru¾nie se støe-dem v místì dopadu. Kdy¾ vytøepáváte za dvarohy deku, na které jste sedìli v trávì, vlnoplo-hy jsou úseèky rovnobì¾né se spojnií va¹ihrukou. Na lanì má ka¾dý bod jinou fázi, a takje ka¾dý jednou vlnoplohou (ov¹em u takovéhovlnìní se termín nepou¾ívá).Vlnoplohy se prostorem ¹íøí fázovou ryh-lostí, která v¾dy smìøuje kolmo na jejih smìr.Kru¾nie na vodní hladinì kolmie nemají, nejdøíve je tøeba vytvoøit teèny (na ob-rázku 6b ¹edì) a a¾ k nim kolmie. 7



2.2 Vlnová délka
λobr. 7: Vlnová délka

Vrátíme se zpìt k záva¾ím na pru¾inkáh navzájem spojenýhprovázky. První záva¾í vykoná svùj první kmit za dobu jednéperiody. Za tuto dobu se kmitavý pohyb díky provázkùm roz-¹íøí a¾ k záva¾í, které je od prvního vzdálené jednu vlnovoudélku. Situai vidíme na obrázku 7. Vlnovou délku budemeznaèit øekým písmenem λ (lambda), její jednotka je metr (jdeo vzdálenost).Podobnì jako platí s = vt, tak pro vlnovou délku mù¾emepsát
λ = vf T, (8)kde vf je ryhlost ¹íøení vlny a T je perioda. Pou¾ijeme-li rovnii (1), pak mù¾emerovnii (8) pøepsat na tvar
λ = vf

f
. (9)

λ
λ

2λ
obr. 8: Dvojie osilátorù ve fázi

Na obrázku 8 je postupná vlna zahyená v jed-nom okam¾iku. Ka¾dé dva osilátory, které jsouod sebe vzdáleny o jednu vlnovou délku λ, nebo o libo-volný jiný násobek vlnové délky (2λ, 3λ . . . ), kmitajíspolu. Jejih okam¾ité výhylky jsou si v ka¾dém oka-m¾iku rovny. Øíkáme, ¾e takové dva osilátory kmitajíve fázi.Vlnovou délka de�nujeme jako vzdálenost dvou nejbli¾¹íh záva¾í (osilátorù),které kmitají ve fázi.2.3 Rovnie vlnìní
x = vf τobr. 9: Zpo¾dìní osilátoru

Na obrázku 9 je zdrojem vlnìní èervené kmitajíízáva¾í, jeho¾ vodorovnou souøadnii x polo¾íme rov-nou nule. Jeho kmity popí¹eme rovnií (2), kteroujsme si u¾ odvodili:
y = A sin(ωt)V¹ehna ostatní záva¾í kmitají se stejnou úhlovouryhlostí, ale ka¾dé zaèalo v jiném èase. Zamìøíme sena osilátor ve tvaru kryhlièky, který je od prvníhov øadì vzdálený o vzdálenost x. Dobu τ , kterou èeká, ne¾ se k nìmu vlnìní dostane,vyjádøíme

τ = x

vf

. (10)8



Oproti èervenému záva¾í kryhlièka zaène kmitat o dobu τ pozdìji, jeho rovnie je
y = A sin(ω(t − τ)) = A sin(ω(t − x

vf

)) =⇒ y = A sin(ωt − ω

vf

x). (11)Rovnie (11) popisuje pohyb osilátoru, jeho¾ rovnová¾ná poloha je od poèátkuvzdálená x. Chápeme-li nyní x jako parametr, pak rovnie (11) popisuje kmitánílibovolného osilátoru { kdy¾ za x dosadíme konkrétní vzdálenost, tøeba x = 12 m,vyjde nám rovnie kmitù záva¾í, které je od zdroje vlnìní vzdáleno 12 m . V rov-nii (11) jsou tedy "shované" kmity v¹eh osilátorù (vpravo od zdroje). Odvodilijsme rovnii vlny, která se ¹íøí po smìru osy x.Okam¾itá výhylka y (rovnie (11)) je funkí dvou promìnnýh, èasu t a vzdále-nosti od zdroje x. Chete-li y spoèítat, musíte urèit konkrétní osilátor (promìnná x)a také èas, který vás zajímá (promìnná t).Za�xujeme-li pouze x, napøíklad x = 2m, dostaneme rovnii kmitù osilátoru
x nebo t

yobr. 10: Fotka vlny nebo prù-bìh jednoho osilátoru v èase
vzdáleného dva metry od zdroje. Za�xujeme-li t, napøí-klad t = 5 s, dostaneme pøedpis vlny, kterou byhom vy-fotili v dobì pìt sekund po zaèátku.Z dùvodu, ¾e je rovnie vlnìní funkí èasu i prostoruzároveò, nelze elé vlnìní namalovat na papír. Nakreslíte-li sinusoidu jako je na obrázku 10, mù¾e popisovat dvìrùzné vìi. Zále¾í na velièinì, která je na vodorovné ose.Je-li zde promìnná x (prostorová souøadnie), potom sinusoida zahyuje vlnu v jed-nom konkrétním okam¾iku (fotogra�e vlny). Je-li na vodorovné ose èas, graf námukazuje èasový prùbìh kmitání pouze jednoho konkrétního osilátoru.Znaménko plus v argumentu funke sinus y = A sin(ωt+ ω

vf
x) by znamenalo, ¾ese vlna ¹íøí opaèným smìrem (doleva proti smìru osy x).Vlna, která se dá popsat funkí sinus, je vlna harmoniká.2.4 Vlnové èísloPomìr ω

vf
oznaèíme k a nazveme jej vlnové èíslo (jednotka je s−1m·s−1 = m−1). Rov-nie (11) pøejde v pou¾ívanìj¹í tvar rovnie vlny

y = A sin(ωt − kx). (12)Rovnie (12) tedy popisuje vlnìní, které se ¹íøí ve smìru osy x s úhlovou ryhlostí
ω a vlnovým èíslem k de�novaným

k = ω

vf

. (13)9



Uká¾eme si, o nám vlnové èíslo vlastnì øíká. Do rovnie (13) dosadíme rovnii (6)
ω = 2π

T
a také rovnii (8) vf = λ

T
. Dostaneme

k = 2π
T
λ
T

=⇒ k = 2π
λ

. (14)Zlomek 1
λ
udává, kolik vlnovýh délek se vejde do jednoho metru. Vlnové èíslo tedyurèuje, kolik vln se vejde do 2π metrù (pøibli¾nì tedy do 6, 28m).PøíkladRozebereme si vlnìní, které popisuje rovnie: y = 0, 2 sin(4πt − 4π3 x)m.Tuto rovnii porovnáme s rovnií postupného vlnìní: y = A sin(ωt − kx).

• V argumentu funke sinus je promìnná x a pøed ním je záporné znaménko.Vlna se ¹íøí ve smìru osy x. Výhylky jsou do osy y.
• Maximální výhylku vidíme hned: A = 0,2m = 20 m.
• Z rovnie snadno urèíme úhlovou ryhlost: ω=4π s−1.
• Vlnové èíslo je také snadné: k = 4π3 m−1. Do vzdálenosti 2π metrù se tedyvejde pøesnì 4π3 vln; do ka¾dého metru pak 23 vlny (23 = 4π32π ).
• Z de�nie vlnového èísla, urèíme fázovou ryhlost ¹íøení vlny:

k = ω
vf

⇒ vf = ω
k
. Èíselnì: vf = 4π4π3 m·s−1 ⇒ vf = 3m·s−1.Za ka¾dou sekundu se vlna roz¹íøí o tøi metry dál od zdroje vlnìní.

• Z rovnie (7) ω = 2πf , urèíme frekveni: 4π = 2πf ⇒ f =2Hz.Za jednu sekundu ka¾dý osilátor stihne dva kmity. Za ka¾dou sekundu sevlnìní roz¹íøí o dvì sinusové vlny dál.
• Z frekvene spoèítáme periodu (T = 1

f
): T = 12 s = 0,5 sJeden kmit trvá ka¾dému osilátoru pùl sekundy.

• Zbývá urèit vlnovou délku, pou¾ijeme tøeba rovnii (8) λ = vfT :
λ = 3·0,5m ⇒ λ = 1,5m.Jedna sinusová vlna je dlouhá 1,5m.V rovnii vlny jsou ukryty v¹ehny informae o daném vlnìní.
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2.5 Skládání mehanikého vlnìníHodíte-li kámen do rybníka, vznikne vlnìní, které se ¹íøí od místa dopadu kamene.Hodíte-li do rybníka kameny dva, tøeba metr a pùl od sebe s odstupem jednésekundy, dopad ka¾dého z nih je zdrojem vlnìní. To, o uvidíte jako výsledný obrazhladiny, vznikne prostým souètem obou vlnìní.Zamìøíme se na jedno konkrétní místo na hladinì v daném konkrétním èase.V tomto místì a èase je okam¾itá výhylka vlny vytvoøené prvním kamenem na-pøíklad +11 m. Vlnìní z druhého kamene vytvoøí ve stejném místì i èase výhylku
−7 m. Potom výsledek, který na rybníe uvidíme, je hladina ve vý¹e 4 m nad nu-lovou hladinou (klidnou hladinou). Jednotlivé výhylky jsme seèetli: 11+ (−7) = 4.V pøípadì, ¾e výhylka z prvního vlnìní bude−8 m a z druhého−14 m, ve výsledkuuvidíme v daném místì a èase hladinu 22 m pod klidnou hladinou.Dùle¾itá poznámka: V¹ehny vlny, kterými se budeme zabývat, budeme pova¾o-vat za harmoniké nebo za takové, ¾e se dají z harmonikýh vln slo¾it.2.6 Vlny pøíèné a podélnéPøíklad s pru¾inkami, záva¾ími a provázky je pøíkladem vlnìní pøíèného, kdy jed-notlivé osilátory kmitají kolmo na smìr ¹íøení vlny (obr. 4 nebo 5 { záva¾í sepohybují nahoru a dolù a vlna jde doprava). Dal¹ím pøíkladem pøíèného vlnìní jevlna na rybníe, vlna na provaze nebo na strunì u kytary.

obr. 11: Podélná vlna

Druhý typ vlnìní se nazývá podélné. Pøi ta-kovém vlnìní osilátory kmitají ve stejném smìru,kterým se ¹íøí sama vlna.Podélnou vlnou je napøíklad vlna zvuková,pøi které se støídavì zhu¹»uje a zøeïuje hmotnéprostøedí (napøíklad vzduh). První èást obrázku11 zobrazuje prostøedí, ve kterém se momentálnìzvuk ne¹íøí. Svislé èáry, které pøedstavují vrstvyvzduhu, mají stejné rozestupy { vzduh má v¹udestejnou hustotu.Dal¹í èásti odpovídají rùzným èasùm stejnéhoprostøedí s proházejíí podélnou zvukovou vlnou.Tøi vrstvy jsou barevnì zvýraznìny, abyhom vi-dìli, ¾e se jednotlivé vrstvy nikam nepøesouvají(ve vzduhu nefouká vítr). V¹ehny kmitají kolemsvýh rovnová¾nýh poloh (danýh nejvy¹¹ím ob-rázkem), vzájemnými nárazy vrstev se zvuk ¹íøídoprava { zhu¹tìná místa se prostorem pøesunují.11



3 Elektromagnetiké vlny ve vakuuOd mehanikýh vln s pru¾inkami a záva¾ími se nyní pøesuneme k vlnám elek-tromagnetikým. Setkáváme se s nimi na ka¾dém kroku { radiové vlny, mikrovlny,svìtlo nebo tøeba rentgenové záøení jsou pøíklady elektromagnetikýh vln.3.1 Popis elektromagnetikýh vlnPøi elektromagnetikém vlnìní se nehýbají ¾ádné èástie, nekmitají ¾ádné osilátory.To, o se "hýbe", pøesnìji zvìt¹uje a zmen¹uje, je elektriké a magnetiké pole.
z

y

x

~vf

~E

~Bobr. 12: Elektromagnetiká vlna v jediném okam¾iku
Na obrázku 12 vidíme elektro-magnetikou vlnu, která se ¹íøí va-kuem. Je slo¾ena z vlny elektrikéintenzity ~E (na obrázku kmitajiísvisle zobrazena rù¾ovì) a mag-netiké induke ~B (modøe, kmita-jíí vodorovnì). V elektromagne-tiké vlnì ve vakuu vektory ~E a ~Bkmitají ve fázi (kmitají þspolu")a oba tvoøí pøíèné vlnìní. Délky vektorù ~E a ~B srovnávat nemù¾eme. Elektrikouintenzitu mìøíme ve volteh na metr (V·m−1) a jednotkou magnetiké induke jetesla (T).V elektromagnetiké vlnì v ka¾dém okam¾iku (s výjimkou nulovýh bodù) vek-tory ~E, ~B a vektor fázové ryhlosti ~vf (v tomto poøadí) tvoøí pravotoèivou sou-stavu souøadni. Pøedstavme si hodinky ukazujíí pøesnì tøi hodiny. Malá ruèièkamíøíí ke tøetí hodinì pøedstavuje smìr prvního vektoru, velká ke dvanáte ukazujejako druhý vektor. Pokud tøetí vektor soustavy vystupuje z hodinek pøímo k nám,pak tyto tøi vektory tvoøí pravotoèivou soustavu souøadni. Kdy¾ tøetí vektor smì-øuje za hodinky, soustava je levotoèivá. Na urèení pravotoèivosti se èasto pou¾ívápravá ruka. Zahnuté prsty ukazují smìr od prvního vektoru k druhému a nata¾enýpale pak urèuje vektor tøetí.3.2 Støídavé elektriké a magnetiké poleElektriké pole vlny z obrázku 12 kmitá rovnobì¾nì s osou z a ¹íøí se ve smìru osy y.Amplitudu oznaèíme EA (elektriké pole pak nabývá hodnot v rozmezí 〈−EA, EA〉).Rovnie popisujíí kmitání elektriké intenzity na obrázku 12 je analogiká s rovniípro mehaniké vlny

Ez = EA sin(ωt− ky). (15)12



Slo¾ky elektriké intenzity do osy x a y jsou stále nulové (pole se mìní pouze nahorua dolù podél osy z). Vektor ~E mù¾eme zapsat
~E = (Ex, Ey, Ez) = (0, 0, EA sin(ωt − ky)). (16)Podobnì zapí¹eme vektor magnetiké induke. Vektor ~B kmitá podél x a ¹íøí sestejnì jako ~E, ve smìru y. Slo¾ku x vektoru magnetiké induke vyjádøíme

Bx = BA sin(ωt − ky). (17)
BA znaèí amplitudu magnetikého pole. Celý vektor ~B má tvar

~B = (Bx, By, Bz) = (BA sin(ωt− ky), 0, 0). (18)Pro délky vektorù ~E a ~B v elektromagnetiké vlnì platí vzájemný vztah
| ~E| = c| ~B|, (19)který si nebudeme odvozovat. Konstanta c je ryhlost svìtla (c=3·108m·s−1), kterouse budeme zabývat v pøí¹tí èásti. Rovnie (19) platí pro velikosti vektorù ~E a ~Bv libovolném okam¾iku, tedy i v momentì, kdy jsou oba vektory maximální
EA = cBA. (20)V nìkterýh obrázíh bude kvùli pøehlednosti elektromagnetiká vlna zakreslenabez své magnetiké slo¾ky, pouze pomoí elektrikého pole a smìru fázové ryhlosti

~vf . Chybìjíí magnetiká slo¾ka vlny se dá do takového obrázku jednoznaènì za-kreslit. Vektor ~B je kolmý na ~E i ~v a dohromady (v tomto poøadí ~E, ~B a ~v) tvoøípravotoèivou soustavu souøadnou.
x

y

z

~E

~vf

~E

~vf

~E

~vfobr. 13: Rovinná elektromagnetiká vlna

Ve vìt¹inì pøípadù budemeuva¾ovat rovinnou elektromag-netikou vlnu. Elektriké a mag-netiké pole rovinné vlny pùsobíve v¹eh bodeh prostoru, nejenna pøíme, jak je na obr. 12.Její vlnoplohy jsou navzájem rov-nobì¾né roviny, kolmé na smìrfázové ryhlosti vlny. V ka¾démmístì jedné vlnoplohy je elek-triká (i magnetiká) slo¾ka stejnìvelká. Na obrázku 13 je elektro-magnetiká rovinná vlna (zakreslená pouze pomoí elektriká slo¾ka). Zobrazenébarevné vlnoplohy jsou místa s maximální E (i B).13



3.3 Ryhlost elektromagnetikýh vlnKa¾dá elektromagnetiká vlna se ve vakuu ¹íøí ryhlostí, kterou oznaèujeme písme-nem c,
c = 299 792 458m·s−1 ≈ 3 · 108m·s−1. (21)Hodnota 3·108m·s−1 se od pøesné li¹í pouze o 0,07%.Této ryhlosti sie øíkáme ryhlost svìtla, ale ¹íøí se jí v¹ehny typy elektro-magnetikýh vln (radiové, mikrovlny, infraèervené. . . ). Pro libovolné vlnìní platírovnie (9) vf = λf . Pro elektromagnetiké vlnìní pak platí

c = λf. (22)Jeliko¾ c je konstanta, roste-li frekvene f , klesá vlnová délka ω a naopak. Známe-livlnovou délku elektromagnetiké vlny ve vakuu, pomoí rovnie (22) jednoznaènìurèíme její frekveni a naopak.3.4 Spektrum elektromagnetikýh vlnNejdùle¾itìj¹í dìlení elektromagnetikýh vln je podle vlnové délky (resp. frekvene).Nìkteré typy vln jsme uvedli u¾ na zaèátku této èásti. V¹ehny dohromady tvoøíspektrum elektromagnetikýh vln. Hranie mezi jednotlivými typy nejsou ostré {jeden volnì pøehází v druhý nebo se mohou i pøekrývat.Elektromagnetiké vlny s vlnovou délku øádovì od entimetrù a¾ po kilometrynazýváme radiové. Pro televizní vysílání se vyu¾ívají vlny o vlnové déle 0,1ma¾ 1m. Mobilní telefony vysílají a pøijímají elektromagnetiké vlny s vlnovou délkou33 m nebo 16 m. Jejih frekvene je 0,9 nebo 1,8GHz (elektriké i magnetiké polekmitne øádovì 109krát za 1 s).Vlnová délka v øádu desítek entimetrù a¾ milimetrù odpovídá mikrovlnám.Veèeøi v mikrovlne nám ohøívají vlny s vlnovou délkou pøibli¾nì 12 m. Bezdrátovépøipojení k internetu WiFi prauje na podobné frekveni 2,4GHz (λ .=13 m).
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obr. 14: Spektrum elektromagnetikýh vlnNa mikrovlny navazují infraèervené vlny s vlnovými délkami pøibli¾nì mezi1mm a 770 nm. Infraèervené vlny vyzaøují v¹ehna teplej¹í tìlesa. Èím je vìt¹í tep-lota tìlesa, tím je krat¹í vlnová délka vyzaøovanýh vln. Lidi nebo zvíøata mù¾ete14



vidìt infraèerveným dalekohledem i ve tmì, proto¾e z nih sálají vlny s jinou vlnovoudélkou ne¾ z jejih studeného okolí. Tìlesùm s teplotou pøibli¾nì 900K odpovídají u¾tak krátké vlnové délky, ¾e je doká¾e vnímat na¹e oko (na infraèervené vlny navazujeviditelné svìtlo), napøíklad kováø ková tak horké podkovy, ¾e svítí èervenì.Pro èlovìka je dùle¾itá velmi uzounká oblast vlnovýh délek od 390 nm do 770 nm,které pøipadají viditelnému svìtlu. Èervené barvì odpovídají nejdel¹í vlnové délky,které mù¾eme vidìt. O nìo krat¹í vlnovou délku má oran¾ové svìtlo, je¹tì krat¹í¾luté svìtlo, pak zelené a modré. Nejkrat¹í viditelné vlnové délky patøí �alové barvì.Lidské oko nejitlivìji reaguje na ¾lutozelenou barvu o vlnové déle kolem 550 nm.Témìø 2 miliony þ¾lutozelenýh vlnek" se vejdou do jednoho metru, elektriké polekmitne øádovì 1 000 000 000 000 000krát ka¾dou sekundu.Krat¹í vlnové délky (øádovì 100 nm=10−7m), které na¹e oko u¾ nevnímá, patøíultra�alovému záøení. Na ultra�alové vlny (angl. ultraviolet, zkr. UV) ze Slunereaguje na¹e kù¾e zhnìdnutím (nebo zèervenáním). Je¹tì krat¹í vlnové délky (10−8ma¾ 10−12m) odpovídají rentgenovým vlnám. Vlnami s vlnovou délkou z intervalu(10−10m, 10−12m) se rentgenuje v nemonii { vlny prohází svalovou hmotou, aleod kostí se odrá¾í. Elektromagnetiké vlny o vlnové déle kolem 10−14m nazýváme
γ-záøení. Takové vlny vznikají napøíklad pøi rozpadu atomovýh jader.Spektrum elektromagnetikýh vln není omezené, vlnová délka i frekvene mù¾emít libovolnou kladnou hodnotu.3.5 Skládání elektromagnetikýh vlnPøedstavme si, ¾e elektromagnetiká vlna, nazvaná písmenem M , se ¹íøí pøímo protinám. Vektor její elektriké intenzity ~EM kmitá ve svislém smìru nahoru a dolù aa)

~EM

~BM

b)
~EM

~EN

~EMN

)
~EM

~EN

~EMNobr. 15: Elektriká a magnetiká slo¾kavlny; skládání dvou vln
vektor magnetiké induke ~BM kmitá vodo-rovnì doleva a doprava (obr. 15a). Nyní sipøedstavme, ¾e s vlnou M se k nám stejnýmsmìrem ¹íøí také elektromagnetiká vlna N ,která má stejnou vlnovou délku (tudí¾ i frek-veni) jako M . (Vlny na obrázíh 15b a 15k následujíím pøíkladùm jsou namalovanébez vektorù magnetiké induke ~B.)Pøíklad prvníVektory elektrikýh intenzit obou vln ~EM i ~EN kmitají ve fázi ve svislém smìru,situai znázoròuje obr. 15b. Vektor ~E výsledné vlny bude kmitat také ve svislémsmìru. V libovolném èase jeho délku získáme seètením okam¾itýh délek vektorù ~EMa ~EN . Jeho amplituda bude rovna souètu amplitud vln M a N (EA = EMA +ENA).15



Pøíklad druhýElektriké pole vlny M neháme kmitat svisle. Vektor ~EN vlny N bude kmitat"¹ikmo" a ve fázi s M . V ka¾dém èase výsledný vektor ~E vznikne vektorovýmsouètem vektorù ~EM a ~EN , jak vidíme na obr. 15.Pøíklad tøetíPøedstavme si, ¾e vektor elektrikého pole vlny M stále kmitá nahoru a dolù. Elek-triká slo¾ka vlny N kmitá vodorovnì, doprava a doleva. Amplitudy obou vlny majístejnou velikost (EMA = ENA). A teï pozor: Elektriké intenzity vln M a N nekmi-tají ve fázi, jsou navzájem posunuté o ètvrt kmitu (o úhel π2 ) tak, ¾e vlna M jdepøed vlnou N . Na obrázku 16 vidíme, jak to vypadá ve vybranýh èaseh. Kdy¾ je
M v maximu, N teprve otáèku zaèíná (16a); M klesne na nulu a N právì do¹lado maxima (16); M je v maximální záporné hodnotì, N je na nule (16e); M jev rovnová¾né poloze, N je v maximálmí záporné hodnotì (16g). . . tak stále.a)

EM =max
EN = 0

b) )
EM = 0

EN =max
d) e)

EM =min
EN = 0

f) g)
EM = 0

EN =min
h) i)

EM =max
EN = 0obr. 16: Kruhovì polarizovaná vlna slo¾ená ze dvou lineárnì polarizovanýhStejnì jako v pøedhozíh pøípadeh vektor ~E slo¾ené vlny vznikne vektorovýmsouètem vektorù ~EM a ~EN . Výsledkem je, ¾e vektor ~E této slo¾ené vlny bude mítstále stejnou délku a jeho konový bod bude obíhat po kru¾nii s polomìrem rovnýmamplitudì vlny M (èi N). Kdybyhom se nedívali pøímo zepøedu (jak se vlna ¹íøípøímo na nás), jako trajektorii byhom vidìli ¹roubovii (bìhá po kru¾nii a pøitomse rovnomìrnì posunuje).3.6 Polarizované vlnyV této kapitole se odkazujeme na pøíklady z minulé èásti o skládání vln. Výslednévlny z prvního i druhého pøíkladu jsou vlny lineárnì polarizované, to znamená,¾e vektor jejih elektriké intenzity kmitá pouze v jedné rovinì. V prvním pøíkladuvýsledný vektor ~E kmital ve svislé rovinì, ve druhém pøíkladu v rovinì þ¹ikmé".Lineárnì polarizované nebyly jenom dvì výsledné vlny, ale také vlny M a Nze v¹eh tøí pøíkladù (vlna M kmitala v¾dy svisle, N nejdøív svisle, pak ¹ikmo a16



nakone vodorovnì).Ve tøetím pøíkladì slo¾ením vln M a N vyhází vlna kruhovì polarizovaná.Výsledný vektor ~E má stále stejnou délku a z pohledu zepøedu opisuje kru¾nii.ab d e
obr. 17: Kruhovì polarizovaná vlna

V prostoru bì¾í po ¹roubovii, kterou zobrazuje ob-rázek 17 { polohy a a¾ e odpovídají obrázkùm 16aa¾ 16 e, dal¹í polohy nejsou oznaèeny kvùli pøehled-nosti obrázku.Je-li ve vlnì lineárnì polarizovaný vektor elek-triké intenzity, musí být lineárnì polarizovaný i jejívektor magnetiké induke. Rovina polarizae ~B jekolmá na rovinu polarizae ~E. Je-li ~E kruhovì po-larizované, potom i kone vektoru ~B bìhá po kru¾-nii, resp. po ¹roubovii.Kdyby ve tøetím pøíkladì byla amplituda jednévlny men¹í ne¾ amplituda vlny druhé, vznikla byeliptiky polarizovaná vlna. Konový bod vektoru ~E by z pohledu zepøedu bìhalpo elipse. Pro ~EMA < ~ENA by elipsa le¾ela, v opaèném pøípadì by stála jako vejena ¹pièe.3.7 Nepolarizované vlnyKdy¾ rozsvítíme doma lustr, svìtlo ze ¾árovky se roz¹íøí v¹emi smìry. Mù¾eme sipøedstavit, ¾e vlákno ¾árovky je slo¾eno z obrovského mno¾ství malinkatýh, na-vzájem nezávislýh zdrojeèkù elektromagnetikého vlnìní, které nekmitají ve fázi.Z ka¾dého zdrojeèku vyhází nìjak polarizovaná elektromagnetiká vlna. Ka¾doujednotlivou vlnu byhom snadno popsali rovnií. Ov¹em slo¾ením takového mno¾-ství rùznì posunutýh vln, jejih¾ vektory ~E kmitají do v¹eh stran, vzniká hao-tiké kmitání ~E do v¹eh smìrù. Takové vlnìní nazýváme nepolarizované. Svìtlo,se kterým se bì¾nì setkáváme (ze Slune, ze ¾árovek. . .), je nepolarizované.

17



4 Elektromagnetiké vlny v hmotném prostøedíV pøedhozí èásti jsme popsali ¹íøení elektromagnetiké vlny vakuem. Taková vlnanení nièím ovlivòovaná. Není zpomalovaná ani tlumená a ¹íøí ve v¹eh smìrehstejnou ryhlostí c. Jakmile se dostane do hmotného prostøedí, její ¹íøení se zmìní.4.1 Index lomuProhází-li elektromagnetiká vlna hmotným prostøedím, atomy a molekuly pro-støedí brání vlnì v hladkém prùhodu. Míru, jakou se fázová ryhlost vlny zmen¹íoproti c, urèuje velièina, kterou nazýváme index lomu. Index lomu n je pro danéprostøedí de�nován
n = c

vf

, (23)kde c je ryhlost vlny ve vakuu a vf je velikost fázové ryhlosti v prostøedí. Èímvìt¹í je index lomu, tím men¹í je ryhlost vlny v prostøedí. Prostøedí s velkýmindexem lomu víe brání prùhodu vln. Øíkáme, ¾e je optiky1 husté. Index lomu jebezrozmìrná velièina (je to pomìr dvou ryhlostí).Vzduh za normálníh podmínek (pøi daném tlaku, teplotì a vlhkosti) má in-dex lomu velmi blízký jednièe n =1,000 272. Elektromagnetiké vlny proházejíívzduhem jsou témìø stejnì ryhlé jako ve vakuu. Ryhlost elektromagnetikýh vlnve vodì je 225 000 000m·s−1 (n = 1, 33) a ve skle 200 000 000m·s−1 (n = 1, 53).Poznámka: Dále si uká¾eme, ¾e v plazmatu mù¾e být index lomumen¹í ne¾ jedna,fázová ryhlost vln je pak pøekvapivì vìt¹í ne¾ c (stále ve shodì s pøedpoklady teorierelativity).
obr. 18: Odraz a lom

Dopadá-li paprsek svìtla ¹ikmo na vodní hladinu, rozdìlíse na dva slab¹í paprsky, obr. 18. Jeden se od hladiny odrazípod stejným úhlem pod jakým pùvodní paprsek na hladinudopadl. Druhý se na hladinì zlomí a prohází do vody. Èímvìt¹í je index lomu prostøedí, do kterého se paprsek láme, tímvíe se paprsek odklání od svého pùvodního smìru (na obrázkuèárkovanì). Z tohoto dùvodu se velièina n nazývá index lomu.4.2 Vlnová délka a frekvene vlnyVstoupí-li elektromagnetiká vlna do libovolného hmotného prostøedí, její frekvenese nezmìní. Spolu s frekvení se zahová perioda i T , která je s frekvení f spojena1Pøesto¾e zabraòuje prùhodu v¹em elektromagnetikým vlnám (nejen optikým, ale i radiovýhi rentgenovýh), pou¾ívá se termín optiky husté.18



rovnií (1) T = 1
f
. Úhlová ryhlost ω, daná rovnií (7) ω = 2πf , zùstává také bezezmìn.S poklesem fázové ryhlosti vlny pøi vstupu do hmotného prostøedí se zmen¹ujevlnová délka. Vytváøí-li se jednotlivé vlnky ve stejném tempu a vlna se nedostane

obr. 19: Zmìna λ v prostøedí
tak daleko, vlnky musí být krat¹í.Tyto úvahy zapí¹eme rovniemi. Na obrázku 19 vi-díme, jak elektromagnetiká vlna s frekvení f pøeházíz vakua, do þhvìzdièkového" prostøedí. Ve vakuu dlerovnie (22) platí f = c

λ
, v prostøedí pak f = v⋆

f

λ⋆ . Jeli-ko¾ se frekvene zahovává, vztahy mù¾eme dát do rov-nosti a získáme rovnii pro vlnovou délku v hmotnémprostøedí
c

λ
= v⋆

f

λ⋆
⇒ λ⋆ = λ

v⋆
f

c
. (24)Kolikrát pomaleji se vlna prostøedím ¹íøí, tolikrát má oproti vakuu krat¹í vlnovoudélku. Pomoí de�nie indexu lomu n⋆ = c

v⋆
f

získáme pøehlednìj¹í tvar
λ⋆ = λ

c
n⋆

c
⇒ λ⋆ = λ

1
n⋆

⇒ λ⋆ = λ

n⋆
, (25)kde þohvìzdièkované" promìnné pøíslu¹í hmotnému prostøedí a λ znaèí vlnovoudélku vlny ve vakuu. Hmotné prostøedí na obrázku 19 má index lomu roven 2, veli-kost fázové ryhlosti klesla na polovinu, na polovinu se také zkrátila vlnová délka.Zabýváme-li se vlnami v hmotnýh prostøedíh, bývá zvykem namísto vlnovédélky λ vlnu harakterizovat její frekvení f nebo úhlovou ryhlostí ω, ω = 2πf ,které jsou pro konkrétní vlnu ve v¹eh prostøedíh stále stejné.4.3 DisperzeRyhlost elektromagnetiké vlny proházejíí prostøedím èasto zále¾í nejen na danémprostøedí, ale také na vlnì samotné { konkrétnì na její frekveni. Nejkrásnìj¹ímdùkazem tohoto tvrzení je duha. Svìtlo ze Slune je slo¾eno z elektromagnetikýhvln o rùznýh frekveníh, kterým odpovídají jednotlivé barvy. ©íøí-li se v¹ehnydohromady, vnímáme je jako bílé svìtlo. Dopadne-li svìtlo na vodní kapku, ka¾dáfrekvene se na povrhu kapky trohu jinak odrazí a zlomí. Výsledkem je rozlo¾eníbílého svìtla na jeho jednotlivé barevné slo¾ky. Na jednom kraji duhy je èervenábarva s nejmen¹í frekvení. Èervená pøehází v oran¾ovou, dále ve ¾lutou, zelenou,modrou a na druhém kraji duhy je s nejvìt¹í frekvení �alová barva. (Takové poøadíbarev odpovídá jejih vzestupnému øazení podle frekvene, sestupnému podle vlnovédélky.) 19



obr. 20: Normální disperze
Závislost indexu lomu na frekveni vlny nazývámedisperzí. Ve vìt¹inì pøípadù platí, ¾e s rostouí frek-vení roste index lomu prostøedí a tedy klesá fázová ryh-lost vlny, tzv. normální disperze. Pøi normální disperzihmotné prostøedí víe ovlivòuje vlny o vy¹¹íh frekven-íh. Na obrázku 20 vidíme2, ¾e po prùhodu svìtla skle-nìným hranolem se od pùvodního smìru nejvíe odhýlilpaprsek modré barvy, naopak esta èerveného se od pù-vodní zmìnila nejménì. Modrá barva s vy¹¹í frekveníbyla sklem víe ovlivnìna ne¾ èervená.Poznámka: V plazmatu se setkáme také s anomální disperzí, kdy vlny o vy¹¹íhfrekveníh proházejí prostøedím snadnìji (ryhleji) ne¾ vlny s ni¾¹ími frekvenemi.Dosadíme-li do rovnie (23) n = c

vf
za fázovou ryhlost vf vztah (13) vf = ω

k
, do-staneme závislost indexu lomu n na úhlové frekveni ω, kterou nazýváme disperznírelae

n = c
ω
k

⇒ n = ck

ω
, (26)kde k je vlnové èíslo. Disperzní relaí je také napøíklad závislost úhlové ryhlostina vlnovém èísle ω = ck

n
(nebo jiný tvar rovnie (26)).4.4 Izotropní a anizotropní prostøedíPøedstavte si, ¾e stojíte na paøezu v lese s pí¹»alkou v rue. Osm va¹ih kamarádùz atletikého krou¾ku stojí kolem vás. Písknete a v¹ihni kamarádi se rozuteèou

obr. 21: Kamarádi v lese

po zalesnìné rovinì ka¾dý na jinou stranu. Situai vidímeshora na obrázku 21, kamarádi jsou èerné teèky, vy jsteèervená a hvìzdièky pøedstavují jehliènany.Po deseti sekundáh písknete podruhé a v¹ihni se za-staví. Les je v¹ude stejnì hustý, stromy jsou v lese rozmís-tìny náhodnì, a tak ka¾dý z osmi kamarádù se musel es-tou vyhnout pøibli¾nì stejnému poètu stromù { v¹ihnibyli prostøedím stejnì br¾dìni. Jestli¾e v¹ihni kamarádibìhají stejnì ryhle, po pùl minutì vytvoøí kru¾nii, v je-jím¾ støedu jste vy a paøez.Les je dvourozmìrné izotropní prostøedí vùèi bìhání,a» bì¾íte jakýmkoli smìrem, za daný èas ubìhnete po-ka¾dé stejnou vzdálenost. (Dvourozmìrné proto, ¾e bìháte pouze po zemi { v jednérovinì.)2Obr. 20 je pøevzat z [9℄ 20



Anizotropním pøíkladem k izotropnímu lesu je trohu odrostlá smrková ¹kolka,kde jsou stromky vysázeny hustì v øadáh. Kamarády jste pøesvìdèili, aby se pokusuzúèastnili je¹tì jednou { tentokrát ve ¹kole. Stojíte v jedné z ulièek. Písknete poprvé
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obr. 22: Kamarádi v lesní ¹kole; diagram velikosti fá-zové ryhlosti v závislosti na smìru

a kamarádi se rozuteèou, po hvilepísknete podruhé a v¹ihni se za-staví (obr. 22a).Nejlépe se pobì¾í Silvii, kterábì¾í na sever, a také Julii bì¾íí najih. Cestou se nemusí vyhýbat ¾ád-ným smrèkùm, a tak se od vás do-stanou nejdál. Slávek Veselý, JardaVomáèka, Jindra Zindulka a StandaZelenda, kteøí bì¾í v poøadí na se-verovýhod, jihovýhod, jihozápad aseverozápad, se musí prodírat nì-kolika øadami stromkù. Okolní pro-støedí je brzdí { neubìhnou tak velkou vzdálenost jako Silvie s Julií. Nejobtí¾nìji sepobì¾í Vendule na výhod a Zdeòkovi na západ. Cestou musí pøekonat nejvíe øadsmrèkù. Z pohledu shora kamarádi vytvoøí køivku podobnou elipse. ©kolka je dvou-rozmìrné anizotropní prostøedí vùèi bìhání - va¹e ryhlost zále¾í na smìru, kterýmse vydáte.Optiky izotropní prostøedí je takové, ve kterém se elektromagnetiká vlnao dané vlnové déle ¹íøí v¹emi smìry stejnì ryhle (¹íøení je ve v¹eh smìreh stejnìovlivòováno). Izotropní prostøedí má tedy pro ka¾dou elektromagnetikou vlnu je-dinu hodnotu indexu lomu. Vlnoplohy jsou kulové plohy se støedem ve zdrojivlnìní.V optiky anizotropním prostøedí ryhlost vlny závisí na smìru ¹íøení, a takka¾dému smìru odpovídá nìjaká hodnota indexu lomu.Závislost velikosti fázové ryhlosti na smìru ¹íøení elektromagnetiké vlny v da-ném dvourozmìrném anizotropním prostøedí mù¾eme zobrazit grafem na obrázku22b. Smìr ¹íøení je harakterizován orientovaným úhlem, o který se smìr fázovéryhlosti vlny odhyluje od pøedem zvolené poloosy z.©íøí-li se vlna pod úhlem α, vzdálenost bodu A na elipse od støedu elipsy O od-povídá velikosti fázové ryhlosti pro daný smìr. Z obrázku 22b vidíme, ¾e nejryhlejise vlna ¹íøí pøímo nahoru (α = 0) a pøímo dolù (α = 180◦). Tìmto dvìma smìrùmpøipadá tudí¾ nejmen¹í hodnota indexu lomu n. Nejpomaleji se budou ¹íøit elektro-magnetiké vlny kolmo na poloosu z, úhly 90◦ a 270◦. Zde jsou maximální hodnotyindexu lomu. 21



4.5 Válovì symetriké prostøedíSedíte v neznámé místnosti na toèíí ¾idli s baterkou v rue. Svítíte ¹ikmo, tøebapod úhlem 20◦ od svislého smìru (na obrázku 23a modrý pøípad). Vlnám, kterévysíláte patøí jistá hodnota fázové ryhlosti. Kdy¾ se na ¾idli pootoèíte, budete svítitjinam, stále v¹ak pod stejným úhlem vzhledem k svislému smìru. Velikost fázovéryhlosti vln se oproti pøedhozímu pøípadu nezmìní. Na míøe pootoèení nazále¾í, atak v¹ehny stejnì dlouhé fázové ryhlosti vytvoøí modrý ku¾el, obr. 23b.b) )a)
~vf20◦
~vf

obr. 23: Válovì symetriké prostøedí

Nyní baterku skloníte, zmìníte úheltøeba na 30◦ (èervený pøípad). Svìte-ným vlnám teï bude pøipadat jiná ve-likost fázové ryhlosti. Otoèení na ¾idliopìt nebude hrát roli. Hmotné pro-støedí, které se v místnosti nahází, jeválovì symetriké se svislou osousymetrie. Velikost fázové ryhlosti vlnyzávisí pouze na úhlu, o který se odhy-lujete od svislé osy, toèení na ¾idli vlivnemá. Na obrázku 23b jsou je¹tì za-kresleny èerné smìry kolmé na osu sy-metrie a zelené smìry odpovídajíí úhlu135◦.Válovì symetriká je napøíklad hru¹ka, kterou kdy¾ roztoèíte kolem osy prohá-zejíí stopkou a bubákem (obr. 23b), tak vypadá stále stejnì.Omezíme-li se ve válovì symetrikém prostøedí na rovinu kolmou na osu sy-metrie, graf popisujíí velikosti ryhlostí vytvoøí kru¾nii { èerná kru¾nie pro ¹edésmìry. V¾dy kdy¾ vodorovnì rozøíznete hru¹ku skrz jádøine, øezem bude kru¾nie.Zvolíme-li si ve válovì symetrikém prostøedí jakoukoli rovinu obsahujíí osusymetrie, její graf bude poka¾dé stejný. A» hru¹ku rozøízneme kteroukoli rovinouobsahujíí stopku a bubák, získáme v¾dy stejný tvar.Pro popis v¹eh smìrù v trojrozmìrném anizotropním válovì symetrikém pro-støedí nám staèí znát rozlo¾ení ryhlostí v libovolné rovinì obsahujíí osu symetrie.(Z libovolného øezu hru¹ky proházejíí stopkou a bubákem si v¾dy pøedstavíme elouhru¹ku.)Anizotropní prostøedí, které budeme dále uva¾ovat, budou válovì symetriká.4.6 Grupová ryhlostV noi svítíte baterkou do okna protìj¹ího domu, které patøí va¹emu kamarádovize základní ¹koly. Kdy¾ budete jen svítit, ni tím nesdìlíte (snad jen to, ¾e vám22



v pokoji nìo svítí). Chete-li poslat nìjakou zprávu, musíte blikat; tøeba morseovku.Dlouhá, stále stejná vlna z obrázku 24a v sobì nenese ¾ádnou informai. Pokudheme poslat nìjaká data, musíme vlnu modulovat { mìnit její amplitudu (av dùsledku toho i frekveni). Informae je pak ukryta v obále vlny. Na obrázku24b jsou první dvì písmena ze slova AHOJ: A teèka, èárka, H ètyøi teèky. Obálka jeèervenì.Kdybyhom svítili ¾lutým svìtlem a signál morseovkové èárky by trval pùl sekundy,ve¹lo by se do balíku 3·1014 vlnovýh délek. V obrázku 24b je v èárkovém balíku na-kresleno jen osm vlnek { obrázek je pouze shematiký. Èíslo 3·1014 získáme snadno:vzdálenost, kterou svìtlo urazí za pùl sekundy, s=c·t ⇒ s=3·108·0, 5m=1, 5·108m,vydìlíme vlnovou délkou ¾lutého svìtla s
λ
= 1,5·108500·10−9 =3 · 1014.Poznámka: V praxi se také pou¾ívá frekvenèní modulae, kdy amplituda zùstávákonstantní a mìní se pouze frekvene vlny. Zkratky u rádií odpovídají amplitudovénebo frekvenèní modulai { AM, FM.a)

b)
obr. 24: Elektromagnetiká vlna bez informae a vlna se vzkazem v morseoveRyhlost ¹íøení informae (ryhlost obálky) má obenì jinou velikost ne¾ je ve-likost fázové ryhlosti vlny. Vztah pro þobálkovou" ryhlost si odvodíme. Budemeuva¾ovat nejjednodu¹¹í pøípad, kdy se dvì rùzné elektromagnetiké vlny o úhlovýhryhlosteh ω1 a ω2 ¹íøí stejným smìrem v izotropním prostøedí. Vlny slo¾íme az prùbìhu elektriké intenzity E výsledné vlny budeme shopni urèit velikost ryh-losti obálky. Odvození prùbìhu E je sie zdlouhavé, ale není pøíli¹ obtí¾né. Budemeupravovat výrazy a pou¾ijeme souètové vzore pro sinus a kosinus, které jsou v ta-bulkáh.Odvození elektriké intenzity slo¾ené vlnyUva¾ujme dvì elektromagnetiké vlny oznaèené písmeny Z a M , které mají rùznéúhlové ryhlosti, rùzná vlnová èísla a shodné amplitudy. Obì se ¹íøí podél osy x23



a jejih elektriké slo¾ky EZ a EM kmitají do smìru osy z, na obrázku 25 zelenìa modøe. Díky tomu mù¾eme elektrikou intenzitu vlny, která vznikne slo¾enímzelené a modré vlny, vyjádøit jako souèet elektrikýh intenzit vln pùvodníh; E =
EZ +EM . Z výsledné èervenì oznaèené intenzity E urèíme velikost ryhlosti, kterouse ¹íøí informae ukrytá ve vlnì. Pro vìt¹í pøehlednost budeme nejdøíve upravovatjednotlivé slo¾ky EZ a EM zvlá¹».

x

z

x

z

obr. 25: Slo¾ením modré a zelené vlny vznikne èervenáElektriké intenzity vln Z a M zapí¹eme ve tvaru
EZ = EA sin (ωZt − kZx), (27)

EM = EA sin (ωMt − kMx), (28)kde ωZ a ωM jsou úhlové ryhlosti, kZ a kM vlnová èísla, EA je amplituda (stejnápro obì vlny) a t je èas.Pøedpokládejme, ¾e na¹e vlny mají blízké úhlové ryhlosti li¹íí se jen o málo.Potom je mù¾eme vyjádøit pomoí jejih prùmìrné úhlové ryhlosti ω a maléhoþkousíèku" �ω, o který se ka¾dá od prùmìrné hodnoty li¹í: ωZ = ω +�ω a ωM =
ω − �ω. Podobnì zapí¹eme pomoí prùmìrné hodnoty k a kousíèku �k i jejihvlnová èísla kZ a kM : kZ = k + �k a kM = k − �k. Rovnie (27) a (28) pøejdouna tvary

EZ = EA sin [(ω +�ω)t − (k +�k)x℄,
EM = EA sin [(ω −�ω)t − (k −�k)x℄.Kulaté závorky roznásobíme a èleny pøeskupíme
EZ = EA sin [ωt − kx +�ωt −�kx℄,
EM = EA sin [ωt − kx −�ωt +�kx℄.24



Pro lep¹í orientai si vytvoøíme závorky nové
EZ = EA sin [(ωt − kx) + (�ωt −�kx)℄,
EM = EA sin [(ωt− kx)− (�ωt −�kx)℄.První kulatou závorku v obou rovniíh si oznaèíme a a druhou b, vztahy se zjed-nodu¹¹í

EZ = EA sin [a + b℄,
EM = EA sin [a − b℄.Uva¾ujeme dvì vlny, jejih¾ elektriké intenzity kmitají ve smìru osy z. Elektrikáintenzita vlny, která vznikne slo¾ením vln Z a M , je dána souètem jednotlivýhelektrikýh intenzit; E = EZ + EM . Obì rovnie seèteme, vytkneme spoleènouamplitudu a máme tvar

E = EA{sin [a + b℄ + sin [a − b℄}.Nyní pou¾ijeme souètové vzore3sin [a + b℄ = sin a os b + os a sin b,sin [a − b℄ = sin a os b − os a sin ba dostáváme
E = EA{sin a os b + os a sin b + sin a os b − os a sin b}.Tøetí èlen pøièteme k prvnímu a ètvrtý odeèteme od druhého. Získáme tvar

E = EA{2 sin a os b} = 2EA sin a os b,který u¾ lépe neupravíme. Nezbývá ne¾ se vrátit k pùvodním fyzikálním velièinám(a = ωt− kx, b = �ωt −�kx)
E = 2EA sin (ωt− kx) os (�ωt −�kx). (29)Rovnie (29) popisuje prùbìh elektriké slo¾ky vlny, která vznikne slo¾ením dvouelektromagnetikýh vln ¹íøííh se podél osy x. Vlny mají shodné amplitudy EA,blízké úhlové ryhlosti ωZ a ωM a blízká vlnová èísla kZ a kM . ω a k znaèí prùmìrnéhodnoty úhlovýh ryhlostí ωZ a ωM a vlnovýh èísel kZ a kM ; �ω je hodnota,o kterou se pùvodní úhlové ryhlosti li¹í od prùmìrné (�ω = ωZ − ω = ω − ωM),podobnì pro �k (�k = kZ − k = k − kM).3Vzore nalezneme v tabulkáh a platí pro jakékoliv hodnoty a a b.25



Rozbor slo¾ené vlnyRovnie (29) popisuje elektrikou slo¾ku jisté elektromagnetiké vlny. Ihned mù¾emeøíi, ¾e její amplituda je rovna 2EA. Bude-li sinus i kosinus roven jedné (popø. mínusjedné), pravá strana nabude maximální hodnoty 2EA. Bude-li sinus roven jedné akosinus mínus jedné nebo naopak, pravá strana bude rovna −2EA. V jakémkoli jinémpøípadì bude souèin goniometrikýh funkí v intervalu (−1, 1), a tedy hodnotapravé strany padne v¾dy do intervalu 〈−2EA, 2EA〉.Èást sin (ωt − kx) popisuje elektrikou slo¾ku elektromagnetiké vlny ¹íøíí sepo smìru osy x, její¾ úhlová ryhlost je ω a vlnové èíslo je k. Pomoí rovnie (13)také urèíme velikost ryhlosti, jakou se tato vlna ¹íøí prostorem ω
k
.Dal¹í èást rovnie (29) os (�ωt −�kx) také popisuje elektrikou slo¾ku nìjakéelektromagnetiké vlny ¹íøíí se po smìru osy x. Tato vlna má úhlovou ryhlost �ωa vlnové èíslo �k. Velikost ryhlosti jejího ¹íøení je tedy �ω�k

.a)
b)
obr. 26: Pøenásobením tyrkysové vlny rù¾ovou vznikne èervená (toto¾ná s èervenou z obr. 25b)Na 26a jsou zakresleny obì vlny. Tyrkysová køivka popisuje první èást sin (ωt − kx)a rù¾ová druhou os (�ωt −�kx). Pøipomeòme, ¾e �k ≪ k, proto má rù¾ovávlna mnohem vìt¹í vlnovou délku ne¾ tyrkysová (pro k platí vztah (14) λ = 2π

k
).Pøenásobíme-li tyrkysovou køivku rù¾ovou, vznikne èervená køivka4 znázornìná na26b. Jde o výslednou vlnu, která vznikla slo¾ením vln modré a zelené z obrázku akterá se ¹íøí prostorem.Elektromagnetiké vlnì popsané rovnií (29) pøíslu¹í tudí¾ dvì ryhlosti. Ryhlosttyrkysové nosné vlny

vf = ω

k
, (30)4Tyrkysová vlna je omezovaná rù¾ovou { je-li þrù¾ový" kosinus v rovnii (29) roven nule, je elápravá strana rovna nule, a» je þtyrkysový" sinus jakýkoliv.26



která odpovídá velikosti fázové ryhlosti vlny { ryhlosti ¹íøení fáze prostorem. Aryhlost rù¾ové obálky
vg = �ω�k

, (31)která odpovídá velikosti ryhlosti ¹íøení informae nesené vlnì. Ryhlost vg nazývámegrupovou ryhlostí, jednotkou je m·s−1.Na závìr se vratíme se k batere a blikání. Kdy¾ vá¹ kamarád þète" vzkaz,pamatuje si, jak dlouho baterka svítí èi nesvítí { vnímá tvar ¾luté èárkované obálkovévlny z obrázku 26b.4.7 Velikost fázové a grupové ryhlostiMo¾ná vám pøipadá, ¾e vztah pro velikost grupové ryhlosti vg = �ω�k
je stejný jakovztah pro velikost fázové ryhlosti vf = ω

k
; rozdíl mezi nimi si uká¾eme na grafudisperzní relae { závislosti úhlové ryhlosti ω na vlnovém èísle k.
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obr. 27: Velikost fázové a grupové ryhlosti z disperzní relae ω na kGraf 27a zobrazuje jistou disperzní relai. Zvolme si konkrétní elektromagneti-kou vlnu a oznaème si ji hvìzdièkou ⋆. Na¹e vlna má úhlovou ryhlost ω⋆ a vlnovéèíslo k⋆. Z pravoúhlého trojúhelníku na obrázku 27a urèíme velikost fázové ryhlostihvìzdièkové vlny. Je rovna tangentì úhlu, který svírá èervená pøímka proházejííbodem ⋆ a poèátkem s vodorovnou osou; v⋆
f = ω⋆

k⋆ = tanϕ (ϕ jako fázová).Velikost grupové ryhlosti na¹í vlny z grafu disperzní relae také vyèteme. Po-tøebujeme najít �ω a �k, vg = �ω�k
. Pøi odvozování elektriké intenzity slo¾ené vlnyjsme si �k oznaèili malinký þkousíèek" vlnového èísla u hodnoty k. Do grafu 27zakreslíme �k⋆ na vodorovnou osu, pøesnou délku si zvolíme, tøeba 1 m. Na svisléose najdeme pøíslu¹nou vzdálenost �ω⋆.Na vedlej¹ím obrázku vidíme zvìt¹ené okolí bodu ⋆ s vyznaèenými vzdálenostmi�k⋆ a �ω⋆. V pravoúhlém trojúhelníku s odvìsnami �k⋆ a �ω⋆ a teèkovanou pøe-ponou platí tg γ = �ω⋆�k⋆ . Kdybyhom zmen¹ovali �k⋆, zmen¹ovala by se i �ω⋆ a tedy27



i elý trojúhelníèek s vrholem ⋆. Jeho teèkovaná pøepona by se víe a víe pøibli-¾ovala ¾luté teènì grafu v bodì ⋆ a úhel γ by stále lépe odpovídal sklonu køivkyv bodì ⋆ (γ jako grupová).
vf

vg

obr. 28: Pro pøedstavu vf a vg

Shrnuto: Je-li dán graf disperzní relae (závislost
ω na k), jsme z nìj shopni urèit velikosti obou ryh-lostí libovolné elektromagnetiké vlny. Velikosti fá-zové ryhlosti vf odpovídá úhel ϕ pøi poèátku a veli-kosti grupové ryhlosti vg sklon grafu v daném bodì,úhel γ. Ka¾dý ze vztahù (30) vf = ω

k
a (31) vg = �ω�kurèuje nìo jiného.Pøedstavte si, ¾e þsedíte" na obále vlny, která ses vámi pohybuje doprava ¾lutou ryhlostí. Èervená vlna, která je obálkou omezená,se pohybuje ryhleji ne¾ vy, vf > vg. Èervené kopeèky a údolí pod vámi ubíhají, jakoby je nìkdo doprava tahal. V pøípadì rovnosti vf a vg je èervená køivka se ¾lutousvázaná a vy sedíte stále nad tím samým èerveným kopeèkem.Nyní si uká¾eme dvì disperzní relae a urèíme si velikosti ryhlostí vf a vg.Pøíklad prvníNa obrázku 28 vidíme lineární závislost úhlové ryhlosti ω na vlnovém èísle k. Gru-pová ryhlost má v ka¾dém bodì grafu stejnou velikost, proto¾e v¹em bodùm pøímky
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ω

γ = ϕ ⇒ vg = vf

ϕ
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obr. 29: vf a vg v ne-disperzním prostøedí
odpovídá stejný sklon. Fázová ryhlost je také v¹ude stejná,nebo» spojnie libovolného bodu grafu a poèátku svírá s vo-dorovnou osou stále tentý¾ úhel ϕ. Dokone platí, ¾e úhel ϕodpovídá sklonu pøímky, a tedy platí vg = vf .Pøipomeneme si obený vztah mezi ω a k ω = c

n
k.Jestli¾e je grafem pøímka proházejíí poèátkem, jde o pøí-mou úmìru a zlomek c

n
je konstantní. Ryhlost svìtla je ne-mìnná, a tak i n musí být stále stejné. V tomto pøípadì indexlomu n nezávisí na vlnové déle (na vlnovém èísle) elektro-magnetiké vlny { v¹ehny vlny se prostøedím ¹íøí stejnouryhlostí, nedohází k disperzi. Graf 28 zobrazuje disperznírelai prostøedí, které není disperzní { mohli byhom hovoøit o relai þnedisperzní".Tato nedisperzní relae odpovídá tøeba vakuu, kde n = 1, ω = ck a vg = vf = c.V jinýh nedisperzníh prostøedíh by úhel ϕ byl men¹í ne¾ u vakua (pøímka by toliknestoupala). Obì ryhlosti vf a vg by i zde mìli shodné velikosti, ale byly by men¹íne¾ c.

28



Pøíklad druhýGraf 29 znázoròuje disperzní relai, se kterou se je¹tì setkáme. Pro malá vlnová èíslaje úhel ϕ témìø π2 , potom tanϕ a tedy i velikost fázové ryhlosti nabývá libovolnì
k

ω

ϕ

γ αobr. 30: vf a vg v plazmatu
vysokýh hodnot (pøevy¹ujííh c). Zvìt¹ujeme-li k, úhel
ϕ postupnì klesá a¾ k úhlu α (pro obrovská k se ϕ rovná
α). Velikost fázové ryhlosti vf tedy s rostouím k klesá,od libovolnì vysokýh hodnot k tanα.Grupová ryhlost je pro malá k blízká nule, proto¾ekøivka vede témìø vodorovnì. Zvìt¹ujeme-li vlnové èíslo,køivka roste, je strmìj¹í a strmìj¹í. Pro obrovská k má nej-vìt¹í sklon odpovídajíí úhlu α. Velikost grupové ryhlosti
vg s rostouím k roste, pohybuje se v intervalu (0, tanα).Z pøedpokladu teorie relativity plyne, ¾e velikost grupové ryhlosti (odpovídajíí¹íøení informae) nemù¾e pøesáhnout velikost ryhlosti svìtla c. Velikost fázové ryh-losti hodnotou c omezená není, proto¾e s ní není spojen pøenos informae.4.8 Vektor fázové ryhlostiFyzikální velièina ryhlost je vektorová velièina { má svoji velikost, ale i smìr.Jdete-li ryhlostí 5 km/h do kina je to jiné, ne¾ kdy¾ jdete ryhlostí 5 km/h k zubaøi,pokud ov¹em zubaø neordinuje v kinosále.U¾ jsme se setkali se tøemi ryhlostmi (úhlovou, fázovou a grupovou) a o vek-toreh je¹tì nebyla kloudná øeè. Pokud jde o úhlovou ryhlost de�novanou rov-nií (7) ω = 2πf , není se èemu divit. Úhlová ryhlost zde není vektorová veli-èina ale skalární, jde pouze o frekveni pøenásobenou konstantou 2π. Fázová i gru-pová ryhlost u¾ vektorové velièiny jsou. Jejih velikosti jsme si podrobnì popsali
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~vf = (vfx, 0, vfz)
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obr. 31: Vektor ~vf

v pøedhozí kapitole, smìry pøi¹ly na øadu nyní.Uva¾ujeme-li rovinnou vlnu proházejíí izotropnímprostøedím (kde jsou v¹ehny smìry rovnoené) je výhodnézvolit souøadné osy tak, aby se vlna ¹íøíla podél jednéz nih (my jsme ji znaèili x). Mù¾eme se pak omezit pouzena tento jeden smìr a pro ryhlost vystaèíme s èíslem, vek-tor není potøeba.Popisujeme-li ¹íøení vln v anizotropním prostøedí, jevhodné souøadné osy svázat s prostøedím a nikoli s vlnou.Mìjme rovinnou vlnu ¹íøíí válovì symetrikým prostøe-dím, obr. 31. Osu symetrie prostøedí o ztoto¾níme s osou
z. Válovì symetriké prostøedí jinou význaènou osu nemá, zbylé osy u¾ pøizpù-sobíme vlnì. Osu x zvolíme tak, aby se vlna ¹íøila pouze v rovinì xz. Osa y pak29



na obrázku 29 vede kolmo do papíru (osy tvoøí pravotoèivou soustavu souøadni,viz strana 12). Cheme-li nyní popsat fázovou ryhlost vlny, která se ¹íøí v rovinì
xz rùznobì¾nì s osami x i z, musíme pou¾ít vektor ~vf = (vfx, 0, vfz). V obenémpøípadì pak ~vf = (vfx, vfy, vfz).4.9 Vlnový vektorInformae o tom, ¾e se vlna ne¹íøí pouze podél osy x, musí být ukryta v rovniivlny. Vlna z obrázku 31 se pohybuje v rovinì xz a prùbìh velikosti jejího vektoruelektriké intenzity ~E popisuje rovnie | ~E| = | ~EA| sin(ωt− (kxx+ kzz)). Oproti vlnì¹íøíí se podél osy x s rovnií E = EA sin(ωt−kx), pøipadá na¹í vlnì vlnový vektor
~k = (kx, 0, kz). Kdyby se vlna z obrázku 31 ne¹íøila jen v rovinì xz, rovnie vlnyby je¹tì mìla èlen kyy a vlnový vektor by mìl tvar ~k = (kx, ky, kz). Vedle fázovéryhlosti ~vf musí být i ~k vektorová velièina. a)

2π
6,28...

2π

x

z
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4

3obr. 32: Vektory ~vf a ~k

Hodnoty kx, ky a kz si objasníme na ob-rázku 32. Na 32a je zakreslena rovinná vlnavlnoplohami a vektorem fázové ryhlosti.Vidíme, ¾e na osu x se do vzdálenosti 2πm(pøibli¾nì tedy do 6,28m) vejdou tøi vlno-plohy a tedy tøi vlnové délky na¹í vlny,
kx = 3m−1. Do stejné vzdálenosti na ose
z se vejdou ètyøi vlnoplohy, kz = 4m−1.Do smìru osy y se vlna vùbe ne¹íøí, a tak
ky = 0m−1.Obrázek 32b zobrazuje vlnový vektor ~k = (3, 0, 4). Z obrázkù vidíme, ¾e smìrvlnového vektoru ~k je stejný jako smìr fázové ryhlosti ~vf a také, ¾e jsou oba vektorykolmé na vlnoplohy vlny. Velikost vektoru ~k je rovna jeho déle, v na¹em pøípadìpro ~k = (3, 0, 4) je |~k| = √32 + 02 + 42m−1 = √9 + 16m−1 = 5m−1.Je-li fázová ryhlost elektromagnetiké vlny dána vektorem ~vf = (vfx, vfy, vfz),pøíslu¹í jí také vlnový vektor ~k = (kx, ky, kz). Oba vektory urèují v prostoru stejnýsmìr, který je kolmý k vlnoplohám vlny.Vektorový tvar rovnie (30) vf = ω

k
zapí¹eme pomoí velikostí vektorù ~vf a ~k

|~vf | = ω

|~k|
. (32)Pozor! Podobné vztahy pro jednotlivé slo¾ky vektorù ~vf a ~k neplatí, neboli

vfx 6= ω
kx
, vfy 6= ω

ky
a vfz 6= ω

kz
. Odùvodnìní je snadné, proto¾e víme, ¾e vektorfázové ryhlosti ~vf smìøuje stejnì jako vlnový vektor ~k. Je-li napøíklad x-ová slo¾kavlnového vektoru ~k = (kx, ky, kz) ze v¹eh tøí slo¾ek nejvìt¹í, musí být nejvìt¹í i x-ová30



slo¾ka fázové ryhlosti ~vf = (vfx, vfy, vfz). Kdybyhom u¾ili (vý¹e zmínìné) ¹patnérovnie, díky podílu by nejvìt¹í slo¾ka vlnového vektoru odpovídala nejmen¹í slo¾efázové ryhlosti a naopak (ω je stále stejná).Správné vztahy pro jednotlivé slo¾ky ~vf si uvádíme pouze pro úplnost
vfx = ωkx

|k|2 , vfy = ωky

|k|2 , vfz = ωkz

|k|2 . (33)4.10 De�nie vektoru grupové ryhlostiV kapitole 4.6 jsme si odvodili vztah pro velikost grupové ryhlosti vg = �ω�k
vlny,která se ¹íøí izotropním prostøedím podél osy x s vlnovým èíslem k a úhlovou ryh-lostí ω.Je-li vlna dána vlnovým vektorem ~k = (kx, ky, kz), její grupová ryhlost budetaké vektorová velièina ~vg = (vgx, vgy, vgz), pro kterou platí následujíí vztahy

vgx = �ω�kx

, vgy = �ω�ky

, vgz = �ω�kz

. (34)Abyhom si umìli vektor grupové ryhlosti pøedstavit, budeme opìt potøebovatgrafy disperzníh relaí. Tentokrát ov¹em bude tøeba závislost úhlové ryhlosti ωna vlnovém vektoru ~k.4.11 Grupová ryhlost v nedisperzním izotropním prostøedía)
k

ω b) ω

kykx

ω

kx
kyobr. 33: Disperzní relae nedisperzníizotropní roviny xy

V jednorozmìrném prostøedí se vlny mohou ¹í-øit pouze podél jedné pøímky, oznaème ji x.Uva¾ujeme-li prostøedí nedisperzní, v¹em vl-nám (frekvením) pøipadá jediná hodnota fá-zové ryhlosti vf . Se závislostí ω na k tohotoprostøedí jsme se setkali v prvním pøíkladì v ka-pitole 4.7. Jde o pøímku proházejíí poèátkem,obr. 33a.Ná¹ prostor nyní roz¹íøíme na izotropní ro-vinu xy { v¹ehny smìry z této roviny bude po-pisovat tatá¾ pøímka z obrázku 33a. Disperznírelae pro jednotlivé smìry dohromady vytvoøí ku¾elovou plohu nad rovinou xys vrholem v poèátku, obr. 33b. Tato ploha je disperzní relaí (grafem závislostiúhlové ryhlosti ω na vlnovém vektoru ~k) roviny xy. Jde o funki dvou promìnnýh,tzn. musíte zadat dvì vstupní hodnoty kx a ky, abyste získali výsledek ω.31



Vrátíme se k pùvodní vlnì, která se ¹íøí pouze ve smìru osy x, ale stále budemeuva¾ovat elou rovinu xy (vektory budou mít dvì slo¾ky; x-ovou a y-ovou). Vlnovývektor ~k smìøuje podél x, ~k = (kx, 0), kx > 0. Jeho velikost je |~k| = √

k2x + 02 = kx.a) ω

ky

kx

ω

~k=(kx,0)

b)
kx

ω

ω

ϕ

γx

γx = ϕ

vgx = |~vf | = vfxobr. 34: x-ová slo¾ka grupové ryhlosti

Z grafu 34a odeèteme úhlovou ryh-lost na¹í vlny ω a dle rovnie (32) |~vf |=
ω

|~k|
urèíme velikost vektoru fázové ryh-losti. Fázová ryhlost má stejný smìr jakovlnový vektor, mù¾eme ji tedy zapsat vetvaru ~vf = (vfx, 0) = (|~vf |, 0).Slo¾ky vektoru grupové ryhlosti ~vgjsou dány rovniemi (34) vgx = �ω�kx

a
vgy= �ω�ky

. Zlomek �ω�kx
udává sklon funke

ω v závislosti na kx v bodì oznaèenémpuntíkem. Ku¾el øízneme modrou rovi-nou, která prohází puntíkem a je kolmána osu y. Kolmost je nutná proto, aby kybylo v elé modré rovinì konstantní (v na¹em pøípadì ky = 0) a my mìli závislostpouze na kx. V modré rovinì vidíme potøebnou závislost úhlové ryhlosti ω na vlno-vém èísle kx. Je to pøímka z 33a, ze které jsme vytvoøili elý ku¾el. Slo¾ka vektorugrupové ryhlosti vgx je dána sklonem modré polopøímky v puntíkovém bodì. Ten jeov¹em stejný jako úhel ϕ, který udává x-ovou slo¾ku vektoru fázové ryhlosti. Tedyplatí vgx = vfx = |~vf |. a) ω

ky

kx

ω

~k

b)
‖ ky

ω

ω

γy = 0
vgy = 0obr. 35: y-ová slo¾ka grupové ryhlosti

Zbývá urèit hodnotu vgy, nebolisklon grafu závislosti úhlové ryhlosti
ω na vlnovém èísle ky. Teï ku¾eløízneme zelenou rovinou, která pro-hází na¹ím puntíkovým bodem a jekolmá na osu x. Získáme tak grafzávislosti úhlové ryhlosti ω pouzena vlnovém èísle ky; kx je zde v¹udestejné. Zelenou køivku (èást hyper-boly) vidíme na obrázku 35b. Puntíkje v jejím minimu (v dolíku). Sklonkøivky v minimu je nulový (teènavede vodorovnì) a tedy vgy=0=vfy.Do¹li jsme k závìru, ¾e vektor grupové ryhlosti ~vg libovolné vlny v nedisperznímizotropním prostøedí je shodný s jejím vektorem fázové ryhlosti ~vf , vgx = vfx a
vgy = vfy, tudí¾ ~vg = ~vf . Velikost obou vektorù je pak dána jedinou hodnotouindexu lomu n elého prostøedí |~vg| = |~vf | = c

n
(rovnie (23)).32



4.12 Smìr vektoru grupové ryhlostiVztahy pro výpoèet jednotlivýh slo¾ek vektoru grupové ryhlosti jsme si uvedliv kapitole 4.10. Poèítat ani odvozovat pomoí nih u¾ nebudeme. Dále budemepotøebovat pouze smìr vektoru ~vg, který udává, kudy se informae nesená vlnou¹íøí. Bez odvozování si teï uká¾eme, jak smìr ~vg urèit.a) ω

ky

kx

ω

b) kx

ky

~k

smìr
~vg

obr. 36: Smìry grupové ryhlosti

Vyjdeme z disperzní relaedvourozmìrného prostøedí, ro-viny xy, kde ka¾dé vlnì s vlno-vým vektorem ~k = (kx, ky) je pøi-øazena její úhlová ryhlost ω (stímto typem grafu jsme se setkaliv pøedhozí kapitole. Graf funkevytváøí plohu nad rovinou xy.Na obrázku 36a disperzní relaitvoøí þzboku se¹lápnutá miska".Omezíme se pouze na vlnyo jediné úhlové ryhlosti ω { plo-hu øízneme èernou rovinou rov-nobì¾nou s xy ve vý¹e námi zvolené ω, øez je na obr. 36b. Èerná køivka odpovídákonovým bodùm vlnovýh vektorù ~k patøíí vlnám o jediné ω.Smìr grupové ryhlosti vlny je dán kolmií k teènì grafu. V¹e vidíme na obrázku36b. Zvolíme si ~k, ¹edì je vyznaèena teèna grafu a ¾lutì její kolmie. Vektor ~vg vlnys vlnovým vektorem ~k smìøuje jako ¾lutá ¹ipka. Pozor, jeho velikost ¹ipka u¾ neur-a)
~vf

b)
~vf

~vg

obr. 37: Odli¹né smìry vektorù ~vg a ~vf

èuje, získali jsme pouze smìr.Na obrázku 36b je zobrazeno nìkolik dal-¹íh vlnovýh vektorù se svými smìry ~vg. Jeli-ko¾ vektor fázové ryhlosti vlny smìøuje v¾dyjako ~k (kapitola 4.9), smìry ryhlostí ~vf a ~vgpøipadajíí jedné vlnì se mohou li¹it. V na¹empøípadì platí ~vg ‖ ~vf jen, kdy¾ ~vf (resp. ~k) míøípodél x nebo y. V ostatníh pøípadeh ka¾dáz ryhlostí ~vf a ~vg smìøuje jinam.Na obrázku 37a je zobrazena vlna pomoí vlnoploh. Vlnoplohy se prostorempohybují ryhlostí popsanou èerveným vektorem5, který odpovídá fázové ryhlostivlny. Pokud vlnou po¹leme informai, vytvoøíme jakési balíèky (kapitola 4.6). Tytobalíèky (37b ¾lutì) se mohou pohybovat jiným smìrem, ne¾ se uvnitø nih pohybujívlnoplohy.5Smìøujíím v¾dy kolmo na vlnoplohy. 33



Smìry ~vg a ~vf v izotropním prostøedíV izotropním prostøedí platí, ¾e velikost fázové ryhlosti vlny nezávisí na jejím smìru.Kdy¾ jsou vektory ~vf pro jednu úhlovou ryhlost ω do v¹eh smìrù stejnì dlouhé,
ky

kx

~k

~vf

~vg

obr. 38: Smìry ~vg v izotrop-ním prostøedí

pak i v¹ehny vlnové vektory mají stejnou velikost, rov-nie (32) |~k| = ω
|~vf |

. Disperzní relaí pro konstantní ω(analogikou k èernému øezu v pøedhozí kapitole) je tedyv¾dy kru¾nie s polomìrem |~k|. Kdekoli si ke kru¾nii vy-tvoøíme teènu a k ní kolmii, v¾dy bude rovnobì¾ná s pøí-slu¹ným vlnovým vektorem ~k a tedy i s vektorem fázovéryhlosti ~vf , obr. 38.V izotropním prostøedí je vektor grupové ryhlosti ~vgv¾dy rovnobì¾ný s vektorem fázové ryhlosti ~vf .Celá disperzní relae izotropní roviny xy musí být plo-ha, která má v¹ehny vodorovné øezy kru¾ne (ku¾el,nese¹lápnutá miska, otoèený zvonek bez srde). Takovéplohy vzniknou otáèením nìjaké køivky okolo svislé osy
z. Pùvodní køivka popisuje jeden smìr z roviny xy, ale díky izotropii odpovídá v¹emsmìrùm z xy. V kapitole 4.11 jsme z jedné polopøímky vytvoøili elý ku¾el.Smìry ~vg a ~vf v anizotropním prostøedí

ky

kx

~k

~vf

~vg

obr. 39: Smìry ~vg v anizotropnímprostøedí

V anizotropním prostøedí velikost fázové ryhlostielektromagnetiké vlny závisí na jejím smìru. Kdy¾jsou vektory ~vf patøíí vlnám s jedinou ω rùznìdlouhé, pak jsou rùznì dlouhé i jejih vlnové vek-tory ~k dané rovnií (32) |~k| = ω
|~vf |

.Jedna z mo¾nýh disperzníh relaí pro nemìn-nou ω je na obrázku 39. Vytvoøíme-li ke køive ¹edéteèny a k nim ¾luté kolmie, je jasnì vidìt, ¾e exis-tují smìry, kde vektory ryhlostí ~vf a ~vg míøí od-li¹nì.V izotropním prostøedí vektor grupové ryhlosti
~vg obenì není rovnobì¾ný s vektorem fázové ryh-losti ~vf . Informae nesená vlnou se pak ¹íøí jiným smìrem v prostoru, ne¾ jakým sepohybují vlnoplohy.
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5 PlazmaK de�nování pojmu plazma budeme potøebovat nìkolik kapitol. Zaèneme u obyèej-ného plynu v krabii.5.1 Rozdìlení ryhlostíMìjme krabii o objemu 1m3 a v ní plyn o pokojové teplotì. Plyn je tvoøen jed-ním druhem neutrálníh èásti (atomù nebo molekul). V¹ehny èástie plynu sehaotiky pohybují a náhodnì do sebe nará¾ejí. Jeliko¾ jsou èástie neutrální,nepùsobí mezi nimi ¾ádná elektromagnetiká síla. Vzájemné gravitaèní pùsobenímezi èástiemi je tak nepatrné, ¾e jej mù¾eme zanedbat, a tak po vìt¹inu doby ne-pùsobí na èástie ¾ádná síla. Ka¾dá èástie se pohybuje rovnomìrnì pøímoèaøedo doby, ne¾ se srazí s nìjakou jinou èástií (popø. stìnou krabie). Po srá¾e se opìtpohybuje rovnomìrnì pøímoèaøe.Kdybyhom zmìøili velikosti ryhlostí v¹eh èásti plynu, hodnoty by
n

vvobr. 40: Rozdìlení ryhlostí molekul

odpovídaly grafu na obrázku 40 { vodorovná osaje rozdìlena na malé intervaly velikostí ryhlosti,na svislou osu naná¹íme poèet èásti. Ke ka¾-dému malému intervalu ryhlosti nalezneme po-èet èásti, jejih¾ velikost ryhlosti do daného in-tervalu spadá. Z grafu je patrné, ¾e v plynu jemalé mno¾ství velmi pomalýh èásti (rù¾ovì ¹ra-fováno) i nìkolik velmi ryhlýh (zelenì ¹rafo-váno). Vìt¹ina èásti se ale nahází blízko prù-mìrné ryhlosti v (v odpovídá aritmetikému prù-mìru ryhlostí v¹eh èásti).Jestli¾e plyn v krabii ohøejeme, èástie sebudou pohybovat ryhleji. Køivka pro rozdìleníryhlostí se víe natáhne a zplo¹tí (na grafu teèkovanì).Poznámka: Ploha pod køivkou grafu na obrázku 40 odpovídá elkovému poètuèásti v krabii, nebo» jednotlivé sloupeèky odpovídají poètu èásti s ryhlostí z da-ného intervalu. Ploha pod grafem odpovídá souètu v¹eh sloupeèkù a tedy poètuv¹eh èásti. Kdy¾ se køivka natáhne (proto¾e se zvìt¹í prùmìrná ryhlost), musíse také zplo¹tit, aby byla elková ploha pod køivkou zahovaná; v krabii je stálestejnì èásti.
35



5.2 Vnitøní energie plynu, støední kvadratiká ryhlostZnáme-li velikosti ryhlostí v¹eh èásti, mù¾eme urèit vnitøní energii plynu U .Ta je dána souètem kinetikýh energií v¹eh èásti plynu. Kinetikou energii jednéèástie vyjadøuje rovnie
Ek = 12mv2, (35)kde v je velikost ryhlosti konkrétní èástie a m její hmotnost.Vnitøní energie plynu je také dána jeho teplotou
U = 32NkT. (36)

T pøedstavuje termodynamikou teplotu v kelvineh, k je Bolzmannova konstanta(k=1,38· 10−23 JK−1) a N poèet v¹eh èásti plynu (poèet èásti v 1m3). Z rov-nie (36) vidíme, ¾e na jednu èástii pøipadá energie U1 = 32kT . Tato energie od-povídá kinetiké energii jakési þtypiké èástie". Ryhlost vs této þtypiké èástie"urèíme snadno 12mv2s = 32kT =⇒ vs = √3kT

m
(37)Ryhlost vs se nazývá støední kvadratiká ryhlost. Ka¾dé termodynamikéteplotì plynu jednoznaènì odpovídá jiná hodnota støední kvadratiké ryhlosti (roste-li T , roste vs). Pro libovolný plyn platí, ¾e hodnota prùmìrné velikosti ryhlosti v jev¾dy men¹í ne¾ vs.Mìjme dvì krabie se stejným poètem stejnýh èásti. Velikosti ryhlostí èástiz první krabie odpovídají grafu z pøedhozí kapitoly. V druhé krabii se v¹ehnyèástie pohybují stejnì ryhle s ryhlostí v, která je rovna vs èásti z první krabie.Celkové energie obou krabi jsou si v takovém pøípadì rovny.Ka¾dé èástii s velikostí ryhlosti v mù¾eme pøiøadit teplotu T . Ta odpovídáteplotì plynu, jeho¾ støední kvadratiká ryhlost vs je rovna právì ryhlosti vybranéèástie v. Pøíslu¹ný vztah získáme jako vztah pro vs { porovnáním kinetiké energiejedné èástie a vnitøní energie pøipadajíí na þtypikou èástii".12mv2 = 32kT =⇒ T = mv23k . (38)O záøiveElektrony uvnitø záøivky se pohybují tak ryhle, ¾e jim dle rovnie (38) odpovídáteplota kolem 20 000K. Uvnitø záøivkové trubie je ale velmi málo èásti { v trubiije podtlak. A tak elková energie, kterou èástie pøi svýh nárazeh na stìnu trubietrubii pøedají, zdaleka nestaèí na zahøátí na vysokou teplotu.Aby nám nìo pøipadalo horké, je potøeba nejen velká ryhlost èásti, ale takéjejih dostateèné mno¾ství. (Tøi velmi ryhlé molekuly vody vás nepopálí.)36



5.3 Ionizovaný plynJe èas podívat se na srá¾ky v plynu zblízka. Pøedpokládejme srá¾ku dvou neutrálníhatomù. Jestli¾e jsou oba pomalé, jejih srá¾ka vypadá jako srá¾ka dvou kuleèníkovýhkoulí, tzv. pru¾ná srá¾ka. Pøi pru¾né srá¾e se mù¾ou zmìnit smìry i velikostiryhlostí obou atomù, ale souèet jejih kinetikýh energií pøed srá¾kou a po srá¾ese zahovává.Je-li ryhlost jednoho atomu dostateènì velká, mù¾e se pøi srá¾e èást jeho ki-netiké energie vyu¾ít na ionizai (vydloubnutí) valenèního elektronu z druhéhoatomu. V takovém pøípadì bude souèet kinetikýh energií atomù po srá¾e men¹íne¾ pøed srá¾kou. Ze srá¾ky vyletí zpomalený neutrální atom, volný elektron a kladnìnabitý iont. Plyn s nìkolika takovými èástiemi je èásteènì ionizovaný.Energii potøebnou k ionizai atomu je také mo¾né získat z fotonu. Srazí-li se atoms dostateènì energetikým fotonem, mù¾e foton pohltit a uvolnit valenèní elektron.Opaèným jevem k ionizai je rekombinae. Pøi rekombinai je díra v kladnìnabité èástii zaplnìna volným elektronem a vzniká neutrální atom (popø. molekula).Zapadne-li volný elektron do kationtu, uvolní se energie, která je rovna energiipotøebné k ionizai vzniklé neutrální èástie. Kdyby se tato uvolnìná energie vyu¾ilana zvý¹ení kinetiké energie vzniklé èástie, pro srá¾ku by neplatil zákon zahováníhybnosti (neutrální èástie by mìla vìt¹í hybnost ne¾ je souèet hybností kationtu aelektronu pøed srá¾kou). Aby pro rekombinai platil zákon zahování energie a takézákon zahování hybnosti, je nutné se této rekombinaèní energie nìjak þzbavit".Existují rùzné zpùsoby. Úèastní-li se srá¾ky molekula, pøebyteèná energie se mù¾evyu¾ít na její disoiai (rozpad molekuly). Druhá mo¾nost je, ¾e se spoleènì s elek-tronem a kationtem srá¾ky úèastní tøetí èástie, která pøebyteènou energii vyu¾ijeke zvìt¹ení své kinetiké energie. Taková rekombinae je pravým opakem ionizae,jak jsme si ji pùvodnì vysvìtlili, kdy do srá¾ky vstupovaly dvì èástie a vystupovalytøi. Dal¹í variantou je opaèný jev k ionizai fotonem. Kladnì nabitá èástie se srazís elektronem a pøebyteèná energie mù¾e být vyzáøena ve formì fotonu.Èím je teplota plynu vìt¹í, tím má plyn víe ryhlýh èásti a tím èastìji k ioni-zai dohází. Kdy¾ poèet ionizaí pøevá¾í poèet rekombinaí, míra ionizae plynu sezvy¹uje. Pøi urèité teplotì v plynu bude víe iontù ne¾ neutrálníh èásti { takovýplyn nazveme plnì ionizovaný.5.4 Stínìní nábojùPøedstavte si, ¾e do ionizovaného plynu vlo¾íme kladnì nabitou kulièku. Kulièkakolem sebe vytváøí elektriké pole, které vidíme na obrázku 41a. Èervené ¹rafovánípøedstavuje rovnomìrné rozlo¾ení kladnì nabitýh iontù a modré ¹rafování rozlo¾ení37



elektronù. Neutrální èástie zobrazeny nejsou, v plynu být vùbe nemusí a i kdybybyly, tak na následujíí nemají zásadní vliv. Zápornì nabité elektrony jsou ke kulièepøitahovány, kladné ionty jsou polem ta¾eny od kulièky pryè.
M M

obr. 41: Elektriké pole okolo nabité kulièky tìsnìpo vlo¾ení do plazmatu a po odstínìní
Elektrony s malou kinetikou ener-gií jsou polem zahyeny { pohybují sev blízkosti kulièky a nemají dostateè-nou energii k tomu, aby unikly. Ryhléelektrony vyu¾ijí èást své kinetiké ener-gie na pøekonání poteniálové bariéry vy-tvoøené elektrikým polem a od kulièkyuniknou. Mù¾eme si pøedstavit, ¾e ku-lièka je v dùlku spolu s elektrony. Máloenergetiké elektrony nedoká¾í z dùlkuvyskoèit a zùstanou tam. Ryhlé elek-trony mají dost energie, aby z dùlku vyskoèily.Nabitá kulièka je v ionizovaném plynu velmi ryhle obklopena vrstvou pomalej-¹íh elektronù, obr. 41b. Za touto vrstvou je nyní elektriké pole slab¹í, ne¾ v oka-m¾iku vlo¾ení kulièky do ionizovaného plynu { vektor elektrikého pole v bodì Mje krat¹í ne¾ na obrázku 41a. Zpùsobují to kulièkou uvìznìné elektrony, které èástvlo¾eného náboje odstíní. Elektriké pole v místì M u¾ nevytváøí jen kladnì na-bitá kulièka, ale také zahyené elektrony, které díky opaènému znaménku výslednýnáboj sni¾ují.Elektriké pole vytvoøené nábojem Q pùsobí ve vakuu na náboj q silou, její¾velikost urèuje Coulombùv zákon

F = 14πǫ0 Qq

r2 , (39)kde ǫ0 je konstanta zvaná permitivita vakua a r je vzdálenost nábojù Q a q.Coulombùv zákon nám øíká, ¾e ve vakuu elektriké pole klesá s druhou moni-nou vzdálenosti, tzn. v místì trojúhelníèku (obr. 42), který je od náboje desetkrát
robr. 42: Vzdálenost od nábojedál ne¾ ètvereèek, je pole stokrát slab¹í ne¾ v místìètvereèku. V ionizovaném plynu klesá elektriké poles rostouí vzdáleností je¹tì ryhleji. Zpùsobují to nábo-jem uvìznìné opaènì nabité èástie, které vlo¾ený nábojv prostoru postupnì odstiòují. Pokles zpùsobený odstiòováním je exponeniální, atak v ionizovaném plynu by elektriké pole v místì trojúhelníèku z obrázku 42 bylovíe ne¾ osmtisíkrát slab¹í ne¾ ve ètvereèku, ( e1

e10 = 1
e9 _= 12,718289 _= 18103 , e je Eulerovoèíslo 2,718. . .). 38



Vzdálenost, kde pole zasláblo na 37% (na þjednu e-tinu") své maximální hodnoty,nazývámeDebyeova stíníí délka. Budeme ji znaèit d, její jednotkou je metr; koulio polomìru d øíkáme Debyeova sféra.Elektriké pole ve vzdálenosteh výraznì men¹íh ne¾ Debyeova stíníí délka d jevelmi málo odstínìno. Zde mù¾eme pole popsat Coulombovým zákonem (odstínìníhraje minimální roli). Ve vzdálenosteh vìt¹íh ne¾ d je náboj dostateènì odstínìna pole klesá exponeniálnì. Na velkýh vzdálenosteh byhom mìli také zapoèítatkvadratiké klasání z Coulombova zákona, to je ov¹em oproti exponeniále zanedba-telné.Jsou-li èástie plynu pomalé, z blízkého okolí vlo¾eného náboje se témìø v¹ehnyvyu¾ijí na odstiòování. Pouze velmi malé mno¾ství èásti doká¾e uniknout, a takstudený ionizovaný plyn odstíní náboj na malém objemu. V horkém ionizovanémplynu má velké mno¾ství èásti dostateènou energii k úniku a jen malá èást jihuvízne. Proto pro odstínìní tého¾ vlo¾eného náboje je tøeba daleko vìt¹í prostor ne¾v plynu studeném.S rostouí teplotou plynu roste Debyeova stíníí délka.Obsahuje-li plyn velké mno¾ství nabitýh èásti v jednote objemu, odstíní vlo-¾ený náboj na men¹ím prostoru ne¾ plyn þhudý" na nabité èástie.S rostouí hustotou nabitýh èásti v plynu klesá Debyeova stíníí délka.Debyeova stíníí délka d je dána vztahem
d = √

ǫ0kT

Ne2 . (40)
T znaèí teplotu plynu, k je Boltzmannova konstanta, ǫ0 permitivita vakua, N jepoèet stejnì nabitýh èásti v 1m3 a e náboj elektronu. Rovnii (40) odvozovat ne-budeme. V¹imnìme si jen, ¾e teplota se vyskytuje v èitateli zlomku a poèet nabitýhèásti ve jmenovateli { vztah odpovídá na¹im pøedházejíím úvahám.V mezihvìzdném prostoru je øádovì N=105 a d=10m, nìkolik stovek kilometrùnad zemským povrhem N =1012, d=1mm, a uvnitø Slune N=1032 a d=10−11m.5.5 Co je to plazma?Plazma je ionizovaný plyn, který doká¾e odstínit elektriké náboje do nìho vlo-¾ené. Obsahuje volné elektrony a ionty tak, ¾e mno¾ství kladného náboje je stejnéjako mno¾ství záporného. Náboje se mohou shlukovat a elektriky na sebe pùsobit ina vìt¹í vzdálenosti { ale ne vìt¹í ne¾ je Debyeova stíníí délka (to u¾ jsou prostøedímodstínìné).V de�nii plazmatu se pou¾ívají pojmy kvazineutralita a kolektivní hování.39



KvazineutralitaV kvazineutrálním plynu je mno¾ství záporného náboje stejné jako mno¾ství klad-ného (souèet ve¹kerého náboje je nulový). Je-li ov¹em potøeba, náboje se doká¾ípøeskupit a reagovat na elektriké síly { vytváøet nebo odstiòovat elektriká pole.Jejih elektriké vlastnosti se neztráí. (Kvazineutrální byhom mohli pøelo¾it jakoþskoro neutrální".)Plyn je kvazineutrální, je-li neutrální jako elek, ale jeho nabité èástie se mohouseskupovat a vytváøet lokální náboje.Kolektivní hováníV plynu slo¾eném pouze z neutrálníh èásti se èástie vzájemnì ovlivòují jen v pøí-padì jejih srá¾ky (gravitaèní pùsobení je zanedbatelné). V ionizovaném plynu senabité èástie mohou vzájemnì ovlivòovat i na dálku. Elektriká pole, která byla vy-tvoøena nabitými èástiemi, silovì pùsobí na ostatní nabité èástie a¾ do vzdálenostiDebyeovy stíníí délky. Na del¹íh vzdálenosteh je pole dostateènì odstínìno, taku¾ neuva¾ujeme jeho pùsobení. Kladnì a zápornì nabité èástie se pohybují podlesvého náboje { hovají se kolektivnì.Plazma je tedy ionizovaný kvazineutrální plyn, který vykazuje kolektivní hování.Dùle¾itou harakteristikou plazmatu je poèet èásti (iontù nebo elektronù) stej-ného znaménka v jednote objemu; nazýváme ji konentrae plazmatu a znaèíme
N . O poètu neutrálníh atomù velièina N ni neøíká. Neutrálníh èásti mù¾e býtv plazmatu víe ne¾ nabitýh, nebo ménì ne¾ nabitýh; dokone tam nemusí být anijedna neutrální èástie.V kapitole o ionizovaném plynu jsme si øekli, ¾e s rostouí teplotou roste stupeòionizae plynu. Pøi dostateènì vysoké teplotì se ka¾dý plyn stává plazmatem {z tohoto dùvodu se nìkdy plazma nazývá ètvrtým skupenstvím hmoty.Uvnitø hvìzd najdeme dostateènì vysokou teplotu pro pøirozený výskyt plazmatu,napøíklad uvnitø Slune teplota dosahuje 15milionù ◦C.5.6 Plazmové osilaePøedstavte si plazma ve tvaru kryhle, které je slo¾ené z velmi pomalýh elektronùa kationtù { studené plazma. Na levou stranu od plazmatu dáme kladnì nabitoudesku (obr. 43a). Elektrony jsou deskou pøitahovány, kationty naopak odpuzovány.Elektrony se zaènou nalevo pøemis»ovat velmi ryhle (obr. 43b, ¹ipka popisuje smìrpohybu). Tak ryhle, ¾e jejih tepelný (haotiký) pohyb je oproti kolektivnímu40



a)
b)
)
d)
e)
f)

obr. 43: Plazmové osilae

hování zanedbatelný. Desku rázem vybi-jeme, napøíklad uzemníme. Tì¾ké (¹patnìpohyblivé) kationty se za tu hvilku sotvapohnou. Elektriké pole na nì pùsobilostejnou dobu a stejnì velkou silou jakona elektrony, ov¹em díky své velké hmot-nosti je jejih zryhlení mnohem men¹íne¾ zryhlení elektronù. Tepelný i kolek-tivní pohyb kationtù nemusíme uva¾ovat.Po uzemnìní desky elektrony napravou¾ ni nepøitahuje, naopak nyní jsoukladným nábojem kationtù pøitahoványna pravou stranu. Elektronový þmráèek"ve tvaru kryhle se zaène zryhlenì pohy-bovat doprava (obr. 43). Kdy¾ proházístøedem pùvodní kryhle (43 d) je síla pù-sobíí na mráèek nulová. Díky setrvaènostise ale elektronový mráèek dostává napravood kationtové kryhle (43 e), kde u¾ na nìjpùsobí elektriká síla proti jeho pohybu{ doleva. Za hvíli tato síla mráèek za-staví a rozpohybuje ho zpìt doleva (obr.43 f). Elektronový mráèek se pohybuje ko-lem kationtového jako by byl na pru¾inì.Neboli: Vyhýlíme-li elektrony oprotiiontovému pozadí, vytvoøí se takové elek-triké pole, které se svými úèinky sna¾í ob-novit neutralitu plazmatu. Jeliko¾ setrvaè-nost nedovolí elektronùm se v rovnová¾népoloze zastavit, elektrony vykonávají kmitavý pohyb, který nazýváme plazmováosilae. Úhlová frekvene takovýh kmitù je plazmová frekvene.Plazmová frekvene ωp ve studeném plazmatu je dána vztahem
ωp = √

Ne2
ǫ0me

, (41)kde N je konentrae plazmatu, e je náboj elektronu, ǫ0 je permitivita vakua a meje hmotnost elektronu.Z rovnie (41) snadno vidíme, ¾e s rostouí plazmovou konentraí N , rosteplazmová frekvene { mráèek i kationtové pozadí obsahují vìt¹í mno¾ství náboje,41



a tak se podle Coulombova zákona k sobì víe pøitahují. Dále vidíme, ¾e kdybymìly elektrony vìt¹í náboj, plazmová frekvene by se také zvìt¹ila, proto¾e by opìtvzrostla síla, která k sobì opaèné náboje pøitahuje. A kdyby byly elektrony tì¾¹í,þdéle by brzdily", pak by hodnota plazmové frekvene byla ni¾¹í.5.7 De�nie plazmatuPro odstínìní vlo¾eného náboje nabitými èástiemi plynu, je tøeba dostateèný pro-stor. Je-li rozmìr oblaku ionizovaného plynu výraznì vìt¹í ne¾ Debyeova délka, takkdykoli nìkde vznikne nahlouèení náboje, okolní èástie mají dostateèný prostorpro jeho odstínìní.První podmínka pro plazma: Rozmìr systému musí být øádovì vìt¹í ne¾ Debyeovadélka.Druhá podmínka také souvisí s odstiòováním. Aby vùbe mohl být vzniklý nábojodstínìn, je potøeba dostatek èásti. Máme-li ionizovaný plyn pøíli¹ øídký, v okolílokálního náboje není dostatek èásti na jeho odstínìní.Druhá podmínka pro plazma: Poèet nabitýh èásti v objemu o velikosti Debyeovysféry musí být výraznì vìt¹í ne¾ malý.Poslední kritérium souvisí se srá¾kami nabitýh èásti s neutrálními. Kdyby senabité èástie pøíli¹ èasto srá¾ely s neutrály, jejih pohyb by byl z velké èásti ovlivnìntìmito srá¾kami a jen minimálnì vzájemným pùsobením jejih nábojù. V jejihhování by se náboj témìø neprojevil.Tøetí podmínka pro plazma: Nabité èástie se mohou srazit s neutrálními èástiemipouze zøídkakdy v porovnání s periodou své plazmové frekvene.Kvazineutrální ionizovaný plyn je plazmatem, jsou-li splnìny tøi vý¹e zmínìnépodmínky.5.8 Pøíklady plazmatu na Zemi i mimo niAsi 99% hmoty ve vesmíru je v plazmatikém stavu. Na¹e planeta patøí do tohozbývajíího proenta, kde se plazma pøirozenì nevyskytuje. Nejznámìj¹í pøíkladplazmatu, plamen, ve skuteènosti plazmatem není { nesplòuje na¹í tøetí podmínku.Plamen je ionizovaný plyn, který sie obsahuje dostateèné mno¾ství nabitýh èásti,ale také velké mno¾ství èásti neutrálníh. Ty se èasto srá¾í s nabitými a z velkémíry tak ovlivòují jejih pohyb.Mezi þopravdové zemské" plazma patøí tøeba blesk, plyn v záøivkáh a neonehnebo polární záøe. Kdy¾ se vzdálíme pouhýh 60 km od Zemì, atmosféra se tamu¾ zaèíná hovat mírnì plazmatiky (víe se dozvíme v osmé èásti). Mezihvìzdnýprostor, hvìzdy i mlhoviny jsou plazma. 42



5.9 Elektromagnetiké vlny v plazmatuZe tøetí èásti víme, ¾e elektromagnetiká vlna se skládá ze dvou èástí, elektrikéa magnetiké. ©íøí-li se vlna vakuem, vektory elektriké intenzity ~E a magnetikéinduke ~B kmitají ve fázi a jsou na sebe kolmé (obr. 12). Fázová ryhlost libovolnéelektromagnetiké vlny ve vakuu je rovna c.Pøedstavme si elektromagnetikou vlnu, která se ¹íøí vakuem a narazí na stìnukryhle studeného plazmatu, obr. 44. Na obrázku je znázornìna pouze elektrikáslo¾ka vlny ~E kmitajíí v rovinì nákresny. Magnetikou slo¾ku kmitajíí k nám aod nás potøebovat nebudeme.
~E M

obr. 44: Vlna na rozhraní plazmatu
Elektriké pole vlny na rozhraní vakuaa plazmatu ovlivòuje hování nabitýh èástiv plazmatu. V momentì, který zahyuje ob-rázek 44, budou zápornì nabité èástie polemta¾eny do spodní èásti kryhle a kladnì nabitédo horní. Kvùli velké hmotnosti kationtù ne-budeme jejih pohyb uva¾ovat, dùvod vyplynez dal¹ího. Elektrony z okolí stìny se shromá¾-ïují dole, kde vzniká lokální záporný náboj. Nahoøe, odkud elektrony þutekly",vzniká náboj kladný. Oba náboje budou prostøedím odstínìné na vzdálenost De-byeovy stíníí délky (zelenì). Do místa M uvnitø plazmatu se ¾ádné elektriké polenedostane, plazma v¹e odstíní. Èástie uvnitø plazmatu se o vlnì vùbe þnedozvìdí".Rozebrali jsme si situai v jednom konkrétním èase. Elektriké pole vlny se alev èase mìní a nabité èástie v plazmatu musí ka¾dou hvíli odstiòovat rùznì silné iorientované elektriké pole. Má-li elektromagnetiká vlna malou frekveni, elektronystíhají na zmìny reagovat. Doká¾í se pøeskupovat a stále odstiòovat mìníí se elek-triké pole vlny. V takovém pøípadì se vlna do plazmatu vùbe nedostane a odrá¾íse od rozhraní zpátky do vakua.Má-li vlna dostateènì velkou frekveni, její pole se mìní pøíli¹ ryhle na to,aby na zmìny elektrony dokázaly reagovat. V takovém pøípadì se vlna dostávádo plazmatu a ¹íøí se jím dál (stejnì jako tøeba obyèejným sklem).Pro ka¾dé plazma existuje jistá mezní frekvene. Elektromagnetiké vlny s ni¾¹ífrekvení se od plazmatu odrazí, plazmatem se ¹íøit nemohou. Elektromagnetikévlny s vy¹¹í frekvení plazmatem prohází. Tato mezní frekvene je rovna plazmovéfrekveni ωp, která udává, jak ryhle jsou elektrony v plazmatu shopny reagovatna zmìny elektrikého pole.Elektromagnetiké vlny v plazmatu se øídí dle pøedhozího odstave. Cheme-liov¹em popsat ¹íøení vln kolem Zemì, nesmíme zapomenout na magnetiké pole, kterékolem sebe na¹e planeta vytváøí a které zásadnì ovlivòuje ¹íøení elektromagnetikýhvln. Pro pokraèování je nutné vysvìtlit, hování nabitýh èásti v magnetikém poli.43



6 Pohyb èásti v magnetikém poli
z

y

x

~Bobr. 45: Magn. pole
V této èásti si uká¾eme, jak homogenní magnetiké pole ovlivòujepohyb èásti. Soustavu souøadni zvolíme v¾dy tak, aby vektormagnetiké induke ~B smìøoval po smìru osy z (obr. 45).6.1 Lorentzova sílaNa letíí èástii magnetikým polem pùsobí Lorentzova síla, kteráje dána vztahem (køí¾ek znaèí vektorový souèin)

~F = q(~v × ~B), (42)
q je náboj èástie, ~v je vektor její ryhlosti a ~B je vektor magnetiké induke (vy-jadøuje smìr pole i velikost). Výsledkem vektorového souèinu je vektor, který jekolmý na oba dva vstupujíí vektory a tvoøí s nimi pravotoèivou soustavu souøad-ni. Velikost výsledku je dána délkami vstupujííh vektorù a úhlem, který svírají.Pro velikost Lorentzovy síly z rovnie (42) pak platí

|~F | = |q|vB sinα, (43)
α je úhel mezi vektory ~v a ~B. Velikost vektoru nemù¾e být záporná, a tak z náboje
q pou¾ijeme jeho absolutní hodnotu.6.2 Neutrální èástieNejprve se podíváme na pøípad, kdy vlétne do magnetikého pole neutrální èástie.Pro q = 0, je pravá strana rovnie (43) nulová a tedy i síla pùsobíí na èástii jenulová. V takovém pøípadì magnetiké pole èástii nijak neovlivòuje, èástie letítak, jak by letìla, kdyby tam ¾ádné magnetiké pole nebylo (rovnomìrnì pøímoèaøe,pokud na èástii nepùsobí je¹tì nìjaká jiná síla).6.3 Nabitá èástie: pohyb rovnobì¾ný s magnetikým polem
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obr. 46: ~v ‖ ~B0
Pohybuje-li se na¹ím magnetikým polem nabitá èástie rovno-bì¾nì s osou z, úhel, který svírá vektor ryhlosti ~v s vektoremmagnetiké induke ~B, je buï roven nule (na obrázku 46 zelenì)nebo π (�alovì). Pro oba úhly je sinus nulový, a tak velikost sílypùsobíí na èástii ((43) |~F | = qvB sinα) je nezávisle na nábojièi velikosti ryhlosti rovna nule.Pohyb nabité èástie, která letí rovnobì¾nì s magnetikýmpolem, není polem vùbe ovlivòován. 44



6.4 Nabitá èástie: pohyb kolmý na magnetiké poleNyní se podíváme na pøípad, kdy se nabitá èástie pohybuje v rovinì xy (její z-ová slo¾ka ryhlosti je nulová). Na obrázku 47 letí kladnì nabitá èástie ve smìru
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~B
~v

~F+

~F−

obr. 47: Síla na nabitouèástii s ~v ⊥ ~B

osy y (doprava). Pomoí pravé ruky nebo iferníku urèímesmìr vektoru, který je výsledkem vektorového souèinu ~v × ~B(vektory ~v, ~B a výsledný jsou pravotoèivé). Výsledek smì-øuje k nám podél osy x. Po vynásobení kladným nábojem
q, vektor zmìní pouze svoji délku. Lorentzova síla na kladnýnáboj ~F+ daná rovnií (42) ~F+ = q(~v× ~B) smìøuje ve smìruosy x. Magnetiké pole bude kladnì nabitou èástii z obrázku47 þtáhnout" ¹ikmo k nám podél osy x.Poletí-li stejnou estou elektron, vektorový souèin v × Bse nezmìní, ov¹em vynásobení záporným nábojem zpùsobí,¾e Lorentzova síla ~F− pùsobíí na elektron bude smìøovat proti ose x.Kladný nábojSituae 1 na 48a odpovídá pøípadu, který jsme právì rozebrali. Kladnì nabitá èástieletí po smìru osy y. Lorentzova síla smìøujíí k nám zpùsobí zakøivení trajektorieèástie. Èástie se dostane do polohy 2, kde na ní Lorentzova síla bude pùsobit tak,jak ukazuje obrázek. Pøesvìète se pomoí pravé ruky. Síla trajektorii i zde zakøivujea) b)
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obr. 48: Kladnì nabitá èástie letíí kolmo na smìr homogenního magnetikého polea zpùsobí, ¾e za hvilku se èástie bude naházet v poloze 3, kde poletí ve smìruosy x. Tìmito úvahami byhom dospìli a¾ do polohy osm a z ní do té poèáteèní.Zkuste si, ¾e Lorentzova síla má na 48a ve v¹eh poloháh správný smìr.
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Kladnì nabitá èástie (její¾ slo¾ka ryhlosti do smìru magnetiké induke je nu-lová) se v homogenním magnetikém poli pohybuje po kru¾nii, která le¾í v rovinìkolmé na osu z. Budeme-li se dívat po smìru ~B (na obrázku 48a le¾íme pod rovi-nou xy a díváme se nahoru), èástie bude rotovat proti smìru hodinovýh ruèièek,obr. 48b.Záporný nábojNa obrázku 47 jsme si ukázali, jaký smìr má Lorentzova síla pùsobíí na zápornìnabitou èástii letíí po smìru osy y { situae odpovídá poloze 1 na obrázku 49a. Sílastoèí trajektorii a èástie se dostane do polohy 2 na 49a. I v tomto místì je èástiea) b)
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obr. 49: Zápornì nabitá èástie letíí kolmo na smìr homogenního magnetikého polepod vlivem Lorentzovy síly a trajektorie se opìt stoèí. . . Èástie proletí v¹emi osmipolohami na 49a, a¾ se dostane do té první. Její trajektorií bude kru¾nie. Na rozdílod kladnì nabité èástie rotuje v opaèném smìru.Zápornì nabitá èástie (její¾ slo¾ka ryhlosti do smìru magnetiké induke jenulová) se v homogenním magnetikém poli pohybuje po kru¾nii, která le¾í v ro-vinì kolmé na osu z. Díváme-li se po smìru ~B (na obrázku 49a le¾íme na zádehpod rovinou xy), èástie rotuje po smìru hodinovýh ruèièek, obr. 49b.ShrnutíPøedstavte si, ¾e jste iont a letíte si vodorovnì, rovnomìrnì pøímoèaøe. Najednouse dostanete do homogenního magnetikého pole, které smìøuje zdola nahoru. Polezpùsobí, ¾e se vá¹ let zmìní. Sie poletíte stále stejnì ryhle, ale budete krou¾itpo kru¾nii poøád dokola. Jste-li kladní, budete se otáèet za pravou rukou, jste-lizáporní, pak za levou. 46



6.5 Polomìr kruhové trajektorieNejprve si uvedeme pøíklad z mehaniky. V rue dr¾íte provázek za jeden kone
~Fd

obr. 50: Plehovka
a na jeho druhém koni je navázaná plehovka. Plehovku rozto-èíte tak, ¾e se pohybuje po kru¾nii, obr. 50. Jediná síla, kterána plehovku pùsobí je síla provázku. Tato síla musí být rovnadostøedivé síle rovnomìrného pohybu po kru¾nii.Vrátíme se zpìt do magnetikého pole, kde þprovázkové síle"odpovídá Lorentzova síla { stále smìøuje do støedu kru¾nie,po které èástie obíhá. Vzore pro výpoèet dostøedivé síly je v pøí-padì plehovky i malinkaté èástie stejný. Její velikost je dána

Fd = mv2
R

, (44)kde m je hmotnost èástie (plehovky), v je velikost její ryhlosti a R je polomìrkru¾nie, po které èástie obíhá (délka provázku). Dostøedivá síla v magnetikémpoli na náboji nijak nezávisí.Velikost Lorentzovy síly je F = |q|vB sinα. Pøedpokládáme-li, ¾e se èástie pohy-buje v rovinì kolmé na osu z (uvnitø ní libovolným smìrem), pak úhel mezi vektory
~v a ~B je v¾dy 90◦. V takovém pøípadì je sinα = 1 a tedy platí

F = |q|vB. (45)Velikosti dostøedivé a Lorentzovy síly musí být stejnì velké, v opaèném pøípadì by seèástie nepohybovala po kru¾nii. Rovnie (44) a (45) dáme do rovnosti a vyjádøímesi polomìr R
mv2
R

= |q|vB =⇒ R = mv

|q|B, (46)tzn. èím tì¾¹í èástie, tím vìt¹í polomìr kru¾nie; magnetiké pole snadnìji zmìnítrajektorii lehké èástie ne¾ tì¾ké. Èím ryhlej¹í, tím také vìt¹í polomìr. S lehkýmia pomalými èástiemi magnetiké pole ví zatoèí.A také: Roste-li náboj (v absolutní hodnotì, víe kladný nebo víe záporný),polomìr kru¾nie klesá, magnetiké pole velké náboje víe ovlivòuje. A nakoneèím je pole silnìj¹í (roste velikost ~B), tím je polomìr men¹í. Hodnì nabité èástiev silném poli se ví zatáèí ne¾ ménì nabité ve slabém poli.
47



6.6 Cyklotronní frekveneZbývá nám urèit úhlovou ryhlost krou¾ííh èásti v magnetikém poli. Je¹tì jednouse vrátíme do mehaniky k rovnomìrnému pohybu po kru¾nii. Pro délku oblouku
R

ϕ

s

obr. 51: Oblouk
(ubìhnutou dráhu na obrázku 51) platí

s = ϕR, (47)kde ϕ mìøíme v radiáneh! Úhel jeden radián je velký tak, ¾edélka oblouku je stejnì dlouhá jako polomìr kru¾nie, obr. 52.Dráhu s nahradíme s = vt a úhel ϕ = ωt (to u¾ jsme pou¾iliv kapitole 1.4). Rovnie (47) pøejde ve tvar
vt = ωtR =⇒ v = ωR. (48)Odvodili jsme vztah mezi velikostí ryhlosti a úhlovou ryhlostí pøi rovnomìrnémpohybu po kru¾nii. Z rovnie (48) dosadíme za velikost ryhlosti v do vztahu pro po-lomìr (rovnie (46)). Vyjádøíme úhlovou ryhlost (polomìry se zkrátí)

R = m(ωR)
qB

=⇒ ω = qB

m
. (49)Rovnie (49) je zlatým høebem elé èásti o magnetikém poli. Vìt¹í náboje majívìt¹í frekveni, za jednu sekundu stihnou víe otáèek. Silnìj¹í magnetiké pole takézvy¹uje úhlovou ryhlost (i frekveni). A èím tì¾¹í èástie, tím men¹í úhlová ryhlost(tím jí déle trvá obìhnout jedno kolo).

1 ra
d

R

s
=

R

1 rad =̇ 57◦obr. 52: De�-nie radiánu
Z rovnie (49) také plyne, ¾e úhlová ryhlost (tedy ani frekvenea perioda) nezávisí na ryhlosti èástie. Po¹leme-li jeden ryhlýa jeden pomalý elektron do homogenního magnetikého pole kolmona smìr siloèar, oba se zaènou pohybovat po kru¾niíh. Velikostryhlosti ka¾dého z nih se nezmìní, ryhlý bude obíhat po velkékru¾nii a pomalý po malé. Jejih frekvene budou stejné. Oba stih-nou stejný poèet obìhù za jednu sekundu.Pro dané magnetiké pole o velikosti B a danou èástii o hmot-nosti m a náboji q je jednoznaènì urèena její yklotronní frekvene.Cyklotronní frekvene elektronu: ωc = |e|B

me
(me znaèí hmotnost elektronu)Cyklotronní frekvene iontu: ωci = qB

mi
(mi znaèí hmotnost iontu)6.7 Nabitá èástie: pohyb libovolným smìremDoposud jsme øe¹ili speiální pohyby èásti (rovnobì¾ný nebo kolmý na vektor mag-netiké induke). V této èásti si vysvìtlíme, jak se bude hovat nabitá èástie, kterávletí do homogenního magnetikého pole z libovolného smìru.48



Mìjme magnetiké pole jako v pøedhozíh pøípadeh B = (0, 0, B), obr. 45.Vektor ryhlosti èástie v momentì vlétnutí do magnetikého pole má obený tvar
v = (vx, vy, vz). Z pøedhozího u¾ víme: Pohybuje-li se nabitá èástie v rovinìkolmé na smìr magnetikého pole (nenulové vx nebo vy), pole zpùsobí otáèivýpohyb kolmo na z. A také, ¾e pohyb rovnobì¾ný s osou z (nenulová vz) nenía) ~B

b) ~B
) ~B

d) ~B

obr. 53: Pohyb nabitýh èásti v magnetikém poli

magnetikým polem ovlivnìn.Spojením krou¾ivého po-hybu s rovnomìrným posunemdostaneme pohyb po ¹roubo-vii, obr. 53.Pøedstavte si, ¾e jdete stálestejnì ryhle po pravotoèivýhshodeh6 nahoru do hradnívì¾e. Osu vì¾e máte po pravérue a okénka po levé. Pøidr¾u-jete se pravou rukou zábradlí.Vá¹ pohyb je stejný jako pohybkladnì nabité èástie v homogenní magnetikém poli (jdete po levotoèivé ¹roubo-vii7 vzhledem ose vì¾e, obr. 53a). Va¹e pravá ruka pøedstavuje Lorentzovu sílu, jevodorovnì a smìøuje stále k ose vì¾e.Pobì¾íte-li po stejnýh shodeh dolù, budete se sie zábradlí pøidr¾ovat levourukou, þvá¹ náboj" se ale nezmìní. Pøedstavujete stále kladnì nabitou èástii, kteráletí po levotoèivé ¹roubovii vzhledem k ose vì¾e, obr. 53.6.8 Prostøedí tvoøené magnetikým polemMagnetiké pole vytváøí anizotropní prostøedí vzhledem k pohybu nabitýh èásti.Trajektorie pohybu obenì zále¾í na smìru, jakým èástie do pole vletí.Prostøedí je naví válovì symetriké. Nezále¾í, zda èástie s daným nábojem adanou ryhlostí vletí do pole podél osy x, podél y nebo jakkoli ¹ikmo v rovinì xy.Poka¾dé je její trajektorií kru¾nie o stejném polomìru le¾íí v rovinì xy. V¹ehnysmìry v rovinì kolmé na význaènou osu jsou navzájem ekvivalentní.
6Pøi dobývání hradu se na pravotoèivýh shodeh pravorukému obráni s meèem shora bránílépe ne¾ se zdola útoèí pravorukému útoèníkovi. Ten musí útoèit þza roh".7Názvy shodi¹» a ¹roubovi jsou opaèné. 49



7 Vlny v plazmatu s magnetikým polemV této èásti textu vyu¾ijeme témìø v¹e, o jsme si doposud øekli. Homogenní mag-netiké pole (èást 6) vytváøí v plazmatu (èást 5) anizotropní, válovì symetriképrostøedí (èást 4) vzhledem k ¹íøení elektromagnetikýh vln (èást 3).Budeme uva¾ovat pouze studené plazma, jeho¾ èástie nevykonávají ¾ádný ha-otiký pohyb. Volné elektrony se pak pohybují pouze v dùsledku pùsobení nìjakéhoelektrikého nebo magnetikého pole.Vektor elektriké intenzity vlny budeme znaèit ~E, vektor magnetiké induke ~B.Pro oznaèení vnìj¹ího magnetikého pole pou¾ijeme ~B0. Jeho velikost bude v¾dyvýraznì vìt¹í ne¾ velikost magnetikého pole libovolné vlny, | ~B| ≪ | ~B0|. Vnìj¹í pole
~B0 budeme uva¾ovat pouze homogenní a smìøujíí ve smìru osy z.Uvedené závìry nebudeme odvozovat { k tomu je tøeba umìt øe¹it difereniálnírovnie, kde neznámá není èíslo ale funke. V odvození se vyhází z druhého New-tonova zákona ~F = m~a a pohybové rovnie nabité èástie v elektromagnetikémpoli ~F = q( ~E +~v× ~B0). Dále jsou tøeba Maxwellovy rovnie, které popisují hováníelektromagnetikého pole.7.1 Mezní frekveneElektromagnetiká vlna o velmi vysoké frekveni, která se ¹íøí vakuem, narazí na roz-hraní vakua s plazmatem bez vnìj¹ího magnetikého pole. Jak jsme si øekli v kapitole5.9, vlna prohází do plazmatu, nebo» volné elektrony nestíhají odstínit ryhle semìníí elektriké pole vlny. Frekvene vlny se nezmìní, je stálá v jakémkoli prostøedí(kapitola 4.2). Vlnová délka zùstává také beze zmìn.Vy¹leme-li vlnu s ni¾¹í frekvení (její úhlová ryhlost ω je stále je¹tì vy¹¹í ne¾plazmová frekvene plazmatu ωp), vlna projde do plazmatu. Frekvene vlny se ne-zmìní, ale pohyb nabitýh èásti v plazmatu zpùsobí prota¾ení vlnové délky vlny.Se vzrùstem vlnové délky λ souvisí vzrùst fázové ryhlosti { jednotlivé vlny jsoudel¹í a vytváøí se stejným tempem, konkrétní fáze se tedy za stejný èas dostane dál.Na¹í vlnì pøíslu¹í fázová ryhlost vìt¹í ne¾ c, kterou vlna mìla ve vakuu, vf > c.Grupová ryhlost vlny klesne.Bude-li frekvene, resp. úhlová ryhlost vlny, stále bli¾¹í plazmové frekveni pro-støedí, vlnová délka vlny v plazmatu bude del¹í a del¹í a¾ bude nejdel¹í na elémsvìtì. Spolu s vlnovou délkou poroste k nekoneèným hodnotám také velikost fázovéryhlosti. Grupová ryhlost naopak bude klesat k nule, informae nesená takovouvlnou se nikam nepøenese.Frekveni vlny, pøi které vlnová délka a fázová ryhlost roste nade v¹ehny meze,nazýváme mezní frekvení. Pro vlny s touto frekvení index lomu n klesá k nule,50



n = c
vf

rovnie (23). Vlna s mezní frekvení nepøenese ¾ádnou informai, její grupováryhlost je rovna nule.Jestli¾e vy¹leme elektromagnetikou vlnu s frekvení, resp. úhlovou ryhlostí,rovnou nebo ni¾¹í plazmové frekveni plazmatu, ω ≤ ωp, vlna se od plazmatu odrazí
k

ω

ωp

ϕ

α ≈ c

c =̇vf <vf <vf <vf

c =̇vg >vg >vg >vgobr. 54: Závislost ω na k

nazpìt.Na obrázku 54 je disperzní relae, která popisuje ho-vání elektromagnetikýh vln v plazmatu. S grafem jsme seu¾ setkali ve druhém pøíkladì kapitoly 4.7. Vidíme, ¾e vlnys ω < ωp se prostøedím ne¹íøí { nepøipadá jim ¾ádné vlnovéèíslo. ®lutì znaèené vlny s úhlovou ryhlostí tìsnì nad ωp,mají velký úhel ϕ a tedy i velkou vf . Velikost grupové ryh-losti ¾luté vlny je naopak témìø nulová, køivka v ¾lutémbodì skoro neroste.Pohybujeme-li po grafu k vy¹¹ím frekvením, fázováryhlost postupnì klesá a grupová roste. Rù¾ovì oznaèená vlna s vysokou ω má
ϕ _= γ _=α, a tudí¾ vf _= vg _= c, ¹íøí se jako ve vakuu.7.2 RezonaneNa obrázku 55 je znázornìna elektromagnetiká kruhovì polarizovaná vlna ¹íøíí seplazmatem ve smìru magnetikého pole; vlnový vektor ~k je rovnobì¾ný s vektorem
~B0. Díváme-li se po smìru vnìj¹ího magnetikého pole ~B0, vektor elektriké intenzityvlny ~E opisuje kru¾nii po smìru hodinovýh ruèièek. Pod vlivem tohoto elektrikéhopole se volné elektrony plazmatu pohybují v rovináh kolmýh na smìr magnetikéhopole ~B0, a jejih trajektorie jsou vnìj¹ím polem zakøivovány také ve smìru hodu
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~B0
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~Eobr. 55: Kruhovì pol. vlna
hodinovýh ruèièek (kapitola 6.4, obr. 49).Úhlová frekvene krou¾ivýh pohybù, yklotronní frek-vene, v¹eh elektronù je dána vztahem (49) ωc = eB0

me
.Jestli¾e se úhlová ryhlost vlny z obrázku 55 pøibli¾ujek yklotronní frekveni elektronù v plazmatu, prostøedí sestává pro vlnu hùøe prùhodné. Stále vet¹í èást energie vlnyvyu¾ívají volné elektrony pro svùj krou¾ivý pohyb. Indexlomu postupnì roste nade v¹ehny meze, fázová ryhlostklesá k nule, vlna se pøestává ¹íøit. Øíkáme, ¾e nastávárezonane. Pøi rezonani je vedle fázové ryhlosti nulová také vlnová délka. Vlnas danou frekvení ω, která nikam nepostupuje (vf = 0), musí mít vlnovou délkurovnu nule.Pøi rezonani je vlna prostøedím absorbována, pøi mezní frekveni se od plazmatuodrá¾í. 51



7.3 Elektromagnetiké vlny ve smìru kolmém na ~B0Uká¾eme si hování dvou význaènýh vln, které se ¹íøí studeným plazmatem kolmona vnìj¹í magnetiké pole. Ostatní vlny ¹íøíí se stejným smìrem lze z tìhto þzá-kladníh" v¾dy slo¾it.Øádná vlna
z

y

x

~k

~B0

~E

~Bobr. 56: Øádná vlna
Jako první si rozebereme elektromagne-tikou vlnu ¹íøíí se plazmatem ve smìruosy y (~k ‖ y), její¾ elektriká slo¾ka ~Ekmitá rovnobì¾nì s vnìj¹ím magneti-kým polem ~B0 a magnetiká slo¾ka ~Bpodél osy x (obr. 56).Na nabité èástie plazmatu pùsobíelektriké pole vlny a rozpohybuje je po-dél vnìj¹ího magnetikého pole nahorua dolù. Z èásti 6.3 víme, ¾e kdy¾ senabitá èástie pohybuje v magnetikémpoli rovnobì¾nì s ~B0, není její pohyb tímto polem nijak ovlivnìn. Na¹e elektromag-netiká vlna tak ¾ádné vnìj¹í magnetiké pole þneítí", nebo» okolní prostøedí sehová stejnì, jako kdyby tam ¾ádné magnetiké pole nebylo.

1
n2 =

v2

f

c2

vf = c 1

ωωpobr. 57: Disperzní relae øádné vlny

Lineárnì polarizovaná vlnaz obrázku 56 se nazývá øádnávlna a budeme ji znaèit pís-menem O (z angl. ordinarywave). ©íøení øádné vlny nezávisína vnìj¹ím magnetikém poli.Na obrázku 57 je graf zá-vislosti v2
f

c2 na úhlové ryhlostivlny ω (jde o typ disperzní re-lae). Dle rovnie (23) mù¾emepomìr v2
f

c2 vyjádøit zlomkem 1
n2 .Stoupáme-li po svislé ose na-horu, velikost fázové ryhlosti roste; index lomu naopak klesá. Jednièka na svisléose odpovídá pøípadu, kdy se velikost fázové ryhlosti vlny rovná ryhlosti svìtla(1= v2

f

c2 ⇒ vf = c). Index lomu je zde roven jedné. Nekoneènì vysoké hodnoty od-povídají mezní frekveni { zlomek v2
f

c2 je nekoneèný, tak i vf je nekoneèná. Pøi nulovéhodnotì na svislé ose dohází k rezonani { zlomek v2
f

c2 je nulový a tudí¾ vf je nulová.52



Z disperzní relae øádné vlny vidíme, ¾e pro ω < ωp se vlna prostøedím vùbene¹íøí { vy¹rafovaná oblast. Plazmová frekvene ωp je mezní frekvení øádné vlny(fázová ryhlost nekoneèná, index lomu nulový). Se zvy¹ujíí se úhlovou ryhlostívlny klesá velikost fázové ryhlosti, index lomu naopak roste od nuly a¾ k jednièe.Pro obrovské frekvene, je fázová ryhlost témìø rovna c a index lomu jednièe {vlna prohází plazmatem stejnì jako vakuem.Mimoøádná vlna
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x

~k

~B0 ~B

~E

obr. 58: V plazmatu neexistujíí vlna
Mohli byhom pøedpokládat, ¾e druhou þzá-kladní" vlnou ¹íøíí se kolmo na magnetiké pole,bude také lineárnì polarizovaná vlna s ~k ‖ y,
~E ‖ x a ~B ‖ z z obrázku 58. Ov¹em ukazuje se,¾e taková vlna v plazmatu s vnìj¹ím magneti-kým polem ~B0 vùbe nemù¾e existovat.Vlna musí být eliptiky (popø. kruhovì) pola-rizovaná v rovinì kolmé na magnetiké pole ~B0.Vektor elektriké intenzity vlny má tedy nejen
x-ovou ale i y-ovou slo¾ku, ~E = (Ex, Ey, 0),jak vidíme na obrázku 59. (V pøípadì rovnosti
ExA = EyA jde o kruhovou polarizai.)Slo¾ka Ex odpovídá normální pøíèné elektromagnetiké vlnì s ~k ⊥ ~B0 z obrázku58. Slo¾ka Ey odpovídá podélné vlnì, kde vektor elektriké intenzity ~E kmitá rov-nobì¾nì s vlnovým vektorem ~k. Této vlnì úplnì hybí magnetiká èást ~B a nazýváse elektrostatiká. V plazmatu tvoøí obì slo¾ky Ex a Ey jedinou vlnu a jsou navzá-jem neoddìlitelné. Vektor elektriké intenzity ~E elé vlny opisuje èervenou køivkuz obrázku 59 (pohyb po elipse, která se posunuje doprava).
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~Exobr. 59: Mimoøádná vlna
Eliptiky (kruhovì) polarizovanávlna v rovinì kolmé na vnìj¹í magne-tiké pole ~B0, která se ¹íøí studenýmplazmatem ve smìru kolmém k ~B0,se nazývá mimoøádná vlna. Ko-ne vektoru ~E obíhá po køive, kte-rou vidíme na obrázku 59 èervenì. Mi-moøádná vlna se znaèí písmenem X(z angl. extraordinary wave).Chování mimoøádné vlny je slo¾itìj¹í ne¾ vlny øádné, nebo» vnìj¹í magnetiképole ~B0 ovlivní pohyb volnýh elektronù, které se rozhýbaly díky elektrikému polivlny v rovinì kolmé na ~B0. Disperzní relae X-vlny je na obrázku 60.53
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vf = c 1

ωωpωL ωh ωRobr. 60: Disperzní relae mimoøádné vlny

Mimoøádná vlna má dvìoblasti ¹íøení a dvì zakázanápásma. V prvním povolenémpásmu velikost fázové ryhlostinabývá v¹eh mo¾nýh hodnot;pro ω = ωp je vf = c. V druhémpásmu najdeme hodnoty pouzez intervalu 〈c,∞) { fázové ryh-losti vln s vysokými frekvenemipova¾ujeme za rovny ryhlostisvìtla.V hodnotáh ωL a ωR má mi-moøádná vlna mezní frekvene, rezonane nastává jednou pøi ω = ωh. Hodnoty
ωL, ωR i ωh závisí jak na plazmové frekveni ωp (a tedy na hustotì plazmatu N ,
ωp = √

Ne2
ǫ0me

), tak na yklotronní frekveni ωc (a tudí¾ na vnìj¹ím magnetikém poli
B0, ωc = eB0

me
)8.Øádná vlna s mimoøádnou dohromadyMìjme elektromagnetikou vlnu ¹íøíí se plazmatem kolmo na smìr vnìj¹ího mag-netikého pole ~B0. Na¹e vlna se dá rozlo¾it na dvì slo¾ky { øádnou a mimoøádnou.Na obrázku 61 vidíme disperzní relae obou vln v jediném grafu.
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obr. 61: Øádná (èervenì) a mimoøádná vlna (modøe)

Je-li úhlová frekvene vlny ω◦,z obrázku 61 vyèteme, ¾e øádnávlna postupuje plazmatem s fázo-vou ryhlostí men¹í ne¾ mimoøádná,
v◦

fO <v◦
fX . Pro grupové ryhlosti platíopaèný vztah, v◦

gO > v◦
gX , øádná vlnapøenese informai na stejné vzdále-nosti ryhleji ne¾ mimoøádná.Má-li na¹e vlna v plazmatu úhlo-vou ryhlost rovnu ω⊲, pak jde èistìo vlnu mimoøádnou { øádná vlnao úhlové ryhlosti ω⊲ se v plazmatunemù¾e vyskytovat. Kdybyhom vyslali do vakua elektromagnetikou vlnu s ω⊲ as ~E ‖ ~B0 (obr. 56), tak a¾ dojde k plazmatu, odrazí se od nìj zpìt.8vztahy pro ωL, ωR a ωh vyplynou z úprav pohybovýh rovni:
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A naposledy, elektromagnetiká vlna s úhlovou ryhlostí ω⋆ se plazmatem ve smìrukolmém na ~B0 ¹íøit nemù¾e. Pøijde-li jakákoli vlna s ~k ⊥ ~B0 na rozhraní vakuas plazmatem, tak se elá odrá¾í zpìt.©íøí-li se elektromagnetiká vlna plazmatem kolmo na magnetiké pole ~B0, lzerozlo¾it na øádnou a mimoøádnou èást. Chování obou slo¾ek je navzájem nezávislé.V¹imnìme si je¹tì, ¾e se køivky grafù pro øádnou a mimoøádnou vlnu nikdeneprotínají. Pro konkrétní úhlovou ryhlost ω je v¾dy velikost fázové ryhlosti øádnévlny jiná ne¾ velikost fázové ryhlosti vlny mimoøádné. Uva¾ujeme-li velmi vysokéfrekvene, pak fázové ryhlosti obou èástí mù¾eme pova¾ovat za shodné a rovny c.7.4 Elektromagnetiké vlny rovnobì¾né s ~B0Ve smìru rovnobì¾ném s magnetikým polem vystaèíme také se dvìma þzákladními"vlnami.Pravotoèivá vlna
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Exobr. 62: Pravotoèivá vlna
Pøedstavme si elektromagnetikou vlnu ¹íøíí se po-dél vnìj¹ího magnetikého pole ~B0, její¾ vektor elek-triké intenzity ~E je kruhovì polarizován v rovinìkolmé k ~B0 a pøi pohledu ve smìru ~B0 se otáèípo smìru hodinovýh ruèièek. S touto vlnou jsmesi u¾ setkali v kapitole o rezonani. Vektor magne-tiké induke ~B na¹í vlny se také otaèí po smìruhodinovýh ruèièek v rovinì kolmé na ~B0 a v¾dyukazuje kolmo k ~E.Elektriké pole vlny rozhýbe volné elektronyv plazmatu v rovináh kolmýh na vnìj¹í magne-tiké pole ~B0, to bude jejih trajektorie zakøivovat také do smìru hodinovýh ruèièek.V¹ehny elektrony budou krou¾it se stejnou frekvení odpovídajíí jejih yklotronnífrekveni ωc. Frekvene vlny neovlivòuje frekveni pohybu elektronù, vlna jej pouzeumo¾ní.Kruhovì polarizovanou vlnu, která se ¹íøí studeným plazmatem rovnobì¾nì s mag-netikým polem a její¾ vektor elektriké intenzity ~E se pøi pohledu ve smìru ~B0 otáèíve smìru hodinovýh ruèièek, nazýváme pravotoèivou vlnou a znaèíme ji písme-nem R (z angl. right-handed wave). Kone vektoru ~E v prostoru opisuje pravotoèivý¹roub.Pojem pravotoèivá vlna se pou¾ívá v øadì oblasteh fyziky, ov¹em mù¾e býtrùznì de�novaný. My jsme smysl otáèení vztáhli k vnìj¹ímu magnetikému poli {pale pravé ruky ukazuje ve smìru ~B0, pokud ohnuté prsty ruky ukazují smìr rotae55



vektoru ~E ve vlnì, pak je vlna pravotoèivá (v opaèném pøípadì je levotoèivá). ©íøí-li se elektromagnetiké vlny plazmatikým prostøedí, pak pravotoèivým (druhé aètvrté z obr. 63) pøipadnou v¾dy shodné velikosti ryhlostí.
plazma:optika: levolevo pravopravo levopravo pravolevo
~B0

~k ~k

~k ~kobr. 63: Odli¹né de�nie pravotoèivé a levotoèivé vlny

V optie se pravotoèivost resp.levotoèivost de�nuje vzhledem k vl-novému vektoru vlny ~k (smìru ¹íøenívlny), nikoli vzhledem k okolnímuprostøedí. Pale pravé ruky ukazujeve smìru ¹íøení vlny, jestli¾e prstyodpovídají smìru otáèení vektoru
~E, vlna je pravotoèivá. V optikýhprostøedíh také platí, ¾e pravoto-èivým vlnám (tentokrát ale druhéa tøetí) v¾dy odpovídají stejné veli-kosti ryhlostí, které mohou být od-li¹né od levotoèivýh.Kruhovì nebo eliptiky polarizovanou vlnu lze slo¾it ze dvou lineárnì polarizova-nýh, ov¹em díky krou¾ivému pohybu volnýh elektronù v plazmatu s magnetikýmpolem je vhodné za þzákladní kameny" volit právì pravotoèivou a (jak uvidíme dále)
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ωωc ωRobr. 64: Disperzní relae pravotoèivé vlny

levotoèivou elektromagnetikou vlnu.Z kapitoly 7.2 o rezonani u¾ víme,¾e pravotoèivá vlna s úhlovou ryh-lostí rovnou yklotronní frekvneni
ω = ωc, je s plazmatem v rezonani.Volné elektrony vyu¾ijí ve¹kerou ener-gii vlny ke svému krou¾ivému pohybu.Na obrázku 64 vidíme elou disperznírelai R-vlny.Pravotoèivá vlna má dvì oblasti¹íøení. V oblasti nízkýh frekvení jefázová ryhlost R-vlny men¹í ne¾ c,v druhém pásmu je tomu naopak. Vlny o vysokýh frekveníh plazma témìø neo-vlivòuje, jejih fázová ryhlost je stejná jako ve vakuu.Vedle rezonane má pravotoèivá vlna jednu mezní frekveni pøi ω = ωR. S ωRjsme se setkali u¾ u mimoøádné vlny, ωR je závislá na plazmové i yklotronní frek-veni9.9ωR = 12 (ωc + √
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Levotoèivá vlna
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~Exobr. 65: Levotoèivá vlna
Na obrázku 65 je zakreslena kruhovì polarizovanáelektromagnetiké vlna s ~k ‖ ~B0 a s vektorem elek-triké intenzity ~E otáèejíím se proti smìru ho-dinovýh ruèièek, díváme-li se po smìru vektoru
~B0. Elektriké pole vlny rozhýbe volné elektronyplazmatu. Jejih trajektorie jsou vnìj¹ím magne-tikým polem ~B0 zakøivovány do opaèného smìrune¾ v jakém rotuje vektor ~E. Znovu pøipomeòme,¾e frekvene s jakou krou¾í volné elektrony není zá-vislá na frekveni vlny, ale je v¾dy rovna yklot-ronní frekveni ωc.Kruhovì polarizovaná elektromagnetiká vlna z obrázku 65 se nazývá levotoèivávlna. Pøi pohledu po smìru vnìj¹ího magnetikého pole ~B0 vektor elektriké inten-zity ~E obíhá proti smìru hodinovýh ruèièek, v prostoru pak kone vektoru opisujelevotoèivý ¹roub. Levotoèivou vlnu oznaèujeme písmenem L (angl. left-handed wave).
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ωωLobr. 66: Disperzní relae levotoèivé vlny

Disperzní relai levotoèivé vlny vi-díme na obrázku 66. Z grafu vyèteme, ¾eni¾¹í frekvene se plazmatem ne¹íøí, vy¹¹íano. Hranií je mezní frekvene ωL, kte-rou u¾ známe od mimoøádné vlny. Hod-nota ωL je dána hustotou plazmatu a ve-likostí vnìj¹ího magnetikého pole10.Doposud jsme uva¾ovali plazmatiképrostøedí, ve kterém se ionty vùbe nepo-hybují, ov¹em pøi zkoumání vln o velminízkýh frekveníh je tento model pøíli¹hrubý. Pøipustíme-li pohyb iontù, nalez-neme u levotoèivé vlny rezonanèní frek-veni rovnou yklotronní frekveni kladnì nabitýh iontù. Pøi úhlové ryhlosti vlny
ω blízké yklotronní frekveni iontù, èástie vyu¾ijí energii vlny pro svùj krou¾ivýlevotoèivý pohyb v rovináh kolmýh k ~B0.Vodíkový kationt H+ má 1840× vìt¹í hmotnost ne¾ elektron. Ze vztahu (49)pro yklotronní frekveni nabité èástie, ωc = qB0

m
, snadno usoudíme, ¾e yklotronnífrekvene iontu je 1840×men¹í ne¾ elektronu. U ostatníh prvkù je pomìr hmotnostíje¹tì vìt¹í a tudí¾ pomìr yklotronníh frekvení je¹tì men¹í.Povolený pohyb iontù výraznì zmìní disperzní relai levotoèivé vlny. Podobnì10ωL = 12 (−ωc + √
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jako pravotoèivá vlna bude mít povolené pásmo v oblasti nízkýh frekvení shoraomezené rezonanèní frekvení, iontovou yklotronní frekvení ωci.Pravotoèivá vlna dohromady s levotoèivou
z

y

x

~B0 ~k

~E

~ER

~ELobr. 67: Lineárnì polarizovanávlna slo¾ená z levo a pravotoèivé
Mìjme lineárnì polarizovanou vlnu ¹íøíí se podél osy
z s ~E kmitajíím podél osy y. Na¹í vlnu lze rozlo-¾it do pravotoèivé a levotoèivé vlny, jejih¾ vektoryelektriké intenzity mají polovièní délku amplitudylineárnì polarizované vlny. V ka¾dém okam¾iku se
y-ové slo¾ky toèivýh vln seètou a x-ové se pøesnìvyru¹í, obr. 67. Výsledný vektor elektriké intenzity
~E = ~ER + ~EL tak kmitá pouze podél osy y.Z grafu na obrázku 68 snadno zjistíme, ¾e narazí-li lineárnì polarizovaná vlna o úhlové ryhlosti ω⊲ na plazma s magnetikým polem,pravotoèivá èást proniká do prostøedí a ¹íøí se dál s fázovou ryhlostí v⊲

f . Levotoèiváèást vlny se odrá¾í nazpátek, proto¾e se plazmatem ¹íøit nemù¾e.
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obr. 68: Pravotoèivá a levotoèivá vlna

Má-li lineárnì polarizovaná vlnaúhlovou ryhlost ω⋆, pak elá pronikádo plazmatu. Pravotoèivé èásti vlnypøipadne velikost fázové ryhlosti v⋆
fR,levotoèivé pak v⋆

fL.U elektromagnetikýh vln ¹íøííhse podél magnetikého pole také platínaprostá nezávislost pravotoèivé a le-votoèivé èásti vlny.Pøekryjeme-li grafy pøes sebe, zjis-tíme, ¾e se køivky nikde neprotínají {pro libovolnou úhlovou ryhlost ω sepravotoèivá vlna ¹íøí jinou fázovou ryhlostí ne¾ levotoèivá.Faradayova rotaePøedstavme si lineárnì polarizovanou vlnu, která se ¹íøí vodorovnì smìrem od nása její¾ vektor elektriké intenzity ~E kmitá svisle, obr. 69a.Vlna vstoupí do plazmatikého prostøedí s vnìj¹ím magnetikým polem ~B0. Vek-tor ~B0 míøí vodorovnì od nás, rovnobì¾nì se smìrem ¹íøení na¹í vlny. Lineárnìpolarizovaná vlna se rozlo¾í na pravotoèivou a levotoèivou èást (obr. 69b) a ka¾dá znih se dál ¹íøí jinou fázovou ryhlostí, uva¾ujme vfL < vfR.58
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obr. 69: Pootoèení roviny polarizae
Z kapitoly 4.2 víme, ¾e úhlová ryh-lost vlny se pøi vstupu vlny do jakéhokoliprostøedí nezmìní, a tak vektory ~EL a ~ERobìhnou za daný èas stejný poèet otáèek.V prstoru se ale pravotoèivá vlna dostanedál ne¾ levotoèivá, nebo» vfL < vfR. Vek-tor ~ER tedy opisuje protáhlej¹í ¹rouboviine¾ vektor ~EL.Plazma po èase konèí a vlna se dostává zpìt do izotropního prostøedí, kde se obìèásti vlny ¹íøí stejnì ryhle. Podívejme se na zjednodu¹ujíí obrázek 70. Pomalej¹ílevotoèivé vlnì se do délky plazmatu ve¹ly elé dvì otáèky, pravotoèivé pouze jednaa ètvrt. Za plazmatem vektory elektrikýh intenzit obou vln opìt opisují stejnìnata¾ené ¹roubovie. Jejih slo¾ením vzniká lineárnì polarizovaná vlna s rovinoupolarizae odklonìnou o 45◦ od pùvodního smìru, obr. 69 a 69d.
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obr. 70: Odli¹né ¹roubovie L-vlny aR-vlny v anizotropním prostøedí
Rovina polarizae vlny jdouí rovnobì¾nìs magnetikým polem se pøi prùhodu plazmatemstáèí. Kdybyhom mìli prostøedí ètyøikrát del¹íoproti pøedhozímu pøíkladu, levotoèivá vlna bystihla osm otáèek a pravotoèivá pìt. Po prùhoduby vektor ~ER ukazoval pøímo nahoru jako ~EL arovina polarizae by se ve výsledku nezmìnila.7.5 Vlny v libovolném smìruPro popis elektromagnetiké vlny ¹íøíí se obeným smìrem v plazmatu s magne-tikým polem jsou velmi dùle¾ité ètyøi základní elektromagnetiké vlny { øádná(znaèená O), mimoøádná (X), pravotoèivá (P) a levotoèivá (L).Bubliny

~B0

~vfR

~vfX

θobr. 71: Diagram fá-zovýh ryhlostí
Mìjme elektromagnetikou vlnu s takovou úhlovou frekvení ω,se kterou se mù¾e na¹ím plazmatem ¹íøit pouze mimoøádná vlnaa pravotoèivá. U øádné a levotoèivé vlny spadá námi vybraná ωdo zakázaného pásma. Pøedpokládejme je¹tì, ¾e fázová ryhlostpravotoèivé vlny vfR je v prostøedí men¹í ne¾ fázová ryhlostvlny mimoøádné, vfR < vfX .Vy¹leme-li elektromagnetikou vlnu s ω pod obeným úhlem
θ od vnìj¹ího magnetikého pole ~B0, velikost její fázové ryhlostinajdeme v diagramu z obrázku 71. Vzpomeòte si na kamarády59



bìhajíí ve ¹kole a køivku na obr. 22. Pøesný tvar køivky (þbubliny") urèuje pro-støedí a frekvene vlny. Dal¹í mo¾né tvary bublin jsou na obr. 72a, 72b a 72.a) b)
30◦

150◦

) d) e)
obr. 72: Mo¾né tvary bublinVedle válové symetrie bublin z výpoètù také plyne symetrie bublin podle rovinykolmé na osu z. Vlna ¹íøíí se pod úhlem 30◦ má v¾dy stejnou velikost fázové ryhlostijako vlna s θ = 150◦. Proto køivkou popisujíí velikosti ryhlostí nemù¾e být hru¹ka(leda podivná dvojstopková nebo dvojbubáková z obrázkù 72d a 72e).Shematiky se bubliny zakreslují jako elipsy { neznamená to, ¾e mají pøesnìeliptiký tvar. Kdy¾ elipsa stojí, ryhlost v rovnobì¾ném smìru s ~B0 je vìt¹í ne¾v kolmém. V opaèném pøípadì elipsa le¾í { obr. 71, kde vfR < vfX .Osmièky a) ~B0

~vfR

θR

θ

b) ~B0

obr. 73: Diagram fázovýh ryh-lostí, rezonanèní ku¾el

Tentokrát si vybereme takovou úhlovou frekveni ω,která le¾í v zakázaném pásmu øádné, mimoøádné ilevotoèivé vlny. Ze ètyø základníh vln se pouze rov-nobì¾nì s ~B0 mù¾e prostøedím ¹íøit pravotoèivá vlnas fázovou ryhlostí vfR.Po¹leme-li vlnu o této úhlové ryhlosti ω mírnì¹ikmo vzhledem k magnetikému poli, vlna prostøe-dím také bude proházet a její fázová ryhlost budeobenì odli¹ná od vfR. Pro víe odklonìnou vlnuod magnetikého pole se bude fázová ryhlost vlnyzmen¹ovat, obr. 73a.Existuje úhel, kdy velikost fázové ryhlosti klesnena nulu a nastane rezonane na¹í vlny s prostøedím.Tento úhel je v intervalu (0◦, 90◦) jen jeden a nazývá se rezonanèní. Vlna vyslanápod vìt¹ím úhlem ne¾ je rezonanèní (a¾ do 90◦) se plazmatem ne¹íøí.V intervalu (90◦, 180◦) také najdeme rezonanèní úhel, který je díky symetriipodle roviny kolmé k ~B0 doplòkem do 180◦ k prvnímu rezonanènímu úhlu. Jeliko¾se pohybujeme v trojrozmìrném prostøedí, rezonanèní smìry v elém prostoru takvytváøí ku¾elovou plohu kolem osy z, jakou vidíme na obrázku 73b.60



a) b) z ) z

obr. 74: Mo¾né tvary osmièek
Diagram pro závislost velikosti fázové ryhlosti

vfR na úhlu θ mezi smìrem ¹íøení vlny a magnetikýmpolem ~B0 pak vypadá jako osmièka, obr. 74a. Prosto-rový diagram fázovýh ryhlostí je zvlá¹tní èinka bezspojovaí tyèky vzniklá otáèením osmièky kolem osy
z, obr. 74b.Kdybyhom si zvolili úhlovou ryhlost ω, pro kte-rou by se mohla plazmatem ¹íøit pouze mimoøádnávlna (ve smìru kolmém na ~B0), osmièka by le¾ela, obr. 74. Èím víe by se smìr¹íøení vlny pøiklánìl k magnetikému poli, úhel θ by se zmen¹oval a tím by také kle-sala fázová ryhlost vlny. V jistém momentì by dosáhla nuly. Pro men¹í úhly θ by seplazmatem ne¹íøilo ni. Diagram velikostí fázovýh ryhlostí v prostoru by vypadaljako podivná pneumatiku z obrázku 74 vzniklá otáèením le¾íí osmièky kolem z.Vlnové módyBublina z obrázku 71 (vzniklá z vfR a vfX) popisuje hování jedné vlny o danéfrekveni, kdy¾ ji vy¹leme pod rùznými úhly vzhledem k vnìj¹ímu magnetikémupoli. ©íøí-li se tato vlna pøesnì v rovnobì¾ném smìru s ~B0, je to vlna èistì pravotoèivás fázovou ryhlostí vfR. Ve smìru kolmém na ~B0 pùjde o vlnu mimoøádnou s vfX .Kdy¾ vy¹leme tuto vlnu pod obeným úhlem θ, a¾ slo¾itìj¹í výpoèet by nám øekl,jak vlna pøesnì vypadá, neboli jak þbìhá" vektor její elektriké intenzity. Na¹e vlnanepùjde jednodu¹e rozlo¾it na pravotoèivou a mimoøádnou slo¾ku, hová se slo¾itìji.Pøesto¾e se s úhlem θ mìní þvnitøek" na¹í vlny, stále jde o stejný typ, nebolio tentý¾ vlnový mód. Jednotlivé módy znaèíme podle toho, jak vypadají v rovno-bì¾ném a kolmém smìru vzhledem k vnìj¹ímu magnetikému poli.Bublina mù¾e harakterizovat ètyøi rùzné vlnové módy, R-X, R-O, L-X a L-O.Pøípad pravotoèivomimoøádného módu R-X jsme si rozebrali, ostatní jsou analo-giké. Ve dvojii vln jednoho vlnového módu je tedy v¾dy jedna základní vlna z rov-nobì¾ného smìru s ~B0 a druhá ze smìru kolmého k ~B0. Vlnový mód O-X ani R-Lnedavá smysl.Je-li diagramem stojíí osmièka, pak jde buï o R nebo L mód. Kolmo na magne-tiké pole se taková vlna ne¹íøí, zaniká pøi rezonanèním úhlu. Je-li diagramem le¾atáosmièka, prostøedím se ¹íøí øádný nebo mimoøádný mód. Osmièkovému diagramupøíslu¹í pouze jedna základní vlna, R, L, O nebo X.Vlastnosti módùNyní si uvedeme nìkteré dùle¾ité závìry, které vyplývají z výpoètù elektromagne-tikýh vln v plazmatu s vnìj¹ím magnetikým polem.61



Omezíme se na vlny o jediné, av¹ak libovolné, úhlové ryhlosti ω. Ka¾dýmplazmatem se touto ω mohou ¹íøit maximálnì dva rùzné vlnové módy (¾ádný, jedennebo dva). Pokud se ¹íøí módy dva, velikosti jejih fázovýh ryhlostí vf1 a vf2 jsouv ka¾dém smìru navzájem odli¹né; neboli neexistuje úhel θ, pøi kterém by platilo
vf1 = vf2.Vlnový mód se mù¾e objevit nebo zaniknout pouze na význaèné úhlové ryhlosti
ωc, ωp, ωR, ωL nebo ωh, kde má nìkterá ze základníh vln mezní frekveni neborezonani. Napøíklad zaniká-li na ωp øádná vlna, musí zde zaniknout i L-X mód.
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obr. 75: Disperzní relae základníh vln(pro pøípad ωL <ωc <ωp)

Vý¹e uvedené vlastnosti si mù¾eme ale-spoò zèásti ovìøit na obrázku 75, kde jsoudisperzní relae v¹eh ètyø základníh vln v je-diném grafu11. Vidíme, ¾e jednotlivé vlny vzni-kají nebo zanikají pouze na význaènýh úhlo-výh ryhlosteh. ®ádné dvì køivky se nikdeneprotínají, a tak vzájemné vztahy fázovýhryhlostí se v jednotlivýh intervaleh zahová-vají. Napøíklad pro úhlovou ryhlost ω⋆ platí
v⋆

fX < v⋆
fL < v⋆

fO a tento vztah platí také prov¹ehny úhlové ryhlosti z intervalu (ωp, ωh).Jeliko¾ se køivky jednotlivýh vln nepro-tnou, nikdy nenastane rovnost fázovýh ryhlostí dvou rùznýh vln se stejnou ω.(Pøesto u vysokýh frekvení uva¾ujeme fázovou ryhlost v¹eh vln rovnu c.)
obr. 76: Nìkteré povolené a zakázané kombinae dvou módùDùsledek: Shematikým diagramem, který popisuje ryhlosti vlnovýh módùo dané úhlové ryhlosti ω, mù¾e být: elipsa, osmièka, dvì elipsy (jedna uvnitø druhé),osmièka s elipsou (osma uvnitø) a nebo ni pro pøípad, kdy se prostøedím s ω ¾ádnýmód ne¹íøí. Ostatní varianty jsou zakázané, proto¾e mají prùseèík { dva rùzné módyby pak mìly pøi nìjakém úhlu θ stejnou fázovou ryhlost, èervenì oznaèeno na ob-rázku 76. Víe ne¾ dvì køivky také nejsou mo¾né, nebo» o stejné frekveni se pro-støedím mohou ¹íøit maximálnì dva módy.11Graf popisuje prostøedí, kde ωL <ωc <ωp. Jednotlivé mo¾nosti si víe popí¹eme v kapitole 7.6
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7.6 Vytvoøení CMA-diagramuGraf, který nyní vytvoøíme, popisuje hování v¹eh vln v plazmatu s magnetikýmpolem. Tepelný (haotiký) pohyb èásti prostøedí zanedbáme. Volné elektrony setedy pohybují pouze v dùsledku pùsobení nìjakýh polí. Hmotnost iontù oprotihmotnosti elektronù budeme brát za nekoneènì velkou, a tak pùsobíí elektriképole vlny s ionty nepohne.Z disperzníh relaí bubliny a osmièky
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Xobr. 77: Diagramy fázovýh ryhlostívytvoøené z disperzníh relaí (pro pøí-pad ωL <ωc <ωp)

Vyjdeme z grafu disperzníh relaí ètyø základ-níh vln na obrázku 77 nahoøe a zamìøíme sena vlny s ω⋆. S touto úhlovou ryhlostí se na¹ímprostøedím mù¾e ¹íøit øádná, mimoøádná a levoto-èivá vlna. Pro tøi základní vlny potøebujeme os-mièku a okolo ní bublinu (osma pro jednu vlnua bublina pro dvì). Osmièka musí le¾et, proto¾ev kolmém smìru máme vlny dvì (O a X). Z dù-vodu vfX <vfO osmièka harakterizuje X mód.Na bublinu zbyla levotoèivá a øádná vlna (L-O mód) a jeliko¾ vfL < vfO, bublina je polo¾ená,obr. 77 vlevo dole.Le¾atá bublina s le¾atou osmièkou harak-terizují nejen vlny o úhlové ryhlosti ω⋆, alev¹ehny vlny z intervalu (ωp, ωh)12. Podobnýmzpùsobem se vytvoøí shematiké diagramy fázo-výh ryhlostí v ka¾dém ze ¹esti intervalù (0, ωL)a¾ (ωR,∞).V dal¹íh kapitoláh se budeme zabývathlavnì R-módem z intervalu nízkýh úhlovýhryhlostí (0, ωL).Osy CMA-diagramuCMA-diagram13 tvoøí jakýsi rám pro grafy fázovýh ryhlostí jednotlivýh vlnovýhmódù. Nejdøíve si popí¹eme jeho trohu nezvyklé osy.12Pøesný tvar bubliny a osmièky se v prùbìhu intervalu mìní. Bubliny se mohou rùznì nafukovat,osmièky mohou být víe èi ménì baòaté. þShematiké zakreslení" ale platí pro elý interval.13Zkratka CMA je vytvoøena z poèáteèníh písmen jmen fyzikù Clemmow, Mullaly, a Allis.
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Na vodorovnou osu se naná¹í podíl druhé moniny plazmové frekvene ku druhémoninì úhlové ryhlosti vlny, ω2
p

ω2 . Z rovnie (41) ωp = √

Ne2
ǫ0me

je zøejmé, ¾e hodnota
ω2

p je pøímo úmìrná hustotì plazmatu N . Omezíme-li se tedy na vlny o jediné úhlovéryhlosti ω, tak rùst vodorovné souøadnie odpovídá plazmatu s vìt¹ím mno¾stvímnabitýh èásti v 1 m3. Naopak, zvolíme-li si plazma s danou hustotou plazmatu N ,
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ωroste~ B 0 roste N
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ω ≫ ωcvelká ω
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ω ≪ ωcmalá ω

obr. 78: Osy a krajní pøí-pady CMA-diagramu

ωp se nemìní. Potom zvy¹ujíí se vodorovná souøadnie od-povídá vlnám s ni¾¹í frekvení (ω je ve jmenovateli zlomku
ω2

p

ω2 ). Hodnoty na vodorovné ose nemají jednotku, jsou bez-rozmìrné, ω2
p

ω2 ≈ s−2
s−2 .Na svislou osu CMA-diagramu naná¹íme pomìr yk-lotronní frekvene a úhlové ryhlosti vlny ωc

ω
. Hodnota ωcje pøímo úmìrná velikosti vnìj¹ího magnetikého pole, rov-nie (49) ωc = eB0

me
. Pøi pevné ω tak rostouí svislá souøad-nie odpovídá prostøedí se silnìj¹ím magnetikým polem

~B0. Omezíme-li se na jediné magnetiké pole ~B0, pak vìt¹ísvislé souøadnie popisují vlny s men¹í frekvení (i zde je
ω ve jmenovateli zlomku ωc

ω
). Hodnoty na svislé ose jsoupodobnì jako na vodorovné bez jednotky.Jinými slovy: V levém dolním rohu jsou vlny s vysokou úhlovou ryhlostí, v pro-tìj¹ím pravém horním naopak s nízkou. Pravý dolní roh odpovídá velmi hustémuplazmatu, levý horní prostøedí se silným vnìj¹ím magnetikým polem, obr. 78.Hranie v CMA-diagramu
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obr. 79: Hranie CMA-diagramu
Barevné hranie v CMA-diagramu z obrázku 79 od-povídají význaèným hodnotám úhlové ryhlosti, ωp,
ωc, ωL, ωR a ωh.Èervená hranie v CMA-diagramu odpovídá vl-nám s úhlovou frekvení rovnou plazmové frekveniprostøedí, ω=ωp. Na vodorovné ose v CMA-diagra-mu pøímka prohází jednièkou. Se svislou osou jehranie rovnobì¾ná, proto¾e hodnota ωp nezávisí navnìj¹ím magnetikém poli a tudí¾ ani na hodnotì ωc.Podobnì tyrkysová hranie. Ta prohází v¹emibody CMA-diagramu, kde je úhlová ryhlost vlny rovna yklotronní frekveni,
ω = ωc. Na svislé ose protíná jednièku a je rovnobì¾ná s vodorovnou osou { hodnota
ωc není plazmatem ovlivnìna, jen velikostí magnetikého pole ~B0.Hodnoty ωR, ωL a ωh jsou závislé na hustotì plazmatu N i velikosti ~B0 (na ωpi ωc). Hranie jimi vytvoøené jsou køivky, jejih¾ pøesný tvar je urèen vzori, které64



jsme si ukazovali jen pod èarou v zápatí. (Modrou hranii tvoøí èást paraboly, rù¾ováa zelená èára jsou èásti pøímek.)Oblasti v CMA-diagramu

ω2

p

ω2

1
ω = ωp

ωc

ω

1
ω

=
ω

c

ωc

ωp

ωR

ωh

ωL

I

R

XO
L

II

O
L

III

X O

L

IV

X

L

V ′

niIV ′

R

X O

L

V

R

X

L

V I

R

obr. 80: CMA-diagram

Jednotlivé oblasti CMA-diagramuodpovídají intervalùm úhlovýhryhlostí z obrázku 77. Ka¾démupoli tak pøíslu¹í jeden diagram vl-novýh módù (diagram se mù¾ezmìnit pouze na hranii).Podívejme se na úzkou oblastoznaèenou II v obrázku 80. Totopole odpovídá intervalu (ωh, ωR)na grafu 77, kde se ¹íøí L-O móds vfL <vfO. Oblast i interval jsouohranièené hodnotami ωh a ωR.Pohybujeme-li se od nízké modré
ωh k vy¹¹í rù¾ové ωR, bublina sezmen¹uje { hodnoty vfL a vfO v grafu 77 klesají.Pøekroèíme-li rù¾ovou hranii ωR v grafu 77 i v CMA-digramu, objeví se okolo L-O bubliny druhá obrovská bublina popisujíí mód R-X. Rù¾ová hodnota ωR je meznífrekvení øádné a pravotoèivé vlny, a tedy vfR→∞, vfX →∞. Dále s rostouí ω se
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Xobr. 81: Grafy pro pøípad ωc < ωL

obì bubliny zmen¹ují, pro velmi vysoké ω se z nihskoro stanou kru¾nie s polomìrem c.Podobným zpùsobem mù¾eme pomoí ob-rázku 77 namalovat diagramy fázovýh ryhlostípøíslu¹né ¹esti intervalùm do ¹esti oblastí CMA-diagramu (oznaèenýh I, II, III, IV , V a V I).Pole IV ′ a V ′ zùstanou nezaplnìná.Graf 77, ze kterého jsme vyplnili èást CMA-diagramu, popisuje situai, kdy ωL je nejmen¹íze v¹eh pìti význaènýh úhlovýh ryhlostí. Pøivhodné volbì prostøedí { velmi slabé pole ~B0v hust¹ím plazmatu { se stane, ¾e hodnota ωL pøe-vý¹í ωc. Graf fázovýh ryhlostí pro takový pøípadje na obrázku 81. V¹imnìme si, ¾e køivky jednotli-výh základníh vln se vùèi význaèným ω hovajístejnì (napøíklad mimoøádná vlna má stále meznífrekvene na ωL a ωR a rezonani na ωh). Zmìna65



je pouze v poøadí tìhto hodnot.Oproti grafu 77 se graf 81 li¹í jen ve druhém intervalu (ωc, ωL) namísto (ωL, ωc).Tímto intervalem neprohází funke ¾ádné ze základníh vln, a tak se ¾ádný vlnovýmód prostøedím ne¹íøí { plazma je pøíli¹ husté (vysoká ωp) a magnetiké pole pøíli¹slabé (nízká ωc). Políèko V ′ v CMA-diagramu bude prázdné.Zbývá vyplnit poslední oblast oznaèenou IV ′. Doposud jsme pøedpokládali pro-støedí þhust¹ího plazmatu se slab¹ím magnetikým polem", pøesnìji prostøedí, kde
ωp > ωc. Existuje samozøejmì prostøedí, ve kterém platí opaèná nerovnost ωp < ωc(neboli þøid¹í plazma se silnìj¹ím magnetikým polem").
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Xobr. 82: Grafy pro pøípad ωp < ωc

Graf disperzníh relaí pro pøípad ωp < ωc jena obrázku 82. V¹imnìme si opìt, vztahy funkíjsou vùèi význaèným hodnotám ω stále stejné,zmìnilo se poøadí hodnot. Oproti grafu 77 segraf 82 li¹í pouze ve tøetím intervalu (ωp, ωc) na-místo (ωc, ωp). Vidíme, ¾e intervalem (ωp, ωc) pro-hází v¹ehny funke základníh vln. Prostøedímse tedy mohou ¹íøit dva vlnové módy (R-X a L-O), jejih fázové ryhlosti popisují dvì bubliny,èernì na obrázku 82, ¹edé jsou stejné jako na 77.Zamìøme se nyní na úhlovou ryhlost ω⋆.Posunujeme-li se od ω⋆ k ni¾¹ím úhlovým frek-vením, v grafu 77 narazíme na ωp. V CMA-diagramu tomu odpovídá pøekroèení èervené hra-nie z oblasti III do oblasti IV . Pohybujeme-li sestejnì v grafu 82, nejdøíve dojdeme k hodnotì ωc,v CMA-diagramu se tak pøes tyrkysovou hranii
ωc dostáváme do oblasti IV ′.Cesta I, II, III, IV , V , V I CMA-diagramem odpovídá posouvání ω od obrov-skýh hodnot a¾ k nule v grafu 77. Jsme-li v grafu 81 (husté plazma, slabé ~B0),namísto políèka V esta obsahuje V ′. Máme-li naopak øídké plazma se silnìj¹ímmagnetikým polem, které popisuje 82, CMA-diagramem projdeme pøes oblast IV ′.CMA-diagram zahyuje hování v¹eh vln ve v¹eh mo¾nýh prostøedíh.7.7 Slo¾itìj¹í CMA-diagramPøi tvorbì CMA-diagramu v pøedhozí kapitole jsme uva¾ovali nejjednodu¹¹í modelplazmatikého prostøedí { studené plazma s nehybnými ionty. Pøipustíme-li pohybiontù, disperzní relae základníh vln se zeslo¾ití (napøíklad o zmìnì u levotoèivévlny jsme se u¾ zmínili). V grafeh se vedle dosavadníh význaènýh úhlovýh ryh-66



lostí objeví nové a ty v CMA-diagramu vytvoøí dal¹í hranie. CMA-diagram se takroz¹íøí.Na obrázku 83 takový roz¹íøený CMA-diagram vidíme. Z dosavadníh barevnýhhrani se zmìnila jen zelená { zahnula a protíná svislou osu v bodì daném pomìremhmotností iontu a elektronu (u vodíkového plazmatu je pomìr 1840). Dále pøibylydvì ¹edé hranie a poèet oblastí vzrostl na tøinát.Uva¾ujeme-li plazma s dvìma typy pohyblivýh kladnýh iontù, tøeba s vodíkemH+ a kyslíkem O+, pøíslu¹ný CMA-diagram se je¹tì roz¹íøí. Napøíklad k yklotron-ním frekvením elektronù a vodíkovýh iontù pøibude yklotronní frekvene kyslíku.Odpovídajíí CMA-diagram obsahuje je¹tì víe hrani a je¹tì víe oblastí. Takovýgraf se stává pøíli¹ nepøehledným.Pou¾ití CMA-diagramu
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obr. 83: CMA-diagram

Nejdøíve si zvolíme prostøedí, tzn. hustotuplazmatu N a velikost vnìj¹ího magneti-kého pole | ~B0|. Dle vztahù (41) ωp = √

Ne2
ǫ0mea (49) ωc = eB0

me
spoèítáme hodnoty plazmovéa yklotronní frekvene, ωp a ωc. Nyní sizvolíme úhlovou ryhlost ω zkoumané vlny.Vypoèítáme vodorovnou ω2

p

ω2 a svislou sou-øadnii ωc

ω
vlny v CMA-diagramu. Obrázekv políèku, do kterého bod o tìhto sou-øadniíh padne, popisuje hování na¹í vlnyv prostøedí, které jsme si zadali. (Pokud bodpadne pøímo na nìjakou hranii, tre�li jsmese do mezní frekvene nebo rezonane nìjakévlny.)Napøíklad padne-li na¹e vlna do CMA-diagramu na místo èerného trojúhelníèku,hned vidíme, ¾e ve smìru rovnobì¾né se vlnarozdìlí na pravotoèivou a levotoèivou èást.Levotoèivá se bude ¹íøit vìt¹í fázovou ryh-lostí. Kdy¾ budeme vlnu od magnetikéhopole odklánìt, pravotoèivá vymizí, prostøe-dím se u¾ nemù¾e ¹íøit. Levotoèivá vlna sebude postupnì pøemìòovat na mimoøádnou,která má men¹í fázovou ryhlost ne¾ levoto-èivá. 67



8 Prostøedí okolo ZemìNa hování vln v okolí Zemì má zásadní vliv slo¾ení vrstev atmosféry a magnetiképole Zemì.8.1 Ionosféra a jiné sféryAtmosféru Zemì mù¾eme dìlit na vrstvy podle rùznýh kritérií. Urèitì jste se se-tkali s rozdìlením podle teploty na troposféru, stratosféru, mezosféru, termosféru aexosféru.Pro nás bude dùle¾ité dìlení pouze na dvì vrstvy, na neutrosféru a ionosféru.V ni¾¹í neutrosféøe je plyn u¾ dle názvu vesmìs neutrální. Z kapitoly o ionizovanémplynu víme, ¾e ka¾dý plyn je trohu ionizovaný, ov¹em pokud je míra ionizae pøíli¹nízká, na hování plynu se neprojeví.Ionosféra tvoøí plynulý pøedìl mezi neutrálním prostøedím na Zemi a plazmati-kým prostøedím ve vesmíru. Nahází se pøibli¾nì ve vý¹e 60 a¾ 550 km nad zemskýmpovrhem. Hranie samozøejmì nejsou ostré, stupeò ionizae s rostouí vý¹kou po-stupnì roste. Pøibli¾nì od 60 km je ionizae plynu dostateèná, ¾e zde mohou býtnìkteré elektromagnetiké vlny absorbovány, jiné se mohou od ionosféry odrá¾et {a to jak vlny od Zemì zpìt k Zemi, tak i z vesmíru do vesmíru.8.2 Magnetiké pole Zemì
o

obr. 84: Magnetiké pole Zemì

Na obrázku 84 vidíme magnetikými indukè-ními èarami znázornìné magnetiké poleZemì. Vytváøí jej vnìj¹í tekuté jádro Zemìv hloube 3000 a¾ 5000 km pod zemským povr-hem, které je tvoøeno hlavnì kovovými prvky¾elezem a niklem. Tekutina v jádøe se pohy-buje, uvnitø jádra teèou elektriké proudy, aty kolem sebe vytváøí magnetiké pole.Tvar pole z obrázku 84 je stejný, jaké ko-lem sebe vytváøí tyèový magnet, tzv. dipólovépole. Osa magnetikého pole Zemì je od zemì-pisné osy odklonìna pøibli¾nì o 10◦ a je takéopaènì orientovaná. Severní magnetiký pól najdeme na ji¾ní polokouli na Antark-tidì, ji¾ní magnetiký pól je v Kanadì. Magnetiké indukèní èáry tedy þvytékají"z ji¾ní polokoule a þnoøí" se do severní.
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9 Hvizdový módV úvodu textu jsme se o hvizdeh zmínili, v této kapitole si je vysvìtlíme a nìkterétypy si uká¾eme na namìøenýh dateh. Hvizdový mód se týká elektromagnetikýhvln s velmi nízkými frekvenemi. V CMA-diagramu na obrázku 83 jde ve velkévìt¹inì pøípadù o oblast se stojíí osmièkou harakterizujíí R-mód (vpravo od zelenéa nahoøe od bledì modré hranie).9.1 Fázová a grupová ryhlost vln hvizdového móduZvolme si vlnu o jedné konkrétní úhlové ryhlosti ω, která spadá do hvizdovéhomódu. Køivka na obrázku 85a ukazuje, jakými fázovými ryhlostmi se tato vlnabude ¹íøit v rùznýh smìreh. Jde o osmièku, ov¹em v tomto pøípadì je køivka pøesná,u¾ to není jen shematiký obrázek. Na osáh najdeme slo¾ky fázové ryhlosti na¹ívlny (vf‖ do smìru rovnobì¾ného s ~B0 a vf⊥ do smìru kolmého), kdy¾ ji vy¹lemepod úhlem θ vùèi magnetikému poli ~B0.Z osmièky si pomoí vztahu (32) |~k| = ω
|~vf |

vytvoøíme graf, který popisuje závis-lost velikosti vlnového vektoru |~k| na smìru ¹íøení vlny. Úhlová ryhlost v rovnii(32) je konstanta, kterou jsme si zvolili na poèátku. Vztah mezi |~vf | a |~k| je nepøímoúmìrný (tam, kde je vektor ~vf dlouhý, je ~k krátký, a naopak).a)
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obr. 85: Grafy potøebné k urèení smìru grupové ryhlosti hvizdového móduPøesný graf velikostí ~k pøipadajíí rùzným smìrùm vidíme na obrázku 85b.Ve smìru rovnobì¾ném s ~B0 odpovídá na¹í vlnì krátký vektor ~k, proto¾e v os-mièe, pøi θ = 0, je velikost ~vf velká. Odkláníme-li se od ~B0, vektor fázové ryhlosti
~vf se zkrauje, a tudí¾ vektor ~k ve vedlej¹ím grafu postupnì prodlu¾uje. V tìsnéblízkosti rezonanèního úhlu je ~vf témìø nulová, délka vlnového vektoru ~k se zde blí¾ík nekoneèným hodnotám. Pod úhly vìt¹ími ne¾ je rezonanèní úhel se námi vybranávlna ¹íøit nemù¾e. Na osáh grafu najdeme pøíslu¹né slo¾ky vlnového vektoru k‖ a
k⊥. 69



Nyní si pøipomeòme závìr kapitoly 4.12: máme-li graf popisujíí délku vlnovéhovektoru ~k v závislosti na smìru ¹íøení (pro �xní ω), pak pøíslu¹ný vektor grupovéryhlosti smìøuje kolmo ke køive grafu, obr. 37b. Grupové ryhlosti odpovídajíírùzným úhlùm θ tak vytvoøí na køive þhlupy". Jejih délky øe¹it nebudeme. Smìrygrupovýh ryhlostí vytvoøíme na køive 85b, výsledek je na 85.a) z
θRvektory ~vf

b)
smìry ~vg

z

obr. 86: Nízké f hvizdového módu
Na obrázku 85 vidíme, ¾e pro malé úhly θvektor grupové ryhlosti ~vg smìøuje témìø po-dél magnetikého pole ~B0. Informae o vlnì jdes ~B0. Pro úhly z blízkosti rezonanèního úhlu,se vektor grupové ryhlosti ~vg od magnetikéhopole znatelnì odklání, informae o vlnì se ¹íøí¹ikmo vùèi ~B0.Zamìøili jsme se na jednu frekveni z pásmaodpovídajíí hvizdovému módu. Kdybyhomzvolili frekveni ni¾¹í, její osmièka by byla shora a zespodu splálá (obr. 86a). Grafvelikostí vlnovýh vektorù by potom mìl uprostøed þbouli", jakou vidíme na obrázku86b. I pro takový tvar grafu ov¹em platí text z pøedhozího odstave.9.2 HvizdyV ji¾ní Afrie udeøí blesk. Obrovské napìtí mezi zápornì nabitým mrakem a neut-rálním povrhem Zemì prorazí vrstvu vzduhu { velké mno¾ství elektronù se bìhemkrátkého èasu pøesune z mraku do Zemì, mezi mrakem a Zemí tak na okam¾ik teèevelký elektriký proud. Tento proud a prudký pokles napìtí mezi mrakem a Zemízpùsobí vznik elektromagnetikýh vln. Pøi zmìnì elektrikého pole vzniká pole mag-netiké a mìníí se elektriké pole spolu s mìníím se magnetikým vytváøí elektro-magnetikou vlnu. V okam¾iku úderu blesku je tedy do v¹eh smìrù vyslána øada

Zobr. 87: Bouøka a magne-tiká indukèní èára
elektromagnetikýh vln s rùznými frekvenemi.Zamìøíme se na vlny ¹íøíí se pøímo pryè od Zemì. Typrohází vrstvami atmosféry, ionosférou do plazmatikéhoprostøedí, kde je jejih hování ovlivòováno volnými nabi-tými èástiemi a také magnetikým polem Zemì. Budemeuva¾ovat pouze vlny hvizdového módu (R-módu) s frekven-emi v øádu kHz14. Do plazmatikého prostøedí se dostanoujen pravotoèivé èásti vln, ostatní se od plazmatu odrá¾í zpìtk zemskému povrhu, kde jsou postupnì absorbovány.Pravotoèivé vlny stoupajíí od Zemì postupují podélmagnetiké indukèní èáry zakreslené na obrázku 87 (èárkovanì je zakreslena iono-14Proè nebereme v úvahu také vy¹¹í frekvene (tøeba viditelné svìtlo) se dozvíme dále.70



sféra, blesk je pøibli¾nì 10 000× zvìt¹ený). Vektory fázovýh i grupovýh ryhlostíjsou témìø rovnobì¾né s ~B0 (malé úhly θ na obrázíh 85 a 85b). I kdy¾ se èára zaènevíe stáèet, vlny jí budou stále následovat { ve smìru magnetikého pole si mù¾emepøedstavit jakési þtrubièky" s odli¹nou hustotou oproti okolnímu prostøedí. Vlnyjsou dr¾eny v tìhto trubièkáh, které je pøivedou zpìt k Zemi do støední Evropy.
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obr. 88: Závislost ω na k‖pro nízké frekvene

V Evropì mohou být elektromagnetiké vlny zahyenydlouhou anténou a reproduktorem pøevedeny na zvuk. Vlnyna anténì vytváøí støídavé elektriké napìtí, které kmitáse stejnou frekvení, jakou má vlna. Na støídavé napìtíreaguje reproduktor tím, ¾e rozhýbe membránu (opìt sestejnou frekvení). Membrána nará¾í do molekul vzduhu,které se v prostoru zhu¹»ují a zøeïují a vytváøí podélnévlnìní (èást 2.6, obr. 11). Zmìny v hustotì vzduhu roz-kmitají bubínek na¹eho uha a my je sly¹íme { lidské uhodoká¾e vnímat frekvene od 20Hz do 20 kHz.Na estì plazmatem podél magnetikého pole Zemìse rùzné elektromagnetiké vlny ¹íøí rùznými ryhlostmi.Na obrázku 88 vidíme, jak závisí úhlová ryhlost vlny ω na vlnovém èísle k‖ profrekvene v øádu kHz. Z tohoto grafu vyèteme grupovou ryhlost podél magneti-kého pole { ~vg je témìø rovnobì¾ná s ~B0, její ostatní slo¾ky jsou malinké a nemusímeje uva¾ovat. Velikost grupové ryhlosti je pro vlnu s úhlovou ryhlostí ω de�novanájako sklon køivky grafu ve vý¹e ω (rovnie (34) vg‖ = �ω�k‖
). Vidíme, ¾e èím vìt¹íúhlová ryhlost (èím jsme v grafu vý¹), tím køivka víe stoupá a tudí¾ roste grupováryhlost vlny. Jinými slovy, vy¹¹í frekvene mají vìt¹í ryhlost a z Afriky do Evropydorazí døíve ne¾ frekvene nízké.
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obr. 89: Hvizd
Signál, který je slo¾ený z øady vln a který vznikl úderemblesku v jediném okam¾iku, se bìhem esty podél èáry mag-netiké induke v èase roztáhne { vznikne hvizd (angl. whist-ler). Doba mezi pøíhodem ryhlýh a pomalýh vln z jedi-ného blesku je pøibli¾nì 1 s. Graf hvizdu vidíme na obrázku89. Na vodorovné ose je èas a na svislé frekvene. Nejdøíveusly¹íme vysoké tóny, s postupem èasu stále ni¾¹í a ni¾¹í a¾zvuk zanikne.Vy¹¹í frekveneBlesk je zdrojem také elektromagnetikýh vln s daleko vy¹¹ími frekvenemi, nejenv øádu kHz. Mimo jiné vln z oblasti viditelného svìtla { blesk vidíme. I kdybyhomale takové vlny þhytili" podobnì jako hvizdové, ni byhom z reproduktoru nesly-71



¹eli, jejih frekvene by byla pro na¹e u¹i pøíli¹ vysoká. Viditelnému svìtlu pøíslu¹ífrekvene v øádu 1011 kHz, na¹e uho zvládne maximálnì 20 kHz.Víe hvizdùObèas se hvizdy nevyskytují samostatnì, ale ve skupináh øazeny za sebe, jak ukazujígrafy na obrázku 88 (v¹ehny hvizdy na obrázku vytvoøil jeden blesk). První køivkana grafu v Evropì odpovídá hvizdu, jaký jsme si popsali vý¹e, zbylé si vysvìtlímenyní.Blí¾í-li se elektromagnetiké vlny podél magnetiké indukèní èáry k severní po-lokouli Zemì, èást energie vln se odrazí od vrhní vrstvy ionosféry (na obrázku 87èárkovanì) a vraí se podél siloèáry zpìt nad ji¾ní Afriku. Tam se také odrazí. Kdy¾se vlny napodruhé dostanou nad Evropu, pronikají do ionosféry a se zpo¾dìnímdvou est za prvním hvizdem jsou zde zaznamenány jako druhý hvizd.Druhý hvizd trvá déle ne¾ první. Místo jedné esty po siloèáøe mìly ryhlej¹ívlny tøi esty na to, aby si vytvoøili vìt¹í náskok pøed vlnami pomalými. Hvizd jetedy víe nata¾ený, sly¹íme ho déle.Víenásobnými odrazy od ionosféry vznikají také dal¹í hvizdy (tøetí, ètvrtý. . . ).Jejih intenzita postupnì klesá, a¾ ji na¹e pøístroje nedoká¾ou zaznamenat. Ka¾dýhvizd je v¾dy del¹í ne¾ hvizd pøedházejíí.
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f v Afrie t

f v Evropì
obr. 90: Hvizdy z jednoho jihoafrikého blesku namìøené ve støední Evropì a v ji¾ní AfrieDíky odrazùm od vnìj¹í vrstvy ionosféry se hvizdy objevují také v blízkostibouøky (i nìkolik set kilometrù od místa úderu blesku). Graf hvizdù namìøenýhna stejné polokouli, kde je bouøka, vidíme na obrázku 88 v Afrie.Nejdøíve usly¹íme ránu, v¹ehny frekvene v jediném èase (na obrázku svisláèára). Ránu vytvoøí vlny, které se k nám dostanou vzduhem podél zemského po-vrhu. Takové vlny se v èase neroztáhnou, proto¾e se v¹ehny ¹íøí izotropním pro-støedím pod ionosférou stejnou grupovou ryhlostí.72



Po ránì usly¹íme hvizd, který vznikl dvìma estami podél magnetikého pole,nad Evropu a zpìt. Dal¹í hvizd je del¹í ne¾ pøedházejíí. Vlny, které ho tvoøí, pro-bìhly magnetikou indukèní èáru ètyøikrát { ty ryhlé víe utekly vlnám pomalým.Výskyt hvizdùZ pøedhozího je jasné, ¾e na Zemi mù¾eme hvizdy namìøit v blízkosti bouøky nebov místì s ním spojeném magnetikou indukèní èárou. Výskyt hvizdù je promìnlivý,tak jako je promìnlivý výskyt bouøek. Noèní doba je pro hvizdy vhodnìj¹í, nebo»ionosféra v noi vlny ménì absorbuje.Hvizdy nejlépe namìøíme na støedníh zemìpisnýh ¹íøkáh. V oblasti rovníkunejsou vùbe, proto¾e zde hybí vstupujíí nebo vystupujíí magnetiké indukèníèáry (obr. 84). Na vysokýh ¹íøkáh se hvizdy mohou objevit jen velmi slabé {magnetiké indukèní èáry spojujíí pøíslu¹ná místa jsou pøíli¹ dlouhé.9.3 Hvizdy namìøené na ZemiV této kapitole si uká¾eme rùzné typy hvizdù namìøené na Zemi konem 50. let 20.století. Novìj¹í data hvizdù pohází pøevá¾nì z dru¾i. Ve v¹eh grafeh hvizdù (nejenv této kapitole) je na vodorovné ose èas (tentokrát v sekundáh) a na svislou osunaná¹íme frekveni vlny v kHz; stará angliká zkratka k znaèí kiloyles, k=kHz.Víe hvizdù z jednoho bleskuData z horního grafu na obrázku 91 byly namìøeny ve Stanfordu v Kalifornii v roe1959, spodní graf je z té¾e doby z místa v Tihém oeánu, které je se Stanfordem spo-jeno èárou magnetiké induke. Hvizdy oznaèené písmeny A a B vznikly z jedinéhoblesku bouøky v Tihém oeánu na ji¾ní polokouli.

obr. 91: Hvizdy A1, A3, B2 a B4 vznikly z jediného blesku; pøevzato z [6℄73



Køivka oznaèená A1 odpovídá prvnímu hvizdu, který z blesku do Kalifornie pøi¹el.Slabý a také del¹í hvizd A3 pro¹el èáru magnetiké induke elkem tøikrát (z ji¾nípolokoule nad Kalifornii, zpìt nad Tihý oeán a je¹tì do Kalifornie).Na spodní èásti køivka B2 pøíslu¹í þdvojestnému" hvizdu (nad Stanford a zpìtna ji¾ní polokouli) a slabounký B4 odpovídá ètyøem estám podél èáry magnetikéinduke. Hvizdy jsou dlouhé v øádu sekund, napøíklad B2 hvízdal pøibli¾nì 2 s.Hvizd oznaèený C1 namìøený v Tihém oeánu je obyèejný jednoestný hvizdz bouøky v Amerie na severní polokouli. Onehdy se tedy blýskalo na obou místeh.

obr. 92: Víe hvizdù z jednoho blesku; pøevzato z [6℄Na horním obrázku 92 vidíme hvizdy z jediného blesku namìøené v blízkostibouøky na Novém Zélandu v roe 1958 (sudé poèty est podél èáry magnetikéinduke). Lihé hvizdy z tého¾ blesku byly namìøeny v Seattlu, spodní èást obrázku92. Tmavé svislé èáry odpovídají øadì bleskù, jejih¾ signály se neroztáhly, proto¾e sene¹íøily anizotropním plazmatikým prostøedím kolem Zemì, ale pouze izotropnímvzduhem pod ionosférou. Délka záznamù odpovídá pøibli¾nì tøieti sekundám.þNosové" hvizdy
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γobr. 93: Disp. relae

V kapitole 9.2 o vzniku hvizdu jsme si øekli, ¾e kdy¾ se ¹íøívlny o nízkýh frekveníh podél èáry magnetiké indukena opaènou polokouli Zemì, tak èím vy¹¹í frekvene vlny, tímryhleji estu probìhnou. Toto ov¹em platí jen do jisté míry.Pøekroèíme-li s frekvení vlny jistou mez, grupová ryhlostu¾ s rostouí frekvení neporoste, naopak zaène klesat. Sklonkøivky v grafu 93 odpovídá slo¾e grupové ryhlosti ve smìru
~B0. Vidíme, ¾e nejdøíve sklon roste (a¾ k hodnotì ωn) a potomzaène klesat15. Frekvene fn = ωn2π , se v angliètinì nazývá nose frequeny. Této15Graf 88 z kapitoly 9.2 je výøezem grafu 93. Grafy mají na osáh rùzná mìøítka.74



frekveni (resp. úhlové ryhlosti) odpovídá nejvìt¹í sklon v elém grafu (nejvìt¹í γ),a tak vlna s fn projde estu nejryhleji.Na obrázku 94 vidíme jeden þnosový" hvizd. Na vodorovné ose je ubíhajííèas a na svislé jsou frekvene namìøenýh elektromagnetikýh vln. V èase 1 s
t

f

fn 1obr. 94: Nosový hvizd
jsme zaznamenaly nejryhlej¹í nosovou frekveni fn, v prù-bìhu èasu k nám postupnì doházejí jak ni¾¹í a ni¾¹í frekvene(spodní èást hvizdu oznaèená tmavou ¹ipkou), tak i vy¹¹í avy¹¹í (horní èást hvizdu s svìtlou ¹ikou). Tvar grafu pøipomínápro�l nosu, nejryhlej¹í frekvene fn je pak na jeho ¹pièe.Nosová frekvene závisí na prostøedí, kterým se vlny ¹íøily{ na magnetikém poli Zemì a hustotì plazmatu kolem ní.Mìøení nosové frekvene je jednou z metod, jak ze Zemì urèithustotu plazmatu (poèet nabitýh èásti v daném objemu),kdy¾ známe magnetiké pole.Na obrázku 95 jsou nosové hvizdy namìøené v roe 1959 v Norwihi ve Vermontua na stanii v Antarktidì. Horní obrázek je z Norwihe, kde byla bouøka a udeøily zdeètyøi blesky A, B, C a D. Svislé èáry oznaèené indexy 0, odpovídají namìøení v¹ehfrekvení naráz (vlny pro¹ly pouze izotropním vzduhem v¹ehny stejnì ryhle).

obr. 95: Namìøené hvizdy tvaru nosu, ka¾dé písmeno patøí jednomu blesku; pøevzato z [6℄Na spodním obrázku najdeme A1, B1, C1 a D1, které popisují jednoestné hvizdyz Vermontu na ji¾ní polokouli podél èáry magnetiké induke. Hvizdy s indexy 2na horním obrázku odpovídají dvouestným hvizdùm ze severní polokoule na ji¾ní azpìt. Dal¹í hvizdy jsou znaèeny analogiky indexy 3 a 4. V¹ehny hvizdy na obrázku95 mají tvar nosu. Nosovou frekveni odeèteme z grafu, je pøibli¾nì rovna 6 kHz(6 k). 75



Jeden hvizd rùznými estami Z
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f

obr. 96: Rùzné trasy a pøíslu¹né hvizdy
Elektromagnetiké vlny z jednoho bleskuse na opaènou polokouli mohou dostatrùznými estami. V¹ehny vlny se nemusíindukèní èáry þhytit" pøímo nad úderemblesku, nìkteré se mohou vzduhem do-stat kousek od místa bouøky a teprve tamprojít ionosférou a ¹íøit se dál podél ~B0.Na obrázku 96 jsou namalované tøi rùzné trasy plazmatikým prostøedím. Nejkrat¹ía tudí¾ nejryhlej¹í je modrá trasa, o nìo del¹í je zelená a nejdel¹í èervená. Hnedvedle vidíme záznam hvizdù, jaký byhom namìøili na severní polokouli.
obr. 97: Jednoestné hvizdy z blesku, které pøi¹ly podél rùznýh èar magn. induke; pøevzato z [6℄Hvizdy z obrázku 97 byly namìøeny na Alja¹e v roe 1958. První, tro¹ku sil-nìj¹í køivka odpovídá vlnám, které pro¹ly z ji¾ní polokoule skrz plazma nejkrat¹íestou. Dal¹í, postupnì slab¹í køivky, odpovídají estám podél del¹íh a del¹íh èarmagnetiké induke. V¹ehny jsou þjednoestné".9.4 Hvizdy z dru¾i
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obr. 98: Interkosmos5
Uká¾eme si hvizdy namìøené v roe 1972 sovìtskou dru¾iíInterkosmos 5 a jeden graf z èeské dru¾ie Magion 5 z roku1999. Stará data z Interkosmu byla do grafù, které uvidíme,zpraována a¾ v devadesátýh leteh (v dobì dostateènì vý-konnýh poèítaèù a potøebnýh programù). Také si popí¹emejeden typ hvizdu, který na Zemi nelze namìøit.Dru¾ie Interkosmos 5 mìøila pøibli¾nì ve vý¹e 1000 kmnad severní polokoulí na zemìpisnýh ¹íøkáh kolem 45◦ (dru-¾ie je teèka na obrázku 98). Namìøená data jsou zpraována do grafù, jako v pøed-hozí èásti { na vodorovné ose je èas v sekundáh, na svislé frekvene v herzíh aèím tmav¹í ¹edá, tím intenzivnìj¹í vlny. 76



Na záznamu 99 vidíme jeden silný, velie krátký hvizd (oznaèený S), ve kterémse roztáhly jen frekvene ni¾¹í ne¾ 400Hz. Tento hvizd vznikl z blesku na severnípolokouli v blízkosti dru¾ie, obr. 98. Vlny pro¹ly anizotropní ionosférou a hnednarazily na dru¾ii, která je zaznamenala { na rozta¾ení mìly málo èasu. Del¹í hvizdyz obrázku (J i dal¹í) dorazily ke dru¾ii z bleskù na ji¾ní polokouli. Za ionosférou

obr. 99: Víe a ménì nata¾ený hvizd z dru¾ie Interkosmos5pro¹ly témìø elou èáru magnetiké induke, a tak se roztáhly daleko ví. Kdybydru¾ie mìøila na magnetiké indukèní èáøe nad rovníkem, esty z obou polokoulíby byly stejnì dlouhé a pak i hvizdy ze severu a jihu by byly stejnì nata¾ené.Iontové hvizdyPro vysvìtlení dal¹ího záznamu získaného dru¾ií Interkosmos 5 je nutné uva¾ovatpohyb kladnì nabitýh iontù. V odstavi o levotoèivé vlnì kapitoly 7.4 a také u slo-¾itìj¹ího CMA-diagramu v kapitole 7.7 jsme se s tímto pøípadem u¾ setkali. Øeklijsme si, ¾e v oblasti nízkýh frekvení se plazmatikým prostøedím vedle pravoto-èivýh vln mohou ¹íøit i vlny levotoèivé. Rezonane L-vlny s prostøedím (pohlenívlny) nastává v momentì, kdy úhlová ryhlost vlny je shodná s yklotronní frek-vení kladnýh iontù { ionty se díky vlnì rozpohybují po levotoèivýh ¹rouboviíha energii vlnì þseberou".Po úderu blesku se do anizotropní ionosféry dostanou i L-vlny s ω < ωci (vy¹¹ífrekvene mají do ionosféry þvstup zakázán"). Jak se vlna vzdaluje od Zemì, vstu-puje do stále slab¹ího magnetikého pole ~B0 (èáry magnetiké induke se rozbíhají).Okolní hodnota yklotronní frekvene iontù tedy klesá16 a pøibli¾uje se k úhlové16Cyklotronní frekvene elektronù klesá samozøejmì také, ale jejih pohyb L-vlnu pøíli¹ neovlivní.77



ryhlosti ¹íøíí se vlny. Krou¾íí ionty zde víe vlnu vyu¾ívají a zabraòují jí v prù-hodu. Fázová i grupová ryhlost vlny postupnì klesá. Nuly dosáhne v místì, kde
ωci = ω.L-vlny s nízkými frekvenemi (vzdálenými od ωci) proházejí prostøedím snadnìjia dostanou se do vìt¹íh vzdáleností od Zemì { okolní magnetiké pole musí hodnìklesnout, aby se ωci dorovnala s malou ω. Vy¹¹í frekvene (blízké ωci) proházejíhùøe a jsou brzy (nízko) absorbovány. Dru¾ie tak namìøí pouze vlny s ω men¹í,ne¾ je hodnota lokální yklotronní frekvene (ωci v místì dru¾ie). Z tìh vln, kterédru¾ie zaznamená, dorazí døíve nízké frekvene, vysoké dojdou pozdìji.

obr. 100: Elektronový (svislý) a iontový (vodorovný) hvizd z blesku pod dru¾ií Interkosmos5Na obrázku 100 vidíme krásný iontový hvizd, silná témìø vodorovná èára. Tìsnìpøed konem ètvrté sekundy byly namìøeny nejryhlej¹í levotoèivé vlny s f ≈100 kHz.Pomalé vlny s frekvenemi 350 a¾ 400 kHz dorazily po ¹esté sekundì záznamu. Ion-tový hvizd je nata¾en víe ne¾ pøes 2 s. Z grafu snadno vyèteme lokální yklotronnífrekveni iontù, ωci _= 400Hz (vy¹¹í levotoèivé frekvene dru¾ie nenamìøila).Vedle iontového byl namìøen i þnormální" (tzv. elektronový) hvizd týkajíí sepravotoèivýh vln (jde o tentý¾ typ hvizdu jako S na obrázku 99).Iontové hvizdy lze mìøit jen dru¾iemi. Oproti elektronovým se na Zemi u¾ ne-dostanou, v¹ehny frekvene jsou postupnì absorbovány.Najít pìkné grafy rùznýh typù hvizdù je obtí¾né. Obrázky èasto þkazí" ¹umynebo jiné vlny, ze kterýh se nìkteré je¹tì nikomu nepodaøilo objasnit. Na závìrkapitoly si pro pøedstavu uká¾eme obvyklej¹í záznam z mìøení (obr. 101). Tato datanamìøila v listopadu roku 1999 dru¾ie Magion 5 ve vý¹e 3500 km na støedníhzemìpisnýh ¹íøkáh. Vidíme zde velké mno¾ství rùznì dlouhýh hvizdù i nìjaké ty¹umy. 78



obr. 101: Bì¾ný záznam, který namìøila dru¾ie Magion 59.5 Hvizdový mód z dru¾ie Freja©védská dru¾ie Freja byla vypu¹tìna 6. 10. 1992. Obíhala kolem Zemì po eliptikédráze s perigeem 600 km (místo na elipse nejblí¾ Zemi) a apogeem 1750 km (nej-vzdálenìj¹í místo trajektorie). Jeden obìh trval neelé dvì hodiny.Následujíí data byla namìøena v èervnu roku 1993. Dru¾ie letìla ve vý¹e1700 km nad Tihým oeánem podveèer místního èasu. Po deseti minutáh se do-stala do apogea své trajektorie, kde se stoèila, a dál pokraèovala jihovýhodnì a¾k zìmìpisné ¹íøe, kde tou dobou u¾ byla jedna hodina po pùlnoi. Dru¾ie tedymìøila za sluníèka a na stejnýh zemìpisnýh ¹íøkáh i za tmy. Prùlet trval 27minut.Na vodorovnýh osáh grafù opìt najdeme èas, tentokrát ale v minutáh, na svisléose pak frekveni v Hz. Barevnì jsou odli¹eny rùzné hodnoty zobrazované velièiny(v pøedhozíh kapitoláh ¹lo pouze o odstín ¹edi).Èerná køivka uprostøed obrázkù pøedstavuje lokální yklotronní frekveni vodí-kovýh iontù fH+. Pøibli¾nì v polovinì záznamu je þhluhé" místo { dru¾ie hvilkunemìøila. 79



Graf 102 zobrazuje magnetikou slo¾ku elektromagnetikýh vln. Vpravo vidíme¹kálu intenzity: modrá barva odpovídá velmi slabým nebo ¾ádným vlnám, èervenábarva naopak vlnám intenzivním. V grafu jsou písmeny A, C, D a E oznaèeny ètyøitypy vlnovýh jevù.

obr. 102: Magnetiká induke | ~B|; pøevzato z [4℄Vidíme, ¾e velmi intenzivní vlny A byly namìøeny jen v podveèer (na zaèátkuzáznamu). Kdy¾ dru¾ie letìla nad stejnými ¹íøkami v noi (kolem 20. minuty), u¾je nezaznamenala. Vlny A mají ostré oøezání velmi blízko pod lokální yklotronnífrekvení vodíkovýh iontù. Z pøesné spodní hranie vln typu A lze zjistit proen-tuální zastoupení vodíku v místeh letu dru¾ie. Èím je tato hranie blí¾ k lokální
fH+ (èerné køive), tím je ve vzduhu ménì vodíku.Vlny C jsou pozorovány na ni¾¹íh frekveníh a byly také namìøeny jen ve dne.Vlny typu D s velmi nízkými frekvenemi dru¾ie zaznamenávala v prùbìhu eléhoprùletu. Na noèní vlny E se dále podíváme trohu podrobnìji.

obr. 103: Elektriká intenzita | ~E|; pøevzato z [4℄Na grafu 103 je vynesená elektriká slo¾ka elektromagnetikýh vln. Èervenì jsouopìt znaèeny velmi intenzivní vlny. A¾ na svislé èervené èáry jsou grafy 102 a 10280



velmi podobné. Pravidelné èáry nepopisují ¾ádné þpøírodní" elektromagnetiké vlny,vznikají umìle v dùsledku mìøení.Dru¾ie mìøila elektrikou intenzitu a magnetikou induki, dal¹í grafy jsouz tìhto údajù vypoèteny. Graf 104 ukazuje, zda jdou elektromagnetiké vlny smì-rem k Zemi (èervenì) nebo od Zemì (zelenì). Tam, kde jsou vlny pøíli¹ slabé nebo¾ádné, je bílé místo. Vlny typu E se ¹íøí od Zemì.

obr. 104: Smìr ¹íøení vln; èervená k Zemi, zelená od Zemì; pøevzato z [4℄Na dal¹ím obrázku vidíme, jestli jsou vlny spí¹e pravotoèivé (èervenì), levoto-èivé (zelenì) nebo lineárnì polarizované (bíle). Z grafù 104 a 105 vyèteme, ¾e dru¾ienamìøila levotoèivé vlny jdouí od Zemì pouze s frekvení men¹í nebo rovnou yklot-ronní frekveni vodíkovýh iontù. Vy¹¹í frekvene byly absorbovány u¾ pod dru¾ií,kdy¾ okolní fH+ (resp. ωci) vyrovnala frekveni vlny f (úhlovou ryhlost ω). Nízkéfrekvene jsou absorbovány a¾ nad dru¾ií ve vìt¹íh vý¹káh se slab¹ím B0 a níz-kou yklotronní frekvení { odstave o iontovýh hvizdeh v 9.4. Èervenì zakreslenépravotoèivé vlny pohyb kladnýh iontù neovlivòuje.

obr. 105: Smysl polarizae; pøevzato z [4℄Obrázek 106 popisuje míru eliptiké polarizae elektromagnetikýh vln, ma-ximální eliptiitu mají kruhovì polarizované vlny (èervenì), minimální pak line-árnì polarizované (modøe). Bílá místa odpovídají nepolarizovaným vlnám. Vlny E81



nad èernou køivkou fH+ mají vysokou eliptiitu, proto¾e jde pouze o vlny pravoto-èivé (levotoèivé byly pod dru¾ií absorbovány). Pod køivkou fH+ se nahází smìspravotoèivýh a levotoèivýh vln, a tak výsledná eliptiita není vysoká.

obr. 106: Eliptiita, míra eliptiké polarizae, pøevzato z [4℄Na dal¹ím obrázku z Freji je velikost úhlu, který svírá vektor fázové ryhlosti vlnyse smìrem magnetikého pole Zemì ~B0, úhel θ. Modrá barva odpovídá nulovémuúhlu, fázová ryhlost smìøuje po nebo proti smìru ~B0. Èervená barva patøí pravémuúhlu, kdy vlna jde kolmo k ~B0. Vidíme, ¾e v¹ehny vlny se èar magnetiké indukevesmìs dr¾í.

obr. 107: Úhel θ, odklon ~vf od ~B0; pøevzato z [4℄Z namìøeného elektrikého a magnetikého pole lze vytvoøit øadu dal¹íh grafùpopisujíí elektromagnetiké vlny z okolí dru¾ie. Tøeba smìry fázovýh èi grupovýhryhlostí nebo míru polarizae (jestli je hování elektriké intenzity a magnetikéinduke vlny spí¹e þuèesané" nebo haotiké).
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Kde jsou ty hvizdy?Ukázali jsme si elkem ¹est grafù hvizdového módu z dru¾ie Freja, ale nevidìli jsmeani jeden hvizd { v èase nata¾ený signál. Pøesto v záznamu hvizdy jsou a je jihvelké mno¾ství.

obr. 108: Iontové a elektronové hvizdy; pøevzato z [4℄Z grafu 102 zobrazujíí magnetikou induki si z oblasti vln typu E vyøíznemeúzký prou¾ek odpovídajíí pouze 0,4 s. Svislou osu frekvení si roz¹íøíme a¾ k 2000Hza pøevedeme z obyèejné (lineární) na logaritmikou17. Takto upravený graf 50×zvìt¹íme a získáme obrázek 108, na vodorovné ose je èas v milisekundáh.Klesajíí zahnuté køivky jsou obyèejné (elektronové) hvizdy, ¹ir¹í stoupajíí jsouhvizdy iontové. Iontové hvizdy jsou seshora omezené lokální yklotronní frekvenívodíkovýh iontù, v tomto pøípadì fH+ = 400Hz.9.6 Aurorální sykotV této kapitole si víe rozebereme tvar osmièky harakterizujíí hvizdový R-mód.Na dateh namìøenýh dru¾ií Polar si pak uká¾eme dùsledky, které odtud plynou.Na obrázku 109 jsou tøi rùzné osmièky harakterizujíí velikosti fázovýh ryh-lostí v rùznýh smìreh. V¹ehny tøi patøí hvizdovému módu, ka¾dá ale jiné frekveni.17Krok o jeden dílek u¾ neznamená zvìt¹ení o daný poèet Hz, ale zdvojnásobení pøedhozíhodnoty. 83
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fa < fb < fc

Na > Nb > Ncobr. 109: Rùzné osmièky hvizdového módu,smìry ~vg vln ¹íøííh se v blízkosti θR

První osmièka popisuje hování vlny s níz-kou frekvení, druhá harakterizuje vlnus vy¹¹í f a tøetí vlnu o vysoké frekveni.S rùstem frekvene vlny klesá její rezonanèníúhel.©edé ¹ipky ukazují smìry grupovýhryhlostí jednotlivýh vln, kdy¾ se ¹íøí témìøpod svým rezonanèním úhlem. Kdybyhomhtìli smìry grupovýh ryhlostí i pro men¹íúhly θ, vytvoøili byhom si grafy vlnovýhvektorù a jim byhom pøimalovali kolmie(hlupy) jako v kapitole 9.1. Jeliko¾ aurorální sykot, kterým se budeme dále zabý-vat, je tvoøen pouze vlnami ¹íøíími se v blízkosti svého rezonanèního ku¾ele, jinéne¾ ¹edé ¹ipky nepotøebujeme.Vlnám s nízkou frekvení (obr. 109a) pøipadá do ¹iroka otevøený rezonanèníku¾el. Vektor grupové ryhlosti vln ¹íøííh se poblí¾ povrhu rezonanèního ku¾ele seod ~B0 pøíli¹ neodklání. Zvy¹ujeme-li frekveni vlny, její rezonanèní úhel se zmen¹ujea smìr ¹íøení informae o vlnì poblí¾ θR se od magnetikého pole víe odhyluje,obr. 109b a 109.Zbývá je¹tì dodat, ¾e s klesajíí hustotou plazmatu N (poèet volnýh elektronùv daném objemu) klesá rezonanèní úhel. Neboli, ¹íøí-li se vlna z prostøedí hust¹íhodo øid¹ího, její rezonanèní ku¾el { patøíí jediné frekveni { se v prùbìhu esty mìní,zu¾uje se.Vznik aurorálního sykotuKdy¾ se dostane velké mno¾ství ryhlýh elektronù do zemské atmosféry, vidímeji jako polární záøi. Ryhle padajíí elektrony jsou okolními molekulami br¾dìny aty se pøebyteèné energie zbavují vyzáøením elektromagnetiké vlny. Má-li tato vlnavhodnou frekveni, vidíme ji.K polárním záøím dohází v tzv. aurorální oblasti, v oblasti vy¹¹íh zemìpisnýh¹íøek. V jinýh ¹íøkáh magnetiké pole Zemì nedovolí elektronùm se dostat ze Slunea¾ do atmosféry.Nabité elektrony nemù¾ou na Zemi jenom padat, planeta se jih musí také zba-vovat. Existují tedy elektrony, které na vy¹¹íh zemìpisnýh ¹íøkáh letí od Zemìpryè. Ve vý¹káh kolem 6 000 km nad Zemí mají oproti èástiím z okolí velkou ryh-lost ve smìru radiálnì (pryè) od Zemì. To ov¹em nevyhovuje rovnová¾nému stavu.Aby se prostøedí ustálilo, elektrony se pøebyteèné energie zbaví, þlépe pak zapadnoudo kolektivu". To v ¾ádném pøípadì neznamená, ¾e v¹ehny èástie pak mají stejnouryhlost. Vzpomeòme si na plyn v krabii a obrázek 40 v kapitole 5.1.84



Vyzáøené vlny se ¹íøí od Zemì stejnì jako elektrony, které je vyzáøily. Tyto vlnynazýváme aurorálním sykotem. Vidìt je urèitì nemù¾eme, oproti viditelným vlnámmají pøíli¹ nízké frekvene. Kdybyhom je v¹ak reproduktorem pøevedli na zvuk, takje usly¹íme (jako u hvizdy na str. 71).Aurorální sykot namìøený dru¾ií PolarNa obrázku 110 jsou data, která namìøila dru¾ie Polar18 6. bøezna 1997. Dru¾ieprolétávala ve vý¹e kolem 25 000 km (ètyø zemskýh polomìrù) nad výhodní èástíKanady. Poèátek záznamu na obrázku 110 odpovídá pøibli¾nì 58◦ severní ¹íøky akone asi 44◦ severní ¹íøky. Dru¾ie letìla témìø podél poledníku pøímo na jih aprùlet trval asi 50 minut. V Kanadì v dobì mìøení byly dvì hodiny po pùlnoi.Dru¾ie mìøila elektrikou intenzitu a magnetikou induki.Na vodorovné ose v grafu bì¾í èas. S èasem postupnì klesá zemìpisná ¹íøka ataké vý¹ka letu (dru¾ie mírnì klesala). Na logaritmikou svislou osu je naná¹enafrekvene do 10 kHz (nerovnomìrnì rozlo¾ené èárky mezi 1 kHz a 10 kHz odpovídají2, 3, 4. . . kHz). Barevnì je odli¹ena intenzita mìøenýh vln.

obr. 110: Intenzita elektromagnetikýh vln; pøevzato z [5℄Na zaèátku mìøení (na severu) dru¾ie zaznamenala vlny o vy¹¹íh frekveníh,pøibli¾nì od 2 kHz do 4 kHz. S postupujíím èasem se pøidávaly frekvene ni¾¹í ani¾¹í. Kolem 25. minuty (zemìpisné ¹íøky 52◦) Polar namìøila v¹ehny elektromag-netiké vlny s frekvení men¹í ne¾ 4 kHz. S dal¹ím poklesem zemìpisné ¹íøky dru¾iepostupnì o ni¾¹í frekvene pøiházela, a¾ kolem 43. minuty zahytila pouze vlnykolem 2 kHz. Výsledný graf má tvar jakéhosi tryhtýøe.18Polar byla vypu¹tìna 27. února 1996. V maximální vý¹e pøibli¾nì 50 000km (osm polomìrùZemì) nad aurorální oblastí zkoumala okolní prostøedí. Kromì elektromagnetikýh vln mìøilarùzné parametry plazmatu a fotografovala aurorální oblasti Zemì.85



Vysvìtlení tryhtýøovitého tvaruZ tryhýøovitého tvaru grafu 110 lze usoudit, ¾e kolem zemìpisné ¹íøky 52◦ (tam,kde dru¾ie namìøila nejví frekvení), je þèárový zdroj" aurorálního sykotu { elek-tromagnetikýh vln hvizdového módu. Tento závìr nám pomù¾e objasnit nìkolikobrázkù.
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~B0obr. 111: ©íøení vln ze zdroje A; Zemìje pod obrázkem

Dru¾ie Polar na obrázku 111 letí po èárko-vané dráze, postupnì prolétá první a¾ ¹estou po-lohou. Zemì se nahází pod obrázkem, hustotaplazmatu N s vý¹kou klesá. Tenké ¹edé èáry ha-rakterizují magnetiké pole Zemì.Pøedpokládejme, ¾e bod A je zdrojem elektro-magnetikýh vln rùznýh frekvení. Vysoké frek-vene hvizdového módu oznaèíme modøe, støednízelenì a nízké èervenì.Modré ¹iroké þvéèko" s vrholem v bodì A a¹ipkou pøedstavuje rezonanèní ku¾el vlny vysokéfrekvene a smìr vektoru její grupové ryhlosti.Informae o modré vlnì se ¹íøí ve smìru ¹ipky a po hvíli se dostane do místa ⋆. Zdeje ni¾¹í hustota plazmatu, rezonanèní ku¾el vlny se zú¾í a grupová ryhlost se víeodkloní od ~B0. Vlna se dostane do místa ⊳. Hustota oproti ⋆ opìt poklesla, ku¾el seje¹tì sevøe a ~vg se víe odhýlí od ~B0. Vlna se dostane do 1.
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1 2 3 4 5 6obr. 112: Tøi zdroje, ka¾dý tøi frekvene

Ve skuteènosti se okolní prostøedímìní plynule a tudí¾ i ku¾el se plynuleuzavírá { informae o vlnì se tak ¹íøípo hladkýh modrýh køivkáh (zAdo 6)a ne po lomenýh èaráh (zAdo 1). Elek-tromagnetikou vlnu s vysokou frekvenívyzáøenou zdrojem A namìøíme pouzev místeh le¾ííh na modrýh èaráh, ni-kde jinde se o tìhto vlnáh neví. Vysokéfrekvene z A dru¾ie Polar zaznamenájen v poloháh 1 a 6.Støední zelené frekveni v bodì A od-povídá vìt¹í rezonanèní úhel a tudí¾ ro-zevøenìj¹í ku¾el. Zelená grupová ryhlosttak smìøuje víe podél ~B0. Díky postup-nému uzavíraní rezonanèního ku¾ele seinformae o zelené vlnì ¹íøí po zelenýh køivkáh na obrázku 111. Dru¾ie Polar na-mìøí støední frekvene v místeh 2 a 5. Nízká èervená frekvene má v bodì A je¹tì86



¹ir¹í rezonanèní ku¾el, a tudí¾ èervené køivky jsou nejménì rozevøené. Dru¾ie tytovlny namìøí v poloháh 3 a 4.Uva¾ujme dal¹í dva bodové zdroje elektromagnetikýh vln nad pùvodním A.Trasy tøí frekvení ze v¹eh tøí zdrojù pak vidíme na obrázku 112. Dru¾ie letíípo èárkované køive namìøí v krajníh poloháh 1 a 6 pouze vysoké frekvene, v po-loháh 2 a 5 vysoké a støední frekvene a v místeh 3 a 4 v¹ehny tøi.Namìøené hodnoty zjednodu¹eného pøíkladu se tøemi zdroji a tøemi frekvenemivytvoøí v záznamu dvanát teèek, obr. 113. Na vodorovné ose je poloha dru¾ie
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obr. 113: Dru¾ie namìøí
(resp. ubíhajíí èas) a na svislé ose frekvene. Kdy¾ uvá¾ímespojité spektrum vln a èárový zdroj (bledìmodrá úseèka ob-sahujíí body A, B a C), namísto teèek se v grafu objevítryhtýø.Ve skuteènosti takový pìkný symetriký tvar z obrázku113 dru¾ie nenamìøí, podívejte se znovu na záznam19 110.První polovina tryhtýøe tvoøená vlnami ¹íøííh se doleva(ve skuteènosti severnì) je hezká dost. Ov¹em vlny, kterése ¹íøí na jih od zdroje a vytváøí pravou polovinu tryhtýøena obrízku 110, se dostávají do silnìj¹ího magnetiké pole Zemì (èáry magnetikéinduke se stáèí k Zemi). V takovém prostøedí mohou být nìkteré vlny snadnoabsorbovány, dru¾ie pak v druhé polovinì mìøení èást vln vùbe nezaznamená.Proto není pravá polovina tryhtýøe z obrázku 110 stejnì velká jako levá.Horní okraj tryhtýøeþNeo¹izená" pravá strana tryhtýøe z obrázku 110 má velmi ostrý horní okraj { ¾ádnévlny s frekvení vy¹¹í ne¾ je hranièní fm = 4kHz dru¾ie Polar nezaznamenala. Neníto tím, ¾e by zdroje vyzaøovaly pouze vlny s takto omezenou frekvení. Kdybyhomdru¾ii vyslali blí¾ k Zemi (ní¾), namìøila by i vy¹¹í frekvene, tryhtýø by sahal vý¹.Nìkteré vlny vyzáøené zdroji pod dru¾ií se tedy k dru¾ii nedostanou.U¾ víme, ¾e kdy¾ vlna stoupá k dru¾ii, prohází plazmatiky øid¹ím a øid¹ím pro-støedím a její rezonanèní ku¾el se pøitom zu¾uje. Má-li vlna u¾ na poèátku ku¾el velmiúzký, tak se na estì k dru¾ii úplnì uzavøe. Rezonanèní úhel klesne na nulu a z ku-¾ele se stane úseèka. Elektromagnetiká vlna mù¾e pokraèovat dál pouze v pøípadì,¾e její fázová ryhlost smìøuje pøesnì rovnobì¾nì s magnetikým polem. Kdykoli se
~vf odhyluje od ~B0, prostøedí vlnu absorbuje a dru¾ie ji nezaznamená.Z výpoètù plyne, ¾e rezonanèní úhel pravotoèivé vlny je roven nule, má-li vlnaúhlovou ryhlost rovnu plazmové frekveni prostøedí, ve kterém se nahází, ω = ωp.19Pozor, barvy v záznamu 110 z dru¾ie Polar haraterizují intenzitu vln, frekvene se naná¹í nasvislou osu. 87



V místì vyzáøení mají vlny úhlovou ryhlost ω men¹í ne¾ je lokální plazmová frek-vene ωp. Jak se vlna ¹íøí pryè od Zemì, lokální plazmová frekvene se zmen¹uje apøibli¾uje k frekveni vlny. V momentì rovnosti je vlna okolním prostøedím absor-bována (mno¾ství vln s ~vf ‖ ~B0, které projde dál, je nemìøitelné).Hodnota fm tedy odpovídá plazmové frekveni prostøedí, ve kterém se dru¾ienahází. Vy¹¹ím frekvením se zavøou ku¾ele u¾ pod dru¾ií, ni¾¹ím a¾ nad ní. Z na-mìøené hodnoty fm, kde fm = ωp2π , a podle vzore (41) ωp = √

Ne2
ǫ0me

, urèíme hustotuplazmatu N v místì dru¾ie. Pro fm=4kHz, vyhází N=0, 2 elektronu na m3.
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Nejsme na koniZabývat se vlnami kolem na¹í planety je u¾iteèné. Napøíklad pomoí ostrého oøezánívln (angl. ut-o�) na plazmové frekveni z pøedhozí kapitoly jsme shopni urèithustotu plazmatu v místì dru¾ie. Chytat a poèítat nabité èástie ve vzdálenostinìkolika tisí kilometrù nad Zemí je tehniky mnohem nároènìj¹í ne¾ v tomté¾místì mìøit elektriké a magnetiké pole. Vedle nosové frekvene z kapitoly 9.3 nenítento pøípad jediný, kdy z mìøení elektromagnetikýh vln v okolí Zemì urèímeparametry místního prostøedí snáze a pøesnìji ne¾ pøímým mìøením.Teorie elektromagnetikýh vln v plazmatu s vnìj¹ím magnetikým polem stojína pomìrnì jednoduhýh základeh - vlnìní a pohyb nabitýh èásti v magnetikémpoli. Ov¹em z tìhto jednoduhýh prinipù vyplývá øada o poznání slo¾itìj¹íhdùsledkù. Nìkteré jsme si vysvìtlili, nìkteré ne a nìkteré jsou slo¾ité pøíli¹, ¾e jeje¹tì nikdo vysvìtlit nedoká¾e.Pøíkladem je vnìj¹í radiaèní pás (neboli Van Allenùv20 pás), který se naházíokolo na¹í planety ve vzdálenosti dvou a¾ tøí polomìrù Zemì. Pás tvoøí jakýsi ¹irokýprstene, který obklopuje na¹i planetu nad ¹íøkami men¹ími ne¾ 60◦, nad póly není.V tomto pásu magnetiké pole Zemì dr¾í velké mno¾ství volnýh elektronù. Novévýzkumy ukazují, ¾e elektromagnetiké vlny hvizdového módu (f øádu kHz) tytoelektrony úèinnì uryhlují. Elektrony s vysokou energií jsou pak nebezpeèné nejenpro elektroniká zaøízení na dru¾iíh ale i pro posádky kosmikýh lodí.Jak je zøejmé, od náhodou hyenýh hvizdù ze zaèátku minulého století se vý-zkum hvizdového módu významnì posunul, rozhodnì ale není na koni.

20V roe 1958 James A. Van Allen prokázal ze záznamù dru¾i Explorer 1 a Explorer 3 existeniradiaèníh pásù. 89



ZávìrPøesto¾e jsem text psala hlavnì pro studenty vy¹¹íh roèníkù gymnázií, kteøí majío fyziku zájem, myslím si, ¾e nìkteré èásti jsou vhodné pro v¹ehny studenty.Vedle zopakování mehanikýh kmitù a vln a elektromagnetikýh vln ve vakuuse ètenáøi dozvìdìli o základníh vlastnosteh ¹íøení elektromagnetikýh vln v izot-ropním i anizotropním prostøedí. Setkali se s plazmatem a jeho vlivu na proházejííelektromagnetiké vlny a na závìr s elektromagnetikými vlnami v plazmatikémprostøedí s vnìj¹ím magnetikým polem. Celá, pomìrnì dlouhá teoretiká èást vedlak vysvìtlení nìkterým nízkofrekvenèníh jevùm v zemské atmosféøe doplnìné o zá-znamy namìøenýh dat.Vìøím, ¾e vedle støedo¹kolskýh studentù text vyu¾ijí studenti vysokýh ¹kol,uèitelé fyziky i ¹ir¹í veøejnost.Text je v dobì podání diplomové práe zveøejnìn na adrese http://os.matfyz.z/prae/2007dipl_zuzka_horova.pdf a postupnì bude té¾ dostupný na Fyzwebu,o�iálníh stránkáh Katedry didaktiky fyziky MFF UK.
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DodatekZde jsou uvedeny zdrojové kódy ètyø obrázkù. První je èást obrázku 43 z kapitoly5.6 o plazmovýh osilaíh. Dal¹í zobrazuje pravotoèivou vlnu z kapitoly 7.4. Obrá-zek vlevo dole je vybraný z kapitoly 4.12 a ukazuje shodné smìry vektorù fázovýha grupovýh ryhlostí elektromagnetikýh vln ¹íøííh se izotropním prostøedí. Po-slední obrázek patøí do kapitoly 7.6. Zobrazuje disperzní relae ètyø základníh vlnv plazmatikém prostøedí s magnetikým polem, ve kterém platí ωL <ωp <ωc. Hod-noty ωp a ωc jsem zvolila: ωp = 3 jednotky, ωc = 4 jednotky. Zbylé tøi hodnoty jsouurèené vzori ωL = 12(−ωc+√
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Plazma u nabité desky\opengraphsfile{kryhle} zaèátek obrázku, jeho název\mfpi[10℄{-10}{10}{-3}{3} pou¾ití mfpi, mìøítko a rozmìry obr.\pen{1.2} nastavení silnìj¹ího pera\gfill[red℄\ret{(-10,-3),(-9.4,3)} vybarvení desky\ret{(-10,-3),(-9.4,3)} ohranièení desky\plotsymbol[3pt℄{Plus}{(-9.7,-2.5), plusy na dese(-9.7,-1.5),(-9.7,-0.5),(-9.7,0.5),(-9.7,1.5),(-9.7,2.5)}\hatholor{blue} nastavení barvy ¹rafování\rhath\ret{(0,-2),(4,2)} ètvere vy¹rafovanýz pravého horního rohu\hatholor{red} nastavení barvy ¹rafování\lhath\ret{(0,-2),(4,2)} ètvere vy¹rafovanýz levého horního rohu\endmfpi kone pou¾ívání mfpi\losegraphsfile kone obrázku
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Pravotoèivá vlna\opengraphsfile{Rvlna} zaèátek obrázku, jeho název\mfpi[13℄{-2}{10}{-3}{6} pou¾ití mfpi, mìøítko a rozmìry obrázku\arrow\lines{(0,0),(0,6)} osa z\tlabel[r℄{(-0.2,5.5)}{$z$} popis osy z\arrow\lines{(0,0),(10,0)} osa y\tlabel[t℄{(9.5,-0.2)}{$y$} popis osy y\arrow\lines{(0,0),(-2,-2)} osa x\tlabel[t℄{(-1.6,-1.7)}{$x$} popis osy x\pen{0.9} nastavení silnìj¹ího pera\arrow\lines{(0,0),(0,4.5)} vektor ~B0\tlabel[r℄{(-0.2,3)}{$\ve{B}_0$} popis vektoru ~B0\arrow\lines{(5,0),(5,3)} vektor ~k\tlabel[r℄{(5.1,2)}{$\ve{k}$} popis vektoru ~k\pen{0.5} nastavení pùvodní tlou¹»ky pera\fdef{fel}{x} zade�nování funke fel vykreslujíí{0.25*sqrt(5.6^2-(1.4*x-5*1.4)^2)} horní polovinu elipsy\drawolor{red} nastavení barvy pera\headolor{red} nastavení barvy hrotù ¹ipek\arrow\dashed\parafn{-10,4.5,0.3} parametriky zadaná funke{(-4*sin(t)+5,1.4*os(t)+0.7*t+2.2)} vykreslená èárkovanì a se ¹ipkou\drawolor{blak} nastavení barvy pera\headolor{blak} nastavení barvy hrotù ¹ipek\xslant{1} nastavení vykreslování þse¹lápnutì"(pro trojrozmìrný dojem)\draw\ellipse{(5,0),4,1.4} elipsa daná støedem a poloosami\pen{0.9} nastavení silnìj¹ího pera\arrow\lines{(5,0),(7,fel(7))} vektor ~E\pen{0.5} nastavení pùvodní tlou¹»ky pera\arrow\lines{(5,0),(7,0)} y-ová slo¾ka ~E\tlabel[b℄{(6,0.1)}{$\ve{E}_y$} popis slo¾ky Ey\arrow\lines{(5,0),(5,fel(7))} x-ová slo¾ka ~E\tlabel[r℄{(4.5,-0.5)}{$\ve{E}_x$} popis slo¾ky Ex\dotted\lines{(7,0),(7,fel(7)),(5,fel(7))} teèkovaná lomená èára\arrow\urve{(7,fel(7)-0.8), ¹ipka udávajíí(8,fel(8)-0.8),(8.5,fel(8.5)-0.8)} smìr otáèení ~E\endmfpi kone pou¾ívání mfpi\losegraphsfile kone obrázku
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Smìry grupové ryhlosti v izotropním prostøedí\opengraphsfile{vgizotr} zaèátek obrázku, jeho název\mfpi[10℄{-5.5}{7}{-5.5}{7} pou¾ití mfpi, mìøítko a rozmìry obrázku\mfpdefineolor{zluta}{rgb}{1,0.7,0} nade�nování barvy zluta\arrow\lines{(0,0),(0,7)} osa y\tlabel[r℄(-0.2,6.5){$k_y$} popis osy y\arrow\lines{(0,0),(7,0)} osa x\tlabel[r℄(6.5,-0.2){$k_y$} popis osy x\pen{0.7} nastavení vìt¹í tlou¹»ky pera\irle{(0,0),4} kru¾nie zadaná støedem a polomìrem\tlabel[℄(2.6,2.2){$\ve{k}$} popis vektoru ~k\tlabelolor{red} nastavení barvy popiskù\tlabel[℄(2.5,0.5){$\ve{v}_f$} popis vektoru ~vf\tlabelolor{zluta} nastavení barvy popiskù\tlabel[℄(4.8,2){$\ve{v}_g$} popis vektoru ~vg\pen{0.5} nastavení pùvodní tlou¹»ky pera\arrow\lines{(0,0),(4,0)} vodorovný vektor ~k\pen{0.7} nastavení vìt¹í tlou¹»ky pera\drawolor{0.75white} nastavení barvy pera\headolor{0.75white} nastavení barvy hrotù ¹ipek\lines{(4,-1.5),(4,1.5)} ¹edá teèna\drawolor{zluta} nastavení barvy pera\headolor{zluta} nastavení barvy hrotù ¹ipek\arrow\lines{(4,0),(5.5,0)} smìr vektoru ~vg\drawolor{red} nastavení barvy pera\headolor{red} nastavení barvy hrotù ¹ipek\arrow\lines{(0,0),(2.5,0)} vektor ~vf\drawolor{blak} nastavení barvy pera\headolor{blak} nastavení barvy hrotù ¹ipek\rotate{30} otoèení o 30◦\arrow\lines{(0,0),(4,0)} dal¹í vektor ~k... vykreslení teèny a èervené a ¾luté ¹ipkyv¹e 11× zopakováno i s pøíkazem \rotate{30},nakreslí je¹tì 11× tøi ¹ipky a teènupoka¾dé o 30◦ pootoèené\endmfpi kone pou¾ívání mfpi\losegraphsfile kone obrázku
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Disperzní relae pro pøípad ωL <ωp <ωc, kde ωp=3 j, ωc=4 j\opengraphsfile{lp} zaèátek obrázku, jeho název\mfpi[15℄{-1}{9}{-2}{6.2} pou¾ití mfpi, mìøítko a rozmìry obrázku\arrow\lines{(0,0),(9,0)} osa x\tlabel[t℄(8.5,-0.2){$\omega$} popis osy x\arrow\lines{(0,0),(0,6)} osa y\tlabel[r℄(-0.2,5.5){${v_f^2\over ^2}$} popis osy y\xmarks{1.55,3,4,5,5.55} znaèky na ose x\tlabel[t℄(1.7,-0.2){$\omega_L$} popisek ωL... podobnì popisky ωp, ωc, ωh a ωR\ymarks{1} znaèka na ose y\tlabel[r℄(-0.2,1){$1$} jednièka na ose y\dashed\lines{(0,1),(9,1)} vodorovná pøeru¹ovaná èára\drawolor{green} nastavení barvy pera\dashed\lines{(1.55,0),(1.55,6)} svislá pøeru¹ovaná k ωL\drawolor{red} nastavení barvy pera\dashed\lines{(3,0),(3,6)} svislá pøeru¹ovaná k ωp\drawolor{magenta} nastavení barvy pera\dashed\lines{(5.55,0),(5.55,6)} svislá pøeru¹ovaná k ωR\drawolor{red} nastavení barvy pera\tlabelolor{red} nastavení barvy popiskù\funtion{3.1,9,0.1}{x^2/(x^2-3^2)} disperzní relae øádné vlny\tlabel[℄(3.6,5.8){$O$} popisek O\drawolor{blue} nastavení barvy pera\tlabelolor{blue} nastavení barvy popiskù\funtion{1.7,5,0.1}{(x^4-(5*x)^2)/ první èást disperzní(x^4+3^4-(5*x)^2-(3*x)^2)} relae mimoøádné vlny\tlabel[℄(1.5,5.8){$X$} popisek X u první èástifuntion{5.7,9,0.1}{(x^4-(5*x)^2)/ druhá èást disperzní(x^4+3^4-(5*x)^2-(3*x)^2)} relae mimoøádné vlny\tlabel[℄(5.5,5.8){$X$} popisek X u druhé èásti\drawolor{magenta} nastavení barvy pera\tlabelolor{magenta} nastavení barvy popiskù\funtion{0,4,0.1}{(x^2-4*x)/ první èást disperzní(x^2-4*x-3^2) relae pravotoèivé vlny\tlabel[℄(0.5,0.5){$R$} popisek R u první èásti\funtion{5.7,9,0.1}{(x^2-4*x)/ druhá èást disperzní(x^2-4*x-3^2) relae pravotoèivé vlny\tlabel[℄(6.1,5.8){$R$} popisek R u druhé èásti\drawolor{green} nastavení barvy pera\tlabelolor{green} nastavení barvy popiskù\funtion{1.8,9,0.1}{(x^2+4*x) disperzní relae(x^2+4*x-3^2) levotoèivé vlny\tlabel[℄(2.1,5.8){$L$} popisek L\endmfpi kone pou¾ívání mfpi\losegraphsfile kone obrázku96


