Errata

Véta 42. Pro posloupnost Xy, Xs, ... oznacme

A, :={x;3In € Ng,z = en}, c €N, (1)
b:=sup{ce N;P(X; € A.=1)} €N, (2)
T(k) = SN(bk) — bk, keN. (3)

Za predpokladu 5 plati pro v prirozené

i bP(X; > mb
lim P(T(k) < bi) ZlX]m). (4)
1

k—o00 m—0
Diikaz. Dokazme to pro b = 1. lim,, , S, = 00 sj., my vSak bez jmy na obec-
nosti budeme predpoklddat, ze tato rovnost plati jisté, jinak bychom se omezili
na mnozinu, kde to plati jisté. Uvazujeme pevné y > 0. Posloupnost {T'(k)}ren
je Markovsky fetézec. Potom pro k € N

1) (T(k) > 0) = (T(k+1) =T(k) - 1) (5)
2) (T'(k)=0) = (T'(k+1)=T(k) + Xn@)+1 — 1). (6)

Ukazeme, ze je homogenni. Pro n.k € N

P(T(k+1)=n|T(k)=0) = P(Xnw1 —1=n| Xyw+1>0)  (7)
— P(Xi—1=n|X,>0) (8)

z véty o stacionarité vzhledem k Markovskému casu a
PT(k+1)=n|Tk)=m)=1n=m—1].

Tyto pravdépodobnosti nezalezi na k, tedy dany proces je homogenni.
Pro n € N si ozna¢me

pni=P(Xy=n|X;>0). 9)

Pomoci (5) a (6) sestrojime matici prechodu

1
oo~
o~ o3

Chceme ukazat, ze stacionarni feseni existuje, nalezneme jej pomoci pomoci
soustavy rovnic

coz vede na Treseni
Tp = T1Pn + Tn+1-

Postupné budeme dosazovat za m,., a dostaneme vyjadreni pro 7,

1



Tp = T1Pn + Tng1 = TPy + (T1Dn41 + Trg2) (10)

Nalezneme vyjadreni .

1="p=mY P(X,>i| X, >0)=mE[X, | X, > 0]

1=1 i=1

A proto m = m.

Stanionarni feseni tedy existuje. Zfejme z matice prechodu vidime, Ze je
{T (k) }ren nerozlozitelny. Nyni chceme ukézat aperiodicitu. Pro spor predpoklé-
dejme, ze stav j € N je periodicky s periodou d. Z tvaru matice prechodu (hlavné
jednotkového "blocku") vidime, ze by to pak znamenalo, ze p, = P(X; = n |
X; > 0) =0atedyi P(X; =n) =0 pro vsechna n € N\ {0,d,2d,3d,...}. To
znamend, ze P(X; € Ay) =1 a to je spor s predpokladem, ze b = 1, tedy proces
je aperiodicky.

a proto plati limita

lim P(T(k) =j)=m;,j € N.

k—o0
Finalné pro i € N.
. <) — T _
/}ggo P(T(k) <1) kh_)l{)lo mz::O P(T(k)=m) (13)
=> (14)
m=0
_zi:P(Xlzm|X1>0) (15)
m=0 E[Xl | Xl > 0]
L P(X, >
_yPEzm (16)
m=0 E[Xl]
Nyni pokud b # 1, potom oznac¢me
X
X = T’f keN. (17)
S
ssz,keN. (18)
_ T(E) -
T(k):é):SN(k)—k,kEN. (19)
Pro néhodné veli¢iny X, Xo,.. plat jiz dokdzané (16), tedy
, . , L P(X;>m) < bP(X; > mb)
lim P(T(k) <1i)= = = A= 20
n P <) mZ:O EXy] mZ:O E[X4] (20)
Cimz je véta dokazana.
m



Véta 43. Necht pro aritmetické nahodné veliciny X1,Xs,... plati predpoklad 6.
Potom pron € N a § € [bn,b(n+ 1))

i pP(X, > mb)

Tim (S )= 3 (21)
Diikaz. Ziejmé
inf{n € N; S, >y} =7, < inf{neN;S, >y} =k
a proto ~
SN(y) = SN(y) Sj.
Z ( , str. 316) X1, Xo,... jsou nezavislé, stejné rozdélené, kladné
nahodné veli¢iny a zaroven jsou aritmetické s parametrem b.
Ao i={x;3z € Z,x = cz}, c €N, (22)
b:=sup{ce N; P(X; € A, =1)}. (23)
Méjme n > 0. Z véty 42 pro ¢ € [bn,b(n + 1))
: b < ) — T _h <
= | Soiy — kb <
khﬂrrolc> P(S 5 — kb < bn) (25)
" bP(X, > mb
—_ Z M (26)
m=0 E[Xl]
7. cehoz plyne tvrzeni.
O

Pokud budeme chtit ptejit z limity posloupnosti na limitu funkce
lim, . Sn(y) — ¥, tak zndhodnime pozadované bohatstvi ndhodnou veli¢inou Y.

Véta 44. Necht pro aritmetické ndhodné veliciny X1,Xs,... s parametrem b,

A, ={x;3z € Z,x =cz}, c €N, (27)
b:=sup{ce N;P(X; € A, =1)}, (28)

plati predpoklad 6 o Y ~ R(0,b) je ndhodnd velicina nezdvisld s posloupnosti
X1,X5,... Potom A
?}l_glo Snw+y) — (Y +Y) =Z-Y, (29)

Y ~ R(0,b), Z je ndhodnd velicina s rozdélenim

_ bP(X; > ib)
- E[XY]

aY a Z jsou nezavislé.



Diikaz. Diukaz je proveden pro b = 1, pro b # 1 je dikaz analogicky. Déle pro
x > 0 plati

N(z) = N(z — |z]),
kde |z] je spodni cela ¢ast. Tato rovnost plati, jelikoz X, je aritmetickd a tedy

nabyva jen celoc¢iselnych hodnot. Dale

SNty+e) = (U +2) = Sn(lery) — L2 +y] = (@ +y — [z +y]).
Z véty 43 dostaneme konvergenci

d
SN(laty)) — o +y] — Z,

Yy—o0

jelikoz |z +y| € N. Z je ndhodnd veli¢ina s distribuci z (21). Podobnym trikem
jako ve vété 14 dostaneme

lim P(Sn(yap = [V +y) SEIY)E lim P(Sy(asy — Lz +yl <E1Y =2)
(31)
=F@).ceRr, (32)

E(€) je distribuéni funkce rozdéleni v (30). Pouzijeme Lebesgueovu vétu o kon-
vergentni majoranté

Jim P(Sn(yayp = Y +y) <€) = (33)
lim E[P(Sn(yy) = [Y +y) <€) = F(). (34)

A tedy

d
Sn(y+yy — 1Y + ) P Z.

Nyni se budeme zabyvat zbytkem (x+y— |z 4 y]). Opét za x dosadime ndhodnou
veli¢inu Y.

P(Y+y—[Y+y| <) =PYell-(y—|yl)1-(—[y])+&) (35
= 575 € [07y_ Ly“a ) > 0. (36)

P(Y+y—[Y+y] <) =PY €0,—(y—y]) +{U[l - (y— LyJ)J]() |
37

zé,SE(y—LyJ,lL y > 0. (38>

Toto rozdéleni opét odpovidd rovnomérnému rozdéleni na [0,1]. A tedy pokud si
vezmeme ndhodnou velic¢inu Z takovou, ze ma rozdéleni jako v (30) a je nezavisld
s 'Y, potom

Snevay) — YV +y) = Svay — YV +y] =Y +y— [V +y]) (39)

L, z-Y, (40)

Yy—00

jelikoz Y je funkei Y, tedy i Y je nezavisld s Z. Y ~ R(0,1), z ¢ehoz plyne tvrzeni.
]



Znacent. Distribuéni funkci ndhodné velic¢iny z (39) si oznacme jako H(§).

Jelikoz nyni mame vysledek pro funkéni limitu

muzeme dokazat obdobu verze véty 14.

Véta 14 (Aritmetické verze). Necht Z je libovolnd ndhodnd veli¢ina nezdviskd s
Y 2 (39) a posloupnosti Wi Wy ,... Y je nezavisla s posloupnosti W W ,.. . Ddle
necht W je aritmetickd s parametrem b.

A ={z;3z € Z,x =cz}, c€N, (42)
b:=sup{ce N; P(X; € A. =1)}. (43)
Potom
N*(y+Y+2) A
ylggoP( > W,j—(y+Y+Z)<§):H(§),§ER.
k=1

Diikaz. Distribu¢ni funkci H jsme zavedli pod vétou 44. Dikaz je analogicky
ditkazu véty 14.

O
Diky tomu muzeme vyuzit i disledek 1 a vétu 15, kde by platilo
N*(y+Y) N(y+Y)
lim B[ Y Wil—E[ > WJ]=0
e k=1 k=1

za predpokladu, ze lim, oo > p_; (Wi — W}) existuje konecénd skoro jisté.

Véta 17. Pokud A je strategie, pro kterou jsou ndhodné veliciny Wy, k € N
integrovatelné a b* je vnitrnim bodem mnoZiny S relativné vzhledem k omezeni
na nadrovinu {b € R™ bT'1,, = 1}, potom pro strategii A plati

C* [ee]
lim Fn =00 = Y (W' = E(W, | %)) =00 (44)
n—oo n SJ. nel

Dikaz. Plati o .
li T — <= Wy — W, =

Zavedeme si novou strategii. Pro M € R

Bo(M) = Balipw,znyzm + U L pwa 2 1)<m

a k ni odpovidajici ndhodné veli¢iny

Posloupnost



je martingal. Dokazeme, ze plati

(sup[Y(M) = Yot (M)])T € Ly, (45)

n

Rozepisme si

V(M) =Y na(M) = Wn(M) = W5 = (E[Wn(M) | F 1] —w) (46)

W,(M) je omezeno shora konstantou K z (2.6). —W* je omezeno shora konstan-
tou z véty 6. Dale

w* — E[W, (M) | Z#,_1] < max{0,w* — M}.
Proto plati (45) a z véty 26 v appendixu existuje realnd Y o (M),

lim Y, (M) = Yo (M) (47)

n—o0

= i(Wk(M) — Wi = (E[Wi(M) | Za] —w")) €R sj. . (48)
a tedy pokud

SOW; — We(M) = 00 — S w' — BIWW(M) | Zet] =00, (49)
k=1

Tvrzeni tedy plati pro strategii Bn(M) Obecné, zvolme M € R, w*— M >0 a
oznacme

A={neN,B, #B,(M)}.

Na mnoziné | | A |< oo az na mnozinu miry 0 plati

Z(WI: - W) eR
keA

> (Wi —Wi(M)) €R

a z definice A

D (Wi = W) = 3 (Wi = Wi(M)).

kg A kg A
Proto
o0 = S2(W - Wi) = 3 (W]~ Wi(M) = o0 (50)
— - W) Fi) =0 (51)
Jelikoz A méa konecné prvki, proto
> (w" = E[Wi(M) | Fii]) € R. (52)

keA



Pokracujeme vyuzitim (52)

[e.o]

S (w' = E[Wi(M) | Fia]) =00 = Y (w" — E[W,(M) | Fi1]) = o,
k=1 5 kgA
(53)
ale
> (w = EWy(M) | Fa]) = - (w" = EW, | Fia)) (54)
kgA If€A
Z EWy | Fi_1)). (55)
Celkove z (50)-(55) mame
Nyni na [| A |= 00|, az na mnozinu miry 0 a pro M € R, w* — M > 0 plati,
Z EWy | Fra]) > D (w* — M) = oo,
k=1 keA
jelikoz w* — M je konstanta a w* — E[W}, | %#,_1] > 05sj., k € N.
O

Véta 18 (Aritmetickd verze). Necht A je strategie . Potom pokud Wy, k € N jsou
integrovatlené, aritmetické s parametrem b |

A, ={x;3z € Z,x =cz}, c€N, (56)
b:=sup{ce N;P(W; € A, =1)} (57)

a b* je vnitrnim bodem mnoziny S relativné vzhledem k omezeni na nadrovinu
{be R™ b1, = 1}, potom

A,

Jim (E[N(y + V)]~ E[N*(y + V)]

5w (58)

k=1

%‘»-n

kde Y je z (39) .

Diikaz. Dikaz je proveden pro b = 1, pro b # 1 je dikaz analogicky. Diky
predpokladu integrovatlenosti veli¢in Wy, k € N, dostaneme z vét 12 a 13

(y+2) N(y+z)

k=1

Jelikoz Y z (39) je nezavisld jednak s posloupnosti Wy, Wj,... tak s posloupnosti
Wi, W5 proto



N(y+Y) N(y+Y)

. 1
E[N(@y+Y)] = EE[ > (w* = E[Wy | Fp-1))] +t —FE[ Y Wi,y>0.
k=1 k=1
Tedy R X
EN(y+Y)] - EN"(y+Y)] =
B w = BWi | Fi)] | EIS wt = W | Fi]
w* w*
y+Y) N*( y+Y)

Bl W 2, Wil

ale
1 y+Y)

Z w* — E[W;] | Zk_1] =0

z nezavislosti W} na #j_;.
1) Pokud lim,, o >3- Wi — W} existuje konecnd skoro jisté, potom

1 N*(y+Y) R N(y+Y) )
lim —FE[ Y Wi—y—-Y— > W,+y+Y]=0
v w k=1 k=1
z vety 15 .
Po uprave
. : T = 1o P w0t~ W | F ]
Jim BIN(y +Y)] = E[N*(y +Y)] = lim, e - (59)

Pokracujeme pouzitim Léviho véty k prohozeni limity a stfedni hodnoty, kde
monotonie je zajiSténa z poznamky 6.
~ ~ EX2 w' — EWy | Zp_
lim E[N(y+ 7)) - E[N*(y + 7)] = 21 Wi | Fiarl]

Y—00 w*

Znovu pouzijeme Léviho vétu a tim dostaneme tvrzeni.

N w* — E\W,
lim B[N (y + V)] - BIN*(y + V)] = 2=t — EIW]
Yy—00 w*
2) Cést lim,, o, S0, Wi — W}, je nekonecnd na néjaké mnozing A, P(A) > 0
se dokaze velmi podobné jako v puvodni praci.
]
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