
Posudek vedoućıho k bakalářské práci S.Krále s názvem

Logaritmicky optimálńı investováńı

Student se ve své práci věnuje porovnáńı log-optimálńı strategie a jakékoli obecné
strategie, která zachovává kladné bohatstv́ı investora po celé investičńı obdob́ı. Porov-
náńı se zaměřuje na středńı dobu potřebnou k dosažeńı určitého investičńıho ćıle, který
se v limitě bĺıž́ı k ∞.

Student se své práci snažil věnovat samostatně a v určitém směru i iniciativně. Oproti
předchoźı verzi je práce rozš́ı̌rena o možnost investovat do aktiv které nabývaj́ı hodnot
z nějakého kompaktńıho podintervalu (0,∞), přičemž se apriori nevylučuje možnost
páky či krátké pozice.

Podle mého názoru práce splňuje předpoklady kladené na bakalářskou práci, i když
je třeba přiznat, že by ji slušely nějaké dodatečné finalizačńı úpravy. Některé z nich zde
zmı́ńım s t́ım, že na vybrané z nich by student měl reagovat ve své obhajobě.

Začal bych poznámkou, že je práce (oproti předchoźı verzi) v́ıce rozepsaná, obsahuje
část věnovanou aritmetickému př́ıpadu a je rozš́ı̌rena i na obecněǰśı př́ıpady než, kdy
aktiva nabývaj́ı hodnot pouze z nějaké konečné množiny. S t́ım souvisej́ı i některé chyby.
Jednou (asi nejzásadněǰśı) chybou, souvisej́ıćı s rozš́ı̌reńım, je předpoklad, že bod op-
tima b∗ účelové funkce w je vnitřńım bodem množiny S. Zde je třeba tento předpoklad
pozměnit na: vnitřńım bodem množiny S relativně vzhledem k omezeńı na nadrov-
inu {b ∈ Rm; bT1m = 1}. Bez tohoto dodatku by jinak zmı́něný předpoklad smysl
př́ılǐs nedával a práce by předchoźı verzi nezobecňovala (nebot’ by ten předpoklad byl
prázdný).

V souvislosti s rozš́ı̌reńım teorie obnovy i o aritmetický př́ıpad neńı úplně v pořádku
zněńı a d̊ukaz věty 43, kterou by (dle mého názoru) měl student u obhajoby dát do
pořádku. Jde o to, že v aritmetickém př́ıpadě studované limitńı rozděleńı nevyjde spo-
jité ale naopak diskrétńı. Dále by (podle mě) děleńı možnost́ı (a,b) mělo vycházet na
základě toho, zda je veličina X̃1 aritmetická, pokud se v d̊ukazu chceme vyhnout potřebě
dodatečného dokazováńı nějakých daľśıch (ne nezbytně nutných) tvrzeńı. Podobně se
mi zdá nezvládnutý i konec d̊ukazu věty 17, který by student v souvislosti s obhajobou
měl dát také do pořádku.

Daľśı podstatněǰśı výtky se pokuśım zde opravit sám či opravu jen naznačit.

(1) Začnu s prvńı opravou týkaj́ıćı se d̊ukazu věty 15. V této souvislosti je dobré

mimochodem zmı́nit, že, aby platila rovnost v (2.74), bylo by třeba sumu
∑b

k=a

interpretovat jako sumu přes takové hodnoty k pro které plat́ı, že a ≤ k ≤ b
tak, aby v př́ıpadě a > b se výsledná hodnota interpretovala jako nula (jakožto
prázdná suma). Část d̊ukazu, která potřebuje opravit, se týká vzorce (2.80).
Tam ta druhá nerovnost neplat́ı, nebot’ dle definice hodnoty Nn0(y − 2ε) plat́ı∑Nn0 (y−2ε)

k=1 W n0
k > y − 2ε.

Proto je třeba zde postupovat jinak. Jde o částečnou analogii předchoźıho př́ıpadu,
ke kterému je dobré dodat, že vycháźı z definice hodnoty Nn0(y + 2ε). Zde je
oproti tomu třeba vycházet z definice hodnoty N(y) a to následovně

[N(y) > Nn0(y − 2ε)]\B ⊆ [
∑N(y)

k=1 Wk ≥ y ≥
∑Nn0 (y−2ε)

k=1 Wk].

Pak dostaneme, že množina Ω\B je rovna množině (té podmnožině nalevo)

[N(y) ≥ Nn0(y − 2ε)]\B ⊆ [
∑N(y)

k=1 Wk ≥
∑Nn0 (y−2ε)

k=1 Wk ≥
∑Nn0 (y−2ε)

k=1 W n0
k − 2ε],
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což nám dává nerovnost v (2.81) ovšem to vše za dodatečného předpokladu, že
y − 2ε > Kn0. Zde se hod́ı poznamenat, že tento d̊ukaz student sestavoval ze
své iniciativy (a intuice) a že k některým zkonkrétněńım jsem studenta přinutil.
Jmenovitě šlo o specifikaci toho, jak velké y muśıme mı́t, aby uvažovaná tvrzeńı
platila a také jsem jej přiměl k tomu, aby formálně rozepsal i tu kritickou pasáž
mı́sto konstatováńı, že jde (jen) o analogii toho předchoźıho př́ıpadu.

Dále se zde také hod́ı poznamenat, že dokončováńı práce velmi tvrdě narazilo
na posledńı možný termı́n odevzdáńı, což se projevilo i t́ım, že ne zcela všechna
potenciálně kritická mı́sta v práci byla zcela v poklidu překontrolována. Tato
okolnost je i d̊uvodem, proč se posuzováńı této práce z hlediska vedoućıho velmi
bĺıž́ı jej́ımu oponováńı, což se následně projevuje i ve formě posudku.

(2) Bohužel k některým opravám se mně studenta přimět nepodařilo a to i přes
velkou časovou rezervu, která byla k dispozici. Konkrétně jde o opravu závěrečné
části d̊ukazu věty 36 a to od vzorce (A.60), kde student definuje funkci uy
ovšem pouze na intervalu [y,∞), ale k tomu, aby bylo možné ř́ıci, že je tato
funkce t́ım jednoznačným řešeńım rovnice obnovy, musela by být definována na
celém dotčeném intervalu. Podle mě by zmı́něná funkce měla být dodefinována
hodnotou nula pro př́ıpady, kdy t < y. Při této definici pak dostaneme následnou
rovnost ve tvaru

uy(t) =
∫ t

0
uy(t− s) dF (s) + F c(t)1[t≥y],

což odpov́ıdá rovnici obnovy ve tvaru uy = yy ∗ F + F c1[y,∞), která má jed-
noznačné řešeńı ve tvaru

uy = F c1[y,∞) + (F c1[y,∞)) ∗M.

V řeči integrál̊u tak dostaneme, že

P (Tt ≥ y)1[t≥y] = uy(t) = F c(t)1[t≥y] +
∫ t

0
F c(t− s)1[t−s≥y] dM(s)

= F c(t)1[t≥y] +
∫ t−y

0
F c(t− s) dM(s).

(3) Poznámka 6 by měla předpokládat integrovatelnost veličiny Wk (a nebo by měla
být formulována v řeči středńı hodnoty v̊uči podmı́něnému rozděleńı). Obecně
být veličina Wk integrovatelná nemuśı a v tom př́ıpadě př́ıslušná podmı́něná
středńı hodnota dobře definována neńı.

Jej́ı použit́ı v d̊ukazu věty 16 je pak v pořádku, pokud dodatečně ověř́ıme
podmı́nku integrovatelnosti (zespoda), což lze udělat snadno a to následovně

Wk = ln
(
(1− ε) XT

kb
∗ + εXT

kβk
)
≥
sj

ln((1− ε) XT

kb
∗) = ln(1− ε) +W ∗

k ∈ L1.

(4) Postaveńı hodnoty π0 ve vzorci (A.98) se mi zdá poněkud nešt’astné, mı́sto
ve jmenovateli by se měla tato hodnota nacházet v čitateli. Podobně se mi
zdá ne zcela zvládnuté dokončeńı konvergence v distribuci veličin Tk a to již
od posledńıho řádku na str. 36, nicméně si mysĺım, že neńı zcela nutné, aby
student v rámci obhajoby ukázal, že tuto (snadno opravitelnou) část opravit
skutečně dokáže. Mám za to, že ve větě 42 se má uvažovat předpoklad 5 (mı́sto
předpokladu 4).

(5) V d̊ukazu věty 30 podle mě neńı správné volit hodnotu W ∗
n , která je v odkazo-

vaném kontextu definována jako ln(XT

nb
∗) ale mı́sto toho tou volitelnou hodnotou

je Xn, což bych doporučil volit jako Xn := exp{X̂n} ∈ [1, eL] s t́ım, že uvažujeme
m = 1.

(6) V poznámce 9 neńı správné se odkazovat na kladnost hodnot Xk, protože neńı
vyloučeno, že by mohly mı́t i nulové hodnoty.
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(7) Ve vzorci (2.66) je špatně zapsána pravá strana. Vzorce (2.68,2.69) pak nej-
sou zapsány neǰst’astněji. V d̊ukazu věty 15 při volbě n0 mělo být uvažováno
oboustranné omezeńı, které je později použ́ıváno, mı́sto pouze jednostranného
při relaci mezi Vn0 a ε.

(8) Ke konci d̊ukazu věty 12 je chybně použito Fatouovo lemma, které by nám mělo
dát opačnou nerovnost než tu, kterou potřebujeme. Mı́sto toho si mysĺım, že se
dá jednoduše použ́ıt Léviho věta o monotónńı konvergenci.

(9) Ve vzorci (2.30) je chyba v indexu posloupnosti Z na levé straně. Ve (2.13,2.14)
má být mı́sto lim inf napsáno lim sup . Zněńı lemmatu 19 neńı správné. Na
pravé straně př́ıslušné nerovnosti nemá být bod, kde se nabývá minima, ale
odpov́ıdaj́ıćı funkčńı hodnota.

(10) Daľśı (vesměs drobná) nedopatřeńı ponechávám bez komentáře včetně těch,
které se týkaj́ı formulace použ́ıvaných vět v části 3.1.

(11) Trochu nesystematicky a dodatečně poukazuji na asi jednu z nejzávažněǰśıch
chyb (i z hlediska vedeńı práce), kterou lze však velmi snadno odstranit, což
snižuje jej́ı jinak velkou závažnost. Týká se to d̊ukazu věty 43. Ten d̊ukaz neńı
správně. Já zde naznač́ım, jak opravit tu část odpov́ıdaj́ıćı nearitmetickému
př́ıpadu a na studentu nechávám tu aritmetickou část. Nás zaj́ımá asymptotické
rozděleńı veličiny (pro y →∞)

SN(y) − y =
sj
S̃Ñ(y) − y = S̃1+Ñy

− y = R̃y,

kde se oṕıráme o poznámku 17, která by ovšem měla ř́ıkat, že Ñ(y) = 1 + Ñy, a

kde R̃ je funkce R odv́ıjej́ıćı se od náhodné procházky (S̃n)∞n=1. Zkombinujeme-
li poznámku 9 s výsledkem věty 41, dostaneme ihned limitńı rozděleńı R̃y pro
y →∞.

(12) Daľśı dodatečnou poznámkou je, že ten aritmetický př́ıpad obsahuje chybu
spoč́ıvaj́ıćı v nerozlǐsováńı mezi limitou spojitého parametru jdoućıho k neko-
nečnu a př́ıpadu, kdy takový parametr je např́ıklad celoč́ıselný. Je možné, že
tuto chybu nebude možné zcela odstranit (bez zeslabeńı výsledk̊u pro aritmet-
ický př́ıpad). V takovém př́ıpadě studentu doporučuji se zmı́nit, co se dá pro
takový př́ıklad ř́ıci na základě toho, co již dokázané je (s př́ıpadnou drobnou
opravou). Zde muśım přiznat, že je zmı́něná chyba z velké části i mou chybou
jako vedoućıho a samozřejmě jsem připraven asistovat při hledáńı odpovědi na
tuto otázku.

• Bylo téma pro bakalářskou práci přiměřené a bylo pojato přiměřeným zp̊usobem?
- V podstatě ANO.
• Obsahuje práce vlastńı př́ıspěvek autora? ANO Je v práci dostatečně speci-

fikován? - Sṕı̌se NE.
V čem tento př́ıspěvek spoč́ıvá? - Hlavně v zobecněńı předpokladu, kdy se
připoušt́ı vektor výnos̊u, kde složky nabývaj́ı hodnot v rámci kompaktńı pod-
množiny (0,∞).
• Obsahuje práce rigorózně a korektně zformulovaný matematický text? ANO

Jaká je matematická úroveň práce? Obecně vyšš́ı, občasná nedopatřeńı.
• Je práce po formálńı stránce v pořádku? ANO
• Jsou zdroje správně citovány? ANO
• Lze práci uznat jako práci bakalářskou? ANO

V Praze dne 9.9.2020 Mgr. Petr Dostál, PhD.


