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Abstrakt: Necht mame kapital, ktery budeme redistribuovat do néjakych inves-
ticnich prilezitosti. Financéni ohodnoceni téchto investic bude tvorit posloupnost
nezavislych, stejné rozdélenych nahodnych vektort nabyvajicici kladnych hodnot
v néjakém uzavieném intervalu. Pti kazdé investici budeme znat a brat v potaz
celou historii téchto ohodnoceni. Ukazuje se, ze pokud nasi strategii bude vzdy
maximalizovat stfedni hodnotu logaritmu zisku z téchto investic, pak je tato stra-
tegie v uré¢itém smyslu asymptoticky optimalni.
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Abstract: Suppose we have capital, which we will redistribute into investment
opportunities. The financial valuation of these investments will form a sequence
of independent, identically distributed random vectors taking values in some clo-
sed, positive interval. We will have full knowledge of the entire history of these
valuations before each investment. It turns out that if our strategy is to always
maximize the mean value of the logarithm return on these investments, then this
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Uvod

Teorie téhle prace se da aplikovat na situaci, kdy investor chce maximalizovat
své bohatstvi v dlouhodobém méritku na trhu s akciemi. Na zacatku kazdého dne
(nebo jinych diskrétnich ¢asovych tisekt) pak prerozdéli sviij majetek pomoci va-
hovych vektort {b;};en po ruznych financnich aktivech. Jeho vyhoda spoc¢iva v
tom, Ze znd kompletni historii pohybu cen na trhu az do doby posledni investice,
na zakladé nichz se mize rozhodovat. Ceny aktiv budou omezené, nezaporné a
tvorit nezavislou, stejné rozdélenou posloupnost ndhodnych vektort.

Nasim cilem bude zkoumat strategii, jenz maximalizuje stfedni hodnotu loga-
ritmu bohatstvi investora a porovnavat jeji asymptotické vysledky oproti jinym
strategiim.

Dale prace obsahuje appendix s pomocnymi vétami s odkazy na dikaz a pomoc-
nou kapitolu o teorii obnovy.

Predpoklad 1. Méjme posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych nahodnych
m-dimenzionalnich vektor

X1, Xg,; X € [ag,00]™ 8j.,0 < aq < ag, m €N, (1)

Tyto vektory budou reprezentovat cenové vektory pro nase aktiva. Takto de-
finované vektory {X},en jsou zobecnéni vektoru z prace ( ), které
nabyvali pouze koneéné mnoho kladnych hodnot. Nicméné veskera tvrzeni stéle
plati.

Definice 1. Definujeme funkci w : b — E[log(X]b)], kde log(x), < 0 budeme
brat jako —oo. Zavedeme si mnozinu

m
S={b e R" > V=1wb) >—c} (2)
i=1
Vektory z mnoziny S budou reprezentovat mozné vihové vektory (ne nutné
nezaporné), podle kterych rozdélime nase bohatstvi po ruznych aktivech.

Pozndmka 1. Pokud existuje a € R™, a # 0, a' X; = 0 sj. Bez jmy na obecnosti
k
necht X{ = 7%, 4 X4, Potom pro libovolny prvek b € S
k

kz_jlx’fb’f = S X 0N

k=2 k=2

m k
a
XP) =Y X{(" + —b')
k=2 —a
a tedy jsme nasli vektor c,
k
a
=0 ="+ —1b1,
—a
ktery lezi v 9, jelikoz slozky vektoru c se nascitaji na 1 a

log(X}b) = log(Xjc) sj.

Lze slozku X} vynechat. Indukei bychom pokracovali, dokud bychom neméli na-
hodny vektor X; € [ag,a0]™, ™ < m, takovy, ze pro libovolné a € R™, a # 0,
P(a’X; = 0) < 1. Tento vektor bychom si oznacili jako nové X;.

Piedpoklad 2. Pro vSechna a € R™, a # 0, P(a" X; =0) < 1.
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Znaceni a podstata mnoziny S

Poznamka 2. Mnozina S je konvexni. Funkce w je na S konkavni.
Znaceni. Oznacme .7, = 0(X1,X,,...,.X,,), n € Ny.

Znaceni. Oznacme si

w* = sup Eflog(X})].
bes

Predpoklad 3. V téhle praci se omezime na pripad, kdy je w* > 0 konec¢na.

Véta 2. Za predpokladu 3 plati
P(Xja>0)P(Xja<0)>0, a€R" a'l,=0,a#0. (3)
Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze existuje nenulové a € R™, a'l,, = 0 takové,

ze napriklad plati
Xia >0 sj.

Z predpokladu 2 existuje mnozina A, P(A) > 0, takovd, ze Xja > 0 na A. Jelikoz
a'1,, =0, tak pro libovolné v redlné mame rovnost

1 T
<m +va) 1,,=1+ (aT1m> v=1.
m
Na mnoziné A
. T ]-m . . . T 1m .
JLIgOX1<m + va) =00 sj. tj. vlggolog <X1 (m + va)) =00 Sj.
Navic 1
v+ log (Xi(m —|—va)) , v >0
m
je monoténni. Jelikoz mame omezenost zdola,
T 1m T 1m .
log (Xl < + va)> > log <X1 > > log(ay) € R sj.
m m

a proto lze vyuzit Léviho vétu o monoténni konvergenci

lim Ellog (Xi (1;7: + U&))] = E[lim log (X; (1: + va))] = 00.

V—00 V—00

Coz je spor s tim, ze

1
lim sup E[log (XTI <m + U(l))] < Ellog(Xp*)] = w* € R.
m

V=00

w* € R z predpokladu 3. Podobné bychom postupovali pro ptipad, kdy
P(XJa > 0) =0, z ¢ehoz plyne tvrzend.

Véta 3. Mnozina S (2) omezend



Diikaz. Necht tomu tak neni. Mé&jmé posloupnost {b,} C S takovou, Ze

lim ||b,|| = oco.
n—oo
Potom posloupnost {”2—:”} je omezend a tudiz existuje konvergentni podposloup-
nost ; ;
b 1= o | = ol
k=00 by, | k=00 | [| by, |
Dale plati 1 = b, 1,,Vk € N a to nam zarucuje limy_,, % = Hbl = 0, a tedy
by L = 0. Z véty 2
P (Xibe < 0) >0,

existuje ko € N takové, ze

Xi by,

0<P< %0 <o> = P (Xib,, <0).

1B I (i, <0)

Tedy E[log(Xiby, )] je rovna —oo, coz je spor s tim, Ze b,, € S.
]
Véta 4. Necht b] a b} jsou z mnoZiny S takové, Ze
w* = Ellog(X"t7)] = Elog(X"83)],
potom
XTbt = X0 .

Diikaz. Jelikoz vektory b7 a b3 jsou z S, tedy plati

X7 >0, X0y >0 sj. (4)

Pro kazdé a € (0,1) je a b; + (1 — a) b5 € S z konvexity a plati z definice w*

a Ellog(X'b)] + (1 — ) Ellog(X'05)] = w*(a + (1 — ) (5)
> Elog(aX b} + (1 — )X b3)]. (6)

7 konkavnosti logaritmu

a log(X'b}) + (1 — a) log(X'b%) < log(aX'bi + (1 — a)X'b}) sj. (7)

Aplikujeme-li stfedni hodnotu na obé strany

w" = aBflog(X"b7)] + (1 — a)E[log(Xb3)] (8)
= E[(arlog(X"b7) + (1 — a) log(X"b3))] (9)
< Ellog(aX b} + (1 — )X b3)]. (10)

Dohromady z (6) a (10) mame

aFElog(X"07)] + (1 — ) Elog(X"b3)] = Ellog(aX b + (1 — a)X' b3)].  (11)



Z nerovnosti (7) a z toho, ze stfedni hodnoty se rovnaji plyne
alog(X'bt) + (1 — ) log(X'b%) = log(aX b} + (1 — )X %) sj.  (12)

Na mnoziné A = [X"b5 > 0,X"b5 > 0, X" b} # X'b3] v (7) nastava ostrd nerov-
nost z ryzi konkavnosti logaritmu, tedy na A neplati rovnost v (12), a proto také
plati P(A) = 0.

]

Znaceni. Zvolme si libovolny pevny vektor b € S, ktery maximalizuje funkei w(b)
a oznacme jej b*.



1. Zakladni veéty o strategiich

Tato kapitola je zalozena na préci ( ).

Definice 5. Strategii A definujeme jako posloupnost A = (81,0, ...) tak, ze 5,
je ndhodny .#;_;-méritelny vektor majici hodnoty v .S pro vSechna pfirozend j.

Znaceni. Méjme strategii A = (01,0, . ..), potom ozna¢me

C = 1, :’L: 0
(Xnﬂn) Cnfl, n >0

W, =1og(X;,8,), Wy =log(X,b") (1.1)

C, = 1% 8, Cn=1IX0 (1.2)
=1 =1

Sn =Y Wi, SE=>Y "W (1.3)
=1 i=1

Pozndmka 3. Hodnota C), predstavuje nase bohatstvi v ¢ase n. Ekvivalentné po
n-té investici. V téhle praci uvazujeme pripad, kdy nase pocatecni bohatstvi je
rovno jedné. Pokud by ovsem tomu tak nebylo, oznacili bychom si poc¢atecni vklad
Co > 0 a pracovali s ndhodnymi veli¢inami C,, = CyC,, n € N.

Pozndmka 4. Vektory b* € S splijici Elog(X]b*)] = w*, nejsou jednoznaéné
urceny, ale ndhodné velic¢iny W* = log(X' b*) sj. ano z véty 4.

Znacent. Strategii (b*,b%,...) oznac¢me jako A* := (b*,b,...).
Poznamka 5. W W3, ... tvori posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych nahod-
nych veli¢in.
Poznamka 6. Pro libovolnou strategii A plati
Znaceni. Pro x € R™ a € > 0 ozna¢me
B(LE,E) - {y € Rm7 HZL’ - y” < 6}'
Véta 6. Necht b* je vnitrni bod mnozZiny S, potom nahodné veliciny W}, k € N|

jsou omezené zdola skoro jiste.

Diikaz.  Jelikoz b* je vnitini bod mnoziny S, tedy existuje e > 0 takové, ze
B(b*,€) € S. Pro libovolny vektor by takovy, ze jeho slozky se nascitaji na 0 a
|bo|| < € plati

167 = (0" — bo) || = [|bo]| <€

a tedy b* — by € S. Potom nutné
log(X'(b* — b)) > 0o sj. (1.5)

Tedy
X'b* > X'by sj. Vbo; ||bo]] <€ by, =0. (1.6)
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Ze symetrie

X'b* > |Xbo| si. ¥bo; [lboll < €, b Im = 0. (1.7)

Pro mnozinu

D=1{beR™ b1, =0,[b] < (1.8)

existuje spocetnd hustd podmnozina C. Oznac¢me si

Xy = {z € [o1,05]™;Vc € D, 2'b* > z'c} (1.9)
X = {x € [ay,an)™;Ve € C,z'b* > x'c} (1.10)
Ziejmé
X, C X.

Ukazeme, ze plati i
X CA,. (1.11)

Méjme libovolné y € X a a € D ,viz (1.8), pro toto a existuje posloupnost prvku
{an}nen 2 C takovd, Ze lim,, o ||a, — al| = 0.

ya, <yb*,neN tedy ya<yb (1.12)

Proto y € Aj.
Zavedeme si vektory

e(x—1xly)

by == ——= € D, x € [ag,a|™, (1.13)
[l — ]
mo
T = 2y ¥ (tj. prumeér). (1.14)
m
kde % = 0. Pak
T _71mT _71mT _71m —
by CE )@= Tln) @ =Fln) _ oy g (1.15)
[ = 21| [ = 21|

Uvédomime si, ze 1;, b* = 1 a vyuzitim Cauchyho nerovnosti

20" =1+ (v —71,)d* (1.16)
= I+ (2 — Z1,,)(b* — 1,,b) (1.17)
> g — |[(@ = ZL) | |(0* = 1,.0))]], € [, aa)™ (1.18)

UkéZeme, ze X'b* > > 0 sj. , pro néjaké § > 0.
Dile 7 (1.7)

P(X¢x)< Y PXb < X') = 0. (1.19)
ceC
Z (1.11)
X e X s (1.20)

Vektor bx je z (1.13) prvkem mnoziny D sj., a tedy pro néj plati (1.12).

Xb* > X'y si.



Vyuzitim lemma 19 z appendixu pak dostaneme tvrzeni véty

X" = max{X'0*, X'bx } (1.21)
> max{a; — [[(X = XLn)[[[|(0" = 1) € [1X = X1, 1} (1.22)
€0y .
> = sj. 1.23
e+ ||b —b 1, (1.23)
O

Véta 7. Pokud bychom neuvazZovali predpoklad 3 a misto toho predpoklddali, Ze
b* je vnitrni bod mnoziny S, potom plati ndsledujici ekvivalence. Strategie A, pro
kterou plati lim,,_,, C,, = 00 sj., existuje pravé tehdy, kdyz w* > 0.

Diikaz. < Predpokladejme, ze 0 < w* = E[W}], k € N, W} jsou nezavislé, stejné
rozdélené s konec¢nou stredni hodnotou, definované v (1.1), tedy ze Silného zdkona
velkych ¢isel mame
ey Wi log(C
0<w' = lim 2= WVE _ gy, 108(C0) sj. (1.24)

n—oo n n—oo n
Tedy lim, o >p—q W} = o0, coz implikuje i lim,,_,o, C}; = 00 sj.
= Necht lim,,_,, C,, = 00 sj. Vyuzijeme vétu 16 v kapitole 2 (tvrzeni véty 16
je nezavislé s tvrzenim této, tedy lze ji pouzit), ktera rikd, ze pro kazdou strategii

plati lim,, % existuje konecna sj. Tedy lim,,_,., C}; = oo sj.

n

Pro spor predpokladejme, ze w* < 0. Podobné, ze Silného zakona velkych ci-
sel dostavame spor.

Pokud w* = 0, z véty 6 mame omezenost W7 sj. a tedy existuje rozptyl
var(W5) > 0. Pokud var(W7) > 0. Potom z centralni limitni véty

ZZ:I W;: d

NG —— 2, Z~ N(0,var(W7)). (1.25)
Specialné,
n * 1
lim P (M < 0) =P(Z<0)=-. (1.26)
Jelikoz .
JLIEOZW,: = 0 sj., (1.27)
k=1
potom
lim P (;; Wy < K) =0, K >0, (1.28)
ale z (1.26)

n 1
lim P (Z Wy < 0) =, (1.29)

n—00
k=1 2

coz je spor. Pokud var(Wy) =0 a w* = 0, potom W = 0 sj. a tedy 372, W =0
8j., coz je spor s piedpokladem, ze 3272, Wy = oo sj.
O



2. Asymptotické vysledky

Tato kapitola je zaloZena na praci ( ).

Definice 8. Pro strategii A = (1,52,...) definujeme

AJ - (617527"'75]7()*717*7"‘)7 J S N (2]')
N(y) = {inf; > Wi >y} (2.2)
neN el
N*(y) = {inf; > Wy >y} (2.3)
e p=1
W,;] _ log(Xfﬁk); k=12,..J (2.4)
log(X,b*); k=J+1,.
Ny(y) = {inf; > W/ > y}. (2.5)
neN p

Pokud nebude feceno jinak, horni index se vztahuje k dané strategii, ne k moc-
niné.
Znaceni. Konstantu log(as) oznacime K. Konstanta s je z (1). Jelikoz

Xl SOQ Sj‘a

tedy
W =1log(Xb*) < K sj., n€N. (2.6)

a proto K skoro jisté omezuje shora ndhodné veliciny Wr,n € N.

Véta 9. Markovsky cas N*(y) je integrovatelnd ndhodnd velicina pro y kladné.

Diikaz.  Pripomenme si definice S* (1.3). Budeme postupovat stejné jako pri
dikazu Waldovy identity. Proy >0a k € N

k
EShin{N @)k} = ; EW N+ )i (2.7)
k
=Y EW/lin+(>iny) (2.8)
=1
k
=Y w'P[N*(y) >i— 1] (2.9)
=1
= w"Emin{N*(y),k}], (2.10)

kde jsme vyuzili nezévislosti .%;_1 s W;* pro vSechna i v (2.9). Déle Jelikoz N*(y)
je konecna skoro jisté a plati omezeni shora



Prvni vyuzZijeme Fatouovo lemma pro 3.,y — Stingn+) i1 = 0,k € N, a potom

Léviho vétu o monoténni konvergenci pro min{ N*(y),k}

[Lix
< E[Sye() — hmme[Smm{N*( mw
= B[Sy« — liminf w* E[min{N"(y),k}]
= E[Si-iy) —w E[N*(y)] <y + K — w E[N"(y)]

kde posledni fadek plati z (2.11). Potom
y+ K

w*

0 < E[N*(y)] <

Tvrzeni plyne z toho, ze w* je kladna konstanta.

Znacent.

Zyp=10

ZWk—wﬁk) Vn € N

Funkce w(b) se definovala v definice 1.

(2.16)

(2.17)

Véta 10. Pro strategii A a nahodné veliciny {Wkl[k<mm{N J}]}keN jsou integro-

vatelné pro J prirozené a y kladné. Potom plati

ElZx,)] = ElZo] = 0.
Diikaz. Pro y > 0 a na mnoziné [N,(y) > J] plati

N;(y) = inf{n € N; Z w! >y}

k=1
n J
=inf{n>J; Y Wi>y—> Wi}
k=J+1 k=1

= J+ N3((y = 81)%),

kde si oznacéme

Ni(y) =inf{n e N; YWy, ; >y}

k=1
J) = Z Wit
k=1
Z definice N';(y) mame nerovnosti

y < Syrp()) Sy+ K s

Jelikoz N j}(y) je z véty 9 integrovatelné, potom z Waldovy identity

g, .

=w'E[N,(y)] € [y.y + K]

10
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(2.19)

(2.20)
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BNy < VTR

w*

BN (y — S;)1)|.#y) < B =507

w*

tedy specidlné pro mnozinu [N;(y) > J] a z pfedpokladu integrovatelnosti

Wilg<min{n@),73, ¥ € N, plati

El(y = S1) v, my»a] < oo
Proto také
K+ (y — SJ)+

w*

E[NG((y = S) )iy wy>a < B

Rozepisme si

0 < E[N;(y)] = E[N; () Lin,@)<n] + EIN () LN, )<
<J+(J+EN (y—5))

K+ (y—S;)*
< 2J+ E[ <w* J) 1[Nj(y)<J]] < 0.
Odvodili jsme integrovatelnost N;(y).
Ny(y) J J
ElZN, () = Zwinins .y Fal = E[ Y (W = BEIW | Zia))| F]
k=J+1
N;(y)
—ELY. (W —w)|F).
k=J+1
Uvazujme {.Z ik fren,- martingdl
J+n
M, := > (W;—w*),neN.
k=J+1

s integrovatelnym Markovskym casem max{N,(y) — J,0}. Potom
E[My1 = My| | Zyia) = E[Wiy —w'f] = c < 00, ¢>0.
Potom z véty 28 plati pro volbu 7' = max{N,(y) — J,0}, S =0

E[Zmax{NJ(y)fJ,O} | ﬁj] =2y=0 Sj.

LN, (y)>a] < o0.

(2.23)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

Nakonec ukézeme, ze E[Zmin(n,@),s3] = 0, potom uz z (2.30) bude platit

E[Zn,q] = 0. Tedy z predpokladu integrovatelnosti

{Wk]-[kgmin{N(y),J}]}kGN je {Zmin{n,J}}neN ﬁn martingél- Dale mln{NJ(y)a J} je
kone¢ny .%,, Markovsky ¢as omezeny konstantou J, a proto z véty 27 v appendixu

plyne
E[Zmin{NJ(y),J}] - E[ZO] =0.

Z ¢ehoz dostavame tvrzeni.

11
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Véta 11. Pokud pro strategii A, J € N, y € (0,00) plati E[N(y)] < oo a zdrover

nahodné veliciny Wy, k € N jsou integrovatelné, potom

lim E[N,(y)] = E[N(y)].

J—00

Diikaz. Rozepisme tento vyraz

BN = [ <J]N<y>dP+ Ly, )>J]NJ<y>dP

_/ y)dP + JP(N(y) > J) +/
<J]

Dale
lim N(y)dP = E[N(y)]

J=oo IN(y)<J

a z predpokladu integrovatelnosti

lim JP(N(y) > J)=0.

J—o0

Jediné, co ndm chybi, je ukazat

lim (Ny(y) — J)dP = 0.

J—00 N(y)>J

Budeme upravovat tento vyraz na mnoziné [N, (y) > J|.

Ni(EJ 1 NJ(Z/) ZJ:
— Wi =—[> Wy =3 Wi
w* LT we 3 k=1
1 J
< —ly+ K- Wi
w k=1
1 N(y) J
< E[Z Wi+ K =) Wi
k=1 k=1
1 N(y) 1
w27 w

(2.32)

— J)dP.
(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

Konstanta K je z (2.6). Jelikoz KN(y) + K je integrovatelné, proto levéd strana
je shora integrovatelnd na mnoziné [N;(y) > J]. Podobné jako v predeslé véte,

bychom si definovali

Ni(y) =inf{n e N; YWy, >y}

k=1

J) = Z Wl;k+J'
k=1

a z Waldovy identity bychom dostali obdobny vysledek jako v (2.23) a to

Nyly)=J+Nj((y— z_: Wi) ")

12



o J K W
BV (g~ Y Wil #) < W T T
k=1
Z (2.35)
K—i_(y_Zi—ka)-i_ < L[KN( )+K]
Wk ow* 4

Stredni hodnota zachovava nerovnosti a proto

1
[N =P < — [ (KN(y) + K)dP.
N(y)>J [Ny (y)>J]

w*

7 Léviho véty o monoténni konvergenci

K
0 < lim [N;(y) — JIdP < lim —/ N(y) +1dP =0,
J—=o0 JN(y)>J J—=oo W* JN(y)>J
kde jsme vyuzili toho, Ze N(y) je integrovatelnd, ¢imz dostdvame tvrzeni.
O
Poznamka 7. Pokud plati
lim C), = > sj.,
n—oo
potom pro y > 0 a strategii A mame
Ns(y)
hm E[ > W/l = E[Y Wil (2.38)
T k=1 =
Dukaz. 7 Lebesgueovy véty s majorantou y + K
Ny(y) min{N(y),J} Ns(y) N(y)
lim E| Z W] = E[lim ( Z Wi + > W =E[Y. Wi,
J=o0 o0 k=min{N(y),J}+1 k=1
kde
Ni(y)
lim FE| > Wil =o,
oo k=min{N(y),J}+1
jelikoz N(y) < oo sj. alimy, Ny(y) = N(y) pro y pevné.
O
Véta 12. Necht y > 0 a strategii A takovd, Ze
lim €, =00 sj., E[N(y)] = oo. (2.39)
Necht dale plati, Ze ndhodné veliciny Wy, k € N, jsou integrovatelné, potom
N(y) 1 N(y)
oo = E[N(y) B> (w" — E[Wy | Fir_1])] + —E[> Wi (2.40)
k=1 k=1

13



Dukaz.

Definici C,, jsme zavedli v ivodu (1.1). Diky predpokladu integrovatelnosti

Wi, k € N je splnen predpoklad véty 10 a tedy vime

Ny(y)
E[ > (W] —EW/| Zia])] =0.
k=1
Ny(y) Ny(y)
w B[N ()] = B[ Y. w' ]+ E[ Y. (W — E[W/ | 1))
k=1 k=1
Ny(y) Ny(y)
= B[ Y (w = EW/ | Zpa))] + E[ Y W]
k=1 k=1
min{N(y),J} ; Ni(y) ;
=E[ Y (w=EW | Fa)+ B[ W]
k=1 k=1
min{N(y),J} N(y)
=B Y (W—EWy| F)]+E[D W
k=1 k=1

pokud si uvédomime

Ny(y) = N, wy<s + No@) v, w)>a,

a zarovell

w* — EW{ | Zp1] =0; k> J.

S vyuzitim Fatouova lemmatu

lim inf B[N, (y)] > lim inf B[N (y) 1)<
> Efliminf N (y)lne)<n] = E[N(y)] = oo

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)
(2.47)

Z uprav nahote, poc¢inaje (2.42) vidime, ze pokud E[N(y)] = oo, potom také
lim;_,o E[N;(y)] = oo a jelikoz druhy clen v (2.45) je omezen skoro jisté kon-

stantou y + K, K je konstanta z (2.6), potom nutné

min{N (y),J }
lim B[ > (w" — E[W | F_1])] = oo
J—o00 =1

Opét vyuzitim Fatouova lemmatu

min{N(y),J} N(y)

oo =liminf B[} (w" = E[Wi | Fra])] < B[} (w” = E[Wy | Fia])]

k=1 k=1
V tvrzeni véty v (2.40), ¢len

N(y)
y<E[Y Wi <y+K s
k=1

Tedy na obou strandch rovnosti (2.40) v tvrzeni véty je nekonecno.

14



Véta 13. Pro y > 0 a strategii A takovou, Ze
E[N(y)] < 0. (2.48)

Necht ddle plati, Ze nahodné veliciny Wy, k € N, jsou integrovatelné, potom plati

N(y)
BING) = o FLY. (0~ EOV | S + I Wl (249

Diikaz. Pokud E[N(y)] < co. Z 6 nalezneme Jy takové, ze pro vSechny J > Jy je
N, (y) integrovatelné. Nasledujici upravy se tykaji téchto J.
Pouzijeme Jensenovu nerovnost pro funkci x — x7.
E[(W)*Fia] 2 (BW{ | Z)t = w(B])" si keN. (2.50)

Prvni si ukazeme, ze plati

EWilpen,wy] =E[W;ik < Ny(y)] (2.51)
= lim B[W/;k < Ny(y); w(B) > —n] (2.52)
= lim E[w(By);k < Ny(y)w(By) = —n]  (2.53)
=E[w(B]); k < Ny(y)] (2.54)

Budeme chtit pouzit Fubiniho vétu k zaméné stredni hodnoty a nekonecné
sumy. Ovéfime predpoklad a vyuzijeme odvozenou nerovnost v (2.50) a nezapor-
nost nahodné veli¢iny w(S{)", k € N,

Z k<NJ Z WK+k<N]()] < Q0.
Proto
N;y(y) 00
E Y W =EY Wi, ) (2.55)
k=1 k=1

Zde pouzijeme Fubiniho vétu .

= > EW{lpen, )l (2.56)
k=1
Z (2.51) a (2.54)
= E[“’(ﬁl}])l[kgm(y)]]. (2.57)
k=1
Nj(y)
= > Blw(5])] (2.58)
k=1
Opét pouzijeme Fubiniho vétu.
Nj(y) ;
= B[ w(B)] (2.59)
k=1
(2.60)

15



Celkové

Ny (y) Ny(y) ; Ns(y) y
wEN;(y)] = E[ Y w] = E[ > wB)]+E[ Y W]
k=1 k=1 k=1
Ny (y) Ns(y) Ny(y)
= B[y w=E[Y BEW/ | Zall+E[ Y. W]
k=1 k=1 k=1
Ny (y) Ns(y)
=E[ Y (v = BW | Za)) + B[ Y W]
k=1 k=1
podobné jako v (2.43)
min{N(y),J} Ny (y)
=E[ Y (0= EWi| FZa))]+E[ Y Wl
k=1 k=1
7 vety 7
Ny(y) § N(y)
lim B[ W] =E[Y Wi
k=1 k=1
Z véty 11

lim E[N,(y)] = E[N(y)]

J—00

Z Léviho véty o monoténni konvergenci

min{N(y),J}

=
S

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

lim B[ Y (w' = E[Wy | Fia))] = B[ (w* = E[W, | Fea])].

J—o0 el

=
Il
A

7, ¢ehoz plyne véta.

]

Pozndmka 8. Oznac¢me G(&) distribucni funkei definovanou predpisem v (A.122).

Potom z disledku 43 v kapitole o teorii obnovy

N*(y)
G(&) = lim P(Z Wy <y+f> )

— 00
Y =1

(2.65)

Véta 14. Necht Z je libovolnd ndhodnd velicina nezavisla s W ,Wy,... Potom

N*(y+2)
lim P( >oowy <Z+y+§) =G(§)

Diikaz. Distribuéni funkce G(§) je z poznamky 8 pro kterou plati

N*(y)
lim P(Z Wy <y+§) =G(9).

7 vlastnosti podminéné stfedni hodnoty

N*(y+2) N*(y+2)
P( > W,:<Z+y+€):E[P( > W,;*<Z+y+§)|Z].

k=1 k=1

16
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Jelikoz

N*(y+z
ylggloP< I:Zi)W;<z+y+§)=G(§),z€R. (2.67)
Proto
N*(y+2)
yhj{}op( kZ::l W,j<Z+y+£\Z) (2.68)
2 lim P (N*§Z) Wy <z+y+&|z= Z) = G(§). (2.69)
Y—00 el

Pouzijeme Lebesgueovu vétu o konvergentni majoranté v (2.66), tedy

— 00
Y k=1

N*(y+2)
lim P( > Wi <Z+y+§) = G(&).

O
Disledek 1. Pro strategii Ay, J € N
N7(y)
lim P\ S0 W -y <] =G(6)
k=1
Diikaz. Distribuéni funkce G(§) je z poznamky 8 pro kterou plati
N*(y)
lm P S Wi <ytg) =6
k=1
Oznac¢me .
Ni(y) = inf{n € N; 3 _W; > y}.
j=k
Ziejmé
N; (y)
Jim P ]E% Wi —y<&| =G
Daéle, Z}-]:1 W; je nezdvislda na Wi, W7,,,... a proto z piedeslé véty
Ny(y)
Jim P oW <y+¢ (2.70)
k=1
N}H(y*Z;}:l W;j) J
= lim P > We<y—=> W;+¢ (2.71)
y=roo J=J+1 j=1
=G(§). (2.72)
O

17



Véta 15. Pokud pro strategii A plati lim, o > p_y Wi — W) existuje konecnd
skoro jiste, potom

N(y) N*(y)
ylggoE ;Wk— kZ::l Wil =0.

Diikaz. Zvolme € > 0. Jelikoz predpokladame

n—0o0

lim Y Wi, — Wy <oo sj.,
k=1

proto

nll_rgo Vio =0 sj., kdeV,, := Z(Wk—Wk)

k=m

Z Jegorovovy véty 24 nalezneme B takové, ze P(B) < = a V;, konverguje stejno-
mérné na Q \ B, kde K je z (2.6). Nalezneme ny € N takové, ze

Vo= 3 Wi =Wy <e sj.

k=ng

Z trojuhelnikové nerovnosti potom

(

Budeme porovnavat strategii A s A,,. Pro y kladné

> Wi -y
k=n

) Liovs] < 2€, m,n > ny. (2.73)

Nly) = inf(m 3o Wi > yh = mf(m W >y 3 (O~ W)} (270

k=1 k:n0+1

7 (2.73) a (2.74)

N(y) <inf{n; Y W >y+ 2} = N"(y+2¢) naQ\ B (2.75)
k=1

N(y) > inf{n; Y W >y —2e} = N"(y —2¢) na 2\ B. (2.76)
k=1

Podobné s vyuzitim (2.73)

N(y)
ST (Wi = W) < 2e sj. naQ\ B, y>nokK. (2.77)
k=1

Na mnoziné [N(y) < N™(y + 2¢)]\B sj. plati

N(y) N™0 (y+2¢)
SWe<y+2e< > WPy >nkK. (2.78)
k=1 k=1

Na mnoziné [N(y) = N™(y + 2¢)]\ B nastéava v (2.78) rovnost pro y > ngk.

18



Jelikoz plati (2.75) a z (2.77)

N(y) N™0 (y+2e)
W< > Wi+2e sj. naQ\ By > noK. (2.79)
k=1 k=1

Podobné bychom ukézali omezeni zdola, neboli na mnoziné
[N(y) > N™(y — 2¢)]\B sj. plati

N(y) N0 (y—2€)
W >y—2e> > WP y>noK. (2.80)
k=1 k=1

Na mnoziné [N(y) = N™(y — 2¢)]\B nastava v (2.80) rovnost pro y > noK a
proto z (2.77)

N(y) N0 (y—2€)
S We> > Wi0—2¢ sj. naQ\ B,y > noK. (2.81)
k=1 k=1
7, volby mnoziny B
N™0 (y—2¢)
E ( S WP —y+ 26) 1B] < KP(B)<e (2.82)
k=1

Analogicky pro N™(y + 2¢). Proto dostdvame omezeni z (2.79) a (2.82) pro y >
TL()K

[ [N"0(y—2¢)
E > B ( S oW -y 2e> lows (2.83)
k=1

N(y)
> Wi—y| las
k=1

i N™0 (y—2¢)
> F ( S W —y+ 26) lows| —4e  (2.84)
k=1

[N™0 (y—2¢)

>E| > WP —y+2€| —5e (2.85)
k=1
a
N0 (y+2€) N(y)
E| > W"-(y+2)|+5¢=E (Z Wk—y) 19\31. (2.86)
k=1 k=1
Pokud oznac¢ime )
A::JLrgloE I;W,j—y € R,
pak z duisledku 1 vime, ze
N™0(y=£2e)
A= ?}1_>n<r>10 E kz::l Wi — (y + 2¢) (2.87)

7 (2.85), (2.86) a (2.87)
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A —be <liminf

N(y)
(z Wi —y) 19\31 (2.88)
k=1

y—00
N(y)
<limsup F Z Wi —vy| los| < A+ be. (2.89)
y—>00 —1

Jako posledni vytesime

N(y)
0<E|> Wiy—y| 15 <KP(B)<e
k=1
a celkové
N(y) N(y)
A —6e < lilljrrl)infE Z W, —y| <limsup F Z Wi —y| < A+6e. (2.90)
o k=1 y—oo =1

Jelikoz € > 0 bylo libovolné, proto

N(y)
Ath_}IELOE ’;Wk—y . (2.91)
O
Véta 16. Necht A je strategie. Potom lim,, % existuje sj. a
Ellim, . 2] < 1.
Diikaz. Prvni dokdzeme, Ze
X Bn
E [ng | Zn 1| <1 sj.,neN. (2.92)

Necht € > 0. Vektory b* a 3, lezi v mnoziné S pro n prirozena. Jelikoz mnozina
S je konvexni, tedy v ni lezi i vektor (1 — €)b* + €3, a tedy z poznamky 6.

Ellog[(1 — )X b* + € X 3,] — log(X[b*) | Fn_1] <0 sj. (2.93)
Tuto nerovnost budeme dale upravovat
Ellog[(1 — )X b* + € X 8,,] — log(X( ) | Z_1]. (2.94)
Jelikoz X} b* > 0 sj.

e X, B,
XT B*

—EW@[O—%)+ ]|9a4y (2.95)

Vytkneme (1 — ¢)

€ X, Bn

]]ﬁ@ﬂneN. (2.96)
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Spojenim (2.96) a (2.93)

€ X, 5n
(1 — )X, p*

Aplikujeme na tuto nerovnost Fatouovo lemma, tedy

1 1
—FEllog [1 + ] | #n-1] < —log(l —¢€),n € N.
€ —€

X By, o~ B .1 e X3, Bn F
R | € X.Bn
1
<liminf —log(l —¢)=1,n € N, (2.99)
e—0 —¢

Z toho plyne

Cn Cnfl X ﬁn Cﬂfl .
E|Z2 2, | = E|inln )z ] < .,neN. 2.100

lc:; | 1] o [X;B* | 11 TR (2100
A tedy {%} je nezaporny supermartingal a dle véty 22 z appendixu ma redlnou
limitu sj. Dale

Cn Cn—l XT Bn Cn—l
E =F o - Fr <F 2.101
[Cz] l o lxzﬁ* P ] = ] (2101
Uzitim Léviho véty
E [nh_g)lo CZ] = nh_)rgoE lCJ <..<F C’f] < 1. (2.102)
z ¢ehoz plyne véta.
O

Véta 17. Pokud b* je wnitrni bod mnozZiny S a A je strategie, pro kterou jsou
nahodné veliciny Wy, k € N integrovatelné, potom pro strategii A plati

O* o0
li_)In =00 = Z(w* — EW, | #,-1)) = (2.103)
n oo n S]. ne1
Dukaz. Plati o -
dim, =00 = D Wi = Wi =0

n k=1

Zavedeme si novou strategii. Pro M € R

Bn(M) = Bulipw,|7,—)zm) + U LW, 2, 1)<M]
a k ni odpovidajici nahodné veliciny

Wi(M) := log(X 3, (M)).
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Posloupnost
V(M) = Y (Wp(M) = W = (EIWp(M) | Fia] —w")),n €N
k=1

je martingal. Dokézeme, ze plati

(sup[Yu (M) = Vi (M)])T € Ly, (2.104)

n

potom z véty 26 plyne tvrzeni.

A A A A

V(M) = Vs (M) = Wo(M) = W = (E[Wa(M) | Foo] — ) (2.105)

A

W, (M) je omezeno shora konstantou K z (2.6). —W}* je omezeno shora konstan-
tou z véty 6. Konecné

w* — E[W, (M) | #,_1] < max{0,w* — M}.
Proto plati (2.104) a z véty 26 v appendixu existuje realnd ¥ o (M),
lim V(M) = Yoo (M) €R sj.

a tedy

S Wi - Wi(M) = oo sj., potom také > wt— EWi(M) | Zi] = < sj.
k=1

k=1
(2.106)
Obecné, oznac¢me R
A:={neN,p, #5,(M)}.
Pokud | A |< o0 sj., potom tvrzeni plati z (2.106) a toho, ze
—00 < S_ E[Wy | Fa] — EW(M) | F_1] < oo,
keA
a A
—00 < Y Wi —Wi(M) < cc.
keA
Pokud | A |= o0 sj., potom pro M € R, w* — M > 0,
Zw* — E[Wk | gk—l] Z Z(w* - M) = 00,
k=1 kEA
jelikoz w* — E[Wy, | #r-1] > 0sj., k € N.
O

Véta 18. Necht A je strategie a b* je vnitrni bod mnoziny S. Potom pokud Wy, k €
N jsou integrovatlené, potom

im (LN )~ BV (0)) = 0 S0~ B (2.10)

Yy—0o0
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Diikaz. Diky predpokladu integrovatlenosti velicin Wy, k € N, dostaneme z vét
12 a 13 ekvivalenci v podobé

1 1 N(y)
E[N(y) Z E[Wi | Zaaa))l + — B[S Wi,y > 0.
k=1 we 4
Tedy
E[N(y)] - EIN*(y)] =
_ B wt — W | Fi]] B[S e~ B | Fi]

w* w*
N(y) N*(y)
k=1 k=1
ale
— B[S w' — EW{]| Fia] =0
k=

z nezavislosti W} na Zj_;.
1) Pokud lim,, o >p_; Wi — W) existuje kone¢nd skoro jisté, potom

1 N N(y)
Jl_}lgow—E Z Wi—y—=> Wi+yl=0
k=1
z vety 15 .
Po uprave
B[S w* — EW | Fii]

lim E[N(y)] — E[N*(y)] = lim

Y—00 Yy—00 w*

Pokracujeme pouzitim Léviho véty k prohozeni limity a stfedni hodnoty, kde
monotonie je zajiSténa z poznamky 6.

lim BING)] — BN ()] = 2= = A [ Zid])

Yy—00 w*

Znovu pouzijeme Léviho vétu a tim dostaneme tvrzeni.

lim E[N(y)] - EIN*(y)] = == — EIV]

Y—00 w*

2) Pokud lim,, o Y5 Wi —W} je nekonecnd na néjaké mnoziné A, P(A) > 0,
potom z véty 17
e W' — E[Wy | ]

w*

=00 sj. na A. (2.108)

Z (2.108) mame implikaci
B w* — E[W | o]
w*
A proto na pravé strané ve znéni véty (2.107) je nekonecno. Z vyjadreni (2.40),

= OQ.

omezenosti = E[Y, M) . Wy] dostavame
E[N(y)] = oo,

E[N*(y)] < oo a na obou strandch rovnice ve znéni véty (2.107) je nekone¢no a
proto tvrzeni plati.

]
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3. Appendix

3.1 Pomocné véty

Lemma 19. Pro a > 0 a ¢ < 0 plati nerovnost

d—>b

max{ax + b,cx +d} >
a—c

Diikaz. Nalezneme prusecik téchto dvou linearnch funkci

d—>b

a—c

ar+b—cr—d=0 = x =

A jelikoz a-c > 0, tedy nedélime nulou. Funkce ax+Db je rostouci, tedy jeji hodnoty
jsou vétsi nebo rovno nez dand konstanta na intervalu [¢=%, c0) a funkece cx-+d je

a—c’

klesajici, tedy jeji hodnoty jsou vétsi nebo rovno nez dana konstanta na intervalu

(—oo,Z:lc’], z ¢ehoz plyne lemma.
O
Véta 20. , str. 7 Stejnomeérnd integrovatelnost.

Necht {X,;n € N} je zprava spojity F,-martingdl. Necht 7 < oo sj. je Markov-
sky cas pro ktery plati E[|X.|] < co. Necht ddle plati

lim E[|X,|,7 >n]=0,

n—o0

potom je {| Xoan |}nen stejnomérné integrovatelnd,

Véta 21. ( , str. 43) Optional sampling theorem.
Necht {Xy;t € T} je zprava spojity F-martingdl, kde T = N nebo T = [0,00).
Necht T < 0o sj. je Markouvsky cas a {| X, |}er, je stejnomérné integrovatelnd,
potom

Véta 22. (a, str. 35) Doobova véta
Necht X je supermartingal spojity zprava vzhledem k filtraci {%, }, neboli

X > E[X; | Z]
pro 0 < s < t < oo. Ddle necht plati

sup F[X, ] < o0,

>0
potom existuje nahodnd, skoro jisté konecna velicina Z takovd, Ze plati
hmtﬁoo Xt =7 Sj.

Véta 23. (a, str. 40) Necht {X,}nen je submartingal. Pokud

(sup{X,, — X, 1}; n € N)T je integrovatelné, potom existuje redlnd, nahodnd
velicina Z a Qg C Q takovd, Ze plati

lim,, 00 X, = Z na mnoziné [w; w € Qg, P() = 1]N[w; sup X, (w);n € N < 0o].
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Véta 24. , str. 37 Jegorovova véta

Méjme pravdépodobnotni prostor (2, %, P). Necht f,, [ jsou redlné, méritelné
funkce na Q, f, konverguje k f sj. a zvolme € > 0. Pak existuej mnozina E € %
takovd, ze P(E) < € a f, konverguje stejnomerné k f na Q\E.

Véta 25. (b, str.66) Necht je ddn nerozloZitelng homogenni Markovsky
retézec s diskrétnim casem a vSechny jeho stavy jsou trvalé, neperiodické, potom
plati

;= n11_>11010pw(n> >0,17€8.

Véta 26. , str.25 Necht { X, }nen je submartingdl. Pro k € N oznacme
Y = X1 — X Pokud [sup, ¢ n Yn]T™ € L1, potom existuje redlnd ndhodnd
velicina X« takovd, Ze X,, — Xoo sj. s vlastnosti sup,,cy Xy (w) < 00.

Véta 27. , str.17 Necht X1, Xs, ... jsou F,, martingaly a necht S, T jsou
F, Markovské casy, pro které plati S < T < K < oo pro néjaké K € N. Potom
Xgs, X1 jsou integrovatelné a plati

E[Xp | Fs] = Xg sj.

Véta 28. , str.19 Necht X1, Xo, ... jsou F,, martingaly a necht S, T jsou
F,, Markovské casy, pro které plati S < T < oo sj. Pokud existuje 0 < ¢ < 0o
takové, pro které plati

T>n = E[|X,u—Xu|| Fu]<c s,
potom X je integrovatelnd a plati

E[XT | Fs] = XS Sj.
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A. Teorie obnovy

Tato kapitola je zalozena na praci , kapitoly 1-3. Tato kapitola slouzi
pouze jako pomocna a svym znacenim je nezavisla na predchozich kapitolach.

A.1 Zakladni véty

Necht Xi,Xs,... je posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych nahodnych

veli¢in. X; € [0,00), E[X;] = ¢ > 0.

Znaceni. F je distribuc¢ni funkce X7,

T, =t — SN“ te [0,00),
R, = SNt+1 —t, te [0,00)

Pozndamka 9.

Sy, <t—z]=[1} > x] = [Ri—y > 2], x € [0,t], t € [0,00).

Diikaz. Prvni ekvivalence plyne z

[T} >x]=[t— SN, > 2] =[Sy, <t—zx], z€][0t], t €[0,00).

Posledni ekvivalence plati, jelikoz vychazime z toho, ze jsou X,Xo, ...

tedy
[SNt <t- l‘] = [SNt < SNtfz] = [SNt - SNtsz

celkové

Poznamka 10.
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Znacent.

F.(t) = P(S, <t),t € [0,00). (A.16)
Definice 29. Funkce M(t) = E[N,], t € [0,00), se nazyvad funkce obnovy.
Tedy M(t) = E[N,] = EX550 Ls,<g = Xala Fu(t).

Véta 30. M(t) je konecnd pro konecné t kladné.

Diikaz Oznatme si X1 = min{X;,L} a S, = >7_, X,,, L > 0. Potom
i=1 i=1

Dtikaz pro s}}ora omezené¢ nahodné veli¢iny byl ve vété 9. Pouzili bychom
X, =W+ 8,=:8aN,+1=: N*t), n € N,t > 0. Z n&j plyne, 7e N, + 1 je
intgrovatelné a tedy i V;.

O

Definice 31. Reknéme, Ze funkce f : [0,00) — R je lokalné omezend, pokud
je omezena na [0,t] pro vsechna t z intervalu [0,00).

Definice 32. Necht f je méritelna, lokalné omezenad funkce a G' je monoténni,
zprava spojita na [0,00). Konvoluci f s G rozumime f % G definované vztahem

(f * / F(t — )dG(s) /ft—sdG()te[O,oo).

Pozndmka 11. Necht F' a G jsou monoténni, zprava spojité na [0,00), f,g jsou
meéritelné, lokalné omezené a ¢ € R, potom

1) F % G je také distribu¢ni funkce na [0,00) a plati FF « G = G * F

2) (f«*G)«H=fx*x(GxH)

) (f+g)«H=(f+H)+(gxH), (cf)*H =c(f«H)

4) [+ (G+H)=([+G)+ (f xH), [+ (cG) = c(f x G).

Poznamka 12. Vsimneme si, ze pro distribuéni funkci F' plati F,, = F*". F}, jsme
si zavedli zde (A.16).

Diikaz. Pron =2, Fo(t) = P(X;+ Xo <t)=P(X; <t—X3) =

JS F(t — 2)dF(x) = F*2. Pro obecné n podobné indukci.
[l

Definice 33. Necht g : [0,00) — R je méfitelnd, lokalné omezena. Reknéme, Ze
lokalné omezend funkce u : [0,00) — R Fesi rovnici obnovy, pokud spliuje

u=g+u*F, (A.17)

pricemz (A.17) se nazyva rovnice obnovy.
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Pozndmka 13. 1) Kazda funkce s lokalné konec¢nou variaci je lokalné omezena a
meéritelna.

2) Dokazeme, ze pokud je G distribu¢ni funkce na [0,00) a f : [0,00) — R je
méritelnd, lokdlné omezend. Potom ¢ : [0,00) — R definovana vyrazem

o(t) = [ £(s) dci(s)

je taky lokalné omezend a méritelna.
Diikaz. 2) Dokézeme, ze g(t) ma koneénou variaci. Vezméme libovolné déleni A

= {0 = zg,x1,%9,..., T, = to} intervalu [0,to], potom

n—1

Z | 9(xrr1) — glak) i [/ s) | dG(s )] (A.18)

— D, g} [ / k’““ 1 dG(s)} (A.19)
< 2Dy, (A.20)

kde Dy, je konstanta z lokalni omezenosti f, jenz zavisi na t,. Tato nerovnost
plati pro vSechna déleni, tedy i pro supremum, ¢imz dostavame konecnost variace
funkce g.

[
Véta 34. Pro M a distribucni funkci F' plati rovnice obnovy (A.17)
M=F+MxF (A.21)
Diikaz. Rozepiseme si M (t) jako
M(t) = B[N (A.22)
= E[E[N; | Xi]] (A.23)
_ / T BN, | Xy = 5] dPx(s) (A.24)
0
— / E[N, | X, = s] dF(s) (A.25)
0
t 00
— [ EIN,| X, = 8] dF(s) + / E[N, | X, = 5] dF(s). (A.26)
0 ¢
Jelikoz [ X > t] C [N, = 0] , potom plati
E[Nt ’ X1 = 8]'1[S>t] =0. (A27)
Na mnoziné [X; < {]
E[Nt | X1 = S]°]-[S§t] = Z 1 Z] X1<t] | X1 = S] ]-[S<t] (A28>
J_
= E[l + J; 1[21:1 Xp<t] ‘ X = S].l[sgt} (A29)
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Pouzijeme substituci j =1 + 1.

B+ 2 Y5y s | K0 = sl = BILE D Ty s |40 = ) Lo
j= i=

(A.30)
= E[l + Zl 1[2;';12ng1€_)(1} | X, = S].l[sgt}.
(A.31)
Celkem tedy dostéavame pro s € [0,t] na [X; < ¢]
BNy | X1 = 8] 1jseqg = [1 4 ; E[l[z;-:g xect—xi) [ X1 = 8] Loz (A.32)
= [1 + E;[l[z;:;g ngt—s]]'l[sgﬂ (A33)
=1+ M(t— )] 1<y (A.34)
Tedy pro M(t) dostavame z (A.27) a (A.34)
t
M(t) = / 1 M(t — s) dF(s) = F(t) + (M % F)(t). (A.35)
0

Nyni jen ovérime, ze M(t) je skutecné lokalné omezend, ale to plyne z toho, Ze je
monoténni a koneéna pro vsechna t.

]

Véta 35. Predpoklidejme, Ze g : [0,00) — R je méritelnd a lokdlné omezend,
potom existuje praveé jedna lokdlne omezend funkce wu, kterd resi rovnici
u=g+ux*xF, navic u je tvaru

u=g-+gx*M. (A.36)

Diikaz. Nejdiive ovérime, ze (A.36) je lokalné omezena.

w(t) =g(t)+gx M(t) = g(t) + /Otg(t — s)dM(s) (A.37)
< Diylg) + Dulg) [ 140 () (A.38)
< Dto(g) + Dto(g)M(tO) <00, tE [Oato]a to € [0,00), (A39>

kde Dy (g) je majoranta zavisejici na toy z definice lokalni omezenosti funkce g.
Tedy i funkce u je lokdlné omezena.
Rozepiseme vyraz
uxF=(g+g+«xM)xF (A.40)
=g« F+gxMxF (A.41)

z linearity integrélu, vlastnost 3) z poznamky 11. Z véty 34 plati, ze
M — F = M % F. Tedy pouzitim vlastnosti 4)
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uxF=g«F4+g«(M—-F)=g«F+g«xM—g«xF=g«M=u-—g.

Tedy v = g + u * F. Nyni pro spor predpoklddejme, Ze v je dalsi lokalné
omezené feseni obnovy a oznacme w = u — v. Pak w je také lokalné omezena a

wxF=u—-v)«F=uxF—-v«F=(u—g)—(v—g)=u—v=w
z vlastnosti 3). Tedy
w=w*xF=wxFxF=wx*xF" neN.

| w(s) |< Dy, pro D; € R z definice lokdlni omezenosti 31, 0 < s < ¢.
Lw(t) |=| wx P () |< /Ot |w(t—s) | dF*™(s) < D, /Ot AF*(s) = DyF*(8).
Z véty 30 vime, ze Y0 | F*™(t) < oo, coz implikuje
A, (e =0,

coz nam dava w(t) = 0 pro Vt € [0,00), tedy u = v.

[
Véta 36. Prot lezici v intervalu [0,00) a pro y z [0,t] plati
t—
P(T, 2 y) = Fo())+ [ Fo(t = 5) dM(s), (A.42)
0
kde F¢(x) =1 — F(x).
Diikaz. 7 (A.4)
[Sy, <t—z|=[T} > 2] =[Ri_y > z], . € [0,t], t € [0,00). (A.43)

Rozdélime dukaz na dvé ¢asti.
a) Pokud y = t,

P(Ti>yly=t)=P(R_y>tly=1t) = P(Ry >t) = P(Xy >t) = F(t).

Integral na pravé strané (A.42) je rovny 0, tedy tvrzeni plati pro y = t.
b) Pokud y <t

P(T, > y) = P(Ri_y > y) = /0 P(Re_y >y | X1 = s) dF(s).
Budeme postupovat podobné jako v dilkkazu véty 34 a ukazeme
P(Rt,y >y ’ X1 = 8) = P(Rt,y,S > y), Vs € [O,t —y], Yy < t.

Rozepiseme si
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P(Ti 2 y) = P(Riy > y) (A.44)
- /O T PRy >y | Xi = s) dF(s), y € [0,¢) (A.45)

1) Dle (A4) apros € [0t —y],neN

=P(S,—Xi<t—y—s, Ny=n| X, =5) (A.47)
:P<Sn—1 <t—y-—s, Nis=n-— 1) (A48>

Jevy [N; = 0] a [X; <t —y] jsou disjunktni, potom
P(N;=0|X1=5)=0, s€[0,t —y]

Z A48 a z faktu, ze Ny je konecna skoro jisté, plyne

P(SNtSt—ZHXl:S,) (A49)

=Y P(S,<t—y, Ny=n|X,=s,) (A.50)
n=1

= P(S,.1<t—y—s, Np_s=n—1) (A.51)
n=1

=P(Sy, ., <t—y—35)=P(R_y_s >Yy). (A.52)

2) Nyni uvazujme piipad s € (t — y,t]. Jevy [Ri—y > y] = [Sn, < t —y] a
[t —y < X; <] jsou neslucitelné, proto

P(Ri_y>y| X1 =5)=0, Vs e (t—uy,tl.

3)Z (A4), [Ri—y <y|=[Sn, >t—y| je jev disjunktni s jevem
[N: =0] D [X; > t] . Coz znamena, ze P(R;_, <y |X; >1t) =0, potom

P(Rt_y>y|X1>t>:1—P(Rt_y§y|X1>t>:1.

Pro pripad, kdy y < t

P(T; > y) (A.53)
= P(Rtfy > y) (A54)
— /OOO P(Ri—y, >y | Xy = s)dF(s) (A.55)
-/ PRy s > ) dF(s) + ; 0dF(s) + F<(t) (A.56)
-/ PRy > ) dF(s) + Fo(t), y < t. (A.57)

a z jiz dokédzaného
P(Ti 2 y) = F*(t), y = t. (A.58)
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Tedy celkové
-y
P(Tzy)= [ PRy >y) dF(s) + F(1), y <t (A59)

Oznacme

uy(t) = P(T; > y), y < t. (A.60)
Prepiseme (A.59) pomoci (A.60)

uglt) = [ (=) dE(s) + F().
Potom predesla rovnice je rovnice obnovy tvaru
Uy = Uy ¥ F'+ F°,
kterda ma jednoznacné reseni z véty 35 u, = F°+ F°+x M

P(T; > y) = P(Ri—y > y) = F°(1) + /Ot_y Fo(t — s)dM(s); t € [0,00), y € [0.2].
(A.61)

[]

A.2 Véta obnovy a jeji disledky pro nearitme-
ticky pripad
Definice 37. Reknéme, Ze ndhodné veli¢ina X je aritmetickd s parametrem

A > 0, pokud
P(Xe{)zz€eZ})=1 (A.62)

Definice 38. Nahodna velicina X je nearitmeticka , pokud neni aritmeticka.

Predpoklad 4. Nyni budeme navic predpokladat, ze X; je nearitmetickd na-
hodna velicina

Véta 39. Véta obnovy.

Pro h >0,
: h
tlg})lo M(t+h)— M(t) = ; (A.63)
Diikaz. Dukaz viz , str. 360.

m
Véta 40. Pokud X je nearitmetickd ndahodnd velicina, potom existuje K nezd-
porné takové, Ze pro vsechna h nezdapornd a t nezdporné plati

0< M(t+h)—M(t) < K(1+h).
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Diikaz. 7 véty 39 existuje kladné ¢, takové, ze pro vSechna t > ¢ plati M (t+ 1)
- M(t) < i + 1. Pro tato t teda plati

[h]
M@E+h)—M@E) <ME+[h])—ME)=> M@E+n)—ME+n—1) <

< (hw<i+1>s<h+1><;+1>.

Proto
M(t+h) — M(t) < (b + 1)(; +1). (A.64)

Pro0 <t <t
M(t+h)—M(t) < M(t+h) < M(ty+ h).

Pouzijeme jiz dokdzané (A.64) pro t = ¢,

M(ty+h) < (h+1)(i+1) + M(to) < (h+ 1)(; + 14 M(to)).

Pro K = max{; + 1, + 1+ M(ty)} dostavime tvrzeni.

Véta 41. Pro nearitmeticky proces plati

1 o]
lim P(T, > y) = f/ Fe(z) da,
Yy

-¥00 u
pro vechna y leZici v intervalu [0,00).
Diikaz. 7 tvrzeni véty 36
P(T, > ) = F(t) + | VPt — 5) dM(s).

Nyni budeme upravovat pouze druhy ¢len , abychom na néj mohli pouzit vétu 39.

i [ sy (o) = Jim [ [T ap() ani(s) (A.65)
= lim /y ( /m ey M) AF () (A.66)
= tllglo ’ [M(t —y) — M (max{0,t — w})] dF(w).

(A.67)
Z véty 39 plati
tlggo[M(t —y) — M (max{0,t — w})] (A.68)
:tllrglo[M(t —w+w—y) — M(max{0,t — w})] (A.69)
:w’u—y’ w >y, y € [0,00), (A.70)
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jelikoz w je pevné a t — oo. Pouzijeme Lebesguegovu vétu o majoranté ziskané
ve vété 40.

o

lim [ [M(t—y)— M(max{0,t —w})] dF (w) = (A.71)

t—o00 y

_/oow Y dF(w // dz dF(w (A.72)

_ ! /yoo /;o dF (w)dx = lll/y Fe(z) dx. (A.73)

Jelikoz X > 0, tedy [ F¢(x) dx < [¢° F(z) dv = p < oo a vie je dobie
definovdno. Nezapomenme na prvni ¢len, limy; ., F°(t + y) = 0, ¢imz dostavame
tvrzeni.

]

Pozndmka 14. Lebesgue-Stieltjestv integral [ F¢(t — s) dM(s) se definuje na
polouzavieném intervalu (a,b]. Coz znamend, ze v (A.65) integruji pfes mnozinu
0 < s <t—y a podobné o fadek nize pres mnozinu max{0,t —w} < s <t —y.

Disledek 2. Limita distribucni funkce ma nasledujici tvar,
. Ly .
Jim P(T < y) = /0 F(z) dz. (A.74)

Diikaz.  Tvrzeni plyne z vyjadieni stfedni hodnoty pro skoro jisté nezaporné

nahodné veli¢iny
= / F(z) dz
0

Poznamka 15. Funkce
1 1y
Y —/ Fé(z)dz, y>0 (A.75)
W Jo

je spojita distribucni funkce.

A.3 Aritmeticky pripad

Predpoklad 5. Oproti sekci A.2 nyni predpokladejme, ze X; > 0 je aritmeticka
S E[Xl] > 0.

Véta 42. Pro posloupnost X1, Xa, ... oznacme

A, :={x;3In € Ng,z = en}, ceN, (A.76)
b:=sup{ce N;P(X; € A, =1)} €N, (A.77)
Ty, = bk — S,,, k€N, (A.78)

Za predpokladu 4 plati pro i prirozené

k—o0

o] (A.79)
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Diikaz. Dokazme to pro b = 1. lim,, o, S, = 00 sj. , my vSak bez Gjmy na obec-
nosti budeme predpoklddat, ze tato rovnost plati jisté, jinak bychom se omezili
na mnozinu, kde to plati jisté. Uvazujeme pevné y > 0. Posloupnost {7} }ren je
Markovsky tetézec. Pro 4,7,k € N,

2) (T, =i) = [(Xign, >i+1) <= (Ths1=1+1)] (A.81)

Oznacme si

qz(k:) = P(Tk =1 | Tk—l =17 — 1),]{? S N,Z S No.
Pokud T}, = ¢, potom jiz nutné Xy, > ¢ a pouzitim (A.80) a (A.81) dostaneme

P(Tomi=j | To=1)=0,j+1#ij+1#0. (A.82)

Ukéazeme, ze {T} }ren je homogenni.

Gi(k) =P(ly=1| Ty =i—1) (A.83)

Vyuzijeme implikaci 3 v (A.80) a rozepiseme vyraz Tp_1 =1 — 1

(A.84)
Qz(k) = P(X1+Nk_1 > 1 | (k? — 1) — SNk—l =17 — 1) (A85)

Z definice Ny_1, [Nj_1 =n] =[S, <k —1< S, + X,,11] tedy
P(X1+Nk,1 > 1 ‘ (k—l)—SN,ﬁl :Z'—l,Nk,1 :n) (A86>
—P(Xiyn > i | (k=1) =Sy =i—1,5 <k—1<8,+Xns1)  (A87)

kde posledni rovnost plyne z toho, ze .S,, je nezavislé s X,,. 1. Toto odvozeni plati
pro kazdé n € N a k € N. Proto z véty o uplné pravdépodobnosti,

Qz<k) = ZP(TkIZ’kalzl—l,Nkfl :n)P(Nk,1:n|Tk,1:z—1)

n=0
(A.89)
=P(Xi1p>i| Xpp1 >i—1)> P(Npor=n|Tiy=i—1)  (A.90)
n=0

Hodnota ¢;(k) nezalezi na parametru k, tedy jsme dokézali homogenitu Markov-
ského tetézce {Tj ren. Tuto hodnotu si oznacime ¢; = ¢;(k), k € N. Poskladejme
matici prechodu

Matice prechodu ma tedy tvar

l—g ¢ 0O

I—q 0 g
P=11_4 0 0
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Nalezneme stacionarni rozdéleni pomoci soustavy rovnic
T =7P,
coz vede na TeSeni .
(2
mi =70 [ an-
n=1

Chceme ukéazat, ze stacionarni feseni existuje. Nalezneme lepsi vyjadieni m; pou-
zitim vyjadreni ¢; z (A.91)

T = T H dn (A92>
n=1
=m [[ P(Xi >n|X; >n) (A.93)
n=1
= A.94
Wovzl;[lP(Xlzn) (A.94)
P<X1>1)P(X1>2) P(X1>Z>
= A.95
PX, > 0)P(X, > 1) P(X, >i-1) (A.95)
=T A.96
"OP(X, > 1) (4.96)
Dale
e 1 & 1
1:Z7rk:—ZP(X1>k:|X121):—E[X1|X121] (A.98)
k=0 70 k=0 o
1
P(X1>Z’X122> P(X1>Z) .
= - ,ieN. (A.100
B X >0 B (4.100)

Stacionarni rozdéleni existuje. Vyuzijeme vétu 25, proces {7} }ren je homogenni
a nerozlozitelny z tvaru matice. Budeme chtit ukazat, ze kazdy stav {7} }ren je
aperiodicky. Jelikoz mame nerozlozitelnost, staci vysetrit aperiodicitu pro ¢ = 0.
Pro spor predpokladejme, Ze tento stav ma periodu d > 1. Potom z vyjadieni ¢; v
(A.91) a tvaru matice pfechodu P(X; =k | X; > k) =0 ,a tedy P(X; =k) =0
pro k € N\ {(d — 1)k; k € N}. To znamena, ze P(X; € Aya-1)) = 1, coz je spor
s volbou naseho b.
tedy kazdy stav je aperiodicky a proto pro vSechna ¢ prirozené

kh_)rgloqZ = ]}1_{20 Pl =i+ 1T =1i) = mis1.
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Finalné

lim P(Typy >+ 1) = lim m;:HP(TkH = m) (A.101)

=lim Y P(Ta=m|T,=m-1)) (A.102)

k—00

m=i+1
= Y (A.103)
m=1+1
e P(X1 > m)
= . — (A.104)
2, B
> mtl P(X; > m)
= ————dx (A.105)
mg’iil m E[Xl]
> mtl P(X) > 1)
= ——————dx (A.106)
m:zi—t—l m E[Xl]
= —————dx. A.107
i1 B[Xy] v ( )
Z (A.101) a (A.107)
Nyni pokud b # 1, potom oznac¢me
X, = )Zkk € N. (A.109)
~ S,
Sy = ?"” keN. (A.110)
. T _
Tk:?k:k—SNk,keN. (A.111)
Ni=> 1<k €N (A.112)

Pro ndhodné veli¢iny X, X,,.. plati jiz dokdzané (A.108), tedy

. . . . o P(X, > ) o hP(X; > xb)
> = >) = _— = —————Aax.
kh_)rgo P(T), > bi) ;}520 P(Ty > 1) /Z %] dx /l E[X)] dx

(A.113)
Cimz je véta dokazana.
O

Pozndmka 16. Vysledek véty 42 je srovnatelny s tvrzenim véty 41 pro nearitme-
ticky pripad.

Predpoklad 6. X;,X,,... je posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych nahod-
nych veli¢in s kladnou stfedni hodnotou.
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Znacent.

Sp=> Xk, So=0 (A.114)
k=1
70 =0 (A.115)
7 =inf{n e N; S, > S, },keN (A.116)
Xi=Xr 1+ X po+ ..+ X, (A.117)
S, =3 Xk, So=0 (A.118)
k=1
N(y) =inf{n e N; 5, > y} < 0o s7. (A.119)
N(y) = inf{n € N; S, >y} < 00 sj. (A.120)
Ny =31,y <0 sj.. (A.121)
i=1
Poznamka 17. Pro y > 0 plati vztah
Ny +1=N(y)
Véta 43. Necht pro X1,Xs,... plati predpoklad 6. Potom plati pro & > 0
lim P(S < L [fpix dz, €>0 A122
i (N(y)—y_f)—E[Xl]/o (X1>2)dz, £20. (A.122)
Diikaz.
Ziejmé
inf{n e N; S, >y} =1, < inf{neN;S, >y} =ko
a proto R
SN(y) = SN(y) Sj.
7 ( , str. 316) X1, Xo,... jsou nezavislé, stejné rozdélené, kladné

nahodné velic¢iny.
Rozdélime zbytek dikazu na dva pripady podle toho, zda X; je aritmetickd nebo
ne.

a) Pokud X; neni aritmetickd, potom X, taktéz neni aritmetickd a proto z
poznamek A.11 , 17 a z véty 41

1 3 -
/ P(X1> 2)dz, €>0

E[Xl] 0
. (A.123)
b) Pokud X je aritmetickd, potom X je aritmetickd s parametrem b,

lim P(Sng) —y < &) = lim P(S‘N(y) —y <& =

Yy—00 Y—00

Aoi={x;3z € Z,x = cz}, c€N, (A.124)
b:=sup{ce N;P(X; € A, =1)}, (A.125)
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a proto z poznamek A.11 | 17 a z véty 42

lim P(Syga) — kb < b) = lim P(Sng) — y < b€) (A.126)
EbP(X, > xb)

/0 AR (A.127)
b P(X, > 2)

= — _‘“dx. A12

/0 AR (A.128)

(A.129)

Pro 5 = b¢ dostavame tvrzeni. Navic tato distribuc¢ni funkce je spojité v &.
O
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Z.aver

Zformulovali jsme matematicky model zalozeny na Markovském ftetézci pro
nasi situaci. Ukézali jsme, ze vahovy vektor b* maximalizujici stfedni hodnotu
nemus{ byt unikdtn{, nicméné hodnota ndhodnych veli¢in W;* = log(X],b*) skoro
jisté uz ano. Dokézali jsme par vét o prostoru téchto vahovych vektori b a zavedli
pojem strategie.

Abychom mohli zkoumat asymptotické vysledky, museli jsme nejprve zjistit, jak
vypada
lim P(SN(y) -y < f)

Y—00

K tomu tucelu jsme vybudovali zaklady teorie obnovy s nezapornymi nadhod-
nymi velicinami a pak pouzili Blackwellovu vétu, s kterou jsme presli z kladnych
ndhodnych veli¢in na ndhodné veli¢iny s kladnou stfedni hodnotou.

Ve treti, finalni kapitole porovnavame libovolnou strategii A s A*. Prvni dtle-
zity vysledek prinesla véta 16, ktera tvrdi, ze pokud budeme pouzivat jinou stra-
tegii nez A*, potom nemuzeme ocekavat vetsi asymptoticky zisk, nez kdybychom
se Tidili pravé strategii A*. Druha dilezita véta je véta 18, ktera porovnava oce-
kavanou dobu nabyti asymptoticky velkého majetku za strategie A* oproti jiné,
libovolné A. Ukazuje se, ze uzitim optimalni strategie muzeme vzdy ocekavat, ze
nabydeme asymptoticky velkého bohatstvi dfive a nejen to, ale pokud strategie
A nekonverguje k A*, potom oc¢ekavana hodnota rozdilu téchto casti roste nade
vsechny meze.
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