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vodime na zakladé Darcyho zakona a zdkona zachovani hmotnosti. Jednodimen-
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Uvod

Matematické modelovani proudéni v poréznich prostredich predstavuje dtle-
zity nastroj v hydrogeologii, hydrofyzice, v simulacich sifeni toxickych latek v pi-
dé, tézebnim primyslu a ochrané zivotniho prostredi. Jako jednoduchy priklad
si muzeme predstavit prosakovani hraze rybnika, ktera se sklada z rtiznych ma-
teridll, napt. stérk, jil, atd. Voda pak prosakuje mezi pory a mikropéry daného
materidlu a danym prostiedim tedy protéka. Porézni prostredi méa samoziejmeé
velmi jemnou vnitini strukturu, nicméné z praktickych divodu je vhodné porézni
prostfedi povazovat za kontinuum s danymi fyzikalnimi vlastnostmi.

Existuje celd fada modelu popisujici proudéni v poréznim prostiedi ([20])
v zavislosti na dané situaci, typech tekutin, materiali, rychlostech proudéni, atd.
V této préci se zamérime na dvoufazové proudéni (voda a vzduch), kde uvazujeme
pro jednoduchost konstantni tlak vzduchu. Pak lze problém popsat pomoci tzv.
Richardsovy rovnice, kterou mtizeme psat ve tvaru

W) 9 (K@) V) =0, 0
kde hledana funkce 1) = 1(x,t) se nazyva kapilarni tlakova vyska, jedna se o ska-
larni funkei prostorovych souradnic x = (x,y, z) a ¢asu t. Kapilarni tlakova vyska
Y odpovida tlaku tekutiny v prostiedi (méfeno vyskou tlakového sloupce). Je-li
1 < 0 tak je prostfedi nenasycené a ma tendenci nasakovat tekutinu, pro v¥» > 0
je prostredi nasycené. Déle funkce 9 je objemova vlhkost, K je hydraulickd vodi-
vost a ¥ je hydraulickd tlakova vyska. Funkce ¥(¢)) a K (1) jsou uréeny typicky
z empirickych méreni.

Rovnice je parabolického typu, ale funkce ¥(1)) a K (1) jsou nelinearni a
mohou tzv. degenerovat. Konkrétné pro radu materiali plati

wl_igloo () =0, };L% 19’(@ = 00, ¢EIPOOK(w) = 0.

7 tohoto divodu patii Richardsova rovnice mezi tzv. degenerované parabolické
rovnice, viz napt. [5].

Numerické feseni Richardsovy rovnice patii mezi velice aktudlni problémy
vypoctové matematiky. Existuje mnoho praci, které se zabyvaji numerickym fe-
senim degenerovanych parabolickych rovnic pomoci riznych metod, napf. kon-
formni metoda koneénych prvku v [I4} [7], smiSené koneéné prvky v [2] 19, 21], 22],
metoda kone¢nych objemu [9, [10], kombinovand metoda koneénych prvki a ob-
jemu v [15] a nespojitd Galerkinova metoda v [3, &, ].

V této préaci se omezime pouze na jednodimenzionalni rovnice, kterou bu-
deme fesit metodou koneénych diferenci. Casovou diskretizaci provedeme pomoci
zpétné Eulerovy metody, resp. jeji semi-implicitni variantu.



1. Odvozeni rovnice

V této kapitole struéné nastinime odvozeni Richardsovy rovnice, detailni vy-
klad 1ze najit napt. v [12]. Veli¢inou V (x,t) oznac¢me relativni mnozstvi tekutiny
(vody) v infinitesimalné malém objemu v bodé x a case t. Plati tedy V € [0, 1).
Pokud je prostiedi tplné suché pak V' = 0, nicméné v praxi i suchy porézni mate-
rial obsahuje nenulové mnozstvi vody. Naopak pokud je materidl zcela nasyceny,
tak pak stale V' < 1 jelikoz zbytek objemu zaujimé vlastni pevny material (napf.
zrnka pisku) pripadné zbytkovy vzduch.

1.1 Zakon zachovani hmoty

Budeme vychazet ze zadkona zachovani hmotnosti kapaliny. Necht ¢ € (0,7)
a 2 C R? je oteviend oblast vyplnéna poréznim materidlem, kterym protéka
voda. Potom relativni hustota kapaliny v bodé x € {2 je ddna sou¢inem pV (x,t),
kde p je hustota proudici kapaliny (vody) a tedy typicky konstanta. Je-li M C (2
oteviena podmnozina vypocetni oblasti, tak pak hmotnost kapaliny v objemu M
a v Case t je dana pomoci integralu

/ pV (x,t) dx.
M
Zékon zachovani hmoty pak mtzeme psat ve tvaru

apV

% YV ((pV)V) =0 VYxe 2 Vie(0,T),
kde symbol V- znaci operator divergence a v = (vy(x,t), v2(x,t), v3(x,t)) je rych-
lost ¢astic vody.

V praxi nas nezajimé rychlost jednotlivych ¢astic vody, ale spise jak rychle
voda jako latka protece uvazovanym prostiedim. Coz je typicky pomalejsi rychlost
(péry v materidlech nejsou primé) a nazyva se tokem, ktery znac¢ime q. Tok je
definovan jako q(x,t) = V(x,t)v(x,t), je to tedy jakasi redukce skutecné rychlosti.
A protoze p je nenulova konstanta, 1ze psat

ov

S tVa=0  VxeQ Vie(0.71). (1.1)

1.2 Vztah pro objemovou funkci

Objemova funkce V' z rovnice (1.1) predstavuje v nasem piipadé funkei obje-
mové vlhkosti znacenou 6. 7 definice tlakové vysky 1) muzeme usoudit, ze podil
vody v {2, neboli objemova vlhkost 0, zavisi na 1, mizeme psat 6 = 6(¢)). Tento
vztah je reprezentovan retencni krivkou, coz je spojita funkce, pro kterou plati

wlim 0(v) =0, a 0(¢y)) = 05 pro ¢ >0,
——00
kde 6, je rezidualni vlhkost (coz je limitni vlhkost, které je tfeba dosdhnout pro

nastoleni nenasyceného proudéni) a 6, reprezentuje stav maximalni nasycenosti
prostiedi vodou.



Retencni kiivku budeme reprezentovat modelem van Genuchtena [11]

0s—6,
o) = {7 T WFCapmm o <0 (1.2)
2 pro ¢ > 0,

kde m a n jsou oznacovany jako méritko velikosti pori a « je inverze absolutni
hodnoty vstupni hodnoty vzduchu.

Uvazujme-li jesté pripadnou stlacitelnost materialu porézniho prostredi, tak
pak relativni objem V je dan vztahem

V() = 9(w) = 0(4) + g [ es)as, (1.3)

kde velicina 9(¢) zna¢i tzv. aktivni porézni objem a Ss > 0 je materidlova
konstanta nazyvana specificka storativita. Pokud je nulova, tak pak prirozené

V() = 0(1).

1.3 Darcyho zakon

Vztah mezi tokem q a kapilarni tlakovou vyskou v byl formulovan Darcym
[4] pro nasycend prostiedi pomoci vztahu

q-= —st¢, (14)

kde V znaci operdtor gradientu a K je nasycend hydraulickd vodivost daného
materidlu. Tento vztah je ve shodé s praxi, kde tok tekutiny je tmérny gradientu
tlaku (tlakové vysky) tekutiny.

Pokud uvazujeme i gravitacni silu, tak musime vztah nahradit vztahem

q=-K,VVU, (1.5)

kde funkce ¥ predstavuje hydraulickou tlakovou vysku, ktera se sklada z kapilarni
tlakové vysky ¥ a geodetického potencidlu z = z(x,t). Geodeticky potencidl je
ekvivalentni nadmotské vysce, tedy bod x = (z,y, z) mé geodeticky potencial z.
Potom hydraulicka tlakova vyska, urcuje vysku vystoupané vody v dané oblasti.
Mame tedy vztah

U(x,t) = (x,t) + 2(x,t) = Y(x,t) + 2. (1.6)

Pokud je prostiedi nenasycené, tak je tfeba vztah Darcyho vztah (1.5 nahra-
dit Darcy-Buckinghamuv zakonem, ktery lze psat ve tvaru

q=-K(O)VU, (1.7)

kde K () je nenasycend hydraulické vodivost. Funkce K (0) je jista redukce nasy-
cené hydraulické vodivosti K. Protoze plati 6 = 0(v), lze psat K = K(v). Vztah
zévislosti K a 6 vyjadiime Mualemovou funkei [13] a zkombinovanim s funkei van

Genuchtena (1.2)) ziskdme vztah

1— 7a,¢,mn 1+ 7&1&“ —m\2
Ks( ( (1)+(,(aw)(n)m/g ) ) pI'O ¢ é 0

K, pro ¢ > 0,

K(y) = { (1.8)

kde parametry jsou jako vyse.



1.4 Richardsova rovnice

Nyni dosadime do rovnice (1.1)) za funkci V' funkci 9 z (1.3)) a za tok q
z Darcyho-Buckinghamova zakona (1.7)), ziskdme Richardsovu rovnici ve tvaru

a%(;p) —V - (K({)VV) =0, (1.9)

kde funkce K, ¥ a 9 jsou znamé funkce ze vztaha (1.8)), (L.6) a (1.3) a ¥ je

hledané funkce.
V této praci se zabyvame pouze jednodimenzionalni ilohou {2 C R, kde oblast
je vodorovna (z = const), tedy
oy 0z Oy

VU= V(42 =V V= e 20

a rovnice ((1.9) tak prejde do tvaru

UL (K(@Zﬁ) —0 vOx(07) (1.10)

Rovnici budeme uvazovat v asoprostorové oblasti 2 x (0,7, kde 2 :=
(0, L), L > 0 je jednodimenzionalni prostorova oblast a 7' > 0 ptedstavuje finalni
fyzikalni ¢as. Hledana funkce je tedy ¢ = ¢(z,t) : [0, L] x [0, T] — R. Tuto rovnici
je potreba doplnit poc¢atecnimi a okrajovymi podminkami. Pocatecni podminku
uvazujeme ve tvaru

Y(x,0) = y(x), x €0, L], (1.11)

kde 1y je dana funkce predstavujici poc¢atecni nasyceni prostiedi.
Déle uvazujeme smisenou okrajovou podminku, konkrétné

V(0,t) =vp, te(0,T), (1.12)
?ﬁ(L,t)zo, Le (0,7, (1.13)

kde ¥p € R je dano. Hodnota ¢p muze zaviset téz na case, ale pro jednodu-
chost ji bereme jako konstantu. Dirichletova podminka fyzikalné odpovida
tlaku tekutiny v x = 0 a homogenni Neumannova podminka pak nepro-
stupnosti tekutiny bodem =z = L (v bodé (L,T) uvazujeme v podmince (|1.13])
jednostrannou derivaci zleva).

Bude-li ¢yp > to(x), © € [0,L] tak lze ocekéavat, ze hodnota feseni bude
postupné narustat pro rostouci ¢as t € (0,7] az se Teseni ustéli na hodnoté
Y(x,t) =p pro x € [0, L] a dostateéné vysoké t.

Definice 1.4.1. Rekneme, Ze funkce 1 : [0, L] x [0, T] — R je (klasickijm) resenim
zjednodusené Richardsovy rovnice pokud

1. 4 € C*((0, L) x (0,T)),
2. 1 spliuje rovnici (1.10)),



3. 1 spliuje pocdtecni podminku ((1.11)),
4. ¥ spliuje okrajové podminky (1.12])—(1.13)),
kde funkce ¥ a K jsou ddny materidlovymi vztahy (1.2)—(1.3) a (1.8).

Otézka existence a jednoznacnosti je pomérné slozita. Jednak se misto klasic-
kého Teseni zavadi pojem slabého feseni, kde se uvazuji tzv. zobecnéné derivace.
Ale i v tomto pripadé neni ditkaz existence feseni jednoduchy, tyto otazky byly
studovany napt. v [1], [16], [I7]. Vzhledem k tomu, Ze tato problematika vyrazné
presahuje uroven bakalarské prace, tak se ji dale zabyvat nebudeme.

V nasledujici kapitole se budeme zabyvat numerickym fesenim tlohy ((1.10)—
(1.13).



2. Numerické reseni Richardsovy
rovnice

V této kapitole popiseme zptusob hledani priblizného reseni tlohy dané Defi-
nici pomoci metody konec¢nych diferenci.

2.1 Metoda konec¢nych diferenci

Necht h > 0 je prostorovy krok a 7 > 0 je casovy krok. V oblasti [0, L] x [0, T]
zavedeme sif s uzly

(.Ti,tj), €T; = Zh € [O,L], t]’ = jT € [O,T],

proi=0,....Naj=0,..., M, kde Ny M eNaxy=L,ty,=T.

Hodnotu hledané funkce ¢ (x, t) aproximujeme v bodech sité (z;,¢;) hodnotami
Vi; = (xi,t;),1=0,...,N,j=0,..., M. Déle budeme pouzivat symbol ;11-
pro ,poloviéni“ uzly, tedy

Tiv1 + T Ti1+ T

Tiy1/2 = 5 ) Ti—1/2 = 9

pro prislusné indexy i, pro které maji tyto vyrazy smysl.

Zakladni myslenka metody konecnych diferenci (nebo-li téz metody siti) je
aproximace derivaci pomoci kone¢nych diferenci. Takze napiiklad parcialni deri-
vaci funkce ¢ v bodé (z;,t;) podle z mizeme aproximovat pomoci

OY(wi,t5) g1y — iy (i ty) iy — Yi-1,
ar h nebo ar ho

(2.1)

v prvém piipadé hovorime o pravé diferenci a v druhém pripadé o levé diferenci.
Aproximace jsou aproximace prvniho fddu, é-li chyba této aproximace je
timérnd O(h), viz napt. [I8]. Aproximaci druhého fddu presnosti (O(h?)) pak lze
dostat pomoci tzv. centralnich diferenci, napr.

OV (Tig1/2,t5) ~ Yig1,j — Vij
ox h )

Derivace vyssiho radu pak aproximujeme prirozené jako diference aproximaci
derivaci nizsiho radu.
Stejnym zpusobem jako v (2.1) mizeme aproximovat i ¢asové derivace:

oY(xi,t;) ~ Vi1 — Vi nebo oY(x;i,t;) ~ Vi — Vi
ot T ot T ’

(2.2)

kde hovorime o dopredné a zpétné ¢asové diferenci.

Pouziti dopredné casové diference je jednodussi z hlediska implementace, je-
likoZ vede na tzv. explicitni schéma (diskretizaci), kdy nezndmé hodnoty feseni
na casové vrstvé t; zdvisi pouze na hodnotach z predeslé vrstvy t;_;. Nezndmé
hodnoty Teseni pak snadno vypocitame z jednoduchych algebraickych vztaht.
Nicméné velkou nevyhodou explicitni diskretizace je nutnost volby velmi malého

7



casového kroku 7. Pro linearni tilohu plati, Ze schéma je numericky stabilni, pokud
7 = O(h?). Z tohoto diivodu je vypocet velice neefektivni.

Na druhou stranu, pouziti zpétné casové diference vede na tzv. implicitni
schéma, kdy stabilita je zarucena v principu pro libovolné velké ¢asové kroky. To
je velice vyhodné pro modelovani proudéni v poréznim prostiedi, jelikoz se jedna
typicky o velice pomalé jevy. Pfi pouziti implicitni diskretizace jsou neznamé
hodnoty feseni na Casové vrstvé ¢; vzdjemné provazény algebraickymi vztahy
a tedy na kazdé casové hladiné musime fesit soustavu nelinearnich algebraickych
rovnic (nebot rovnice z&visi nelinearné na ).

Jednou z moznosti, jak se vyhnout feSeni nelinearnich algebraickych rovnic,
je jeji linearizace, kdy nelinedrni zavislosti diskretizujeme explicitné a linearni
implicitné. V tomto pripadé na kazdé c¢asové hladiné musime Tesit soustavu pouze
linearnich algebraickych rovnic. Pak hovorime o tzv. semi-implicitni metodé. Lize
ocekavat, ze absolutni volnost ve volbé délky casového kroku nebude zachovana,
ale oproti explicitni diskretizaci bude omezeni vyrazné mensi.

V nésledujicich sekcich popiseme diskretizaci Richardsovy rovnice pomoci
semi-implicitni metody.

2.2 Casova diskretizace

Clen s ¢asovou derivaci v rovnici ([1.10)) aproximujeme tedy zpétnou diferenci
pomoci

0 (a1 (90 )~ H ity — 7)) 23)
= 2 (0t ~ (i)
R 71_<19(¢”) —ﬁ(@bi’j_l)), 1=1,....N—-1,5=1,... .M.

V poslednim ¢lenu se objevuje nelinearni zavislost na ¢lenu ; ; (z nové ne-
znamé hladiny ¢;). Abychom se vyhnuli této nelinedrni zavislosti, provedeme li-
nearizaci pomoci Taylorova rozvoje funkce ¥ v bodé 9; ;_1:

V(eh) = I(WPij1) + 0 (Wij-1) (W — i)

a tedy
V(thig) = (1) + 0 (Wij-1) Wiy — Yij-1). (2.4)
Po dosazeni do dostaneme vyraz
09 1 ,
g;p)(xi, tj) ~ — (19(%'4‘1) + (Vi) (ij — Vi) — 19(7%'1)) (2.5)

= 71_<19/<wi,j1)(wi,j - wi,j1)>’

ktery jiz zavisi na 1); ; pouze linearné.



2.3 Prostorova diskretizace

Prostorovou derivaci v bodech (x;, t;) budeme aproximovat centralni diferenci
v ,polovicnich® uzlech ;/2, tedy

o (Kt 25 (26)
<t (R0 D) gy )
kde dale pouzijeme aproximace ve tvaru
a¢(xi+1/27 t]) ~ w(xi—i-h t]) - 1/)(1’,, t]) (2 7)
ox h ’ '
OV(i12,t5) (@i, t;) — (w1, 1)
e 2 - : (2.8)

Hodnoty 911/2; v argumentech funkce K pak aproximujeme pomoci aritme-
tického praméru ;12 ~ (Vi + Yiy1,5)/2, tedy

Vij + it
K(p(@iv1j2, 1)) = K(Yiz1y2,) = K( ’ 5 . (2.9)
a
Yic1y + ¥y
K0 t) & Ky ~ K (P2250) 0 )
Pro prehlednost oznacime
KR = K <¢J+¢+u> W KL - K <W> . (2.11)
i, 9 2y, 2
Dosazenim aproximaci (2.7)—(2.11]) do vztahu (2.6 dostaneme
LK (p(ay, ) LAT0 ) 2.12
2 (Ktuta 02t 212
1 Viv1,; — Vi Vij — i1
~_— KR »J 5] _ KL )] 5]
h < 2y} h 2y} h

1
=2 (ng (i1 — Vig) — K (Wi — ¢i_1,j)>.

2.4 Celkova casoprostorova diskretizace

Nejprve uvedme vyslednou ¢asoprostorovou diskretizaci Richardsovy rovnice
1.10)) pomoci plné implicitni metody konec¢nych diferenci. Vyuzitim aproximaci

2.3) a (2.12) dostaneme

_ 0(W(xity) 0 oW O(i )
0= P - D (o) ) (213
~ V(¥hiy) = V(hij—1) K (igry — vig) — K5 (i — vic1j)

T h? ’



proi=1,.... N—1laj=1,...,M, kde Kfj a K,L»Ijj jsou dany vztahy .
Prava strana vztahu zévisi nelinedrné na hodnotach ¢, ;, i = 0,..., N,
coz vede na nutnost Teseni soustavy nelinearnich algebraickych rovnic na kazdé
¢asové vrstve, viz diskuse v sekei [2.1]

Jednou z moznosti, jak se vyhnout feSeni soustavy nelinearnich algebraickych
rovnic je vyuziti vhodné linearizace. V nasem pripadé pouzijeme aproximaci
pro casovou diskretizaci a dale v nelinedrnich argumentech funkce K pouzijeme
priblizna teseni z predchozi casové vrstvy. Tak misto dostaneme

_WW(znty) O W O(@is L)
0= BT 9 (K(@b(%t]))ax ) (2.14)
~ 79,(%’,3‘—1)(%4 - 1/%‘,;’—1) . Kif,{j—l(wi+1yj B wm) - KiI:j—l(wi,j - wzel,j)
T h? ’

proi=1,...,N—1laj=1,...,M, kde K}, a K};; jsou dany vztahy

7-]
Kif,{j—l K <wz’,j1 +2”¢z'+1,j1> 0 KU - K (%‘1,]'1 + wi,j1>

i,7—1 = 2

podobné jako ([2.11)).

2.5 Pocatecni a okrajové podminky

Poslednim krokem k definici priblizného feseni je zahrnuti poc¢atecnich a okra-
jovych podminek ([1.11))—(1.13) do numerického schématu. Vzhledem k pocatecni

podmince (|1.11)) je pfirozené klast
wi,(] = 1/}0(.1’7;), 1= 0,...,N, (215)

kde 1y je dana funkce z ((1.11]).
Déle z Dirichletovy okrajové podminky (1.12)) v bodé x = 0 klademe

¢07j :¢Da j = 1a"'7Ma (216>
kde hodnota 1p je dana z ([1.12)).

Nakonec, pro homogenni Neumannovu podminku (1.13)) v bodé z = L = xy
muzeme pouzit aproximaci

_ O(zn, t;) ~ (N, ) —Plan-1,t)) YN = Ny

0 ox h h

a tedy klademe

Unjg—Uno1; =0,  j=1,...,M. (2.17)

2.6 Definice priblizného reseni

Nyni jiz mizeme prikroc¢it k definici priblizného reseni. Zakladem je aproxi-
mace dand vztahem (2.14) a dale pocatecni a okrajové podminky ([2.15]), (2.16]
2 217,
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Definice 2.6.1. Necht mnoZina uzli (x;,t;), i = 0,...,N, j =0,...,M pred-
stavuje deleni casoprostorové oblasti [0, L] x [0,T] s kroky h = L/n a 7 =T/M.
Pak mnoZinu hodnot; ; e R ,1=0,...,N,j7=0,..., M nazveme pribliznym fe-
Ssenim Richardsovy rovnice pomoci semi-implicitni diskretizace prdvé tehdy, kdyz
splnugi vztahy

O Wij) Wiy —ija) B Wiy — Yig) — Ko (i — vicrg)

T h2 =0
i=1,....,N—1,j=1,..., M, (2.18)
Vi = o(w;), 1=0,...,N, (2.19)
Yo, = Vb, j=1...,M, (2.20)
Unj—Un-1,; =0,  j=1,... M. (2.21)

Vztahy ([2.18)—(2.21) odpovidaji celkové M soustavam linedrnich algebraic-
kych rovnic (tedy pro j = 1,..., M), kde kazda soustava m& N rovnic pro N
neznamych, které mizeme psat ve tvaru

kde
Y1 P (W01 + 2 KT o
(% 29 (o 51251
l].j = : y b] - : 9
UN-_1, ' (Yn-1j1) N1
wN,j 0

a A je tri-diagonalni matice
APt A 00 0 . 0
21 422 423
A7 AP A 0
3,1 432 433
0 Ay A7 A

0 0 0 0 A§v71,N72 A;\ffl,Nfl A;'Vfl,N

0 -1 1

se ¢leny matice

A;’Z = %ﬁ’(@bi’j_l) + ]712 (Kilz,{j—l + Kinj—l) ) i=1,...,N—1,
A;}Z’—lz_%[(! i=2,...,N—1,

7'7.]_1’
o ,
Ay = LK, i=1,...,N—1.

i,j—1

Diky jednoduchému tvaru matice A je soustava ([2.22)) snadno fesitelna techni-
kami numerické linearni algebry. Na druhou stranu, existence feseni této rovnice
neni garantovana, jelikoz regularita matice A neni zarucena.
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Pro linearni pripad ¥ = const > 0 a K = const > 0 plati, Ze matice A je
diagondlne dominantni, tedy

N

AV >3 AY), i=1,...,N, (2.23)
k=1
ki

ze které lze dokéazat regularitu matice A.
V nelinedrnim pripadé bude vlastnost (2.23)) platit, pokud

(i) cleny K | a K[, si budou blizké,
(i) J'(¥ij-1) = 0.

Obé podminky zavisi na materidlovych vztazich a jejich pripadné nesplnéni lze
jesté ,zachranit® volbou dostateéné malych h a 7. Detailni analyza existence
feseni presahuje zadani této bakalarské prace.
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3. Implementace metody

Numerické feseni tlohy — odvozené v prechodzi kapitole jako sou-
stava linedrnich rovnic budeme Tesit v programu Matlab. K tomu pottebu-
jeme specifikovat podminky a a materialové konstanty ve funkcich
¥ a K. Tyto konstanty se lis{ v zavislosti na poréznim materidlu. Zde budeme
uvazovat rovnici (1.10)) pro dva porézni materialy, konkrétné stérk a jil.

Funkci 1y reprezentujici poc¢atecni nasyceni zvolime pro oba materidly jako
konstatni funkci

Y(x,0) =vo(r) = -2, x€[0,L]
a hodnotu ¥ p zvolime jako
P0t)=vp=2, te(0,7T).

Z fyzikalni podstaty problému, lezi hodnoty pfresného feseni v intervalu [—2,2].
Materialové konstanty ve funkcich 6 a K v konstitu¢nich vztazich (1.2]) a (1.8)
uvedeme v nasledujici tabulce:

konstanta [jednotka] | stérk | jil
a [m™!] 2 0.8

m [-] 0.291 | 0.167

n -] 141 | 1.2

6, [-] 0.43 | 0.38

0, [] 0.01 | 0.06

S, [m™] 0.01 | 0.01

K, [m/den)] 7.128 | 0.048

Tabulka 3.1: Materidlové konstanty.

V definici pfiblizného feseni (2.18)) se vyskytuje derivace funkce ¢, kterou tedy
budeme pottebovat k vypoctu. Z kapitoly mame
0, + 7(1“9_5;?/)”)”1 + ‘gf Y _6(s)ds pro ¢ <0,
W) =
0, + ;i: fiﬁoo 0(s)ds pro ¢ > 0.

Poznamka. Integral v definici funkce 9 neni obecné konecny. Matematicky ko-
rekinéjsi by bylo uvaZovat dolni mez integrilu jako zdporné cislo c. Vzhledem
k tomu, Ze tento integrdl v Richardsové rovnici derivujeme, tak nezdleZi na volbé
c. Z tohoto duvodu se v inZenyrské praxi pouZivd formdlni volba hodnoty ¢ jako
—00.

Z van Genuchtenovy formule [11] mame lim,_, o 0(¢)) = 6,. Pak tedy for-
mélné dostavame

d %
W /_Oo 8(s)ds = 0(s)) — 6,.

13



Vzhledem k tomu, Ze hodnota rezidualni vlhkosti 6, je mnohem mensi nez-li 6,
tak se tento ¢len v predchozim vztahu obvykle zanedbava (pro nékteré materialy
byva i nulovy).

Derivace funkce 9 je tedy

0s—0,)ymna(—a)*1 s
( (1+27a¢)(”)m1/}+)1 + % 0(¢) proy <0,

V() =
o 0(v) pro 4 > 0.
A po tupravé dostaneme

0s—0,)ymna(—ay)*1 s
( (1+2—a¢)(n)m1@1 + *g—; 0(¢) proy <0,

Ss pro ¢ > 0,
coz je tvar, ktery budeme pouzivat v programu Matlab.

Nyni pro kazdé 7 = 1,..., M zname vSechny hodnoty v soustavé linedrnich
rovnic (2.22)), kterou lze snadno vyresit, napiiklad pomoci vestavéné funkce ,\“.
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4. Numerické vysledky

V této kapitole uvedeme nékolik numerickych experimenti reseni tlohy —
s riznymi casovymi a prostorovymi kroky a pro dva vyse zminované po-
rézni materialy. Uvazujeme Gasoprostorovou oblast [0, L] x [0, T]. Casovy krok 7
volime v zavislosti na prostorovém kroku A pomoci vzorce 7 = %. Tato volba
nam zarucuje stabilitu numerické metody. Pro delsi casové kroky 7 ~ % je me-
toda nestabilni, coZ je zptsobeno pouzitim (pouze) semi-implicitni diskretizace
vzhledem k ¢asu. Na druhou stranu je znamo, ze plné explicitni metoda vyzaduje
volbu 7 = O(h?). Prostorovy krok h jsme zvolili vztahem h = 5%, kde N = 10,

9N’
N =100 a N = 1000.

4.1 Stérk

Pro tento pripad uvazujeme c¢asoprostorovou oblast s velikosti L = 0.5 a T =
1.75. Obréazky [£.TH4.3| ukazuji numerické feseni této tlohy pro stérk s N = 10, 100
a 1000 pro riznych casové hladiny. Levy obrazek je feseni v celé oblasti [0, L]
a pravy obrazek pak detail pobliz vstupni ¢asti x = 0.

Pribéh nasavani vody stérkem

n
-
5]

kapilami tlak v bodé x
(=)

winmmo W

© Cooomo

N - —————

0 0.1 0.2 0.3 0.4

o

Obrazek 4.1: Numerické feseni Richardsovy rovnice pro stérk s N = 10.
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Priabéh nasavani vody stérkem

\

[h%]
=3
n
-
~

kapilami tlak v bodé x
o =
= w —_ o

-0.5 t=12
-1 t=1.0
t=08
} t=07
2 t=05
t=03

g t=0

0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35 04 045
X

Obréazek 4.2: Numerické feseni Richardsovy rovnice pro stérk s N = 100.

Pribéh nasavani vody stérkem

-0.5
- o
t=08
t=07
= t=05
t=03
2 t=0
0 0.10 0.20 0.30 0.40 0.5
X

Obrazek 4.3: Numerické reseni Richardsovy rovnice pro stérk s N = 1000.

kapilami tlak v bodé x
o s
o (4] = (4]
W
5

Numerické experimenty jsou ve shodé v ocekavanou realitou, tekutina po-
stupné zaplnuje oblast zleva doprava, nejrychleji prirozené v blizkosti z = 0.
Pouzitim jemnéjsi diskretizace dostavame presnéjsi rozlisSeni numerického teseni.
Nicméné pro N = 10 na detailnim snimku vidime ne-monoténni nartst, jenz ne-
odpovida realité, coz je v disledku nedostatecné jemné diskretizace. Pro vétsi N
je jiz tento narust monotonni.

4.2 Jil

Protoze proudéni v jilu je znatelné pomalejsi, tak uvazujeme casoprostorovou

oblast s velikosti L = 0.1 a T' = 1. Obrazky ukazuji numerické reseni této
ulohy pro jil s N = 10,100 a 1000 pro rtznych casové hladiny. Levy obrazek je
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opét FeSeni v celé oblasti [0, L] a pravy obrazek pak detail pobliz vstupni ¢dsti
r=0.

Pribéh nasavani vody jilem

1.5

0.5

t=07
t=06
t=05
t=04
-15 t=03
t=02

kapilami tlak v bodé x
=

2 t=0
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Obréazek 4.4: Numerické feseni Richardsovy rovnice pro jil s N = 10.

Pribéh nasavani vody jilem

2 1=1
15
»
< 1
[=]
=]
> 05
-
[3¥]
-
@
a
I -0.5 t=07
- t=06
t=05
-15 t=04
’ t=03
t=02
-2 t=0
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
X

Obrazek 4.5: Numerické feseni Richardsovy rovnice pro jil s N = 100.
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Prabéh nasavani vody jilem

2 t=1

kapilami tlak v bodé x
=

t=06

t=05
t=0.4
s t=023
t=0.2
2 t=0
0 0.02 0.04 0.06 0.08 041

Obréazek 4.6: Numerické feseni Richardsovy rovnice pro jil s N = 1000.

Opét jsou numerické experimenty jsou ve shodé v ocekavanou realitou, te-
kutina postupné zaplnuje oblast zleva doprava, nejrychleji prirozené v blizkosti
x = 0. Pouzitim jemnéjsi diskretizace dostavame presnéjsi rozliSeni numerického
feseni a pro N = 10 pozorujeme ne-monoténni nartst tekutiny v oblasti. Pro
vetsi N je jiz tento narist monotonni.

4.3 Porovnani proudéni v obou prostredich

Na zavér ukazeme porovnani proudéni v obou uvazovanych poréznich prostre-
dich. Obrézek [4.7] vykresluje obé simulace v jednom grafu. Lze pozorovat, ze voda
jilem proudi pomaleji, coz je ve shodé s praxi. Za cas t = 1.75 voda vyplni kom-
pletné porézni prostiedi tvorené stérkem, na rozdil od jilu, kde skoro cela oblast
zustava nenasycena.
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Pribéh nasavani vody stérkem a jilem

t=1.75

e
o

kapilami tlak v bodé x
o

-0.5
t=1.05

-1
t=087
t=07
15 t=0.52
. 1=0.35
D == —

0 005 010 015 020 025 030 035 040 045 0.5
X

Obréazek 4.7: Porovnani numerického feseni Richardsovy rovnice pro stérk a jil
pro N = 1000.
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Z.aver

V této praci jsme se zabyvali numerickym feseni Richardsovy rovnice popi-
sujici proudéni v jednodimenzionalnim poréznim prostiedi. Rovnici jsme ftesili
pomoci metody konecnych diferenci vzhledem k prostoru a semi-implicitni me-
tody prvého fadu vzhledem k c¢asu. Vysledné tedy reSime pro kazdou casovou
hladinu soustavu linearnich algebraickych rovnic. Metodu jsme implementovali
v prostiedi Matlab a provedli nékolik numerickych experiment pro stérk a jil.
Numerické experimenty jdou ve shodé s intuitivnim ocekavanim. Dale tyto ex-
perimenty ukazuji, ze semi-implicitni metoda je stabilni, ¢asovy krok lze volit ve
tvaru 7 = O(h).
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