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ABSTRAKT

Tato bakalarska prace se zabyva resenim rovinnych geometrickych tloh ponékud
netradicnim zpisobem, a to feSenim pomoci prostorové interpretace.
K prostorovému feSeni je vzdy vyuZzito nékteré z geometrickych téles. Prace je
rozdélena na dvé hlavni ¢asti. V ¢asti prvni vyuzijeme hranaté plochy a télesa,
kterymi jsou hranol a jehlan (a jejich plochy) — podle téchto téles je prace dale délena
na podkapitoly. V podkapitole o hranolu se pojednava o osové afinité mezi dvéma
rovinami — osova afinita je pak pouzita v nasledujicim ditkazu Pohlkeovy véty. Dale
jsou uvedeny konstrukéni alohy, kde v prostorové predstavé vyuzijeme specialni
typy hranolt. V podkapitole o jehlanu zase hovorime o stredové kolineaci, ktera se
nasledné pouziva v Desarguesove vété. Uvedeny jsou také dalsi konstrukeni tlohy
a analogie. Druha ¢ast prace se sousttedi na vyuziti kvadrik v prostorovém reseni —
vtomto pripadé se jedna o kuzel, valec, kruznici a paraboloid. V podkapitole
o kuZelu avalci jsou uvedeny véty Quételetova-Dandelinova a Mongeova, dikaz
vlastnosti té€tivového ctyrihelniku nebo Apolloniova tloha feSend pomoci
cyklografie. Apolloniova tloha je nasledné resena také v dalsich podkapitolach, a to
za pomoci stereografické projekce na sféfe a poté s vyuzitim vlastnosti rota¢niho
paraboloidu. Celad prace je proloZena nizornymi obrazky, které byly vSechny

vytvoreny v programu GeoGebra.
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ABSTRACT

This bachelor thesis deals with solving planar geometric problems in slightly
unusual way, by solving it with the use of spatial interpretation. Various geometric
solids are used for spatial solutions. The thesis is divided into two main parts. The
first chapter deals with prismatic and pyramidal surfaces and solids and is further
subdivided into corresponding parts. The subchapter about the prisms discusses an
axial affinity between two planes, which is applied to the following proof of Pohlke’s
theorem. Constructions with special types of prisms are used in spatial
visualizations. In the subchapter about the pyramid we describe a central
collineation, that is subsequently used in the Desargues’s theorem. Further on, some
constructions and analogies are also presented. The second part of the thesis is
focused on the use of quadrics in spatial solutions — particularly we consider a cone,
a cylinder, a sphere and a paraboloid. The theorem of Quételet-Dandelin, Monge's
theorem, cyclic quadrilateral or cyclographic solution of the Apollonius' problem are
presented in the subchapter about the cone and the cylinder. The Apollonius'
problem is subsequently solved in next subchapters with the use of stereographic
projection on the sphere and by using the properties of a rotary paraboloid. The
entire thesis is supplemented with illustrative figures, all of them were created in

the program GeoGebra.
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Uvod

Tato bakalarska prace shromazduje rtzné geometrické wlohy a dikazy
z planimetrie, které vyuzivaji ve svém feSeni nebo dokazovani prostorovou
predstavu. Také jsou uvedeny nékteré prostorové analogie planimetrickych vét
avztahl. V riznych matematickych ucebnicich se feseni za pomoci prostoru
u ojedinélych rovinnych tloh objevuje, nicméné publikaci shromazdujicich prave
tyto ulohy je nedostatek. Jednou z publikaci, ktera na toto téma jiz existuje, je

Holubéarova kniha [1], ze které ve své praci také ¢erpam.

Cilem mé prace je tedy vytvorit piehlednou publikaci o rovinnych tlohach, které ke
svému feSeni mohou vyuzivat prostorovou predstavu — propojim tak planimetrii
a stereometrii na konkrétnich prikladech. Jednd se o syntetické teSeni
konstrukénich aloh, prostorové diikazy vybranych planimetrickych vét a zobecnéni
nékterych rovinnych vztahii do trojrozmérného prostoru. Vybrané pripady a diikazy
jsou rozttizeny do kategorii podle toho, které geometrické téleso ¢i plocha je

v prostorovém teSeni vyuzito.

Pro prehlednost je prace samotna rozdélena do dvou hlavnich ¢asti — v prvni z nich
se objevuji priklady zahrnujici hranaté plochy a t€lesa, druha soustred’uje priklady,
kde jsou vyuzity kvadriky. Kazda z ¢asti je dale délena na kapitoly podle konkrétnich

téles.

V casti prvni se vyskytuji dvé kapitoly, jedna pojednava o piikladech feSenych
pomoci hranolu (hranolové plochy), druha vyuziva jehlanu (jehlanové plochy).
Ctenaf se tak seznami se zobrazenimi, jako jsou osové afinita u hranolu nebo
stfedova kolineace u jehlanu, zminéna jsou i dalsi zobrazeni z nich odvozena. Dale
lze nahlédnout do prostorovych dikazi Pohlkeovy nebo Desarguesovy véty,
do prostorového TteSeni neékterych konstrukénich wuloh nebo se seznamit
s prostorovou analogii Pythagorovy véty ¢i se vztahem obsahu trojuhelnika

s objemem jehlanu.

Druha cast obsahuje kapitoly tii — prvni zahrnuje kuzel a valec, druha hovori
o prikladech tykajicich se sféry a v posledni pri reSeni uvazujeme paraboloid. V této
casti se Ctenar sezndmi s odvozenim kuzeloseéek pomoci kuzelu a valce diky

Quételetové-Dandelinové vété, dale nahlédne do prostorovych dikazt véty



Mongeovy nebo o vlastnostech tétivového étyrihelniku. Co se tyka konkrétnich
uloh, je zde reSena Apolloniova tloha pomoci cyklografie (vyuziti kuzelové plochy),
stereografické projekce (vyuziti sféry) nebo za pomoci rotaéniho paraboloidu.

V praci predpokladame zakladni znalost jiz zminénych geometrickych téles a ploch.

Téma této prace je zajimavé predevsim z hlediska propojovani dvou zdanlivé
odlisnych oblasti geometrie. Toto téma mne zaujalo z diivodu, Ze se jedna praveé
o hledani souvislosti tam, kde to nemusi byt zcela zfejmé na prvni pohled — proto
jsem se také rozhodla takovou praci vypracovat. Planimetrie a stereometrie byvaji
casto oddélovany, obzvlast ve vyuce na stiednich Skoldch — studentim pak mnohé
souvislosti mohou chybét, coz je Skoda. KdyZ ovSem uvazujeme, Ze trojrozmérnym
prostorem geometrie nekoncéi a je mozné pokracovat dale do vyssich dimenzi, zacina
byt zfejmé, Ze mezi jednotlivymi dimenzemi existuji uzké vztahy a analogie.
Prostorova interpretace rovinnych atvari a tloh se pak stdvd mnohem prirozenéjsi.
Uvazujme naptiklad bod, ktery v rovinném pojeti neni ni¢im jinym nez bodem.
V prostorové interpretaci se ovSem miiZe jednat o kolmy primeér primky ¢i tisecky,
ktera je za bodem ,schovana®. Stejné tak lze za primkou vidét rovinu, za ¢tvercem
krychli nebo za kruZznici sféru. Na rovinné objekty se tak Ize divat jako na pruméty
do roviny néjakého télesa v prostoru, které je ukryto za rovinnym objektem neboli
hloubéji uvnitt n€j. Podobné je pak mozné predstavit si za rovinou cely prostor a za
télesy v prostoru objekty ¢tvrté dimenze, kterou se ale v této praci zabyvat

nebudeme. V této motivaci jsem se inspirovala z ¢lanku [33].

Prace je urcena pro studenty vysokych, piipadné stiednich skol k propojeni
souvislosti v oblasti syntetické geometrie, dale mize byt inspiraci ve vyuce

geometrie pro pedagogy na strednich skolach.



1 Hranaté plochy a télesa

7 Y2

V prvni ¢asti této prace se budeme zabyvat takovymi tilohami, které ke svému feseni

vyuzivaji hranaté plochy a télesa.

Jedna se konkrétné o hranolovou plochu a hranol, pod néjz patii napriklad
i rovnobéznostén a krychle — tato télesa jsou obsahem prvni kapitoly. Druha
kapitola této casti obsahuje zase jehlanovou plocha a jehlan, ktery zahrnuje také

CtyT'stén.

1.1 Hranol

Na uvod této kapitoly budeme hovorit o osové afinité, ktera se nasledné objevuje
v Pohlkeové vété. Dale kapitola zahrnuje tlohu o kruhové inverzi, ve které vyuzijeme

k feSeni rovnobé€znostén, a nakonec uvedeme tlohu v krychli.

1.1.1 Osova afinita

Na zacatek prace se pojdme seznamit s osovou afinitou a ukazme si, jak ndm
prostorova predstava miize pomoci v pochopeni toho, jak osova afinita funguje.
O tomto zobrazeni lze totiz hovorit nejen v ramci roviny, ale také v prostoru mezi

dvéma rovinami.

S osovou afinitou v prostoru se setkdvame bézné, mozna aniz si to uvédomujeme.
Vezméme si napiiklad naklonénou tenkou desku opfenou o zem, ktera vrha stin.
Slunec¢ni paprsky povazujeme za vzajemné rovnobézné. Mezi deskou a jejim stinem
pak mtizeme vidét vztah osové afinity. Osou této afinity je hrana desky optena o zem,
ktera je zaroven shodna s jednou hranou stinu — jedna se o priise¢nici roviny zemé
a roviny, ve které deska lezi. Spojnice kazdého z rohti desky s prislu§nym rohem
stinu jsou primky rovnobézné se slune¢nimi paprsky. Pravé tento smeér paprsku je
smeérem nasi afinity, tudiz je v tomto sméru zobrazen i kazdy jiny bod desky na zem

(Obrazek 1.1, inspirovan [8, s. 16]).
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Obrazek 1.1 - Priklad osové afinity v bézném zivoté

Pozn.: V nasem pripadé, kdy rohy desky A a B leZi na ose afinity (jsou samodruzné)
a desku tvorti rovnobéznik, se spojnice zbyvajicich dvou vrcholti neprotne s osou. Pro

konstrukei obrazti téchto vrcholti je proto tieba pouZit rovnobéznost.

Dalsim prikladem muzZe byt fez hranolu!, kdy se vrcholy podstavy zobrazi na
priseciky fezu s hranami hranolu. Vtomto piipadé je smérem afinity smér
(svislych) hran hranolu a osou afinity je prisecnice roviny fezu s rovinou podstavy.

Pojd'me si tedy nyni osovou afinitu mezi dvéma rovinami zavést.

Definice 1. Jsou dany dvé riiznobézné roviny p:, p- s prisecnici o a primka s,
ktera neni rovnobézna ani s jednou z rovin. Priradime body (piimky) z roviny p:
bodiim (primkam) z roviny p- nasledovné:

» Kazda spojnice afinné sdruzenych bodii (neboli odpovidajicich si bodii vzor —
obraz) je rovnobézna s piimkou s

» Pokud existuji priseciky dvojic afinné sdruZzenych primek, pak lezi na ose
afinity o

» Body na primce se zobrazi také na body na primce

1V obecném piipadeé se jedna o hranolovou plochu — neni podstatné, zda nékterou z rovin, ve kterych
leZi vzory a obrazy, vinimame jako podstavu hranolu ¢i jako fez hranolové plochy.

11



Toto zobrazeni nazveme osovou afinitou mezi dvéma riznobéznymi rovinami,

primka s udava smeér afinity a piimka o je jeji osou.
Cerpano z [8, s. 17] a [29, s. 104—105] a [9].
Nejcastéji se afinita zadava pravé pomoci osy, smeéru a dvojice sdruzenych bodi.

Jak nyni pomoci této prostorové definice ziskat osovou afinitu v roviné? Staci nam
si zvolit rovinu st a smér s — vtomto sméru pak osovou afinitu mezi rovinami
rovnobézné promitneme do roviny s, ktera se stava primeétnou (Obrazek 1.2).
Rovinu a smér si ovS§em nelze zvolit zcela libovolné. Pro smeér s plati, Ze nesmi byt
stejny jako smér afinity s. V tomto pripadé by se totiz jednalo o identitu — vzory by
splynuly s obrazy. Dale nesmi smér byt rovnobé€zny ani s jednou z rovin p:, p». Pti
volbé roviny 7 si musime pouze dat pozor na to, aby nebyla rovnobézn4 se zvolenym
smeérem sz — to by se ndm body a primKky, které udavaji afinitu v prostoru, v podstaté
nemeély kam zobrazit. Osa afinity o se promitne na osu o', a stejné tak se vzor A;
a obraz A. promitnou na body A:' a A>'. Tyto body ndm udavaji noveé vznikly smér s'.
Takto nam pomoci promitani v prostoru vznikla osova afinita v roviné (;r), zadana

osou o', smérem s’ a dvojici sdruzenych bodi A;', A-".

Obrézek 1.2 - Promitani osové afinity v prostoru do roviny
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Jiny zplisob pro ziskani osové afinity v roviné je pomoci slozeni dvou osovych afinit
mezi dvéma rovinami se spolecnou osou afinity [9]. Uvazujme jednu osovou afinitu
se smérem s; mezi rovinami a, a’' (A — A') a druhou afinitu se smérem s- mezi
rovinamia’, a" (A' — A"). VSechny tTi roviny se protinaji v jediné piimce o, spole¢né
ose obou afinit. Pokud dané afinity sloZime, dostaneme dalsi osovou afinitu, a to
afinitu mezi rovinami a, a”"(A— A") snovym smeérem sj3. V pripadé, Ze by
roviny a a a" byly totozné, vnikne timto sloZzenim afinit pravé nami pozadovana

osova afinita v roviné (Obrazek 1.3).

Praktické vyuziti osové afinity v prostoru najdeme zejména piti fezech hranold

a véalci, coz také vyuZijeme v této praci.

Obrazek 1.3 - Osova afinita v roviné skladanim dvou afinit mezi rovinami

1.1.2 Pohlkeova véta

Nyni budeme hovoftit o Pohlkeoveé vété. Pti jejim dokazovani, potazmo i v samotném
jejim znéni se objevuje rovnobézné promitani a vztah jiz zminéné osové afinity, ktera

miiZe byt pravé pomoci tohoto promitani interpretovana (feseno v kapitole 1.2.3).
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Karl Pohlke byl profesorem deskriptivni geometrie na technické vysoké Skole
v Berliné a Zil vletech 1810—1876. Pohlkeova véta mtize byt ptikladem toho, kdy
jekjejimu dikazu a vpodstaté i ve vété samotné vyuzita predstava néjakého
geometrického télesa, v tomto pripadé€ hranolu ¢i hranolové plochy. Tato véta je také
nazyvana zakladni vétou Sikmé axonometrie a poprvé byla publikovana bez diikazu
v Pohlkeové publikaci Deskriptivni geometrie v roce 1860. Jedna z formulaci véty je

nasleduji [22]:

Véta 1 (Pohlkeova). Vrcholy kazdého rovinného ¢tyiiihelniku miizeme povazovat
za rovnobézny primét vrcholil ¢tyrsténu, ktery je podobnyj libovolnému zvolenému

Ctyrsténu. Jinak ieceno, ¢tyiithelnik je pritmeétem ctyrsténu libovolného tvaru.
Véta byva mnohdy také vyslovena odliSnym zptisobem, naptiklad takto:

Véta 1 (Pohlkeova, varianta 2). T¥i tisecky libovolné délky v roviné (priimétnée)
vedoucti ze spolecného bodu a majici mezi sebou libovolné tihly tvoii rovnobézny
priimeét tirech stejné dlouhyjch usecek na souradnicovych osach vedoucich z pocatku
soustavy. Zaroven plati, Zze pouze jedna z tisecCek ¢i uhli se miize vytratit, tzn. Ze

nejuyse dve usecky spolu mohou splynout [13].

Tuto formulaci véty je mozné interpretovat tak, Ze tise¢ky v roviné jsou priméty

trech hran krychle sbihajicich se v jednom vrcholu [37, s. 297].

Bylo uvedeno také obecnéjsi tvrzeni Pohlkeovy véty, které dokazoval napriklad
T. Reye a H. Schwarz [22]: Libovolné tri komplandrni iisecky (leZici v jedné roviné)
O'X', O'Y' a O'Z' takové, ze nejuyse tii z bodil jsou kolinedrni, je mozné povazovat
za rovnobézny) prumét trech tisecek OX, OY a OZ, které nelezi v jedné roviné a pro

které jsou znamé vzajemné ithly a poméry jejich délek.

Co se tyka diikazu Pohlkeovy véty, tak jeji autor v prvnim vydani své prvni publikace
uvedl, Ze elementarni diikaz pravdépodobné neexistuje a bude odlozen do druhého
svazku ucebnice. OvSem jeSté pred druhym vydanim prvniho svazku byly znamy
alespon tii elementarni diikazy a mnohé rizné dal$i potom nasledovaly [22].

V nékolika pripadech $lo také o diikaz zevSeobecnéné véty pro Sikmy systém
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Obrazek 1.4 - Dany ¢étyrthelnik pro dikaz
Pohlkeovy véty

Obrazek 1.5 - Dlikaz Pohlkeovy véty

souradnicovych os. Prvni precizni elementarni ditkaz predstavil Hermann Schwarz
(1843-1921), jehoZjméno se stalo v souvislosti s touto vétou vyznamnym, a dokonce

je nékdy véta uvadéna pod nazvem Pohlkeova-Schwarzova véta.

V této praci se podivame na princip pravé Schwarzova elementarniho diikazu, ktery
je Cerpan z [22], a inspirovan z ptivodniho Schwarzova dila [21]. Také lze tuto vétu

s diikazem najit v [37, s. 206—299].

Diikaz. Ke zvolenému diikazu vyuzijeme nasleduji lemma, které v roce 1811 poprvé

dokazal Simon L’Huilier (1750—-1840):

Lemma 1. Ke kazdé trojboké hranolové plose existuje takova rovina, ze rezem
hranolové plochy touto rovinou (¢i jejim prunikem s rovinou) je trojuhelnik

podobny libovolnému predem zvolenému trojuhelniku [22].
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Jinak mtiZeme Tici, Ze na kazdé hranolové plose existuji vSechny typy trojahelniki.
Néaznak diikazu tohoto lemmatu uvadi napf. Schwarz [21] a také je dokazano
v [37, s. 164—165]. Tam se diikaz provadi pomoci kétového promitani, které je nad
ramec této prace, proto zde uvadime pouze odkaz. Diisledkem lemmatu je tvrzeni,
Ze také na kazdé ¢tyirboké hranolové plose existuje takova rovina, ze fezem plochy
touto rovinou je ¢tyruhelnik podobny libovolnému predem danému ctyrahelniku.
ReSeni tohoto déisledku pro étyfthelnik lze provést stejné, jako predtim pro
trojuhelnik (tvotfeny tfemi vrcholy ¢tyrahelniku) — pro predem dany ctyriahelnik
ovSem musi platit, ze délici poméry priise¢iku uhlopric¢ek vzhledem k vrcholiim jsou
stejné, jako u étyruhelniku udavajiciho hranolovou plochu [37, s. 165] (viz dale

v dikazu).

Pro potieby naseho diikazu vhodné upravime znéni piivodni véty (Véta 1), ovSem
tvrzeni zlstane nadale ekvivalentni: Obrazem vrcholit libovolné zvoleného
Ctyrsténu ABCD v néjakém (Stkmém) rovnobézném promitani do roviny mohou
vzdy byt vrcholy ctyiihelniku AiB:CiD:, ktery je podobny predem danému
étyruhelniku A"B"C"D" (Obrazek 1.4) [22]. Pokud tedy existuje promitani, které
splnuje pozadované vlastnosti, pak je v predpokladaném c¢tyiahelniku A:B:CiD:
(jeho vrcholy jsou priméty vrchold ctyrsténu) prisecik thlopricek A:C: N B:D:
primétem dvou bodii lezZicich na mimobéznych hranéch étyrsténu. Oznaéme M, bod
strany A:C: a N: bod strany BiD,, pfi¢emz tedy M:= Ni. Oznaéme dale v predem
zvoleném Ctyrahelniku prisecik thlopricek M'" = N" a body na hranach ¢tyrsténu,
které se promitnou na prisecéik thlopricek, oznacme M € AB a N € BD (znaceni dle
obrazkid 1.4 a 1.5). Diky podobnosti ¢tyfahelnika plati nasledujici rovnosti mezi
délicimi poméry: (A:Ci; M1) = (A"C"; M") a (BiDy; N1) = (B"D"; N"). Zaroven diky
funkénosti osové afinity plati vztahy: (A:Ci; M1) = (AC; M) a (B:Dy; N1) = (BD; N).
Pokud tedy sestrojime na ¢tyrsténu body M a N tak, ze se d€lici poméry bodt ve
Ctyf'sténu rovnaji délicim pomériim bodu ve zvoleném c¢tyrthelniku nasledovné:
(AC;M) = (A"C";M") a (BD;N) = (B"D"; N"), pak je smérem afinity neboli
rovnobézného promitani pozadovanych vlastnosti prave primka urcena body M a N
(Obrazek 1.5). Pfimky tohoto rovnobézného promitani, kterym promitame vrcholy
CtyI'sténu, tvori hrany ¢tyrboké hranolové plochy. Ta je hranici prostoru, ve kterém
dany étyfstén promitime. Rezem této plochy libovolnou rovinou, kterd je

riznobézna s pifimkou MN, je ¢tyfahelnik A'B'C'D', ve kterém oznacime prisecik
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uhlopricek M' = N'. Jelikoz plati vztahy mezi délicimi poméry: (AC; M) = (A"C"; M")
= (A'C'; M") a(BD; N) = (B"D"; N") = (B'D'; N'), tak musi byt také ctyrahelnik
A'B'C'D' v afinité s pfedem zvolenym ¢tyfahelnikem A"B"C"D".

Mame tedy zvoleny ¢tyiahelnik A"B"C'"D" a s nim afinni étyrtihelnik A'B'C'D’, ktery
udava hranolovou plochu vymezujici promitani ctyrsténu. Podle disledku
uvedeného lemmatu existuje takova rovina, ze prinik této roviny s danou plochou
je ¢tyrahelnik podobny zvolenému A"B"C"D", a to je pravé hledany c¢tyruhelnik
A:B:1CiD1.

Odlisny dikaz Pohlkeovy véty (Véta 1, varianta 2) za pomoci kvadrik (viz dale

v kapitole 2) je mozné najit napriklad v [31, s. 251—252].

1.1.3 RovnobéZnostén — tloha o kruhové inverzi

v

Presunnme se nyni od diikazu k feSeni tloh. Tato tloha je z vétsi Casti feSena
planimetricky, avSak vzavéru feSeni vyuzivime opét prostorovou predstavu,
v tomto pripadé se jedna o rovnobé€znostén. Zadani tlohy bylo prevzato ze zdroje

[12] a jeji FeSeni inspirovano z [24] a [25].
Méjme dany trojahelnik ABC.

1) Sestrojte obraz A ABC v kruhové inverzi, jejiz fidici kruznice je kruznici vepsanou

(kv) danému trojuhelniku.
2) Sestrojte obraz kruznice opsané A ABC (ko) v dané kruhové inverzi.

3) Urcete vztahy mezi polomérem kruznice, ktera je obrazem kruznice opsané

trojuhelniku, a poloméry kruznic, jez jsou obrazy primek AB, BC a CA.

V této tloze je nasim ukolem zobrazit tsecky a kruznici v kruhové inverzi a zjistit
vlastnosti obrazti — vztahy mezi polomeéry kruznic. Je tedy uz ze zadani tlohy zirejmé,
Ze obrazy jsou kruznice. OvSem musime jesté rozlisit mezi situacemi, kdy
zobrazujeme v inverzi celé primky, nebo pouze na nich lezici strany trojihelnika
(isecky). Z vlastnosti kruhové inverze plati, Ze obrazy stéle ziistanou te¢nou ktivkou

kruznice vepsané se stejnymi dotykovymi body.
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Obrézek 1.6 - Reseni tlohy o kruhové inverzi

Reseni. N4zorné feSeni tilohy miizeme vidét na obrazku (Obrazek 1.6). Obrazy stran
trojuhelnika v kruhové inverzi s fidici kruznici kv jsou kruznicové oblouky, které
prochazeji teénymi body ridici kruznice — body jsme oznadili A, Bt a Ct. Obraz
strany AB je oblouk dany body A'C:B', obraz strany BC je oblouk B'A:C' a obraz treti
strany CA je oblouk C'BtA'. Mame tedy vyreseny prvni bod tulohy. Jak si lze
vSimnout, obrazy vrcholi trojihelnika lezi vzdy na spole¢ném krajnim bodé dvou
kruznicovych oblouki. Z toho plyne, Ze i obraz kruznice opsané ko prochazejici tremi
vrcholy bude kruznice prochéazejici praveé body A', B' a C', ¢imz jsme vytesili i druhy
bod tlohy.

Co se tyka treti casti tlohy, tak obrazy primek AB, BC a CA jsou tedy kruznice
protinajici se vSechny tfi ve stiedu Sv kruznice vepsané a sestrojeny po radé nad
praméry CiSv, AtSv a BtSy (stfed Sv je obrazem bodi v nekone¢nu). Polomér vsech tii
kruznic se tak rovna poloviné poloméru kruznice vepsané, a je tudiz u vSech kruznic
stejny. Zbyva jesté zjistit, jaky polomér ma posledni kruznice, ktera je v inverzi

obrazem kruznice opsané. Presné o tomto problému hovori nasleduji véta:

Véta 2 . Pokud se ti'i kruznice majici stejny polomer protinaji v jednom bode, tak
kruznice opsana jejich dalsim tirem priisec¢ikiim ma stejny polomér jako tyto

kruznice.
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Dtikaz této véty za pomoci prostorové predstavy neni nijak sloZity, pojdme se na néj

nyni podivat.

Diitkaz — prostorovy. Oznacme si stiedy stran tfech danych kruznic K, L a M
avyznaéme dale stejné dlouhé poloméry, tzn. vSechny usecky spojujici stredy
kruznic a vzajemné priseciky kruznic. Ziskdme tak devét shodnych asecek, které
nam vytvori rovnobéznostén, respektive jeho rovnobéznou projekci do roviny
(Obrazek 1.7, Obrazek 1.8). Chybi nam tam ovSem tfi hrany, které jsou skryté za
rovnobéznosténem. Tyto chybéjici tii hrany tedy doplnime — musi mit shodnou
délku s témi ptivodnimi, nebot v rovnobéznosténu maji vzajemné rovnobézné hrany
stejnou délku. Takto ziskdAme bod N, ktery je poslednim skrytym vrcholem
rovnobéznosténu a je stejné vzdalen od bodti A', B' a C'. Nyni je zfejmé, Ze bod N je
stredem kruznice opsané bodim A', B' a C', a Ze polomér této kruznice je shodny

s poloméry zbylych tiech kruznic (obrazt ptimek AB, BC a CA).

Obrézek 1.7 - Ditkaz pomoci rovnobéznosténu 1 Obréazek 1.8 - Ditkaz pomoci rovnob&znosténu 2

Ziskali jsme tak zajimavy zavér vSech bodi ulohy, Ze v kruhové inverzi podle
kruznice vepsané trojuhelniku se jeho strany (resp. odpovidajici primky) i kruznice
mu opsana zobrazi na ¢tyti kruznice se stejnym polomérem, ktery se rovna poloviné

poloméru kruznice vepsané A ABC.

19



1.1.4 Krychle — iloha o lichobézniku
Zadani této ulohy bylo ptevzato ze sborniku ptispévki [14, tloha 11].

Naleznéte vzdalenost dvou bodl X, Y umisténych na krychli. Bod X lezi ve stiedu
jedné stény (na priseciku thlopricek) a bod Y lezi na protéjsi sténé ve 34 tthlopticky
neboli je stfedem usecky spojujici stiredy dvou sousednich stran proté€jsi stény
krychle (Obrazek 1.9).

a

Obrazek 1.9 - Lichobéznik rezem krychle

Pri FeSeni této ilohy miizeme vyuzit lichobéznik, ktery je fezem krychle abody X a'Y
lezi ve stfedech jeho rovnobéznych stran — to nas privede na docela elegantni feSeni.
Na lichobéznik je nutno pohliZet v ramci prostoru, nebot se stal soucasti krychle,
ktera je 3D tutvarem. Dochazi zde tak opét k propojeni rovinné a prostorové
geometrie, kdy lichobéZznik jako 2D utvar slouzi k feseni tlohy v krychli. Je to
poné€kud opacény jev, nez kterym se primarné chceme v této praci zabyvat, nicméné
velmi vhodné poslouzi pro doplnéni souvislosti. Tento typ uloh by jisté Sel
koncipovat i obracené, tedy Ze néjaky rovinny obrazec budeme vnimat jako fez

prostorového télesa a vypocty v ném provedeme pomoci stereometrického pojeti.
Reseni. Stranu krychle oznaé¢me a. Potom v rovnoramenném lichobézniku ma

zdkladna x délku a+/2, zikladna y ma délku a\/z—E a bocni strany oznacené m maji

délku a \/Z_g Usecku spojujici body X a Y jsme oznaéili v a jeji délka predstavuje vysku

20



lichobézniku — a pravé tu mame za kol spocditat. Nyni je jeji vypocet uzZ pomérné
snadny, pomoci Pythagorovy véty zpravouihlého trojuhelnika, jehoz prepona

je oznacena m a odvésna v. Druhou odvésnu tvoii ¢tvrtina zakladny x, jeji délka je

tudiz a g. Vypocet pak vypada nasledovné:

(VB (V2 [20a2 —2a2 3av2
T

Vzdéalenost bodi X a Y je tedy spocitana pomoci vysky v lichobézniku, ktery

vnimame v souvislosti s krychli v prostoru.

ReSeni miize byt pojato i jinak neZ pomoci lichob&zniku. Miizeme napt. délku XY

vnimat jako ¢tvrtinu prepony pravotuhlého trojahelnika ABC, kde délky odvésen jsou

4a a b = av2 (Obrazek 1.10). Toto FeSeni a pfipadn4 dalsi jiz ponechdme étenafi.

B

A

Obrazek 1.10 - Naznak mozného reseni tlohy o lichobézniku
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1.2 Jehlan a ¢tyistén

Na avod této kapitoly se zamérime na stiedovou kolineaci, ktera bude nésledné
vyuzita i pfi dokazovani Desarguesovy véty. Dale uvedeme jesté néktera dalsi
zobrazeni v souvislosti s prostorovym promitanim a se vztahem ke stredové
kolineace — osovéa afinita a stifedova kolineace tedy budou zminény jesté znovu
z jiného pohledu. Dale budeme dokazovat vétu o vyskach v trojahelniku, uvedeme
také prostorovou analogii Pythagorovy véty a vztah obsahu trojihelnika s objemem

jehlanu. Na zavér se zamérime na konstrukei p6lu ptfimky vzhledem k trojahelniku.

1.2.1 Stredova kolineace

Podobné jako v kapitole o hranolu se pojdme nyni podivat, jak ndm prostorova
predstava miize pomoci v pochopeni stfedové kolineace. Opét na tuto problematiku

miiZzeme nahlédnout nejen v ramci roviny, ale také v prostoru mezi dvéma rovinami.

Také se sttedovou kolineaci v prostoru se v bézném zivoté setkdvame. Podobné jako
u osové afinity ndm k pochopeni poslouzi osvétlena tenka deska. Nyni na ni ovSem
budeme svitit baterkou, jejiz paprsky jsou rozbihavé (narozdil od rovnobéznych
slunec¢nich paprskii). Mezi deskou a jejim stinem vznika vztah stfedové kolineace
(Obrazek 1.11, inspirovan z [8, s. 42]). MiZeme si v§Simnout, zZe kazdy roh desky, jeho
stin a zarovka v baterce lezi v jedné primce — a opét to neplati pouze pro rohy, ale
pro kazdy bod na desce. Stredem kolineace je tedy zdroj svétla, kde se vSechny
primky sbihaji. Také u kolineace potiebujeme pro jeji zavedeni osu, kterou je tady
opét hrana opfena o zem, tj. prisecnice roviny zemé a roviny desky. Dost obdobné
muzeme stiedovou kolineaci vidét napt. u stin dopravnich znaéek (nebo jinych

plochych predmétii) na ulici osvétlené lampami.
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osa

zdroj svétla
]

Obrazek 1.11 - Priklad stfedové kolineace v bézném Zivoté

Pozn.: Vnasem pripadé, kdy rohy desky A a B lezi na ose kolineace (jsou
samodruzné) a desku tvoii rovnobéznik, se spojnice zbyvajicich dvou vrcholi
neprotne s osou. Pro konstrukci obrazli téchto vrchol je proto tieba pouzit
rovnobéznost. Z obrazku a této konkrétni predstavy by se mohlo zdat, ze kdyby byl
stfed nize nez hrana CD, jeji obraz v kolineaci nevznikne — to by ovSem byla chybna

uvaha.

Dalsim prikladem je fez jehlanu2, kde se vrcholy podstavy zobrazi na priseciky fezu
s hranami jehlanu. Stfedem kolineace je vrchol jehlanu a osou je prisec¢nice roviny
fezu s rovinou podstavy. Stejnym zplisobem jako u afinity si zavedeme stfedovou

kolineaci mezi dvéma rovinami.

Definice 2. Jsou dany dvé riiznobézné roviny p:, p= s priisecnici o a bod S tak, Ze
nelezi ani v jedné z rovin. Priradime body (primky) z roviny p: bodiim (primkam)

z roviny p= ndsledovné:
 Kazda spojnice bodii sdruzenych v kolineaci prochazi bodem S
» Pokud existuji priiseciky dvojic piimek sdruzenych v kolineaci, tak leZi na ose o

» Body na primce se zobrazi také na body na primce

2 Podobné jako u hranolu se v obecném pripadé jedna o jehlanovou plochu.
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Toto zobrazeni nazveme stiredovou kolineaci mezi dvéma riiznobéznymi rovinami,

bod S je stredem kolineace a pirimka o je jeji osou
Cerpano z [8, s. 43], [29, s. 102] a [9].
Nejcastéji se kolineace zadava pomoci stiedu, osy a dvojice sdruzenych bod.

Odvozeni stredové kolineace v roviné z této prostorové definice pobih4 analogicky
jako u osové afinity. Zvolime si rovinu st a smér sxtak, aby smér nebyl rovnobézny
szadnou ze tii rovin (Obrazek 1.12). Nasledné vtomto sméru rovnobézné
promitneme kolineaci mezi rovinami ps, p- do roviny 7 a tim ziskame vztah stredové
kolineace v roviné. Pro priméty bodt A: a A- a stied S stéle plati, Ze jsou kolinearni,
abod S' je tedy strred kolineace v roviné. Osa kolineace se promitne na ptimku o' a ta

se také nyni stava osou.

Se stfedovou kolineaci i osovou afinitou mezi dvéma rovinami se nasledné setkame

také v Desarguesove véte.

Obréazek 1.12 - Promitani stfedové kolineace v prostoru do roviny

1.2.2 Desarguesova véta

Girard Desargues byl francouzsky matematik, inzenyr, architekt a jeden ze
zakladatelti projektivni geometrie Zijici na prelomu 16. a 17. stoleti. Nazornym

prikladem toho, kdy je diitkaz pomoci prostorového vnimani vice ziejmy nezli
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planimetricky, je pravé Desarguesova véta. Tato véta je jednou ze zakladnich vét
syntetické rovinné geometrie a poprvé byla publikovana vroce 1648 v praci

Abrahama Bosse (viz [35, s. 27]).

Véta 3 (Desarguesova). Jestlize se tii piimky AA', BB', CC' protinaji v jednom bodé
(jsou konkurentni) nebo jsou rovnobéziné, pak pokud existuji priiseciky piimek
ABNA'B', ACNA'C' a BCNB'C', tak lezi vjedné primce (jsou kolinearni)
[3, str. 134] [5, s. 41].

Véta se da vyslovit riiznymi zpiisoby, napt. Josef Holubar ve své publikaci formuluje
takto:

Véta 3 (Desarguesova, varianta 2). Jsou-li dva trojuhelniky v takové poloze, Ze
spojnice dvojic sdruzenych vrcholii prochazeji jedinym bodem, protinaji se dvojice
sdruzenych stran v bodech, které lezi na jedné primce, a naopak [1, str. 9].

Tato formulace Desarguesovy véty na prvni pohled ov§em opominé jednak moznost,
ze by primky byly rovnobézné, a jednak moznost neexistence nékterého z priisecikli
— k témto pripadiim se dostaneme pozdéji. Holubar si je této skuteénosti védom
a dalsim pripadiim se také vénuje. Na druhou stranu véta mnohem vice nastinuje

prostorovou piedstavu, ktera se ndm hodi pro prostorovy dikaz.

A C,

A < 111
\ 0
I ‘

Obrazek 1.13 - Desarguesova véta
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Diikaz — prostorovy. Zatimco planimetricky dikaz véty byva proviadén pomoci vét
o délicich pomeérech, prostorovy dikaz muZeme povazovat za jednodussi ci
intuitivnéjsi, navic skyta fadu zajimavosti. Prfimky AA', BB', CC', které se protinaji
vbodé O, mlizeme povazovat za primét hran trojbokého jehlanu s vrcholem O,
trojuhelnik ABC za primét podstavy jehlanu a trojihelnik A'B'C' za primét rezu
jehlanu rovinou A'B'C'. Pak musi priseciky sdruzenych stran z podstavy a z fezu,
tj. body I = (BC, B'C), II = (AB, A'B') a III = (AC, A'C') lezet vSechny v jedné primce
0, protoZe ta je primétem prisecnice se¢né roviny a roviny podstavy (Obrazek 1.13).
V planimetrickém pojeti véty je piimka o osou stredové kolineace, bod O je jejim

sttedem a trojuhelniky jsou pak navzajem v této kolineaci.

Pojd'me se nyni podivat na vySe zminéné, zatim neprobirané pripady. Pokud néktery
ze ti1 prisecikd neexistuje, resp. je-li jedna z dvojic sdruzenych piimek vzajemné
rovnobézna a prisecik je tudiz nevlastnim bodems, pak i osa o, na které lezi zbylé
dva priseciky, je rovnobézna s danou dvojici primek. Toto tvrzeni opét plyne
z prostorové vlastnosti priisecnice rovin podstavy a rezu.

V pripadé€, ze by dvé dvojice sdruzenych primek byly navzijem rovnobé€zné, a tudiz
dva z prisecikli neexistovaly, osa o pak také nevznikne (resp. stava se tzv. ibéznou

primkou). Z prostorového pohledu fekneme, Ze rovina podstavy a rovina fezu jsou

Obréazek 1.14 - Desarguesova véta, podobnost

3 Nevlastnimi body a pfimkami rozumime takové body a ptimky, které v eukleidovském prostoru
nevzniknou — jsou tzv. v nekone¢nu, napf. spole¢né body rovnobéznych ptimek ¢i rovin [8, s. 9—12].
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rovnobézné, a tudiz jejich prisecnice je nevlastni. Z toho plyne, Ze i sdruZené primky
ve treti dvojici spolu musi byt rovnobézné a zadny z priseciki nevznika.
Trojahelniky jsou v tomto pripadé podobné (homotetické) a lezi ve stejnolehlosti,
jejiz stted je bod O. Ze stereometrického pohledu vidime, Ze rovina fezu je

rovnobézna s rovinou postavy trojbokého jehlanu (Obrazek 1.14).

Dalsi moznost nastava, pokud jsou primky AA', BB' a CC' rovnobézné. Jinym
zptisobem miiZeme Fict, Ze stired kolineace ubiha do nekonec¢na. Potom se vztah mezi
trojuhelniky méni z kolineace na osovou afinitu (Obrazek 1.15). Se specialni situaci
se setkame v piipadé, Ze jiz zminéné moznosti nastanou souc¢asné. Budou-li uvedené
primky rovnobézné (stfed v nekonec¢nu) a zaroven osa o v nekoneénu, pak bude tez
shodny s podstavou — trojihelniky budou perspektivné shodné a planimetricky se

jedna o posunuti ve sméru rovnobéznych primek.
B.’
A/
Cl
\\
' i
B

e

Obrazek 1.15 - Desarguesova véta, osova afinita

11 2

S 11

V nasem diikazu jsme propojili rovinny pohled, kde se objevuji dva trojahelniky
v kolineaci, s prostorovym pohledem, kde se vyskytuje fez trojbokého jehlanu, ptip.
hranolu. Je vSak mozné uvazovat také jehlanovou ¢i hranolovou plochu — bez
podstavy, a na oba trojuhelniky se divat jako na dva rtzné rezy touto plochou. Na
zaver zminme jesté jednu zajimavost. Za stied kolineace dvou trojihelnikti mizeme
zvolit kterykoliv z 10 bod a nalézt k nému prislusné trojahelniky. Zbylé tri

kolinearni body pak tvori osu.



Dtikaz byl kromé vlastniho zkoumani cerpan z [1, s. 9—10] a inspirovan také
z [11, s. 219—220] a [6].
Jak jsme jiz zminili, vztah mezi trojihelniky ABC a A'B'C' mohou popisovat riizna
zobrazeni. Témto zobrazenim zhlediska prostorového promitini se budeme
vénovat v dalsi kapitole.

Pro srovnani uvedeme i planimetricky diikaz, ktery je prevzaty z [3, s. 134].

Diikaz — planimetricky. Pro klasicky diikaz miZeme pouzit Manelaovu vétu, kterou

lze i s diikazem nalézt v [3, s. 52—53, 130].

Véta 4 (Menelaova). Méjme v roviné trojithelnik ABC. Na primkach AB, BC a CA
lezi po radé body K, L, M tak, Ze zadny nent totozny s vrcholem. Body K, L, M lezi
na spolecné primce praveé tehdy kdyz:
1) Trojtthelniku nalezi z bodii K, L, M bud’ pravé dva, nebo zadnyj
2) Pro délici pomeéry plati: (AC; M) - (BA; K)-(CB; L) = -1
Tuto vétu aplikujeme vZdy na trojihelnik a k nému piislusnou primku. V nasem
pripadé se jedna o trojuhelnik A'B'O a pfimku AB, trojahelnik B'C'O a ptfimku BC
a trojihelnik A'C'O a ptfimku AC. Pouzitim Menelaovy véty tedy ziskdme nasledujici
vztahy:
(A'B’; 1) - (B'O; B) - (0A’; A) = 1
(B'C’; - (C'0; ©)-(OB; B) = 1
(A'C’; D) - (C'0; C) - (0A”; A) = 1
Pokud posledni ze tfi rovnic vyd€lime souéinem prvnich dvou (a nasledné
upravime dle vlastnosti déliciho poméru), ziskame vztah:
(A'C’; D) - (B'C; 1) - (A'B; 1) = 1.
Tato rovnost vyjadruje Menelaovu vétu pro trojahelnik A'B'C' a vyplyva z ni, Ze body

I, IT a ITI musi byt kolinearni.
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1.2.3 Zobrazeni jako prostorové promitani

Jak uz jsme u Desarguesovy veéty zjistili, v zavislosti na vzajemné poloze piimek a na
nich lezicich bodd vznikaji mezi trojahelniky rizné typy zobrazeni. O stiedové
kolineaci a osové afinité jsme jiz hovorili dfive v souvislosti s vyskytem téchto
zobrazeni v béZném zivoté a ukazali prevod z prostoru do roviny. Nyni vytvorime
prehled nékterych zobrazeni v souvislosti s definici prostorového promitani
a uvedeme jejich vztah ke stredové kolineaci. Tato kapitola je ¢erpana prevazné

z [11] a inspirovana také z [29].

Mnoho zobrazeni je mozné interpretovat pomoci rovnobézného ¢i stfedového

promitani, pojdme si tato promitani definovat a uvést pod n€ spadajici zobrazeni.

Stredové promitani

Definice 3. M¢é&jme dvé riiznobézné ¢i rovnobézné roviny p: a p- a bod S leZici
mimo obé tyto roviny. Libovolnému bodu X € p: priradime bod X' € p- tak, Ze
primka XX' prochazi bodem S. Takové zobrazeni nazjvame stiedové promitani

roviny p: do roviny p- se stiredem S [11, s. 27—28].

Sti*edova kolineace

Stredovou kolineaci jsme jiz popsali vySe a zamérili jsme se jak na intuitivnéjsi
prostorovou variantu tohoto zobrazeni, tak na odvozeni kolineace v roviné. Toto
zobrazeni lze interpretovat pomoci stfedového promitani mezi dvéma
riiznobéznymi rovinami se spole¢nou osou o, ktera je osou stredové kolineace. Jak

jiz bylo naznadeno, stredova kolineace miize byt také zavedena pomoci fezu

trojbokého jehlanu (¢i jehlanové plochy).

Méjme trojboky jehlan ABCS, jehoz podstava ABC lezi v roviné p;. Dale je dana
rovina p-, ktera je urcena primkou o vroviné p: a bodem A', ktery nalezi hrané

jehlanu AS. Sestrojte fez jehlanu rovinou p- (Obrazek 1.16).
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Obrazek 1.16 - Stfedové promitani, sttedova kolineace

Bodliim A, B, C jsme tedy priradili body A', B', C' tak, Ze kazda spojnice prislusnych
bodi (AA', BB', CC') prochazi vrcholem S, dale kazda dvojice sdruzenych primek (AB
a A'B', BC a B'C', CA a C'A") se protina na primce o. Takové zobrazeni se nazyva
sttedovou kolineaci se stiedem S a osou o, pricemz osa i stied jsou vlastni. Stired
kolineace je tedy zaroven stiedem stiedového promitani — v tomto pripadé (dle
obrazku 1.16) promitame z roviny p:, kde lezi podstava jehlanu, do roviny p-, ktera

je rovinou fezu.
Stejnolehlost

Specialnim pripadem stiedové kolineace je stejnolehlost — v prostoru ji lze
interpretovat pomoci stfedové promitani mezi dvéma rovnobéznymi rovinami p:
a ps, stted promitani oznac¢ime S. Pro libovolnou dvojici bodii A, B v roviné p- a jejich
obrazy A', B' vroviné p; plati, ze trojuhelniky SAB a SA'B' jsou si podobné.
Kdybychom naptiklad bodem S vedli kolmici p k obéma rovinam a jeji priiseciky

. . e M v vz 4 /. e b4 o / .7 / . z A’B,
s nimi oznacili P a P', pak poméry prislusnych tsecéek ziistavaji stale stejné: ﬁ =

% = % (Obrazek 1. 17). Uvedli jsme pouze nékolik rovnosti, ovSem plati jich jesté
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Obrazek 1.17 - Stredové promitani, stejnolehlost

vice — pomér délek Gsecek v roviné p; (vzort) a isecek v roviné p- (obrazi), tj. pomér

podobnosti, je konstantni a znac¢ime ho k.

Takto vznikla podobnost v prostoru diky stfedovému promiténi je stejnolehlosti se
sttedem S a koeficientem stejnolehlosti k. Pro vzor a obraz bodi ve stejnolehlosti
plati: SA =k- SA4, z ¢ehoz i vyplyva, ze viechny body S, A a A' leZi na jedné piimce.
Na zavér hovoreni o stejnolehlosti zminime jeji souvislost se stfedovou kolineaci.

V pripadé, Ze osa kolineace je v nekonecnu (je nevlastni), tzn. ze pfimky AB a A'B' se

neprotnou, se kolineace stava stejnolehlosti.

Rovnobézné promitani

Definice 4. Méjme dvé riiznobézné ¢i rovnobézné roviny p: a p- a primku s, ktera
neni rovnobéznda ani s jednou z rovin. Libovolnému bodu X € p: priradime bod
X' €p2 tak, ze primka XX' je rovnobézna s piimkou s. Takové zobrazeni se nazjva

rovnobézné promitani roviny p: do roviny p- ve sméru s [11, s. 27—28].
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Osova afinita

Osovou afinitou jsme se také zabyvali mezi dv€éma rovinami i vroviné. Toto
zobrazeni lze interpretovat pomoci rovnobézného promitani mezi dvéma
riznobéznymi rovinami se spolecnou osou o, ktera je osou osové afinity. Mozna je
jiz ziejmé, Ze osovou afinitu lze také zavést pomoci fezu trojbokého hranolu (¢i

hranolové plochy).

Méjme trojboky hranol ABCA;B:Cs, rovinu podstavy ABC oznaéme p;. Déle je ddna
rovina p-, ktera je urcena piimkou o vroviné p; a bodem A', ktery lezi na hrané

hranolu AA;. Sestrojte fez hranolu rovinou p- (Obrazek 1.18).

P2

1

Obrazek 1.18 - Rovnobézné promitani, osova afinita

Podobné jako u kolineace jsme priradili bodim A, B, C body A', B', C'. V tomto
pripadé tak, ze vSechny spojnice bodii AA', BB' a CC' jsou navzijem rovnobézné
a kazda dvojice sdruzenych primek (AB a A'B', BC a B'C', CA a C'A") se protin na
primce o. Toto zobrazeni nazveme osovou afinitou se smérem s = AA' o osou o.
Smeér s je zaroven smeérem rovnobézného promitani, v tomto ptipadé z roviny p,

kde lezi podstava hranolu, do roviny fezu p-.

A jaky ma tedy vztah osova afinita ke stfedové kolineaci? Jak jiz vyplynulo

z Desarguesovy véty, v piipadé, Ze stied kolineace je v nekone¢nu (je nevlastni)
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a z konkurentnich primek se tudiz stanou primky rovnobézné, zobrazeni se stava

osovou afinitou.
Posunuti

Ohledné posunuti v souvislosti s promitanim v prostoru mtzeme fici, Ze ho lze
interpretovat pomoci rovnobézného promitani mezi dvéma rovnobéznymi
rovinami. Pro libovolnou dvojici bodid A, B vroviné p- a pro jejich obrazy A'B'
v roviné p; ziskané timto promitanim plati, ze délky asecek zlistavaji shodné, a ze

¢tyrahelnik AA'B'B je rovnobéznikem (Obrazek 1.19).

1
' ‘lél | P2

P1

Obrézek 1.19 - Rovnobézné promitani, posunuti

Takto zavedené shodné zobrazeni je posunutim, nebot rovnobézné promitani udava

smér posunuti a dvojice bodi A, A' vzdjemnou vzdalenosti uréuje délku posunuti.
Orientovanou tseckou AA' je dan vektor posunuti d, ktery je pro urcéenost zobrazeni

libovolného bodu X dostacujici: X' = @ + X. Pokud by roviny p: a p- byly totozné,

vektor d by mél nulovou velikost a jednalo by se o identitu.

Opét uved'me jesté souvislost posunuti v prostoru se stredovou kolineaci. V pripade,
Ze stred i osa kolineace budou v nekonec¢nu, takze pfimky AB a A'B' se neprotnou
a pfimky AA' a BB' budou rovnobézné, stava se toto zobrazeni shodnosti a konkrétné

posunutim.
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1.2.4 VysSky v trojuhelniku

Jako dalsi si uved'me prosty priklad, kdy je dikaz téméf zfejmy uz z prostorového
pohledu na danou tlohu. Jednd se o dokéazani toho, ze se vysky vobecném
trojahelniku protinaji vjediném bodé, tzv. ortocentru. Uloha s prostorovym

dikazem byla ptrevzata z publikace [1, s. 5—6].
Véta 5 . Vijsky libovolného trojithelniku prochazeji jednim bodem.

V prostorovém dikazu této véty budeme vyuzivat pravoihlou axonometrii.
Pravothlad axonometrie je kolmé axonometrické promitani, ve kterém je déana
axonometrickd primétna a tfi pomocné primétny, které jsou totozné se
soufadnicovymi rovinami (k sobé€ navzajem kolmymi). Axonometrickou primétnu
volime tak, Ze neprochazi pocatkem a je rliznobézna se vSemi souradnicovymi

rovinami (Pro korektni zavedeni viz [29, s. 263—265]).

X

Obrézek 1.20 - Vysky v trojahelniku

Diikaz — prostorovy. Pro tento diikaz se staci na tlohu pouze vhodné podivat, dost
nam muze pomoci obrazek (Obrazek 1.20). Vysky ,protdhneme® do polopiimek za
prislusny vrchol a predstavime si je jako soutradnicové osy x, y, z. Kazda dvojice os

udava jednu souradnicovou rovinu — vSechny jsou k sobé navzijem kolmé.
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Trojihelnik ABC, v tomto pripadé ostrotihly, udava rovinu p = (ABC), ktera se stane
axonometrickou primétnou. Strany trojihelniku — tsecky AB, BC a CA — jsou ¢asti
prisecnic dané souradnicové roviny s primeétnou, tzv. stopy souradnicovych rovin.
Vysky trojahelnika v nasi prostorové predstavé ziskdime kolmym promitanim
soutradnicovych os do primétny p a pocatek soustavy souradnic se promitne prave
do spolecného bodu vysek, ortocentra V. A podle ¢eho vime, ze thel mezi danou
stranou a k ni prislusnou vyskou je pravy? Je jisté, Ze napr. strana AB lezi
v souradnicové roviné xy, jejiz vSechny primky véetné AB jsou v prostoru kolmé
k vysce CV, kterd je totozna sosou z. Pravost thlu v trojihelniku pak vyplyva
z vlastnosti kolmého priimétu pravého thlu, ktery je mezi dvéma mimobé€znymi
primkami, priéemz jedna z primek (resp. tiseka — dana strana trojihelnika) lezi
v priumétné.

Na zavér prostorového dlikazu op€t miizeme zminit zajimavost, Ze u trojuhelniku na
obrazku lIze kterykoliv ze ¢tyrech bodl povazovat za ortocentrum, pri¢emz zbyvajici
tri body tvori trojuhelnik. Diky této skute¢nosti uz nebude tézké ptijit na to, jak bude
dikaz vypadat u tupoudhlého trojuhelniku - zvolenim jednoho z vrcholi
u ostrouhlého trojihelniku za ortocentrum nam vznikne ze zbyvajicich boda prave
trojuhelnik tupothly. Tato vlastnost je navazana na Schwarziv dikaz lemmatu
o trojahelnicich na hranolové plose, zmitiovany v kapitole 1.1.2. Opét pro srovnani
uvadime i dtikaz planimetricky [3, s. 55—56], ve kterém vyuzijeme Cevovu vétu,

kterou lze i s diikazem nalézt zde [3, s. 53—54, 130].
Diikaz — planimetricky.
Véta 6 (Cevova). Méjme v roviné trojithelnik ABC. Na piimkach AB, BC a CA lezi
po tadé body K, L, M tak, Ze zadny neni totozny s vrcholem. Primky CK, AL a BM
jsou rovnobézné nebo prochazeji jednim bodem pravé tehdy kdyz:

1) Trojtthelniku nalezi z bodii K, L, M bud’ pravé jeden, nebo kazdy z nich

2) Pro délici poméry plati: (AC; M) - (BA; K) - (CB; L) = -1

Paty vySek nazveme K € AB, L. € BC a M € CA. Trojahelniky CKA a BMA jsou

|AM|  |AB|

podobné podle véty (uu), proto plati vztah: AK| — 1AC|
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BK|  |BC
p [BKI _ [BC|

Obdobné z podobnosti trojuhelniki BKC a BLA ziskame vzta BL| = |BA| anakonec
. Qoo ICL| _ |CA| y oy y ”
z trojahelniki CLA a CMB rovnost oM = 1CB| Kdyz vynasobime vSechny tyto tii

rovnosti, dostaneme vztah délicich poméra platny pro Cevovu vétu:
(AC; M) (BA; K)-(CB; L) =-1

V pripadé ostrouhlého trojuhelniku vime, ze vSechny paty vysek K, L, M jsou body
tohoto trojahelniku. Naopak u trojihelniku tupotihlého mu nélezi pouze jeden
z téchto tii bodl. Oba tyto pripady vyhovuji Cevoveé véte, a proto dle této véty primky
AL, BM a CK prochéazeji jednim bodem, coZz jsme chtéli dokazat.

1.2.5 Obsah trojuhelniku a objem jehlanu

Od prostorovych dikaz se pro tuto chvili presunme k zobecniovani skutec¢nosti
zroviny do trojrozmérného prostoru. Jednoduchym piikladem je obsah
trojuhelniku, jehoz analogii v prostoru je objem jehlanu. Toto propojeni pattilo mezi

prvni priklady vélenéni treti dimenze do souvislosti s rovinou [16].

Vypocet obsahu trojihelnika je zfejmy, napt. u ostroihlého trojuhelnika si lze velmi
snadno predstavit jeho doplnéni na obdélnik s rozméry stejnymi, jako je zakladna
a vyska trojuhelnika. Z toho je vidét, Ze jeho obsah je polovi¢ni nez u obdélniku.

Vzorec pro obsah je nésledujici:
L
Obsah A = 5 vySka - délka zakladny

Zcela jasné je to u specialniho pripadu, a to u rovnoramenného pravoihlého
trojuhelnika, ktery je polovinou ¢tverce. K libovolnému trojihelniku pak dospéjeme
vhodnymi afinnimi transformacemi, kterymi miZeme trojahelnik ,zeSikmit

a roztahnout“, pricemz vzorec pro vypocet zlistava porad platny.
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V prostoru budeme tedy uvazovat krychli a budeme ji chtit rozdélit na nékolik
shodnych jehlant. Jak to provedeme? Lze vyuzit trojndsobné symetrie krychle —
osou této symetrie je télesova thlopiicka, tzn. spojnice protilehlych vrchold. Staci
nam vhodné rozriznout krychli podél télesové thloptricky, ktera bude spole¢nou
hranou tii shodnych jehlant — fezy povedou také pres tii sténové uhlopricky
(Obrazek 1.21, inspirovan z [16]). Tim dokaZeme, Ze objem jednoho jehlanu se
¢tvercovou zakladnou (sténa krychle) a vyskou rovnajici se délce strany ctverce je

skutec¢né tretina objemu krychle. Vzorec pro vypocet objemu je tedy néasledujici:

1
Objem jehlanu = 3 vySka - plocha zakladny

Y\-——_-——

Obréazek 1.21 - Rozdé€leni krychle na tti shodné jehlany

Podobné jako vrovin€, i vtomto pripadé lze vhodnym afinnim zobrazenim tvar
tohoto jehlanu deformovat na jakykoliv jehlan, jehoZ zakladnou je rovnobéznik.
A konecné, jak tento vztah mtizeme zobecnit pro libovolny n-boky jehlan? Diky
Cavalieriho principu vime, Ze jehlan se stejnou vyskou a zakladnou o stejné velké

plose jako rovnobéznik mé i stejny objem. Vzorec je tedy platny pro libovolny jehlan.

Na zavér dopliime, Ze takovéto zobecnéni zdaleka nemusi skoncit u prostoru, nybrz
lze pokracovat i do vysSich dimenzi, az nakonec zobecnime uplné. Ve
¢tyfrozmérném prostoru se napriklad setkdme s hyperkrychli, kterou lze rozd€lit na

¢tyti stejné hyperjehlany s krychlovou zakladnou [16].
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1.2.6 Prostorova analogie Pythagorovy véty

Objem jehlanu jakozto prostorova analogie obsahu trojuhelnika je pouze jednim
z mnoha pripadl, kdy mizeme timto zptisobem zobecrnovat do prostoru a dalSich
dimenzi. Napriklad, zndm4 je analogie mezi tézistém trojihelnika a tézistém
¢tyrsténu [15]. Kromé toho maji prostorovou podobu také nékteré dobie znamé
planimetrické véty. Jelikoz se ovSem nejedna o reSeni rovinnych dloh prostorovou
metodou, ale spiSe o zobecniovani z roviny do prostoru, zamétrime se proto v ramci

této prace jen na jednu z takovych vét, a to vétu Pythagorovu.

Pythagorova véta byla patrné znama jiz v mnoha starovékych kulturach, znali ji
starovéci indicti a ¢in$ti matematici, ktefi provadéli diikaz geometricky. Patrné byla
pouzivana Egyptany pfistavbé pyramid a znali ji i stati Babyloniané, vice nez tisicileti
pfed dobou Pythagora. Samotny formalni dikaz této prastaré véty je ovSem

prisuzovan az feckym Pythagorejctim (5. stoleti pt. n. 1.) [17][18][20].
Uvedeme nejprve znéni této véty v roviné [15]:

Véta 77 (Pythagorova). Necht a, b jsou délky odvésen v libovolném pravouhlém
trojithelniku a c je délka prepony. Pak plati: a2 + b2 = c2.

Tato véta vSak neni pouze implikaci, nybrz ekvivalenci, proto plati i véta obracen4,

kterou lze i s diitkazem nalézt napf. v publikaci [3, s. 44—45]:

Trojuhelnik se stranami a, b, c je pravotihly s pravym tthlem proti strané c prave

tehdy, jestlize plati: a2 + b2 = c2.

Diikazti Pythagorovy véty je opravdu mnoho, jedenact z nich je zpracovanych
napriklad v Kufinové publikaci [20]. My se ovSem jiz piesuneme k analogické vété
v prostoru, ktera je pojmenovdna po némeckém matematikovi Johannesovi
Faulhaberovi (1580-1635). Pro lep$i pochopeni zobectiovani si predstavme
Pythagorovu vétu takto: Dvé primky v rovin€ se protinaji ortogonalné v bodé O. Pak
pro jakoukoliv tiseCku spojujici tyto dvé primky se obsah ¢tverce sestrojeny nad ni
rovna souctu ¢tverci sestrojenych nad tseckami OA a OB, které jsme na piimkach
vytali iseckou AB. V prostoru proto uvazujme tii primky, které se vSechny vzajemné
ortogonalné protinaji v bodé O. Riznobézné k témto primkam vedeme rovinu ABC
— body A, B a C tvori trojihelnik s vrcholy na kazdé ztéchto tii primek. Kazda
dvojice téchto bodt udava spolu s bodem O trojihelniky OBC, OCA, a OAB, jejich
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obsahy oznaéme po radé Sa, Ss a Sc, obsah trojuhelnika ABC bude oznacéen So. Tak
nam vznikl ctyrstétn ABCO. Patu vysky vtrojahelniku ABC oznacime P.

(Obrazek 1.22). Nasledujici formulace véty je erpana z [15].

Véta 8 (Faulhaberova) V libovolném pravouhlém ¢tyistéenu ABCO s pravymi tthly

u vrcholu O plati pri vysSe uvedeném oznacent obsahtii jeho stén:
(50)% = (Sa)? + (Sp)* + (S¢)?

Obrazek 1.22 - Faulhaberova véta

Dtikazi této véty je také cela fada — lze napriklad dokazovat pomoci Heronova
vzorce [16], soustavy souradnic, vektorii, objemu ¢étyfsténu nebo Eukleidovych vét,
coZ je analogicky diikaz ke klasickému diikazu véty Pythagorovy [20]. Zajimavy
dikaz vyuZzivajici podobnost trojahelniki a lemma o goniometrické identité
v prostoru je podrobné popsan v casopise [15]. V této praci uvedeme pomeérné
jednoduchy diikaz vychazejici z obsahu trojihelniku a z Pythagorovy véty, ktery je

¢erpan z publikace [20].

Ditkaz. Oznaéme c stranu AB, v vySku OP (v trojihelniku OAB), w vysku CP
(v trojuhelniku ABC), p usecku AO, g tsecku BO a r asecku CO. Ze dvou pouziti
vzorce pro vypocet obsahu trojuhelnika OAB pomoci zakladny a vysky plyne, Ze:
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v-c=p-q.
Dale z Pythagorovy véty pro pravouhly trojahelnik OAB plyne rovnost
¢ = p? + g2
a nakonec pro trojihelnik OPC z Pythagorovy véty plati
w? =v?+1r2
Umocnénim a dosazovanim ziskame dalsi rovnosti:

2,2 22+ 21,.2_|_ ZTZ
vt mprgtpre PO PO, P q

p2+q2’ p2+q2 p2+q2

Kdyz umocnime vztah pro vypocet obsahu So trojahelniku ABC, ziskame
1
(S0)? =7 c?w?

a dosazenim za ¢, w z odvozenych rovnosti naAm vznikne nasleduji rovnost:

quZ + erZ + q2r2 3 quZ + pZTZ + qZTZ
p? +q? - 4

1
(S0)? =7+ (0 + %)

2T2 2T2
= +2 410
4 4 4

Jednotlivé c¢leny na konci rovnosti se uz primo rovnaji obsahiim boénich
trojuhelniki v ¢étyrsténu, takze koneéné dostavame

(S0)? = (Sa)* + (S)* + (Sc)?,
coZz jsme chtéli dokazat.

Na zavér zminme, Ze jak Pythagorovu vétu, tak dalsi véty a vztahy zroviny lze
zobecnit do vysSich dimenzi. Vice o historii objevovani n-rozmérné Pythagorovy véty
je mozné se dodist napt. v ¢lanku Levy-Leblonda [17], ktery je dovétkem k jeho

predchozimu ¢lanku [16].

1.2.7 POl a polara vzhledem k trojihelniku

Jako posledni z kapitoly o hranatych plochach a télesech uvedeme priklad, kdy
konstrukei urcitého bodu v roviné provedeme pomoci trojrozmérného prostoru.

Jedna se o konstrukei tzv. polu primky vzhledem k trojihelniku. Tato konstrukee je
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zobecnénim konstrukce harmonické ctvetice bodi na ptrimce (1D), ktera je
provadéna pomoci roviny (2D), tzn. také za pomoci dimenze o jednu vyssi — v tom
miiZeme opét spattit analogii.

Definice 5. Usporadanou ¢tverici bodii, jejichz dvojpomer (AB; CD) je roven — 1,
nazveme harmonickou ¢tverici bodit (nékdy téz ¢tverinou) [6].

Konstrukce harmonické c¢tverice bodi ABCD na piimce, presnéji konstrukce

¢tvrtého harmonického bodu D kdanym bodim A, B, C miiZze byt nasledujici
(Obrazek 1.23) [31, s. 79]:

1) Méjme body A, B, C leZici na primce p, bod C volime mezi body A, B. Tyto
body promitnéme z libovolného bodu S, ktery nelezi na piimce p. Primky,
kterymi promitame body A, B, C, ozna¢me po radé 1, 2, 3.

2) Zvolme si libovolny bod III na primce 3 (III + C, S). Promitnéme jej z bodu
A na primku 2 do bodu II a ddle z bodu B na primku 1 do bodu I.

3) Primka vedena body I a 11 protind piimku p v hledaném bodé D.

11

11

4,4 c\ B\ Vo

Obrazek 1.23 - Konstrukce harmonické ¢tverice

Pojem polary zrejmé neni neznamy v souvislosti s kruznici. Pro libovolny bod
roviny, ktery nelezi na kruznici k (a neni jejim stfedem S) lze ziskat polaru
nasledujicim zptisobem: Sestrojime primku PS a jeji priiseéiky s kruznici k oznacime
A, B. Nalezneme bod R jakoZto ¢tvrty bod v harmonické ¢tverici bodit ABPR. Bodem
R pak vedeme primku p kolmou k PS a tato primka je polarou bodu P — primku tvori
body R' harmonické ¢tverice (A'B'PR'), kde body A', B' jsou priseciky kruznice

s libovolnymi se¢nami kruznice bodem P [31, s. 105-106]. V této kapitole se
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vénujeme pone€kud netradiéni tloze, a to — jak jiz bylo zminéno — hledani po6lu

k dané primce vzhledem ke trojahelniku.

Tato konstrukce byla prevzata z [ 5, s. 53—54], planimetrické reSeni inspirovano také

z[5, s. 16—17].
Méjme trojuhelnik ABC a primku ls, ktera lezi ve stejné roviné — oznacéime ji o.

1) Zvolime si libovolny bod V, kteri nelezi v roviné o a spojime ho s vrcholy
trojithelniku — tak vzniknou primky AV, BV a CV.

2) Zvolime si rovinu p tak, Ze neprochazi vrcholem V, neni totozna s rovinou o
a primka I~ nalezi této roviné. Najdeme priiseciky této roviny s primkami
AV, BV a CV a oznac¢ime je po radé A', B'a C'.

3) Najdeme priisecik tirech rovin ABC', BCA' a ACB/, kterym je jediny bod
a oznac¢ime ho O.

4) Bod T (pdl piimky lx) je prisecikem piimky VO a roviny o.

Obréazek 1.24 - Prostorova konstrukce pélu primky vzhledem k trojihelniku
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Jak si Ize vSimnout (Obrazek 1.24), v prostoru nam touto konstrukei vznikl trojboky
jehlan s podstavou ABC a vrcholem V. Trojahelnik A'B'C' je fezem jehlanové plochy
rovinou p a oba trojihelniky jsou vzajemné ve vztahu stfedové kolineace se
stredem V.

Pokud bychom tlohu ponékud zménili tak, Ze by primka l- byla primkou

VVev

snadna.

Nyni se pojd'me podivat, jak sestrojit bod T ¢isté v roviné, bez pomoci prostoru. Je
to mozné diky konstrukci harmonicky sdruZenych bodd (popsano niZze). Tato
rovinna konstrukee je jiz skryta v té prostorové, coz by bylo vidét napt. v pripadé,
kdybychom vytvorili sit jehlanu a vySe zminénou konstrukei znazornili v roviné (viz

[5, s. 54]).

Rovinna konstrukce tedy miize vypadat takto (Obrazek 1.25):

1) Sestrojime po radé priiseciky P, Q a R primek AB, BC a CA s primkou L.

2) Vedeme piimku vzdy jednim z prusecikii a tretim vrcholem trojithelnika,
tzn. vzniknou primky CP, AQ a BR. Sestrojime vzdjemné priiseciky téchto
primek: I=AQ N BR,II=BR N CPalll = AQ N CP.

3) Spojime pruseciky I, II a III po radé s vrcholy C, A a B.

4) Sestrojime body P', Q' a R', které jsou vzdy priiseciky primek CI, AIIl a BIII
po iradé se stranami trojuhelnika AB, BC a CA. Spolecny priisecik piimek CI,
AII a BIII je nami hledany bod T.
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Obrazek 1.25 - Rovinna konstrukce pélu primky vzhledem k trojahelniku

Bod T (p6l primky lx) jsme tedy sestrojili taktéz rovinnou konstrukci. Body
konstrukce 2—4 lze jednoduseji shrnout slovy, Zze na stranich trojihelnika ABC
hleddme harmonicky sdruzené body P', Q' a R' kbodiim P, Q a R. Nasledné je
spojujeme s proté€j§imi vrcholy a hledame jejich priisecik T. Kdyby ptimka l» byla
v nekonecnu, jak jsme jiz zminili diive, body P', Q' a R' by byly stfedy stran, jejich

spojnice s protéjsim vrcholem by byly téZznice a jejich priisecik tézisté trojuihelnika.
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2 Kvadriky

Geometricka télesa (nebo spise plochy) zahrnuté v této kapitole miizeme vSechny
zaradit mezi kvadratické plochy, jinak feceno kvadriky. Kvadrikami rozumime
plochy druhého stupné, tj. takové plochy, které v pravouhlé soustavé souiadnic

mohou byt vyjadreny rovnici:
a11x% + agpy% + a332% + 2a43xy + 2a13XZ + 2053VZ + 2014 + 2034V + 20347 + Ay = 0

Koeficienty a; musi byt realna ¢isla, zaroven cisla aix (i, k = 1, 2, 3) nejsou soucasné
vSechna rovna nule. Priinikem kvadriky a roviny, ktera neni jeji soucasti, je bud
kuzelosecka, jediny bod nebo prazdna mnozina. Priinikem kvadriky a primky, ktera
neni jeji soucasti, je bud’ dvojice riiznych bodi, jediny bod nebo prazdna mnozina.

Cerpéno z [30, s. 141].

V této praci se vyskytuji nasledujici kvadriky: sféra, kuzelova plocha, valcova plocha
a paraboloid. Déale mezi né mohou patrit napt. dvé rtiznob€zné roviny, elipsoid,
hyperboloid, ¢i dokonce jediny bod [34]. Tato druhéa ¢ast prace je rozd€lena na tfi
kapitoly — prvni je zamérena na kuZzel a valec, ve druhé se objevuje sféra a ve treti je

feSena uloha s vyuzitim paraboloidu.

2.1 Kuzel a valec

V této kapitole zavedeme kuzelosecky pomoci Quételetovy-Dandeinovy véty, ve
které se vyuziva fez kuzelové a valcové plochy. Dale se podivime na prostorovy
dikaz Mongeovy véty a vlastnosti tétivového ¢tyiihelniku, nakonec budeme resit

Apolloniovu tlohu pomoci cyklografie, kde vyuzijeme taktéz kuzelové plochy.

2.1.1 Quételetova-Dandelinova véta.

Pojd'me se tedy nyni podivat na to, jak miizeme zavést kuzelosecky pomoci prostoru.
KuZelose¢ky jsou rovinné kiivky, tj. jsou definovany jako urcitd mnoZzina bodua
vroviné. Jejich odvozeni ovSem souvisi s prostorem. Jak uz nam fika samotny
nazev, krivky zvané kuzelosecky lze ziskat tim, zZe ,rozsekneme* kuzel. Lépe miizeme
fict, Ze provedeme tezy rotacni kuzelové plochy. Timto zptisobem tedy mtzeme

ziskat kruznici, elipsu, parabolu a hyperbolu (¢i singularni kuzelose¢ky — bod,
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primku, dvé rtiznobézky). Jinou moznosti je fezat rotacni valcovou plochu, diky
cemuz lze ziskat kruznici nebo elipsu (ze singularnich kuZelosecek to miize byt

i pfimka, dvé rovnobézky ¢i prazdna mnozina).

Je vSak takto vznikla definice kuzelosecek totozna s ohniskovou definici v roviné?
Véta, ktera tento vztah kuZelosecek a rovinného fezu rotaéni kuzelové plochy
popisuje, se nazyva Quételetova-Dandelinova véta. Uz v dobach antiky si vyznamni
matematici, jako napr. Eukleides, Archimedes, Apollonios nebo Pappos, byli védomi
toho, jak souvisi kuzelosecky s fezy rota¢niho kuzele a piSou o tom ve svych spisech
(viz [10]). Formalné byl vSak diikaz predstaven az mnohem pozdéji. Timto tématem
se zabyval matematik, astronom, sociolog a zakladatel matematické statistiky
Lambert Adolphe Jacques Quételet (1796—1874) z Belgie. Nezavisle na ném stejny
problém resil matematik, fyzik a vojak Germinal Pierre Dandelin (1794—1847), ktery
mél belgicko-francouzsky ptivod. Oba muzi byli dobrymi prateli. A protoZze Dandelin
vroce 1822 provedl diikaz pomoci sfér, které byly vepsany do kuZelové plochy
adotykaly se roviny fezu, nazyva se tato véta také cCasto Dandelinovy sféry

a obzvlasté v jinych zemich je zndma pod timto nazvem [2, s. 57].

Nejprve se podivejme na fezy rotacni kuzelové plochy takovymi rovinami, které
neprochazi jejim vrcholem - pravé o téchto fezech tato véta pojednava
(Obrazek 2.1).

Obrazek 2.1 - Rezy rotaéni kuzelové plochy nevrcholovou rovinou

Véta 9 (Quételetova-Dandelinova). Rezy rotac¢ni kuzelové plochy rovinou, kterd
neni vrcholova, jsou kuzelosecky. Jejich ohniska jsou body dotyku sfér vepsanijch

kuzelové plose a zaroven dotykajici se roviny rezu. Pokud rovina protina vsechny
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povrchové primky (tzv. povrsky) rotacni kuzelové plochy, je rezem elipsa. Jestlize
je rovina iezu rovnobézna s jedinou povrskou plochy, rezem je parabola. Je-li
rovina rezu rovnobézna se dvéma povrskami, pak je rezem hyperbola a povrchové

primky udavaji sméry jejich asymptot [2, s. 58].

Z véty se dozvidame nejen informaci, Ze fezem jsou opravdu kuzelosecky, ale také
to, kde lezi jejich ohniska. Jak si lze vSimnout, vysledny typ kuZelosecky zavisi na
sklonu roviny fezu. Diky tomu Ize vétu vyslovit jesté jingm zpisobem. Uhel, ktery
sviraji povrchové primky rota¢ni kuzelové plochy s rovinou kolmou k ose rotac¢ni
kuzelové plochy, si ozna¢me a, pricemz a € (0, g). Jako [ si dale oznaéme thel, ktery
s téze rovinou svira rovina rezu, pricemz 8 € (0, §>' Vzajemny vztah thld a a § pak
urcuje konkrétni kuzelosecku.

Je-li uhel p mensi nez uhel a, protina rovina rezu kuzelovou plochu v elipse. Je-li

tthel a roven tthlu B, pak rovina protina kuzelovou plochu v parabole. Je-li ithel

vétsi nez uhel a, irezem kuzelové plochy je hyperbola, viz obrazek (Obrazek 2.2)

[4, s. 57].

o~ ARER\RY

Obrazek 2.2 - Narys fezii rotacni kuzelové plochy

V pripadé, Ze rovina fezu je kolma na osu kuZzelové plochy, je fezem kruznice, coz je
specialni pripad elipsy. Pokud by rovina fezu prochazela vrcholem kuzelové plochy
(rovina je oznacena p"), vzniknou rezem singularni kuzelosecky. V pripadé < a se
jedna pravé o jeden bod — vrchol plochy, v pripad€ f = a je fezem jedna povrchova
primka prochézejici vrcholem a nakonec, pokud je B > a, jsou rezem dvé

riiznobézné povrsky protinajici se ve vrcholu V [2, s. 59].
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Nyni si pojdme dokazat pro jednotlivé pripady fezii neprochézejicich vrcholem, Ze
toto zavedeni kuZelosecek jakozto fezi na kuZelové plose je ekvivalentni s jejich
ohniskovou definici. Jednotlivé pripady jsou tedy nasledujici: Pro g < a je fezem
elipsa, pro f = a je fezem parabola a pro § > «a se jedna o hyperbolu. Diikaz se ve
vSech pripadech provadi pomoci vepsani sfér (oznacené x;, k2, pripadné x v pripadé
jedné sféry u paraboly) do kuZelové plochy tak, Ze sféra se vzdy dotyka roviny
fezu p v bodech F: a F. (v ptipadé paraboly pouze jeden bod F). Pii dokazovani
vyuzivame fakt, Ze pokud vedeme libovolnym bodem te¢ny ke sfére, tak vzdalenost
tohoto bodu od bodi dotyku je stéale stejné. V ditkazech budeme vyuZzivat znaceni
uvedené v obrazcich — na nich je vZdy zobrazen narys kuzelové plochy, vepsanych

sfér, roviny p, pfimky d atd. Diikazy byly ¢erpany z [2, s. 50—65] a [4, s. 57—60].

Elipticky rez rota¢ni kuzelové plochy

Definice 6. Elipsou rozumime mnozinu bodil vroviné, pro néz je soucet
vzddlenosti od dvou danyjch riiznych bodii F: a F- konstantni a zaroven vétsi, nez
|F1F2| [4, S. 7]

Body F: a F. nazveme ohniska elipsy, libovolny bod na elipse oznadime P
a konstantni soucet vzdalenosti tohoto bodu od ohnisek znac¢ime 2a. Piimku, na
které lezi ohniska, nazyvame hlavni osou a jeji priseciky s elipsou hlavni vrcholy
elipsy — znac¢ime je A, B. Bod A je vrcholem bliZe ohniska F:, bod B vrchol blize
ohniska F-. Soucet vzdalenosti (2a) napi. vrcholu A od ohnisek miizeme zapsat
nasledovné: |AF,| + |AF,| = 2 - |AF,| + |F,F,|. Jelikoz |AF,| =|BF,|, tak se
konstanta 2a rovna |AF,;| + |F,F;| + |BF;|, coZ je vzdalenost |AB|. Chceme tedy
dokéazat, ze libovolny bod P na fezu kuZelové plochy ma v souc¢tu od ohnisek stejnou

vzdalenost, jako je délka asecky AB.
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Ditkaz. Vtomto ptipadé predpokladame, Ze B < a. Na fezu kuzelové plochy
rovinou p si zvolime libovolny bod P. Bodem P a vrcholem V vedeme primku
(povrsku) a jeji body dotyku se sférami x; a k- ozna¢ime P, a P> (Obrazek 2.3). Diky
tomu, Ze vzdalenost bodu P od bodt dotyku tecen z né€j vedenych k dané sféie je

stejna, vime, Ze plati:

|PP;| = [PF;| a [PP;| = |PF;|.

v

‘ TANCI:
/ S N
Obréazek 2.3 - Diikaz eliptického fezu

Pokud tyto rovnosti seCteme, ziskdme vztah pro soucdet vzdalenosti bodu P od

ohnisek:
|PFy| + [PF,| = |PP| + |PP,| = [P, P,]

Jelikoz vzdalenost P1P2 nezavisi na volbé bodu P, je tato délka konstantni, a tudiz
fezem je opravdu elipsa. Musime jesté dokazat, Ze se tato vzdalenost rovna délce

|AB| — pak bude platit, body dotyku F:a F- jsou skute¢né ohnisky elipsy. Protoze
body Ai, B: a P1 lezi v rovnobézné roviné s rovinou bodu A-, B- a P- a zaroven

vSechny body lezi na kuzelové plose, vime dale, Ze:

|PiP,| = |A1A;| = |B1B;|.

49



Vsechny tsecky jsou stejné dlouhé ¢asti povrsek a vidime tim padem skute¢nou

délku 2a. Obé tyto rovnosti Ize rozepsat nasledovné:
|PiP| = |AA1| + [AA;| = [AFy| + |AF,| = 2 - [AF;| + |F1F5]
|PiP;| = [BB;| + |BBy| = |BF;| + |BF,| = 2 - [BF,| + [F1 F,|
Z téchto vztaht vyplyva, ze |AF,| = |BF,|, tudiz vychéazi:
|P1P;| = [A1Az| = |AF;| + |F1F,| + [BF,| = |AB|

Protoze se |P:P2| rovna |PF,| + |PF,|, ziskaivame hledanou rovnost pro vzdalenost
bodu P od ohnisek:

|PF,| + |PF;| = |AB|.

Parabolicky rez rota¢ni kuzelové plochy

Definice 7. Parabolou rozumime mnozinu bodii v roviné, jejichZz vzdalenost od

dané primky d a od daného bodu F je konstantni [4, s. 44].

Bod F nazveme ohniskem paraboly a pfimku d ridici pfimkou. Chceme dokazat, ze
vzdalenost libovolné zvoleného bodu P na fezu kuzelové plochy od ohniska F je
stejna, jako od piimky d.

Ditkaz. Vtomto pripadé predpokladdme, ze S = a. Na fezu kuZelové plochy
rovinou p si zvolime libovolny bod P. Bodem P a vrcholem V vedeme piimku

(povrsku) a bod dotyku se sférou x ozna¢ime P (Obrazek 2.4). Ze stejného dtivodu

jako u elipsy vime, Ze plati:

|PF| = [PP;| = |QQu],

a diky tomu vidime i skutecnou délku |PF|. Narys ptimky d je bod, ktery ozna¢me
D. Ctyrtahelnik PQQ:D je rovnobéZnikem, nebot rovina fezu je rovnobéina
s povrskou kuzelové plochy a bodem P jsme zameérné vedli rovnobéznou rovinu

s rovinou, kde lezi ptfimka d a body P, Q1. Z tohoto rovnobézniku vidime vztah:

1QQ,| = |PD].

Jelikoz vzdalenost |PD| vyjadiuje pravé vzdalenost bodu P od ptimky d, a protoze
se délka |PF| rovna |QQ:|, vychéazi jiz hledany vysledek: |PF| = |P,d]|.
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Obrazek 2.4 - Diikaz parabolického Fezu

Hyperbolicky rez rotac¢ni kuzelové plochy

Definice 8. Hyperbolou rozumime mnozinu bodil v roviné, pro néz je absolutni

hodnota rozdilu vzdalenosti od dvou danych riiznych bodii F: a F- konstantni

[4, s. 26].

Body F: a F2 nazveme ohniska hyperboly, libovolny bod na hyperbole oznac¢ime P
a konstantni rozdil vzdalenosti tohoto bodu od ohnisek znac¢ime 2a. P¥imku, na
které lezi ohniska, nazyvame hlavni osou a jeji priiseciky s hyperbolou vrcholy
hyperboly — znac¢ime je A, B. Bod A je vrcholem bliZze ohniska F1, bod B vrchol blize
ohniska F.. Rozdil vzdalenosti (2a) napt. vrcholu A od ohnisek mtizeme zapsat
takto: |AF,| — |AF,| = |AB| + |BF,| — |AF,|. Jelikoz |AF,| = |BF,|, tak se konstanta
2a rovna vzdalenosti |AB|. Chceme tedy dokazat, Ze absolutni hodnota rozdilu
vzdalenosti libovolného bodu P na rezu kuzelové plochy od ohnisek je stejny, jako je

délka tusecky AB. Diikaz je podobny jako v piipadé elipsy.

Diikaz. V tomto pripadé predpokladame, ze f > a. Na fezu kuzelové plochy rovinou

p si zvolime libovolny bod P, timto bodem a vrcholem V vedeme primku (povrsku)
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a jeji body dotyku se sférami x: a k- oznac¢ime P; a P> (Obrazek 2.5). Ze stejného

divodu jako u elipsy je zfejmé, ze plati:
|PP;| = |PF1| a [PP;| = [PF,].

Pokud prvni rovnost odecteme od druhé, ziskame vztah pro rozdil vzdalenosti bodu

P od ohnisek:

|PF;| — [PFy| = |PP,| — |[PPy| = [P, P,].

Obréazek 2.5 - Dlikaz hyperbolického fezu

Rozdil |PF,| — |PF; | by mohl byt zdporny, zatimco vzdalenost |P:P-| je kladna, proto
budeme uvazovat absolutni hodnotu rozdilu: ||PF,| — |PF,]|. JelikoZ vzdalenost P:P-
nezavisi na volbé bodu P, je tato délka konstantni, a tudiz rezem je opravdu

hyperbola. Musime jesté dokazat, Ze se tato vzdalenost rovna délce |AB|, protoze
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pak bude platit, body dotyku F: a F- jsou skute¢né ohnisky hyperboly. Stejné jako

u elipsy dale vime, Ze:
|PiPy| = |A;Az| = |B1B,|
a tim zname skute¢nou délku 2a. Obé tyto rovnosti lze rozepsat nasledovné:
|PiP,| = |AA;| — |AA4| = [AF;| — |AF,| = |AB| + |BF;| — |AF,]
|P;P,| = |BB;| — |BB;| = |BF;| — |BF;| = |AB| + |AF;| — |BF;|
Z téchto vztaht vyplyva, Ze |AF, | = |BF,|, a tudiZjiZ z vySe uvedenych rovnosti plyne:
|PiP;| = |AB|.

Protoze se |PiP2| rovna
bodu P od ohnisek:

|PF;| — |PF,||, ziskdvame hledanou rovnost pro vzdalenost

|IPF,| — [PF,|| = |AB].

Rezy rotaé¢ni valcové plochy

JeSté se v kratkosti zminime o ftezech valcové plochy, nebot Quételetova-

Dandelinova véta je vyslovena i pro tento ptipad a zni nasledovné:

Véta 10 . Rezem rotacéni valcové plochy rovinou kosou k ose této plochy je elipsa,
pricemz jeji ohniska jsou dotykové body sfér, které jsou vepsané valcové plose
a zaroven se dotykaji roviny rezu. Délka vedlejsi poloosy elipsy se rovna velikosti

poloméru valcové plochy a stred elipsy lezi na ose této plochy [2, s. 67].
Tuto vétu zde uz ponechame bez ditkazu, ten lze najit napt. v [2, s. 68].

Véta hovori pouze o fezech takovymi rovinami, které nejsou rovnobézné s osou
valcové plochy, a tudiz fezem je elipsa. Pokud by rovina fezu byla k ose valcové
plochy kolma4, fezem bude kruznice, coz je ovSem specialni pripad elipsy. Co se tyka
singularnich kuzelosecek, tak pti fezu rovinou rovnobéznou s osou o miiZe byt fezem
a) prazdna mnozina — vzdalenost roviny fezu od osy o je vétsi nez polomér valcové
plochy, b) jedna povrchova primka — vzdalenost roviny fezu od osy o se rovna

polomeéru valcové plochy, ¢) dvé rovnobézné povrchové primky — vzdalenost roviny
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rezu od osy o je mensi nez polomér valcové plochy. VSechny zminéné moznosti jsou

znazornény na obrazku (Obrazek 2.6).

P p

Sy o

P

Obrazek 2.6 - Narys rezii rotacni valcové plochy

2.1.2 Mongeova véta

Gaspard Monge byl francouzsky geometr a matematik Zijici na prelomu 18. a 19.
stoleti. Je znam jako otec diferencidlni a deskriptivni geometrie. Zformuloval vétu,
ve které se pojednava a tirech riiznych kruznicich v roviné a o vztahu jejich stredt
stejnolehlosti, prislusejicim ke kazdym dvéma znich. Tuto vétu vymyslel
v souvislosti s prostorovou analogii tlohy z oblasti deskriptivni geometrie, a to, jak
nalézt prliseénici teénych rovin ke tfem sféram — kreSeni vyuzil tecné kuzely

[5, s. 59]. Véta je éerpana z [11, s. 138], inspirovana z [7].

Véta 11 (Mongeova). M¢jme tii kruznice ki, k-, k3 s nekolinearnimi stiedy
a riiznymi poloméry, pak pro vnéjsi a vnitini stiredy stejnolehlosti kazdych dvou

z téchto kruznic plati nasleduyici:
 vSechny 3 vnéjsi stiredy stejnolehlosti (Ei2, E-3, Ei3) leZi v jedné primce
« kazdé dva vnitrni stiedy stejnolehlosti a jeden vnéjsi lezi v jedné piimce

« 3 vnitrni strredy stejnolehlosti (112, 123, I13) v jedné primce nelezi
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Ditkaz — prostorovy. Opét se podivame na to, jak by vypadal dikaz této véty,
kdybychom na ni nahlédli prostorove. Zamérime se na prvni tvrzeni véty, totiz, ze
vSechny vnéjsi stredy stejnolehlosti lezi v jedné primce. Dlikaz s vyuzitim valct je

nastinén v [5, s. 60], diikaz za pomoci kuzeld je ¢erpan z [36].

Obrazek 2.7 - Mongeova véta

Predstavme si, ze kazda kruznice je obrysem jedné sféry v prostoru, pti¢emz vSechny
sféry jsou poloZeny na jedné roviné. Jinak feceno, sféry jsou stredoveé promitnuty do
priumétny tak, Ze jejich obrysy jsou kruznice (roviny kruznic nejsou s primétnou
rovnobézné) (viz také [31, s. 303]). Obrazek (Obrazek 2.7) znizornujici Mongeovu
vétu mize byt pak chapan jako perspektivni pohled na sféry vepsané valcové plose,
pricemz vSechny sféry maji stejny polomér a jsou vrizné vzdalenosti od
pozorovatele. Kazd4 dvojice kruznic spolu s jejich vnéjsimi te¢nami v prostorovém
vnimani tedy predstavuje jednu valcovou plochu a obrysové kruznice sfér se dotykaji
obrysu valcové plochy. Obrys valcové plochy je znazornén vnéjsimi tecnami kruznic,
tyto tecny se protinaji prave ve vnéjsim stredu stejnolehlosti. Valcova plocha ubiha
do nekonecna a ztraci se ndm z o¢i pravé na horizontu, tedy na nevlastni primce —
kazda valcova plocha se sbiha do jednoho bodu. Priisecik vnéjsSich tecen tak vidime
na horizontu u vsech tti valcovych ploch, proto vsechny vnéjsi stredy stejnolehlosti

lezi na jedné primce, coz jsme chtéli dokazat.
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Trochu odli$na prostorova interpretace mtize byt nikoliv za pomoci valct, nybrz
kuzeli - rozdil oproti myslence s valci spociva vtom, Ze vtomto pripadeé
nepotiebujeme predstavu nekonec¢na. Predstavme si tedy kuzelové plochy opsané
vzdy dvéma sféram, piicemz vSechny tfi sféry jsou opét polozeny na jedné roviné a.
Tato rovina je spole¢nou tecnou rovinou i pro vsechny kuzelové plochy, tudiz také
vSechny jejich vrcholy v této roviné lezi. Pokud existuje druha te¢na rovina f k témto
trem sféram, je reseni intuitivni. Obé roviny jsou teéné i ke kuzelovym plocham
a maji spolecnou priisecnici p, na které musi vS§echny vrcholy lezet. Dale 1ze sestrojit
treti rovinu y, ktera prochézi priiseénici p a pili prostorovy thel mezi rovinami a
a . Vtéto roviné musi lezet stredy vSech tfi sfér. Pokud bychom tedy nemohli
sestrojit druhou te¢nou rovinu f, nalezneme vrcholovou primku kuzelovych ploch

jako priiseénici roviny a s rovinou prochazejici stredy sfér (y).

Pro planimetricky diikaz lze nahlédnout do Kufinovy publikace [11, s. 137-140].
K diikazu vyuziva vlastnosti Mongeovy grupy, kterou se v publikaci také predtim
zabyva.

Jesté zminme jako zajimavost zcela odliSnou moznost prostorové interpretace této
véty. Stredy stejnolehlosti mohou byt chapéany jako vrcholy ¢tyfsténu, kdy jedna
sténa je tvorena temi vnéjsimi stiredy stejnolehlosti a zbylé tti stény jsou tvoreny
vzdy jednim vnéjsim stfedem a dvéma vnitinimi [26, s. 22—23]. Tuto interpretaci

bychom ovsem zaradili do kapitoly o jehlanu.

2.1.3 Tétivovy ¢tyrahelnik

Nyni se zamérime na dalsi priklad prostorové interpretace rovinného atvaru, kterym
je tétivovy ctyrahelnik ABCD. Tétivovy c¢tyftuhelnik je definovan jako takovy
¢tyrtahelnik, kterému lze opsat kruznici.

Véta 12 . Ctyitihelnik je tétivovy pravé tehdy, kdyz se soucet jeho protéjsich thlil
rovna 180° cili: a +y = B+ 6 = m. [3, s. 113—-114]

Ditkaz (naznak) — planimetricky. Dukaz této véty vychazi z véty o stfedovém
a obvodovém tuhlu. Pokud vsechny vrcholy lezi na kruznici, plyne z této véty zcela

zirejmy zavér o velikostech thl. A naopak z velikosti Ghli diky kruznici jakozto

mnoziny boda nad aseckou plyne, ze vrcholy musi leZet na stejné kruznici.
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Tento specialni ¢tyrahelnik se nazyva tétivovy praveé proto, Ze vSechny jeho strany
tvori tétivy kruznice jemu opsané. Jelikoz je véta ekvivalenci, miZeme se setkat
i s obracenou formulaci véty, a to, ze ¢tyfahelnik je tétivovy tehdy, kdyZ mu Ize opsat
kruznici. Zalezi na tom, které tvrzeni povazujeme za definici a které vyslovime jako

veétu.

V nasledujicim prostorovém diikazu budeme dokazovat jednostrannou implikaci,
takZe se nejedna o diikaz celé véty. Za predpoklad povazujeme vlastnost, Ze vSechny
vrcholy tétivového ctyrahelniku lezi na kruznici. Budeme chtit tedy dokazat, ze

soudet proté&j$ich Ghla se vzdy rovna 7. Cerpano predev$im z [1, s. 7-8].

Obrézek 2.8 - Diikaz vlastnosti v tétivovém ¢tyrtihelniku

Diikaz (implikace) — prostorovy. Ve ¢tyiihelniku miizeme protahnout strany AD
aBC do poloprimek a jejich priise¢ik oznadit V (Obrazek 2.8). V prostorové
predstavé se bude jednat o vrchol kosého kuzelu, na ktery se divame z boku — jeho
podstava je kruznice lezici v horizontalni roviné (¢) sestrojeni nad primérem AB
a zobrazi se praveé na usecku AB, oznac¢ime ji m. Trojahelnik ABV tedy predstavuje
hlavni tfez kosého kuzele. Kruznice k opsana ctyfihelniku ABCD mizZe byt
povazovana za polednikovy fez sféry x, tseCky AB a CD pak znazornuji kolmé
prameéty nerovnobéznych cyklickych tezti kuzele (kruznice m a n) do roviny

hlavniho fezu, tj. ABV. OvSem to, Ze prinikem sféry a kuZele je v tomto piipadé
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kruZnice n, neni zcela zfejmy fakt, protoZe v obecném piipadé tomu tak neni. Rezem
kuzelu by klidné mohla byt elipsa, jejiz primét by byla také tsecka CD. Uvazujme
tedy nejdriv, zZe kruznice n je fezem sféry x (fezem sféry rovinou je vzdy kruznice —
kromé pripadt, kdy se spolu neprotnou viibec, nebo je prisecikem jediny bod
[31, s. 212]). JelikoZ obé kruznice m a n lezi na sfére, tak jimi lze prolozit kuzelovou
plochu. Toto tvrzeni je i s diikazem uvedeno zde [38, s. 437—438], v obecném
pripadé se jedna o prolozeni kuZelové plochy dvéma kuZeloseckami lezicimi na
kvadrice. Timto jsme tedy dokazali, ze kruznice n lezi jak na kuzelu, tak na sfére,
atedy ze tento fez kuzelu je skuteéné cyklicky. Dale kruznice k' predstavuje
polednikovy ez sféry k', ktera je opsana celému kuzelu, a te¢na t kruznice k' v bodé
V je v prostorové predstave te¢nou rovinou 7 této sféry. Priimét priiseénice roviny 1
srovinou ¢ do narysny ozna¢me U. Rovina 7 udava smér rovin, kterymi rezeme
kuzel a vytvarime tim cyklické tfezy [1,s. 7], nebot fezy rovnobézné s cyklickym
fezem musi byt cyklické také. Kazdy ztéchto fezli lezi na sféfe xk', stejné jako
podstavna kruznice AB. Tecna t tak uréuje smér primky, na které lezi strana CD ve
¢tyfahelniku ABCD. Diky vlastnosti tisekového thlu vime, Ze thel mezi rovinou
a povrskou kuzelu BV je roven a. Z trojuhelniku BUV v narysné je patrné, ze thel
AUV (mezi rovinami ¢ a 1) je roven § — a, proto by ke konstrukei jiz nebyla treba
druhé kruznice k'. Nyni lze snadno dopoditat, ze thel BCD musi byt roven 7 — «

a thel ADC roven m — 3, coz jsme chtéli dokazat.

2.1.4 Apolloniova Gloha (kkk) — cyklografie

V této praci budeme Apolloniovu tlohu fesit n€kolika zpiisoby, zmitime proto o této
uloze nejprve obocné informace. Apolloniova tloha se piivodné zabyva nalezenim
kruznic, které se dotykaji tfi predem danych kruznic. V obecném ptipadé€ je tloha
Apolloniova chapana jako tloha, kdy konstruujeme kruznice dotykajici se trech
kruhovych atvard, pricemz tyto atvary mohou byt bud ptimo kruznici (k), pifimkou
(p — kruznice s nekoneénym polomérem) nebo bodem (B — kruznice s nulovym
polomérem). Kombinaci s opakovanim z téchto tii typt kruhovych utvart (k, p, B)
ziskame deset pripadt Apolloniovy tlohy [26, s. 15] [27]. Zminme jeSté, Ze pii FeSeni
Apolloniovych tloh v této praci nAm neptijde o konstrukei hledanych kruhovych

atvarl, nybrz pouze o nalezeni syntetického reseni.
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Pojdme se nyni zamérit na Apolloniovu ulohu typu (kkk). Tato tloha ma jméno
podle tfeckého geometra Apollonia z Pergy (zZil kolem r. 200 pr.n.l.). Jeho spis
,0 dotycich“ s fesenim tlohy se nezachoval, avsak soudi se, Ze stejné feseni uvedl
v r.1600 francouzsky matematik Viete ve spisu ,,Apollonius Gallus...“ a jedna se
o feSeni dilataci [26, s. 14]. Déle byla tloha fesena mnoha dalsimi zptisoby, napft.
uZitim kuzelosedek ¢i jinymi cestami — syntetickymi i analytickymi. Uloha se stala
velmi dileZitym zdrojem novych geometrickych tvrzeni, které byly objeveny pii
jejim FeSeni. Mezi feSitele Apolloniovych tloh pattili napt. Gaultier nebo Fouché,
kteri vyuzivali cykli. Jedno zvlasté elegantni a jednoduché reSeni taktéz pomoci
cykli predstavil francouzsky matematik Gergonne v dile ,,Annales de math.“ (1816—
1817). Spravnost feSeni byla potom dokadzdna napf. némeckym geometrem
W. Fiedlerem, ktery prirazoval prostorové atvary rovinnym a vyuzival cyklografii
[26]. Prave reSenim pomoci cyklografie se budeme zabyvat v této kapitole, FeSeni je

prevzato z [1, s. 51-53].

Pred samotnym reSenim si feknéme nékolik slov o cyklografii, coz je pro resSeni
potfebné. Méjme v prostoru bod A a rovinu p, kterou povazujeme za priimétnu
v cyklografickém promitani, pricemz bod A vtéto primétné nelezi. Z bodu
A spustme kolmici k dané roviné a kolmy priimét bodu P do roviny p (patu kolmice)
oznaéme Ai. Necht bod A je sttedem v priimétné lezici kruznice ao, jejiz polomér je
roven |AA:|. Kruznice ao se nazyva cyklickym primétem bodu A. Danému bodu A je
takto prifazena jedina kruznice ao, zatimco kruznici nalezi dva body na kolmici
vztycené z jejiho stfedu A: ve vzdalenosti poloméru — bod A (nad primétnou) a bod
A' (pod primétnou). Tyto body jsou vzajemné soumérné sdruzené podle roviny p.
Abychom doséhli vzajemné jednozna¢ného zobrazeni, zavadi se tzv. cykly, coz jsou
orientované kruznice. Pak je kladné orientovanému cyklu ptirazen bod A a zdporné
orientovanému bod A'. Toto zobrazeni bodu na cyklus je nazyvano cyklickym

primétem bodu. Cerpano z[32, s. 7] a[1, s. 42—43].

Definice 9. Zobrazeni mnoziny (E; — Cp) vSech vlastnich bodii eukleidovského
prostoru E; na mnozinu vsech cykli Cp, v priimétné p (prostor cyklil) vyse
popsanym zpuisobem je zobrazovaci metoda nazyvana cyklografické promitani

[27].
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Res$eni (ndznak) — cyklografické. Mé&me tii kruznice ao, bo a co v roviné p se stiedy
Ai, B: a Ci. (Vpripadé cyklti uvazujme pouze kladné cykly.) Témto cyklim pak
pritadme cyklicky prislusné body A, B a C nad primétnou. Déle kazdou z kruznic
prolozme pravouhlou rota¢ni kuzelovou plochu tak, Ze vrcholy téchto ploch budou
praveé body A, B, C — povrsky téchto kuZelovych ploch nutné sviraji s primétnou p
thel 45°. Pro ziskini hledaného feSeni je tfeba nalézt spoleéné body téchto tii
kuzelovych ploch (plochy ozna¢me a, f3, y). Obecné prinikem dvou kvadrik muize
byt kiivka 4.stupné, vpripadé takovychto kuZelovych ploch je prinikem
kuZelosecka, tady se jednad konkrétné o hyperbolu ¢ (Obrazek 2.9). Touto
kuzeloseckou prolozime dal$i rovinu — takto nalezneme dvé roviny o a o' diky
priniku ploch a N fa a N y. Spole¢né body (S: a S2) vSech tfi ploch lezi na priniku

priiseénice rovin o a o' s jednou z kuzelovych ploch, napf. a. Jinymi slovy, hledali

Obrazek 2.9 - Cyklografické feseni Apolloniovy tlohy (kkk)

jsme spolecné body tii kuzelosecek. Cyklické priméty bodti S: a S- do roviny p jsou
dvé kruznice, které jsou teénymi kruznicemi vSech tti cyklt ao, bo a co, a Tesi tudiz
Apolloniovu dlohu. Jak je jiz zminéno, toto feseni je naznakem. Jeho netplnost
spociva predevsim v tvrzeni, Ze prinikem danych kuzelovych ploch je kuzelosecka
a v nalezeni spole¢nych priise¢ikii kuZelosec¢ek. ReSeni 1ze podrobné prozkoumat

v [1, s. 51-56] nebo [27], odkud byla tloha éerpana.
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2.2 Sféra

V kapitole o sfére se seznamime se sférickou inverzi jakozto analogii k inverzi
kruhové a zavedeme diky témto zobrazenim stereografickou projekci. Ta bude déle

vyuzita pri feSeni dvou typtt Apolloniovych tloh.
2.2.1 Kruhova a sféricka inverze, stereograficka projekce

V této kapitole si uvedeme priklad prostorové analogie rovinného zobrazeni, a to
konkrétné analogii kruhové inverze, kterou je inverze sféricka. Zavedeme obecnou

definici pro inverzi [23, s. 84], inspirovano také z [19]:

Definice 10. V eukleidovském prostoru E je inverze se stiredem S a koeficientem x
riuznym od nuly zobrazeni mnoziny E — {S} na sebe, které zobrazi kazdy bod X na
bod X' tak, ze:

a) polopiimky SX a SX'jsou pro x > 0 totozné a pro k < 0 opacné,

b) |SX'| = %
-7 X

Obrazek 2.10 - Kruhovi inverze

Body S, X a X' (X' # S) musi nutné byt kolinearni a kruhova inverze je jednoznac¢né

urcena stiedem a dvojici odpovidajicich si bodd (Obrazek 2.10).

Dale zminime, jaky je vztah mezi koeficientem x a polomérem ridici kruznice inverze.

Diky podobnosti trojahelniki SXP a SQX', kde plati:

SP| =|SQ| = r miiZeme ziskat
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r2

BT ktery odpovida vztahu z definice pro inverzi. Z toho

nasledujici vztah: [SX'| =
vyplyva, Ze: |k| = 2.
Pojd'me se ted podivat na inverzi v prostoru — sférickou inverzi. Uvazujme sféru w se
sttedem S, na ni dva body P a Q na poélech (diametralné protilehlé) a rovinu p
kolmou ke spojnici PQ prochazejici bodem S. Sféricka inverze je tedy dana sférou,
jejim sttedem a polomérem. Zobrazeni vzoru X € w provedeme tak, Ze jej spojime
s jednim z bodi P, Q a prisecik této primky se sférou oznacime jako pomocny bod
X;. Nasledné tento bod spojime s druhym z pdli a priisecik této ptimky s rovinou p
je hledany obraz X' (Obrazek 2.11).

£

|

¥
L |
L]
1
1
[}
1
¥

e o w mwm
'F‘
1]

Obrazek 2.11 - Sféricka inverze

Podobné jako u inverze kruhové, tak i inverze sféricka se stiredem S a koeficientem
k zobrazuje vnitini ¢ast sféry na ¢ast vnéjsi a naopak, samotna sféra je samodruzna.
V pripadé kladného x je samodruzny i kazdy bod sféry, v pripadé zaporného x se
body zobrazi vzdy na bod diametralné protilehly. Polomeér sféry se rovna \/|7 , nebot
pro body na sféfe z definice inverze plati, ze |SX|=|SX'|= \/|x|. Z toho plyne i jiz
zminény fakt, Ze vnéjsi body sféry se zobrazi na vnitfni a naopak, protoze pokud

|SX| < /Ixl, je [SX'[> y/|x| [23, s. 85].
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Soucéasti zobrazovani ve sférické inverzi je stereograficka projekce sféry na rovinu p,
ktera prifazuje bodu sféry Xi (uvazujme bod rtzny od po6lu) bod v roviné p tak, ze
vedeme piimku jednim z p6li a bodem X: (pfimky X:P nebo X:Q) — hledany obraz
(X nebo X') je priisec¢ikem této primky s rovinou p. V takovémto pripadé€ je obraz
bodu X; rtizny od stfedu S. MiiZzeme tak napt. bodu X priradit bod X; tak, ze X je
jeho stereografickym primétem zbodu P a zaroven lze k bodu X: sestrojit
stereograficky primét X' zbodu Q. Body X1, X a X' lezi v jedné poloroving, takze
poloprimky SX a SX' jsou i v této prostorové inverzi totozné. V pripadé€, ze by bod X
byl totozny s jednim z pold, miZzeme k nému také sestrojit stereograficky priamét

z druhého polu — jeho primétem (obrazem) by pak byl bod S.

Definice 11. Zobrazeni, které kazdému bodu X; # P sféry w piirazuje priisecik
polopiimky PX: s rovinou p, nazjvame stereograficka projekce. Formulace je

inspirovana z [28].

Jak je mozn4 jiz zfejmé, sférickou inverzi 1ze popsat jako sloZeni stereografické
projekce a zobrazeni k ni inverzniho — bod X se na Xi zobrazi inverznim zobrazenim
ke stereografické projekci z bodu P a nasledné bod X' je stereografickym priimétem
X; zbodu Q. Mezi vlastnosti stereografické projekce patii napt. to, Ze se jedna
o konformni zobrazeni, tzn. zachovava se velikost ihld. Dalsi dtleZitou vlastnosti je,
ze kruznice na sfére ziistavaji kruznicemi i po zobrazeni do roviny. K diikazu téchto
vlastnosti se vyuziva stredového osvétleni sféry, coz je disledek Quételetovy-
Dandelinovy véty — ditkaz 1ze nalézt napt. zde [1, s. 86—88]. Tato projekce se vyuziva
predevsim v kartografii, vznik stereografické projekce je spjat s astronomickymi
potiebami zobrazovani nebeské koule jiz v 2. stol. pt.n.l. V nasi praci se podivime

na vyuziti pti feSeni Apolloniovy tlohy.

Zajimavosti je, Ze stereografickou projekci lze vztahnout nejen na sféru, ale také

napr. rotacni elipsoid, paraboloid ¢i hyperboloid.

2.2.2 Apolloniova uloha (kkk) — stereograficka projekce

Jiz jsme se zabyvali feSenim Apolloniovy tlohy pomoci cyklografie. Nyni pojdme
vyuzit stereografické projekce k jinému prostorovému reseni této tlohy. Méjme tedy
tri kruznice ki, k- a ks roviné (p). Nasim tkolem je nalézt takové kruznice, které se

dotykaji viech tiech danych kruznic. Re$eni je pfevzato z [1, s. 88—89].
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Obrazek 2.12 - Naznak stereografického reseni Apolloniovy tlohy (kkk)

Reseni — stereografické. Zvolme si sféru w tak, Ze jeji stied S nélez roviné p
a spojnice jejich pola PQ je k roviné p kolma. Promitnéme inverznim zobrazenim ke
stereografické projekci kruznice z roviny na sféru z bodu P (Obrazek 2.12). Jak uz
vime, kruZnice se zobrazi opét na kruznice ki, k-, k3. Mizeme ted vyreSit
Apolloniovu tlohu pro kruznice na sféfe a stereografickym promitnutim feSeni do
roviny p ziskame i feseni pro kruznice v roviné. Nyni Ize vZdy dvéma kruznicemi na
stére, napt. k:" a k2', prolozit dvé kuzelové plochy s vrcholy Viz, Vi2'. Toto tvrzeni lze
nalézt i dikazem zde [38, s. 437—438]. V pripad€ jedné kuzelové plochy se vrchol
nachézi mezi kruznicemi (kazda kruznice je v jiné polovin€), v pripadé druhé plochy
jsou obé kruznice ve stejné poloviné4. Kazda te¢né rovina takovéto kuzelové plochy
protina sféru v kruznici (tj. fezem sféry touto rovinou je kruznice), ktera se dotyka
obou kruznic k;', k2". Dale sestrojime dalsi dvé kuzelové plochy prolozené kruznicemi
ki, k3's vrcholy Vi3, Vi3'. Uvazujeme dvojici kuzelovych ploch, které maji spolecnou
kruznici k; (a rozdilnou kruznici druhou), naptiklad plochy Viza Viz. K témto dvéma
plocham je mozZné sestrojit dvé spolec¢né tecné roviny — ty lze nalézt tak, ze vedeme
primku v vrcholy Vi a Vi3, najdeme jeji prisecik s rovinou kruznice ki a z néj k této
kruznici vedeme tecny, které jsou dvé. Pak je vzdy tato rovina déna ptrimkou v

ajednou ztecen. Rezem sféry témito dvéma rovinami jsou dvé kruznice, z nichz

4 Polovinou kuZelové plochy myslime jednu ze dvou jejich ¢asti, které jsou oddélené vrcholem
kuzelové plochy.
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kazda se dotyka vSech tfi kruznic k:', k-', k3'. Tyto kruznice po stereografickém
promitnuti do roviny p tvori kruznice, které se dotykaji vSech ptivodnich tii kruznic
ki, k- a k3. Ze sestrojenych kuzelovych ploch lze sestrojit celkem ¢tyti takové dvojice
(Vi2, Vi35 Vo, Vi3'; Vio', Viz; Vo', Vi3'), takze tim ziskame v obecném piipadé celkem
osm kruznic jako FeSeni této Apolloniovy tlohy — nékteré z kruznic, ktera jsou

reSenim, ovSem nemusi byt realna.

2.2.3 Apolloniova iloha (kBB) — stereograficka projekce

Z Apolloniovych tloh jsme zatim fesSili pouze tlohu typu (kkk). Jak bychom mohli
obdobné stereografickym zplisobem vytesit zvlaStni pripad Apolloniovy ulohy
(kBB), kdy dvé z kruznic maji nulovy polomér, a tudiZ se stavaji body? Uloha se nAm
timto zjednodusi. Kruznici (k) i oba body (X, Y) lezZici v roviné p opét promitneme
pres pol P na sféru w. Kruznici k'a body X', Y' na sféfe mtizeme prolozit dvé kuzelové
plochy neboli piimo kuZely — oba maji podstavu kruznici k" a vrcholy jsou body X/,
Y'. K témto dvéma kuzeliim tedy dale sestrojime dveé te¢né plochy, které nam na sfére
vytnou kruznice dotykajici se vSech tfi kruhovych ttvara. Takto vzniklé kruznice
stereografickou projekci promitneme do roviny p a tim jsme nalezli hledané ieSeni,

v tomto piipadé jim jsou dvé kruznice.

Ve svém teSeni vyuzil stereografie také Gaultier, jeho konstrukce je uvedena treba
v [1, s. 89—91]. Pomoci stereografické projekce 1ze tesit i dalsi pripady Apolloniovy

ulohy a planimetrické reSeni miize byt prave z tohoto stereometrického odvozeno.

2.3 Paraboloid

Na zavér prace uvedeme jesté vyuziti dalsi kvadriky pfi feSeni rovinné tulohy,

konkrétné vyuZzijeme rotacni paraboloid k resSeni jiz reSené Apolloniovy tlohy.

2.3.1 Apolloniova aloha (kkk) — paraboloid

Jiz jsme se zabyvali Apolloniovou tlohou (kkk) fesenou v metodé cyklografické a ve
stereografické projekci. Nyni si predvedme metodu treti, ktera vyuziva plochy

rotac¢niho paraboloidu a jejiz princip se podoba reseni stereografickému.
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Pfed samotnym feSenim zminme, Ze ortogonalnim primétem eliptickych Fezi
paraboloidu rovinou rtiznobéznou s osou do zvolené roviny p kolmé kose
paraboloidu jsou kruznice [1, s. 35] a [38, s. 439]. MliZeme tudiz i kazdou kruznici
v primétné povazovat za kolmy primeét elipsy leZici na zvolené parabolické plose.
Toto prirazeni kruznic v roviné p a elips na plose rota¢niho paraboloidu je vzajemné
jednoznacné, a diky nému lze resit planimetrické tlohy v prostoru, zejména pokud
se jedna o ulohy tykajici se kruznic. Tak je tomu i v pripadé Apolloniovy tlohy (kkk),
kdy hleddme kruznici dotykajici se tii danych kruZnic. Reseni je ¢erpiano opét

z[1,s.35-36, 38-39].

Reseni — rotacéni paraboloid. V roviné p méjme tii kruZnice k:, k= a k3 a zvolme
plochu rota¢niho paraboloidu, jehoz osa je kolma k rovin€ p. Promitnéme dale
ortogonalné kruznice na parabolickou plochu — tim ziskame elipsy e:, e- a e;s.
Podobné jako u kruznic na sféfe miizeme i tady prolozit kazdou dvojici elips (napft.
e, e2) na paraboloidu dvé kuzelové plochy. Toto tvrzeni je platné obecné pro dveé
kuZelosecky na kvadratické plose a lze ho opét nalézt zde [38, s. 437-438]. Rezem
parabolické plochy teénou rovinou k plose kuzelové je elipsa, ktera se dotyka obou

elips e, e=. Pak pramét této elipsy do roviny p je kruznice dotykajici se kruznic ki, k.

Obrazek 2.13 - Naznak feseni Apolloniovy ulohy (kkk) pomoci rotaéniho paraboloidu
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Pro nalezeni kruznice dotykajici se vSech kruznic ki, k- a k3 tedy zvolme dvé kuzelové
plochy s jednou spolecnou elipsou, napi. plochu prochazejici elipsami e:, e-
(s vrcholem Vi2) a plochu prochéazejici elipsami e:;, e; (s vrcholem Vi3) — vzdy
s obéma elipsami v jedné poloviné kuzelové plochy (Obrazek 2.13). K témto dvéma
plocham existuji dvé spole¢né te¢né roviny (diky spolecné elipse e;) — nalezneme je
opé€t obdobné jako v kapitole 2.2.2 u stereografického reSeni, pomoci spojnice
vrcholil v, roviny elipsy e: a jejich teden. Rezy témito rovinami na parabolické plose

jsou dvé elipsy, jejichz promitnutim do roviny p ziskdme dvé hledané kruznice.

Na primce v lezi kromé vrcholi Vi2 a Vi3 také vrchol kuzelové plochy dané elipsami
e2 a ez (Va3), coZ vyplyva z Mongeovy véty a jeji prostorové interpretace, reSené
v kapitole 2.1.2. V pripadé vyuziti kuZelovych ploch (Vi2', Vi3', V23') s vrcholy mezi
urcujicimi elipsami ziskame (opét analogicky jako ve 2.2.2) celkem étyri primky
prochazejici vrcholy, a tudiz osm elips vzniklych teénymi rovinami kuzelovych ploch
a potazmo osm kruZnic vroviné p, které jsou reSenim Apolloniovy tlohy (opét
nékteré znich mohou byt imaginarni v zavislosti na tom, zda jsou realné ci

imaginarni spole¢né te¢né roviny kuzelovych ploch).

Zabyvali jsme se pouze ptivodni Apolloniovou tlohou (kkk), nicméné i tento zpiisob
feSeni je dobfe vyuzitelny pro ostatni Apolloniovy ulohy, kdy je nékterym
z kruhovych utvari prfimka ¢i bod. Jakykoliv bod roviny p lze ortogonalné
promitnout na parabolickou plochu (zlistava bodem) a jakoukoliv pfimku v roviné
p lze promitnout na tuto plochu — jejim primeétem je parabola. Rovina, ve které lezi
primka i parabola, je rovnobézna s osou rota¢niho paraboloidu, jak jiZz bylo zminéno.
MiuzZeme tedy pomoci plochy rota¢niho paraboloidu feSit i dalsi ptripady dlohy

Apolloniovy.
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Zavér

Cilem této bakalarské prace bylo vytvorit ptehlednou publikaci o rovinnych tlohach
vyuzivajicich prostorovou predstavu ke svému fesenti, jak jiz bylo zminéno v tivodu.
Snazila jsem se propojit planimetrické a stereometrické moznosti feSeni na

konkrétnich prikladech, predevsim ovsem predstavit prostorova reSeni u tloh

z planimetrie, coz neni zcela obvyklé.

V praci jsem shromazdila rtizné tlohy z planimetrie, které lze feSit prostorové.
Predstavila jsem dtikazy nékterych vét v roviné pomoci prostorové interpretace
a uvedla jsem nékolik analogii mezi vztahy v roviné a v prostoru, coz mtize pomoci
k hlub§imu porozumeéni tématu. Praci jsem usporadala do kapitol podle
jednotlivych prostorovych téles, aby bylo mozné se v praci 1épe orientovat. Také
jsem vytvorila mnoho nazornych obrazkid, diky kterym miize byt ¢tenéfi prostorova
predstava pri reSeni podstatné jasnéjsi a ideu reseni miize pochopit drive, nez si
viibec samotny postup fesSeni precéte. Pfinos prace lze spattit pravé ve shromazdéni
rovinnych dloh feSenych netradi¢nim zptisobem, pricemz toto feSeni mnohdy

v jinych publikacich chybi.

Prace mize byt vyuzita zejména studenty matematiky na vysokych skolach — miize
jim slouzit k propojeni souvislosti a rozsifeni obzori béhem studia, predevsim
v syntetické geometrii. Dale miize prace slouzit pedagogiim na stfednich Skolach
jako inspirace ve vyuce a diky ni mohou vnést oziveni do hodin geometrie.
Z didaktického pohledu mitize byt prace uzitecnd také k vyzkumu v oblasti
prostorové predstavivosti a analogie. VE€fim, Ze je ¢asteéné vyuzitelna i pro ty
studenty strednich Skol, které toto téma bavi a budou se mu chtit vénovat napft.
v seminarni praci.

Piipadné rozsifeni prace by mohlo spocivat v pridani dalSich tloh, dikazi ¢i
analogii mezi rovinou a prostorem, kterych je mozné nalézt vice nez zde uvedenych.
Nékteré dikazy v této praci by mohly byt provedeny vice precizné misto odkazovani
na né do jinych publikaci. Dale by mohla byt prace obohacena jesté dikladnéjsim
zkoumanim vztahu roviny a prostoru nebo pridanim nereSenych konstrukénich

uloh, jejichz syntetické feSeni by ¢tenar mohl hledat sam.
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