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Úvod
Tato práce si klade za úkol srovnávat modální logiky. Co jsou to v²ak modální
logiky, o tom nemá laická ve°ejnost p°íli² dobrou p°edstavu. Podívejme se proto,
co o pojmu modalita °íká slovník cizích slov.1

modalita º. 1. (zprav. mn.) moºný zp·sob, jak se n¥co provádí, n. okolnost,
za níº se (podle úmluvy) n¥co provádí 2. stupe¬ jistoty ur£itého soudu,
jeho charakteristika z hlediska �síly� tvrzení, nap°. soud apodiktický ↑ ,
problematický atp. (soud je my²lenka, která je pravdivá, nebo nepravdivá)
3. jaz. modálnost (v. téº modální)

modální p°íd. k modus; zp·sobový; jaz. m. slovesa (zp·sobová) = obm¥¬ující
význam slovesa po stránce zp·sobové (moºnosti, v·le, nutnosti apod.):
chtít, mít (za povinnost), moci, musit, sm¥t, nap°. nemocný chce jíst, ale
smí jen pít; m. £ástice = vyjad°ující stanovisko mluv£ího k obsahu v¥ty,
nap°. moºná, prý atp.; m. v¥ta = zp·sobová, tj. vedlej²í v¥ta p°íslove£ná,
adverbiální vyjad°ující p°íslove£né ur£ení zp·sobu, nap°.: D¥lal v²echno
tak, jak mu to léka° doporu£il.

modálnost º. jaz. uplat¬ování postoje mluv£ího ve výpov¥di, tj. ºe ji povaºuje
za skute£nou, cht¥nou atp.

Z hlediska logiky se bude modalita omezovat v¥t²inou na sl·vka �nutnost� a
�moºnost� (formáln¥ zna£íme 2 a 3). N¥kdy také pouºíváme modalitu pro jiné
výrazy, nap°íklad �vím, ºe� , �v¥°ím�, �je p°ikázáno� , �je dokazatelné� a dal²í.
Podle toho, v jakém významu modalitu pouºíváme, mluvíme nap°íklad o �Logice
znalostí� , �Deontické logice� , �Logice dokazatelnosti� a dal²ích. V²echny tyto
systémy pak souhrnn¥ nazýváme �Modální logiky� .

Je z°ejmé, ºe modalita se v kaºdém z t¥chto systém· chová jinak. Nap°íklad
to, co je �dokazatelné� , je zcela evidentn¥ i �pravdivé� , ale ne v²e, £emu �v¥°ím�,
musí být �pravda� . Pro kaºdý z t¥chto systém· je proto nutné formulovat jiný
soubor pravidel (axiom·). Jak ukáºeme pozd¥ji, £asto sta£í pozm¥nit jediný
axiom a vlastnosti modality se výrazn¥ zm¥ní. P°esto (nebo práv¥ proto) existuje
soubor modálních axiom·, které formalizují modální logiky. Pro ú£ely té které
modální logiky jen musíme zvolit, které axiomy p°ijmeme, a které nebudeme
pouºívat, aby výsledná formalizace popisovala námi zvolenou modalitu.

1Doc. dr. Lubomír Klime², CSc: Slovník cizích slov 1983
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Z hlediska této práce je v²ak zajímav¥j²í srovnání jednotlivých formálních
systém· neº jejich vztah k p°irozenému jazyku. Z tohoto d·vodu se v následu-
jícím textu nebudu o tomto vztahu zmi¬ovat p°íli² podrobn¥.

Je²t¥ neº p°istoupím k vlastní práci, pokusím se formulovat p°ibliºnou p°ed-
stavu toho, co by tato práce m¥la obsahovat. Nejd°íve bych se cht¥l krátce
v¥novat historii modální logiky. Poté se pokusím nade�novat formální aparát,
který budu pot°ebovat pro práci s modálními logikami. To znamená, ºe nade-
�nuji Kripkovské rámce pro modální logiky a ukáºu n¥které axiomy modálních
logik. Na záv¥r bych se jiº m¥l zabývat jednotlivými modálními teoriemi a je-
jich vzájemným vztahem. V této £ásti bych se rád zam¥°il na modální teorie
vzhledem k jejich síle, ale cht¥l bych také ukázal p°íklady formulí dokazatelných
pouze v n¥kterých systémech.

V dal²ím textu se jiº nebudu vracet k podrobn¥j²ímu vysv¥tlování pojmu
modální logika, stejn¥ tak jako budu p°edpokládat, ºe je £tená° seznámen s tím,
co je to logika a orientuje se ve formalizovaném zápisu formulí. P°ípadn¥, ºe
£tená° chápe formální zápis axiomatických systém· r·zných teorií.



1 Historie modální logiky

1.1 Antická modální logika
Základy modální logiky byly poloºeny uº v antických dobách. Problematiku
modální logiky intenzivn¥ studoval Diodóros Kronos (* ? � † 307 p°ed n.l.),
který de�noval následující de�nice modalit:

Moºné je to, co je pravdivé nebo bude pravdivé.

Nemoºné je to, co jsouc nepravdivé nebude pravdivé.

Nutné je to, co jsouc pravdivé, nebude nepravdivé.

Nikoli nutné je to, co bu¤ je nebo bude nepravdivé.

Z toho je vid¥t, ºe Diodóros vnímá modality pouze v souvislosti s £asem. A v²e,
co jiº nikdy nenastane, nepovaºuje za moºné. I p°es tyto nedostatky poloºily
Diodórovy formulace základ pro budoucí rozvoj modální logiky. Pokud se tyto
de�nice pokusíme vyjád°it formáln¥, dostaneme následující:

Dp =df p(t0) ∨ (∃t)p(t)

Ip =df ¬p(t0) ∧ ¬(∃t)p(t)

Np =df p(t0) ∧ ¬(∃t)¬p(t)

¬Np =df ¬p(t0) ∨ (∃t)¬p(t)

p°i£emº t0 ozna£uje daný £asový okamºik a t libovolný budoucí £asový okamºik.
D nazýváme funktor moºnosti, I funktor nemoºnosti a N funktor nutnosti.

Jiný zp·sob de�nice modality zvolil Filón (kolem roku 300 p°ed n. l.). Ve
svých de�nicích se opírá o termín �vlastní povaha výroku� . Tento termín ale
není blíºe ur£en:

Moºné je to, co je vlastní povahou výroku schopné pravdivosti.

Nemoºné je to, co není svou vlastní povahou schopné pravdivosti.

Nutné je to, co jsouc pravdivé není samo o sob¥ schopné nepravdivosti.

Nikoli nutné je to, co samo o sob¥ je schopné nepravdivosti.
1P°i psaní této kapitoly bylo £erpáno z: Berka, K.: Stru£né d¥jiny logiky
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Je evidentní, ºe lze Filón·v systém intuitivn¥ p°ijmout, ale bez bliº²ího de�no-
vání pojmu �vlastní povaha výroku� lze jen t¥ºko dále rozvíjet.

Odli²ný pohled na modální logiku m¥l Chrysippos (asi * 282 � † 206 p°ed
n.l.), který uznával následující de�nice modalit:

Moºné je to, co lze pokládat za pravdivé, nebrání-li tomu ºádné vn¥j²í
okolnosti, aby se tak pokládalo.

Nemoºné je to, co nelze pokládat za pravdivé.

Nutné je to, co je pravdivé a o £em nelze p°ipustit, ºe je nepravdivé anebo
to, co sice p°ipou²tí nepravdivost, ale vn¥j²í okolnosti brání tomu, aby se
to povaºovalo za nepravdivé.

Nikoli nutné je to, co je pravdivé, ale m·ºe být i nepravdivé, kdyº tomu
nebrání vn¥j²í okolnosti.

V Chrysipposov¥ pojetí se v²ak nejedná o klasickou modální logiku, jak ji rozu-
míme dnes. Pro Chrysippa je moºnost výroku dána jedin¥ tím, ºe nám nejsou
známé v²echny vn¥j²í okolnosti, které vedou k jeho uskute£n¥ní nebo neuskute£-
n¥ní. Jev, pro který jsme z neznalosti vn¥j²ích okolností vyslovili výrok moºnosti,
je podle Chrysippa reáln¥ bu¤ nutný nebo nemoºný. D·sledkem tohoto stano-
viska je pop°ení fakticity výrok· moºnosti, které jsou p°ipu²t¥ny pouze v rovin¥
epistemické.

Diodór·v systém p°ejal také Aristotelés (* 384 � † 322 p°ed n.l.), který po-
ukázal na platnost následujících ekvivalencí mezi modálními výroky:

Dp ↔ ¬N¬p ↔ ¬Ip

¬Dp ↔ N¬p ↔ Ip

¬D¬p ↔ Np ↔ I¬p

D¬p ↔ ¬Np ↔ ¬I¬p

Pokud tyto výroky p°epí²eme v jazyce sou£asné modální logiky, dostaneme ná-
sledující známé vztahy:

3ϕ ⇔ ¬2¬ϕ

2ϕ ⇔ ¬3¬ϕ

Dal²ím rozvinutím Diodórova systému Aristotelés vybudoval systém modální
logiky S1. V tomto systému Aristotelés formuloval nap°íklad pravidlo

Np ` Dp

a nazna£il pravidla
¬Dp ` ¬p

Np ` p
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Ve formálním jazyce dne²ní logiky:

2ϕ ` 3ϕ

¬3ϕ ` ¬ϕ

2ϕ ` ϕ

Diodórovy ekvivalence je²t¥ roz²í°il o modální výroky nahodilosti � o C-výroky,
které jsou obsahov¥ totoºné s výroky moºnosti.

Dále Aristotelés formuloval vlastní modální systém S2, pro který de�noval
modalitu oboustranné moºnosti. Tuto nahodilost vyjád°il následující de�nicí:

Nahodilým rozumím to, co není nutné a o £em lze p°edpokládat, ºe exis-
tuje, aniº by v tom byla nemoºnost.

Vyjád°íme li tuto de�nici formáln¥, dostaneme

Ep =df ¬Np ∧ ¬Ip

Skute£nost, ºe E-výrok je sloºeným výrazem a tudíº není ekvivalentní s ºád-
ným modálním výrazem systému S1, vedla spolu se snadnou jazykovou zám¥nou
mezi E-funktorem a C-funktorem ke sporným d·sledk·m v modální sylogistice,
kterou se Aristotelés snaºil vybudovat. Dal²í problém, který musel Aristote-
lés v systému S2 °e²it, byla otázka, na co se vztahuje modální funktor. Takto
zatíºený modální systém S2 se jen t¥ºko vyrovnával s mnoha problémy.

Aristotelovým systémem S1 se zabýval i °ímský �lozof Boethius (* 480 �
† 525), který jej komentuje a dále rozpracovává. Boethius pojímá modální výroky
jako jednoargumentové výrokové funkce s funktory D, C, N a I s nemodálním
argumentem. Boethius explicitn¥ de�nuje základní pravidla postihující vztahy
mezi modalitami. A to jak pravidla zmín¥ná Aristotelem tak i jejich následující
varianty:

¬Dp ` ¬Np

p ` Dp

¬p ` ¬Np

Navíc formuloval dal²í na n¥ navazující pravidla:

Np ` (p ∧Dp)

(¬Dp ∨ ¬p) ` ¬Np

Boethi·v výklad modality se stal podkladem pro rozvoj a rozpracování doktríny
o modalit¥ ve st°edov¥ké logice.
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1.2 St°edov¥ká modální logika
Z hlediska vývoje logiky v období st°edov¥ku byla nejvysp¥lej²í teorie d·sledk·.
Teorie d·sledk· zahrnuje analýzu sloºených výrok· a na n¥ navazující výstavbu
st°edov¥ké logiky. Z na²eho hlediska je d·leºit¥j²í, ºe obsahuje i systém striktní
implikace a modální extenzi výrokové logiky.

St°edov¥cí logikové rozli²ovali v teorii d·sledk· mezi d·sledkem platným
�nyní� a d·sledkem platným prost¥. V následujících odstavcích si ukáºeme roz-
díly v systémech vybudovaných na základ¥ t¥chto d·sledk·.

Systém d·sledkového vztahu �nyní� je vybudován pomocí materiální impli-
kace. V dne²ním formálním jazyce jej lze vyjád°it takto:

A. základní pojmy:

výrokové prom¥nné � p, q, r, . . .
logické konstanty � negace, konjunkce ¬ ∧

B. de�nice:

p ∨ q =df ¬(¬p ∧ ¬q) (De Morgan·v zákon)
p → q =df ¬(p ∧ ¬q) (materiální implikace)
p ↔ q =df (p → q) ∧ (q → p)

V tomto systému byly formulovány i paradoxy materiální implikace, tedy násle-
dující formule:

¬p ` p → q

p ` q → p

Paradox implikace byl vyjád°en i následující formulí:

p ∧ ¬p ` q

Oproti tomu systém d·sledkového vztahu platného prost¥ je vybudován na
základ¥ striktní implikace. Tento systém odpovídá pozd¥j²ímu systému S3 tak,
jak jej vybudoval Lewis. Lze jej rekonstruovat následující de�nicí:

A. základní pojmy:

výrokové prom¥nné � p, q, r, . . .
logické konstanty � negace, konjunkce, moºnost, konzistence ¬ ∧ 3 ◦

B. de�nice:

p ∨ q =df ¬(¬p ∧ ¬q)

p
S−→ q =df ¬3(p ∧ ¬q) (striktní implikace)

p
S←→ q =df (p

S−→ q) ∧ (q
S−→ p) (striktní ekvivalence)
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Je jasn¥ vid¥t, ºe tento systém se od p°edchozího li²í pouze v tom, ºe pouºívá
striktní implikaci namísto materiální. Tím se lze vyhnout paradox·m implikace.
Tento systém byl jiº ve st°edov¥ku dob°e rozpracován a byla v n¥m formulována
nap°íklad pravidla: p ∧ q ` p; p ` p ∨ q; ` p ∨ ¬p; p

S−→ q, p ` q a mnohá dal²í.
Vedle systému vybudovaného na základ¥ striktní implikace se ve st°edov¥ku

rozvíjela i modální logika. Velmi detailní analýzy se ale £asto odli²ovaly. Zaprvé
byla na základ¥ Aristotelova systému S2 rozpracována modální sylogistika. Pod
Boethiovým vlivem bylo p°ijato pojetí modality podle systému S1. Dále byly
modální funktory roz²í°eny o funktory pravdivosti a nepravdivosti a o celou
°adu dal²ích funktor·, jako nap°íklad vím, je v¥d¥no, míním, je mín¥no, chci, je
cht¥no, v¥°ím, je v¥°eno, zaznamenávam, . . .

St°edov¥ká modální pojmová logika obsahuje krom¥ sloºitého systému mo-
dální sylogistiky i soubor vzájemných vztah· mezi modálními výroky podle
logického £tverce. Modální sylogistiku rozpracoval formáln¥ p°edev²ím W. Oc-
cam (* 1300 � † 1340 nebo 1350). Tato modální sylogistika v²ak zahrnuje 1368
teoreticky platných mod·.

Naproti tomu modální výroková logika je rozvíjena jako modální extenze
nauky o d·sledcích. P°edev²ím o d·sledcích platných prost¥. V této logice bylo
jiº známo mnoho d·sledk·, jako nap°íklad:

p
S−→ q, 2p ` 2q

¬3p ` ¬3(p ∧ q)

2(p ∧ q) ` 2p ∧2q

Krom¥ t¥chto a mnoha dal²ích d·sledk· byly rozvedeny i d·sledky postihu-
jící vztahy mezi modálními funktory, z nichº n¥které byly známé jiº v antice,
nap°íklad:

¬3p ` ¬p

Navíc byly zavedeny ekvivalence umoº¬ující zjednodu²ování modálních ur£ení:
3p ` 3(3p)

2p ` 2(2p)

3(3p) ` 3p

2(2p) ` 2p

Byly známé i modalizované verze obou paradox· implikace:

¬3p ` p
S−→ q

2q ` p
S−→ q

Vzhledem ke sloºitosti st°edov¥kých systém· logiky se nelze divit, ºe modální
logika byla spí²e na okraji zájmu a v¥t²ího rozvoje se do£kala aº v moderních
systémech.
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1.3 Moderní modální logika
Základ pro moºnost rozvoje sou£asné modální logiky lze hledat v rozvoji mo-
derní formální logiky. První významný krok pro formalizaci logiky u£inil
G. Boole (* 1815 � † 1864), který opustil sylogistku a za£al logiku vnímat jako
algebraický systém. Pon¥kud odli²ný p°ístup neº Boole, který se pokou²el ma-
tematizovat logiku, zvolil G. Frege (* 1848 � † 1925) nebo B. Russell (* 1872 �
† 1970). Frege se pokusil vytvo°it formální jazyk, který by m¥l umoºnit p°esné
vyjad°ování logických vztah· mezi pojmy a výroky. Mimo toho podal první axi-
omatický systém klasické logiky. V sou£asné symbolice by tento systém vypadal
takto:

1. p → (q → p)
2. (p → (q → r)) → ((p → q) → (p → r))
3. (p → (q → r)) → (q → (p → r))
4. (p → q) → (¬q → ¬p)
5. ¬¬p → p
6. p → ¬¬p
7. (∀x)Fx → Fy

Frege také zastával názor, ºe aritmetika je pouze rozpracovanou logikou a zd·-
vodn¥ní aritmetických zákon· je dáno jejich redukcí na ryze logické zákony.
Toto pojetí se nazývá logicismus. Na Fregovy práce dále navázal Russell, který
se pokusil odstranit n¥které paradoxy Fregova systému. Z hlediska vývoje lo-
giky je také d·leºité, ºe pouºíval jednodu²²í symboliku neº Frege, £ímº umoºnil
poloºení pevných základ· k moderní formální logice.

V takto poloºené formální logice upoutal pozornost na modální logiku
C. I. Lewis (* 1883 � † 1964), který se snaºil eliminovat �paradoxní� vlastnosti
(materiální) implikace. Lewis vybudoval sv·j systém s pomocí pojm· konjunkce,
negace a moºnosti (3p). Dále de�noval striktní implikaci následujícím zp·so-
bem:

p ≺ q =df ¬3(p ∧ ¬q)

Sv·j systém striktní implikace m¥l zaloºen na sedmi axiomech:

I p ∧ q ≺ q ∧ p
II p ∧ q ≺ p
III p ≺ p ∧ p
IV (p ∧ q) ∧ r ≺ p ∧ (q ∧ r)
V p ≺ ¬¬p
VI (p ≺ q) ∧ (q ∧ r) ≺ (p ≺ r)
VII p ∧ (p ≺ q) ≺ q

a £ty°ech pravidlech: pravidlo nahrazování ekvivalentních výrok·, pravidlo sub-
stituce, pravidlo modus ponens (pro striktní implikaci), pravidlo adjunkce (pra-
vidlo, podle n¥hoº na základ¥ pravdivosti dvou výrok· platí i jejich konjunkce).
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Pomocí striktní implikace zavádí Lewis i modální funktory nutnosti a nemoº-
nosti. Také rozpracoval strukturu modálních systém· S1� S5, jeº jsou zaloºené
na axiomatizaci systému striktní implikace.

Systém S1 zahrnuje axiomy I�IV, axiom VI systému striktní implikace
a axiom p ≺ 3p

axiomy S2 jsou axiomy S1 a 3(p ∧ q) ≺ 3p
axiomy S3 jsou aximoy S2 a (p ≺ q) ≺ (3p ≺ 3q)
axiomy S4 jsou axiomy S3 a 33p ≺ 3p
axiomy S5 jsou axiomy S4 a 3p ≺ 23p

Jiný aximatický systém vytvo°ilK. Gödel (* 1906 � † 1978). Gödel·v systém
p°edstavuje modální roz²í°ení klasického výrokového kalkulu o pojem dokaza-
telnosti (Prp), který m·ºeme interpretovat ve smyslu nutnosti, dále o de�nici
moºnosti 3p =df ¬2¬p, Záv¥rové pravidlo (je-li A odvoditelnou formulí daného
systému, pak také 2A je odvoditelnou formulí) a o £ty°i axiomy:

I 2p → p
II 2p → (2(p → q) → 2q)
III 2p → 22p
IV 33p → 3p

Podobn¥ vytvo°il G. H. Wright (* 1916 � † 2003) na základ¥ výrokového
kalkulu t°i modální systémy. Jako primitivní pojmy pouºívá negaci, implikaci a
funktor nutnosti. K pravidl·m modus ponens a substituce p°idává je²t¥ pravidlo
vztahující se na funktor nutnosti (z platnosti formule A plyne platnost formule
2A). První modální systém pak vzniká, p°idají-li se ke klasickému výrokovému
kalkulu axiomy

Ax. 1 2p → p
Ax. 2 2(p → q) → (2p → 2q)

Druhý systém obsahuje krom¥ axiom· 1 a 2 i axiom

Ax. 3 2p → 22p

T°etí Wright·v axiomatický systém obsahuje axiomy 1 a 2 a místo axiomu 3
axiom

Ax. 4 32p → 2p

V²echny tyto systémy se snaºí postihnout logické vlastnosti tzv. alethických
modalit, k nimº se °adí nutnost, moºnost, nahodilost a nemoºnost. Od poloviny
20. století se v²ak roz²i°uje zájem o modální logiky, které p°ekra£ují oblast
alethických modalit. Mluvíme pak o epistemických modalitách (vím, ºe . . . ,
v¥°ím, ºe . . . , jsem p°esv¥d£en, ºe . . . ), deontických modalitách (je dovoleno, ºe
. . . , je zakázáno, ºe . . . ), o axiologických modalitách (je dobré, ºe . . . , je ²patné,
ºe . . . ) a o existen£ních modalitách (je logicky pravdivé, ºe . . . , je nesplnitelné,
ºe . . . ).



2 Kripkovské modely
Pro práci s modálními logikami je velmi d·leºitým nástrojem Kripkovská sé-
mantika, proto d°íve neº p°istoupím k axiomatice modálních logik, v¥nuji jednu
kapitolu Kripkovským model·m.

2.1 Kripkovský model pro klasickou logiku
Nejprve se budu zabývat modelem pro klasickou logiku. Modelem M rozumím
dvojici (w, V ), kde w je mnoºina v²ech atomických prom¥nných a V je valua£ní
funkce, která kaºdé prom¥nné z w p°i°adí hodnotu pravda (T) nebo nepravda
(F). Nyní platí, ºe pro kaºdou formuli A klasické výrokové logiky, m·ºeme roz-
hodnout, zda je v modelu M pravdivá nebo nepravdivá. K tomuto ú£elu nám
slouºí následující vztahy:

pro A atomickou, je A v M pravdivá i� V (A) = T
¬A je pravdivá v M i� A je nepravdivá v M
A ∧B je pravdivá v M i� A i B jsou pravdivé v M
A ∨B je pravdivá v M i� A nebo B je pravdivá v M
A → B je pravdivá v M i� A je nepravdivá v M nebo

B je pravdivá v M

Formáln¥ tyto vztahy m·ºeme zapsat takto:

A ∈ w ∧ v(A) = T ⇔ V (A) = T

v(¬A) = T ⇔ v(A) = F

v(A ∧B) ⇔ v(A) = T ∧ v(B) = T

v(A ∨B) = T ⇔ v(A) = T ∨ v(B) = T

v(A → B) = T ⇔ v(A) = F ∨ v(B) = T

Kde funkci v de�nujeme jako pravdivostní ohodnocení formule vzhledem k mo-
delu M .

�íkáme, ºe formule je tautologií, pokud je pravdivá ve v²ech modelech a ºe
je splnitelná, pokud je pravdivá v n¥kterém modelu.

Tuto de�nici m·ºeme je²t¥ roz²í°it následujícím zp·sobem: Nech´ A′ je mno-
ºina formulí a nech´ M ′ je t°ída v²ech model·, ve kterých jsou pravdivé v²echny

1Kripkovský modelu pro klasickou logiku byl de�nován podle: Burgess, J. P., Kripke models

14



KAPITOLA 2. KRIPKOVSKÉ MODELY 15

formule z A′. Pak o kaºdé formuli A, která je pravdivá ve v²ech modelech z M ′,
°íkáme, ºe je (tautologicky) odvoditelná z mnoºiny p°edpoklad· A′. Upravením
tohoto systému získáme systém model· pro modální logiky.

2.2 Kripkovské modely pro modální logiky
Kripkovský model M pro modální logiku je de�nován jako trojice (W,R, V ),
kde W je mnoºina �moºných sv¥t·� , R je binární relace �dosaºitelnosti� na
mnoºin¥ W a V je mnoºina valua£ních funkcí Vw pro kaºdé w z mnoºiny W .2

Obdobn¥ jako v modelu pro klasickou logiku platí pro modální formule A,
B následující vztahy:

pro A atomickou je A v w pravdivá v M i� Vw(A) = T
¬A je v w pravdivá v M i� A je v w nepravdivá v M
A ∧B je v w pravdivá v M i� A i B jsou v w pravdivé v M
A ∨B je v w pravdivá v M i� A nebo B je v w pravdivá v M
A → B je v w pravdivá v M i� A je v w nepravdivá v M nebo

B je v w pravdivá v M
2A je v w pravdivá v M i� pro v²echna x tak ºe wRx

je A v x pravdivá v M

Pokud toto p°epí²eme formáln¥, dostaneme:

A ∈ w ∧ vw(A) = T ⇔ Vw(A) = T

vw(¬A) = T ⇔ vw(A) = F

vw(A ∧B) ⇔ vw(A) = T ∧ vw(B) = T

vw(A ∨B) = T ⇔ vw(A) = T ∨ vw(B) = T

vw(A → B) = T ⇔ vw(A) = F ∨ vw(B) = T

vw(2A) = T ⇔ ∀x ∈ W (wRx → vx(A) = T )

Nyní je je²t¥ t°eba se zmínit o vlastnostech, které poºadujeme od relace
�dosaºitelnosti� R. Pokud na relaci R nebudeme klást ºádné dal²í podmínky,
získáme t°ídu model·, ve které m·ºeme obdobn¥ jako v systému pro klasic-
kou logiku hledat tautologie pro modální logiku s jedním modálním axiomem:
2(A → B) → (2A → 2B).
D·kaz: Pot°ebuji ukázat, ºe v libovolném modelu M = (W, R, V ) a libovolném w ∈
W platí formule 2(A → B) → (2A → 2B), p°i£emº m·ºu p°edpokládat vw(2(A →
B)) = T . Chci ukázat na pravdivost (2A → 2B) v w. Je zjevné, ºe m·ºu p°edpokládat
i vw(2A) = T , protoºe v opa£ném p°ípad¥ je implikace (2A → 2B) v w pravdivá a
není co dokazovat.

Nyní podle de�nice pro ∀x ∈ W (wRx) platí:

vx(A → B) = T (2.1)
2Alternativn¥ lze Kripkovské rámce pro modální logiky de�novat pouze jako dvojici (W,R).

Formule je pak v modelu spln¥na pokud je spln¥na v²emi ohodnoceními prom¥nných
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vx(A) = F ∨ vx(B) = T (2.2)
vx(A) = T (2.3)

Z pravdivosti (2.2) a (2.3) m·ºeme ukázat, ºe platí i:

vx(B) = T (2.4)

vw(2B) = T (2.5)
Z £ehoº plyne i platnost implikace (2A → 2B) v w.
2

Pokud v²ak od relace R budeme vyºadovat n¥jaké vlastnosti, nap°íklad re-
�exivitu, získáme t°ídu model·, která odpovídá ur£itému modálnímu axiomu.
Nap°íklad pro re�exivní relaci R získáme t°ídu model·, ve kterých m·ºeme zkou-
mat odvoditelnost z axiomu 2A → A. Takto de�novanou t°ídu model· budeme
nazývat Kripkovský rámec. V na²em p°íklad¥ tedy mluvíme o �Kripkovském
rámci pro formuli 2A → A� .



3 Axiomy modální logiky a jejich
rámce
V této kapitole vytvo°ím seznam axiom·, kterými se budeme dále zabývat. Dále
si ukáºeme, jaké poºadavky na relaci R budeme pro jednotlivé axiomy klást.
Prozatím se je²t¥ nebudu zabývat tím, jaké modální systémy jsou de�novány
kterými axiomy.

Neº za£neme zkoumat jednotlivé axiomy, ukáºeme si je²t¥, ºe pro formuli
3A platí v Kripkovském modelu následující vztah

vw(3A) = T ⇔ ∃x ∈ W (wRx ∧ vx(A) = T )

D·kaz: Výraz 3A je de�nován jako 3A =df ¬2¬A, takºe m·ºeme zkoumat vztah
pro vw(¬2¬A) = T .

Podle de�nice platí:
vw(¬2¬A) = T ⇔ vw(2¬A) = F (3.1)

vw(2¬A) = T ⇔ ∀x ∈ W (wRx → vx(¬A) = T ) (3.2)
vx(¬A) = T ⇔ vx(A) = F (3.3)

Z (3.2) a (3.3) dostáváme:
vw(2¬A) = T ⇔ ∀x ∈ W (wRx → vx(A) = F ) (3.4)

Vztah (3.4) se dá ekvivalentn¥ p°epsat jako:
vw(2¬A) = F ⇔ ∃x ∈ W (wRx ∧ vx(A) = T ) (3.5)

Nyní z (3.1) a (3.5) dostáváme vztah:
vw(¬2¬A) = T ⇔ ∃x ∈ W (wRx ∧ vx(A) = T ) (3.6)

2

Nyní mohu p°istoupit k jednotlivým axiom·m:
Axiom 2A → 3A budeme nazývat axiomem D a odpovídá mu rámec, ve kterém
pro relaci R platí ∃u wRu.
D·kaz: Výraz 2A → 3A se dá podle de�nice napsat takto:

∀x(wRx → vx(A) = T ) → ∃x(wRx ∧ vx(A) = T ) (3.7)
∃x(wRx ∧ vx(A) = F ) ∨ ∃x(wRx ∧ vx(A) = T ) (3.8)

Coº lze zapsat jako ∃x wRx.
2

17
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Axiom 2A → A nazveme M 1 a odpovídá mu rámec, ve kterém pro relaci R
platí wRw.
D·kaz: Nech´ M je t°ída model·, ve kterých platí wRw.
Nech´ M je t°ída model·, ve kterých platí 2A → A.
Nyní platí M |= ϕ ⇔ M |= ϕ.
D·kaz: Zprava doleva:
V M platí dle de�nice: vw(2A) = T ⇒ ∀x(wRx → vx(A) = T ). Protoºe wRw, tak
(vw(2A) = T ⇒ vw(A) = T ), tudíº i vw(2A → A) = T . To znamená

M |= 2A → A

M ⊆ M

Zleva doprava:
Nech´ M |= ϕ a nech´ M ′ ∈ M taková, ºe M ′ = (W ′, R′, V ′) a M ′ 6|= ϕ. Vytvo°íme
model M ′′ = (W ′′, R′′, V ′′) tak, ºe W ′′ = W ′; R′′ = R′ ∪R, kde R je binární relace na
W ′ taková, ºe ∀a, b ∈ W ′(aRb ⇔ a = b); V ′′ = V ′. Nyní platí M ′ |= ψ ⇔ M ′′ = ψ.
D·kaz: Indukcí dle sloºitosti formule:
Pro atomické formule, negaci, disjunkci, konjunkci a implikaci se pravdivost p°ená²í
dle de�nice. Pot°ebujeme ukázat, ºe v′w(2A) = T ⇔ v′′w(2A) = T .

v′w(2A) = T ⇔ ∀x ∈ W ′(wR′x → v′x(A) = T ) (3.9)

v′′w(2A) = T ⇔ ∀x ∈ W ′′(wR′′x → v′′x(A) = T ) (3.10)
v′′w(2A) = T ⇔ ∀x ∈ W ′((wR′x → v′x(A) = T ) ∧ v′w(A) = T ) (3.11)

Pravdivost V ′
w(A) = T plyne z pravdivosti 2A → A v M ′.

2

Speciáln¥ M ′ 6|= ϕ, takºe M ′′ 6|= ϕ. Coº je spor, protoºe M ′′ ∈ M .
2

2

Axiom 2A → 22A nazveme 4 a odpovídá mu rámec, ve kterém pro relaci
R platí (wRv ∧ vRu) ⇒ wRu.
D·kaz: Nech´ M je t°ída model·, ve kterých platí (wRv ∧ vRu) ⇒ wRu.
Nech´ M je t°ída model·, ve kterých platí 2A → 22A.
Nyní platí M |= ϕ ⇔ M |= ϕ.
D·kaz: Zprava doleva:
V M platí:

vw(2A → 22A) = T ⇔ (∀x(wRx → vx(A) = T ) → ∀a, b((wRa∧aRb) → vb(A) = T ))
(3.12)

Protoºe platí (wRa ∧ aRb) ⇒ wRb, musí pravá strana (3.12) platit vºdy. Takºe

M |= 2A → 22A

M ⊆ M

1V n¥kterých zdrojích se axiom 2A → A nazývá T, £emuº odpovídá i název logiky T, jak
uvidíme pozd¥ji
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Zleva doprava:
Nech´ M |= ϕ a M ′ ∈ M taková, ºe M ′ = (W ′, R′, V ′) a M ′ 6|= ϕ. Vytvo°íme model
M ′′ = (W ′′, R′′, V ′′) tak, ºe W ′′ = W ′; R′′ = R′ ∪ R, kde R je binární relace na
W ′ taková, ºe ∀a, b ∈ W ′(aRb) prav¥ tehdy, kdyº existuje posloupnost x0, . . . , xn tak,
ºe n 6= 0, a = x0, b = xn a ∀i ∈ {0, . . . , n − 1}(xiR

′xi+1); V ′′ = V ′. Nyní platí
M ′ |= ψ ⇔ M ′′ = ψ.
D·kaz: Indukcí dle sloºitosti formule:
Pro atomické formule, negaci, disjunkci, konjunkci a implikaci se pravdivost p°ená²í
dle de�nice. Pot°ebujeme ukázat, ºe v′w(2A) = T ⇔ v′′w(2A) = T .

v′w(2A) = T ⇔ ∀x ∈ W ′(wR′x → v′x(A) = T ) (3.13)

v′′w(2A) = T ⇔ ∀x ∈ W ′′(wR′′x → v′′x(A) = T ) (3.14)
Nech´ {x0, . . . , xn} je posloupnost taková, ºe n 6= 0, w = x0, x = xn a ∀i ∈ {0, . . . , n−
1}(xiR

′xi+1). Z pravdivosti formule 2A → 22A a z v′w(2A) = T plyne:

∀i ∈ {0, . . . , n− 1} v′xi
(2A) = T (3.15)

v′xi
(22A) = T (3.16)

v′xi+1
(2A) = T (3.17)

v′xn−1
(2A) = T (3.18)

v′x(A) = T (3.19)
2

Speciáln¥ M ′ 6|= ϕ, takºe M ′′ 6|= ϕ. Coº je spor, protoºe M ′′ ∈ M .
2

2

Axiom A → 23A nazveme B a odpovídá mu rámec, ve kterém pro relaci R
platí wRv ⇒ vRw.
D·kaz: Nech´ M je t°ída model·, ve kterých platí wRv ⇒ vRw.
Nech´ M je t°ída model·, ve kterých platí A → 23A.
Nyní platí M |= ϕ ⇔ M |= ϕ.
D·kaz: Zprava doleva:
V M platí:

vw(A → 23A) = T ⇔ (vw(A) = T → ∀a∃b(wRa → (aRb ∧ vb(A) = T ))) (3.20)

Protoºe platí wRa ⇒ aRw, musí pravá strana (3.20) platit vºdy. Takºe

M |= A → 23A

M ⊆ M

Zleva doprava:
Nech´ M |= ϕ a nech´ M ′ ∈ M taková, ºe M ′ = (W ′, R′, V ′) a M ′ 6|= ϕ. Vytvo°íme
model M ′′ = (W ′′, R′′, V ′′) tak, ºe W ′′ = W ′; R′′ = R′ ∪ R, R = (R′)−1; V ′′ = V ′.
Nyní platí M ′ |= ψ ⇔ M ′′ = ψ.
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D·kaz: Indukcí dle sloºitosti formule:
Pro atomické formule, negaci, disjunkci, konjunkci a implikaci se pravdivost p°ená²í
dle de�nice. Pot°ebujeme ukázat, ºe v′w(2A) = T ⇔ v′′w(2A) = T .

v′w(2A) = T ⇔ ∀x ∈ W ′(wR′x → v′x(A) = T ) (3.21)

v′′w(2A) = T ⇔ ∀x ∈ W ′′(wR′′x → v′′x(A) = T ) (3.22)
v′′w(2A) = T ⇔ ∀x ∈ W ′((wR′x ∨ xR′w) → v′x(A) = T ) (3.23)

Nech´ xR′w pak
v′x(¬A → 23¬A) = T (3.24)

v′x(A) = T ∨ v′x(23¬A) = T (3.25)
v′x(23¬A) = T ⇔ ∀a∃b(xR′a → (aR′b ∧ v′b(¬A) = T )) (3.26)
v′x(23¬A) = T ⇒ ∃b(wR′b ∧ v′b(¬A) = T ) (3.27)
v′x(23¬A) = T ⇒ ∃b(wR′b ∧ v′b(A) = F ) (3.28)

Z nepravdivosti pravé strany (3.28) m·ºeme odvodit

v′x(23¬A) = F (3.29)

Nyní z (3.25) a (3.29) dostáváme

v′x(A) = T (3.30)
2

Speciáln¥ M ′ 6|= ϕ, takºe M ′′ 6|= ϕ. Coº je spor, protoºe M ′′ ∈ M .
2

2

Axiom 3A → 23A nazveme 5 a odpovídá mu rámec, ve kterém pro relaci
R platí (wRv ∧ wRu) ⇒ vRu.
D·kaz: Nech´ M je t°ída model·, ve kterých platí (wRv ∧ wRu) ⇒ vRu.
Nech´ M je t°ída model·, ve kterých platí 3A → 23A.
Nyní platí M |= ϕ ⇔ M |= ϕ.
D·kaz: Zprava doleva:
V M platí:

vw(3A → 23A) = T ⇔ ∃x(wRx ∧ vx(A) = T ) → (∀a∃b(wRa → (aRb ∧ vb(A) = T )))
(3.31)

Protoºe platí (wRa ∧ wRx) → aRx, musí pravá strana (3.31) platit vºdy. Takºe

M |= 3A → 23A

M ⊆ M

Zleva doprava:
Nech´ M |= ϕ a nech´ M ′ ∈ M taková, ºe M ′ = (W ′, R′, V ′) a M ′ 6|= ϕ. Vytvo°íme
model M ′′ = (W ′′, R′′, V ′′) tak, ºe W ′′ = W ′; R′′ = R′ ∪ R, p°i£emº R je binární
relace na W ′ taková, ºe ∀a, b ∈ W ′(aRb) práv¥ tehdy, kdyº ∃x0 ∈ W ′ a existují
posloupnosti a0, . . . , an a b0, . . . , bm, kde n 6= 0∧m 6= 0, ∀i ∈ {0, . . . , n− 1}(aiRai+1),
∀j ∈ {0, . . . , m − 1}(bjRbj+1), an = a, bm = b a a0 = b0 = x0; V ′′ = V ′. Nyní platí
M ′ |= ψ ⇔ M ′′ = ψ.
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D·kaz: Indukcí dle sloºitosti formule:
Pro atomické formule, negaci, disjunkci, konjunkci a implikaci se pravdivost p°ená²í
dle de�nice. Pot°ebujeme ukázat, ºe v′w(2A) = T ⇔ v′′w(2A) = T .

v′w(2A) = T ⇔ ∀x ∈ W ′(wR′x → v′x(A) = T ) (3.32)

v′′w(2A) = T ⇔ ∀x ∈ W ′′(wR′′x → v′′x(A) = T ) (3.33)
v′′w(2A) = T ⇔ ∀x ∈ W ′((wR′x ∨ wRx) → v′x(A) = T ) (3.34)

Nech´ wRx, pak existuje x0 a posloupnosti a0, . . . , an; b0, . . . , bm dle de�nice. Nyní
platí

v′x0(3¬A) = F (3.35)
v′x0(2A) = T (3.36)

Protoºe pro v′x0(3¬A) = T by z pravdivosti 3A → 23A platilo

∀i ∈ {0, . . . , n} v′ai(3¬A) = T (3.37)

v′an
(3¬A) = T (3.38)

Obdobn¥ se ukáºe platnost

∀i ∈ {0, . . . , n} v′ai
(2A) = T (3.39)

Takºe platí
v′a1(2A) = T (3.40)

v′a0(32A) = T (3.41)
Z (3.41) a 3A → 23A dostáváme

∀j ∈ {0, . . . , m} v′bj
(32A) = T (3.42)

Speciáln¥
v′bm−1

(32A) = T (3.43)
Pokud by platilo v′x(A) = F , pak

v′bm−1
(3¬A) = T (3.44)

P°i£emº z (3.44) a 3A → 23A dostáváme

v′bm−1
(23¬A) = T (3.45)

Pravdivost (3.43) a (3.45) by ale vedla k existenci b′ tak, ºe bm−1R
′b′ a

v′b′(3¬A) = T ∧ v′b′(2A) = T (3.46)

Coº je spor.
2

Speciáln¥ M ′ 6|= ϕ, takºe M ′′ 6|= ϕ. Coº je spor, protoºe M ′′ ∈ M .
2

2
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Na záv¥r této kapitoly je²t¥ uvedu p°ehlednou tabulku axiom· a jim odpo-
vídajících poºadavk· na relaci R.

axiom jméno vlastnost relace R
2(A → B) → (2A → 2B) K ºádné poºadavky
2A → 3A D ∃u(wRu)
2A → A M wRw
2A → 22A 4 (wRv ∧ vRu) ⇒ wRu
A → 23A B wRv ⇒ vRw
3A → 23A 5 (wRv ∧ wRu) ⇒ vRu



4 Axiomatické systémy modálních
logik
V této kapitole se dostáváme k ukázce axiomatických systém·, kterými se bu-
deme zabývat. D°íve, neº p°ejdu k jednotlivým systém·m, je nutno nade�novat
nové odvozovací pravidlo �p°idání nutnosti� , které budeme zna£it Nec (Neces-
sitation Rule).

A

2A

V p°ípad¥, ºe je dokázána formule A, nám toto pravidlo umoºní usoudit, ºe
platí i formule 2A. P°esto v ºádném z na²ich systém· není tautologií formule
A → 2A, coº ukáºu pozd¥ji. Z toho je vid¥t, ºe v modální logice neplatí v¥ta
o dedukci1.

Nyní uº m·ºeme p°ejít k jednotlivým systém·m.
Nejjednodu²²ím systémem je systém K, který vznikne p°idáním axiomu K

a pravidla Nec k výrokové logice. Systém K je tedy de�nován takto:

axiomy:
tautologie výrokové logiky

K 2(A → B) → (2A → 2B)

odvozovací pravidla:
MP A,A → B / B
Nec A / 2A

V²echny ostatní systémy uº budeme de�novat pomocí K.
Dal²ím jednoduchým systémem je systém T, který vznikne p°idáme-li k sys-

tému K axiom M.
Prvním sloºit¥j²ím systémem je systém S4, který vznikne ze systému K

p°idáním axiom· M a 4.
Obdobn¥ p°idáním axiom· M a 5 k systému K získáme systém S5.
Poslední systém, který nás bude zajímat, je systém pro deontickou logiku

D. Ten získáme p°idáním axiomu D k systému K.
1V modálních logikách v²ak platí modalizovaná verze v¥ty o dedukci ve tvaru Γ, A ` B ⇔

Γ ` 2A → B

23
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P°ehledn¥ji zapsáno:

T = K + M
S4 = K + M + 4
S5 = K + M + 5
D = K + D

Je²t¥ neº budu pokra£ovat dále, podíváme se, jaké vlastnosti mají Kripkovské
rámce pro jednotlivé systémy.

Pro systém K nejsou kladeny na relaci R ºádné poºadavky.
V rámci pro systém T musí relace R spl¬ovat vztah wRw.
Pro systém S4 relace R spl¬uje vztahy wRw a (wRu ∧ uRv) → wRv.
Relace R pro systém S5 musí spl¬ovat jak wRw, tak (wRu∧wRv) → uRv.

Coº znamená, ºe pro systém S5 je relace R ekvivalencí.
D·kaz: Víme, ºe R je re�exivní. Pot°ebuji ukázat, ºe je také tranzitivní a symetrická.
Symetrii dokáºu takto:

wRw (4.1)
(wRu ∧ wRw) → uRw (4.2)

wRu → uRw (4.3)
Kdyº uº máme symetrii relace R, dokáºu tranzitivitu snadno:

wRu ↔ uRw (4.4)

(uRw ∧ uRv) → wRv (4.5)
(wRu ∧ uRv) → wRv (4.6)

2

V rámci pro systém D platí pro relaci R vlastnost ∃u(wRu).
D°íve, neº budeme pokra£ovat, musíme se na tomto míst¥ zastavit a podívat

se, jak je to s úplností a korektností jednotlivých modálních logik v·£i Kripkov-
ským rámc·m. Lze rovnou °íci, ºe korektnost v²ech logik je zjevná na základ¥
d·kaz· správnosti rámc· pro jednotlivé axiomy, které jsem provedl v p°edchozí
kapitole.

Logika K je úplná a korektní v·£i Kripkovským model·m. To znamená
K ` ϕ práv¥ tehdy, kdyº M |= ϕ kde M je mnoºina v²ech Kripkovských model·.

D·kaz: Korektnost jsem ukázal vý²e. Nyní proto sta£í ukázat: Jestliºe K 6` ϕ, pak
existuje Kripkovský model M takový, ºe M 6|= ϕ.

Dvojici mnoºin formulí (Γ, ∆) nazveme konzistentní, jestliºe neplatí K, Γ ` ϕ1 ∨
ϕ2 ∨ . . . ∨ ϕn pro ºádné ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ∈ ∆, n ≥ 0. Je zjevné, ºe mnoºina Γ musí být
bezesporná. A také, ºe dvojice (∅, {ϕ}) je konzistentní.

Dvojici (Γ, ∆) nazveme maximální konzistentní, jestliºe je konzistentní a navíc
platí Γ ∪∆ = Subϕ, kde Subϕ je mnoºina v²ech podformulí formule ϕ.

Nyní si ozna£me W mnoºinu v²ech maximálních konzistentních dvojic (Γ, ∆). Na-
de�nujme relaci R následujícím zp·sobem: nech´ w1 = (Γ1, ∆1), w2 = (Γ2, ∆2), pak
w1Rw2 práv¥ tehdy, kdyº existuje ψ tak, ºe 2ψ ∈ Γ1 ∧ ψ ∈ Γ2.
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Nyní mohu vytvo°it model M = (W, R, V ). Valua£ní funkci zvolím tak, aby kaºdá
formule v Γ byla pravdivá a kaºdá formule v ∆ nepravdivá. Protoºe (∅, {ϕ}) je kon-
zistentní, musí existovat n¥jaká maximální konzistentní dvojice (Γ, ∆), která je jejím
roz²í°ením. Proto M 6|= ϕ.
2

Úpravou p°edchozího d·kazu m·ºeme ukázat úplnost i ostatních modálních lo-
gik.2

Pro námi de�nované systémy platí: K ⊆ D ⊆ T ⊆ S4 ⊆ S5.
D·kaz: Ukáºu dva zp·soby d·kazu.

1. Nejprve inkluze prokáºu d·kazem jednotlivých axiom·. Vztahy K ⊆ D a T ⊆
S4 jsou zjevné.
D ⊆ T ukáºu jednodu²e:

T ` 2¬A → ¬A (4.7)
T ` ¬¬A → ¬2¬A (4.8)
T ` A → 3A (4.9)
T ` 2A → A (4.10)
T ` 2A → 3A (4.11)

d·kaz S4 ⊆ S5 jiº bude o n¥co sloºit¥j²í:

(M) S5 ` 2A → 32A (4.12)
(5) S5 ` 32A → 232A (4.13)

(4.12, 4.13) S5 ` 2A → 232A (4.14)
(5) S5 ` 3¬A → 23¬A (4.15)

(4.15) S5 ` ¬23¬A → ¬3¬A (4.16)
(4.16) S5 ` 32A → 2A (4.17)

(4.17, Nec) S5 ` 2(32A → 2A) (4.18)
(K) S5 ` 2(32A → 2A) → (232A → 22A) (4.19)

(4.18, 4.19, MP ) S5 ` 232A → 22A (4.20)
(4.14, 4.20) S5 ` 2A → 22A (4.21)

2. Nyní provedu d·kaz pomocí Kripkovských rámc·. Inkuze K ⊆ D a T ⊆ S4
jsou op¥t triviální.
D ⊆ T lze dokázat pomocí tautologie predikátové logiky wRw → ∃u(wRu),
která nám zaru£í vlastnost ∃u(wRu) pro relaci R z rámce pro systém T.
Relace R v rámci pro systém S5 je enkvivalence, proto musí být tranzitivní.
Coº p°ímo dokazuje S4 ⊆ S5.

2

Na práv¥ p°edvedeném d·kazu je vid¥t, ºe n¥kdy je výhodné ukázat doka-
zatelnost formule v daném systému pomocí Kripkovských rámc·, namísto kla-
sického d·kazu. Proto tento postup budu vyuºívat i v následujících kapitolách.

2Podrobný d·kaz lze najít nap°íklad v A. Chagrov & M. Zakharyaschev, Modal Logic,
kapitola 5.



5 Srovnání síly axiomatických
systém·
Na záv¥r p°edchozí kapitoly jsme si ukázali platnost inkluzí K ⊆ D ⊆ T ⊆ S4 ⊆
S5. Nyní dokáºu je²t¥ siln¥j²í tvrzení:

K ⊂ D

D·kaz: Vytvo°íme Kripkovský model M = (W, R, V ) tak, ºe W = {w}, R = {} a V
zvolíme libovoln¥. Nyní pro libovolnou formuli ϕ platí

vw(2ϕ) = T (5.1)

vw(3ϕ) = F (5.2)
vw(2ϕ → 3ϕ) = F (5.3)

M 6|= D (5.4)
K 6` D (5.5)

2

D ⊂ T

D·kaz: Vytvo°íme Kripkovský model M = (W, R, V ) tak, ºe W = {u, w}; R =
{(w, u), (u, u)}. Zvolme libovolný atom a ∈ (u∩w). Valua£ní funkci nyní zvolíme tak,
ºe Vw(a) = F , Vu(a) = T , ohodnocení na ostatních prom¥nných zvolíme libovoln¥.
Nyní platí:

vw(2a) = T (5.6)
vw(a) = F (5.7)

vw(2a → a) = F (5.8)
M 6|= M (5.9)
D 6` M (5.10)

2

T ⊂ S4

D·kaz: Vytvo°íme Kripkovský model M = (W, R, V ) tak, ºe W = (u, v, w), R =
{(w, w), (w, v), (v, v), (v, u), (u, u)}. Zvolme libovolný atom a ∈ (u ∩ v ∩ w). Valua£ní
funkci nyní zvolíme tak, ºe Vw(a) = T , Vv(a) = T , Vu(a) = F , ohodnocení na ostatních
prom¥nných zvolíme libovoln¥. Nyní platí:

vv(2a) = F (5.11)
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vw(22a) = F (5.12)
vw(2a) = T (5.13)

vw(2a → 22a) = F (5.14)
M 6|= 4 (5.15)
T 6` 4 (5.16)

2

S4 ⊂ S5

D·kaz: Vytvo°íme Kripkovský model M = (W, R, V ) tak, ºe W = {u, w}, R =
{(w, w), (w, u), (u, u)}. Zvolme libovolný atom a ∈ (u ∩ w). Valua£ní funkci nyní zvo-
líme tak, ºe Vw(a) = T , Vu(a) = F , ohodnocení na ostatních prom¥nných zvolíme
libovoln¥. Nyní platí:

vu(3a) = F (5.17)
vw(23a) = F (5.18)
vw(3a) = T (5.19)

vw(3a → 23a) = F (5.20)
M 6|= 5 (5.21)
S4 6` 5 (5.22)

2

Na záv¥r této kapitoly je²t¥ dokáºu n¥kolik zajímavých tvrzení. Nejprve do-
káºu nezávislost formule A → 2A. Protoºe sta£í ukázat nedokazatelnost v nej-
siln¥j²ím systému, dokáºu pouze S5 6` A → 2A.
D·kaz: Vytvo°íme Kripkovský model M = (W, R, V ) tak, ºe W = {u, w}, R =
{(w, w), (w, u), (u, u), (u, w)}. Zvolme libovolný atom a ∈ (u ∩ w). Valua£ní funkci
nyní zvolíme tak, ºe Vw(a) = T , Vu(a) = F , ohodnocení na ostatních prom¥nných
zvolíme libovoln¥. Nyní platí:

vw(2a) = F (5.23)
vw(a) = T (5.24)

vw(a → 2a) = F (5.25)
M 6|= A → 2A (5.26)
S5 6` A → 2A (5.27)

2
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Dal²ím zajímavým tvrzením je nezávislost axiom· 4 a B na axiomu 5. Do-
káºeme tedy

5 6` 4 5 6` B

D·kaz: Nejprve dokáºu 5 6` 4. Vytvo°íme Kripkovský model M = (W, R, V ) tak, ºe
W = {u, v, w}, R = {(w, u), (u, u), (u, v), (v, u), (v, v)}. Zvolme libovolný atom a ∈
(u ∩ v ∩ w). Valua£ní funkci nyní zvolíme tak, ºe Vu(a) = T , Vv(a) = F , ohodnocení
na ostatních prom¥nných zvolíme libovoln¥. Nyní platí:

vw(2a) = T (5.28)

vu(2a) = F (5.29)
vw(22a) = F (5.30)

vw(2a → 22a) = F (5.31)
M 6|= 4 (5.32)
5 6` 4 (5.33)

Nyní ukáºu 5 6` B. Vytvo°íme Kripkovský model M = (W, R, V ) tak, ºe W =
{u, w}, R = {(w, u), (u, u)}. Zvolme libovolný atom a ∈ (u ∩ w). Valua£ní funkci nyní
zvolíme tak, ºe Vu(a) = F , Vw(a) = T , ohodnocení na ostatních prom¥nných zvolíme
libovoln¥. Nyní platí:

vw(a) = T (5.34)
vu(3a) = F (5.35)

vw(23a) = F (5.36)
vw(a → 23a) = F (5.37)

M 6|= B (5.38)
5 6` B (5.39)

2



6 Dokazatelnost v systémech S4 a
S5
V této kapitole si ukáºeme n¥které formule a zam¥°íme se na jejich dokazatelnost
v jednotlivých systémech.

Formule 2(ϕ∧ψ) ↔ (2ϕ∧2ψ) a 3(ϕ∨ψ) ↔ (3ϕ∨3ψ) jsou dokazatelné
jak v S4, tak v S5. Platí v²ak je²t¥ siln¥j²í tvrzení:

K ` 2(ϕ ∧ ψ) ↔ (2ϕ ∧2ψ)

K ` 3(ϕ ∨ ψ) ↔ (3ϕ ∨3ψ)

D·kaz:

K ` (ϕ ∧ ψ) → ϕ (6.1)
(6.1, Nec) K ` 2((ϕ ∧ ψ) → ϕ) (6.2)

(K) K ` 2((ϕ ∧ ψ) → ϕ) → (2(ϕ ∧ ψ) → 2ϕ) (6.3)
(6.2, 6.3, MP ) K ` 2(ϕ ∧ ψ) → 2ϕ (6.4)

K ` 2(ϕ ∧ ψ) → 2ψ (6.5)
(6.4, 6.5) K ` 2(ϕ ∧ ψ) → (2ϕ ∧ 2ψ) (6.6)

K ` ϕ → (ψ → (ϕ ∧ ψ)) (6.7)
(6.7, Nec) K ` 2(ϕ → (ψ → (ϕ ∧ ψ))) (6.8)

(K) K ` 2(ϕ → (ψ → (ϕ ∧ ψ))) → (2ϕ → 2(ψ → (ϕ ∧ ψ)))

(6.9)
(6.8, 6.9, MP ) K ` 2ϕ → 2(ψ → (ϕ ∧ ψ)) (6.10)

(K) K ` 2(ψ → (ϕ ∧ ψ)) → (2ψ → 2(ϕ ∧ ψ)) (6.11)
(6.10, 6.11) K ` 2ϕ → (2ψ → 2(ϕ ∧ ψ)) (6.12)

(6.12) K ` (2ϕ ∧ 2ψ) → 2(ϕ ∧ ψ) (6.13)
(6.6, 6.13) K ` (2ϕ ∧ 2ψ) ↔ 2(ϕ ∧ ψ) (6.14)

(6.14) K ` ¬(2¬ϕ ∧ 2¬ψ) ↔ ¬2(¬ϕ ∧ ¬ψ) (6.15)
(6.15) K ` (¬2¬ϕ ∨ ¬2¬ψ) ↔ ¬2¬(ϕ ∨ ψ) (6.16)
(6.16) K ` (3ϕ ∨3ψ) ↔ 3(ϕ ∨ ψ)) (6.17)

2
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6.1 T + 5 = S4 + B

Nyní si ukáºeme alternativní de�nici systému S5 a to pomocí následujícího
vztahu

S5 = T + 5 = S4 + B

D·kaz: Nejprve dokáºu inkluzi T+5 ⊇ S4+B. Platnost T+5 ⊇ S4 jsme jiº ukázali
na stran¥ 25. Sta£í tedy ukázat T + 5 ` B.

(M) T + 5 ` A → 3A (6.18)
(5) T + 5 ` 3A → 23A (6.19)

(6.18, 6.19) T + 5 ` A → 23A (6.20)

Nyní dokáºu opa£nou inkluzi. Obdobn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥ jsme platnost
T ⊆ S4 dokázali na stran¥ 25. Zbývá dokázat S4 + B ` 5.

(4) S4 + B ` 33A → 3A (6.21)
(6.21, Nec) S4 + B ` 2(33A → 3A) (6.22)

(K) S4 + B ` 2(33A → 3A) → (233A → 23A) (6.23)
(6.22, 6.23, MP ) S4 + B ` 233A → 23A (6.24)

(B) S4 + B ` 3A → 233A (6.25)
(6.24, 6.25) S4 + B ` 3A → 23A (6.26)

2

6.2 Eliminovatelnost modalit v S4 a S5
Z p°edchozí v¥ty a zji²t¥né skute£nosti S4 ⊂ S5 ihned vyplývá S4 6` B.

Formule 32A → 2A je triviáln¥ ekvivalentní axiomu 5, takºe vztahy

S5 ` 32A → 2A (6.27)
S4 6` 32A → 2A (6.28)

platí triviáln¥. P°esto na n¥ upozorním, protoºe je vyuºijeme p°i následujícím
d·kazu.

Ozna£me X23 libovolnou kone£nou posloupnost 2 a 3. Nyní platí

S5 ` 2A ↔ X232A (6.29)
S5 ` 3A ↔ X233A (6.30)

To znamená, ºe v systému S5 je kaºdá kone£ná posloupnost 2 a 3 ekvivalentní
jejímu poslednímu £lenu.
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D·kaz: Sta£í dokázat následující £ty°i ekvivalence

S5 ` 2A ↔ 22A (6.31)
S5 ` 2A ↔ 32A (6.32)
S5 ` 3A ↔ 23A (6.33)
S5 ` 3A ↔ 33A (6.34)

D·kaz:

(4) S5 ` 2A → 22A (6.35)
(M) S5 ` 22A → 2A (6.36)
(M) S5 ` 2A → 32A (6.37)

(5) S5 ` 32A → 2A (6.38)
(5) S5 ` 3A → 23A (6.39)

(M) S5 ` 23A → 3A (6.40)
(M) S5 ` 3A → 33A (6.41)

(4) S5 ` 33A → 3A (6.42)
2

2

Z toho, jak jsme provedli p°edchozí d·kaz, je z°ejmé, ºe v S4 platí následující
ekvivalence:

S4 ` 2A ↔ 22A (6.43)
S4 ` 3A ↔ 33A (6.44)

Zbývající dv¥ ekvivalence jsou platné pouze jedním sm¥rem:

S4 ` 2A → 32A (6.45)
S4 ` 23A → 3A (6.46)

6.3 P°íklady formulí dokazatených v S5
a nedokazatelných v S4

Následující formule mají jedno spole£né. �ádná z nich není dokazatelná v S4, ale
v²echny jsou dokazatelné v S5. Navíc p°idáme-li kteroukoliv z nich k axiom·m
S4, získáme logiku, která je slab²í neº S5.

Formule 32A → 23A je dokazatelná v S5, není v²ak dokazatelná v S4.
Formáln¥ zapsáno:

S5 ` 32A → 23A

S4 6` 32A → 23A
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D·kaz: Nejprve ukáºu S4 6` 32A → 23A. Vytvo°íme Kripkovský model M =
(W, R, V ) tak, ºe W = {u, v, w}, R = {(w, w), (v, v), (u, u), (w, v), (w, u)}. Zvolme
libovolný atom a ∈ (u ∩ v ∩ w). Valua£ní funkci nyní zvolíme tak, ºe Vu(a) = T ,
Vv(a) = F , ohodnocení na ostatních prom¥nných zvolíme libovoln¥. Nyní platí:

vu(2a) = T (6.47)

vw(32a) = T (6.48)
vv(3a) = F (6.49)

vw(23a) = F (6.50)
vw(32a → 23a) = F (6.51)
M 6|= 32A → 23A (6.52)
S4 6` 32A → 23A (6.53)

Nyní dokáºu S5 ` 32A → 23A.

S5 ` 32A → 2A (6.54)
S5 ` 2A → 3A (6.55)
S5 ` 3A → 23A (6.56)
S5 ` 32A → 23A (6.57)

2

Formule 2(2ϕ → ψ) ∨ 2(2ψ → ϕ) je dokazatelná v S5, není v²ak dokaza-
telná v S4. Formáln¥ zapsáno:

S5 ` 2(2ϕ → ψ) ∨2(2ψ → ϕ)

S4 6` 2(2ϕ → ψ) ∨2(2ψ → ϕ)

D·kaz: Nejprve ukáºu S4 6` 2(2ϕ → ψ) ∨ 2(2ψ → ϕ). Vytvo°íme Kripkovský
modelM = (W, R, V ) tak, ºe W = {u, v, w}, R = {(w, w), (v, v), (u, u), (w, v), (w, u)}.
Zvolme libovolné atomy a, b ∈ (u∩v∩w). Valua£ní funkci nyní zvolíme tak, ºe Vu(a) =
T , Vv(a) = F , Vu(b) = F , Vv(b) = T , ohodnocení na ostatních prom¥nných zvolíme
libovoln¥. Nyní platí:

vu(2a) = T (6.58)
vu(2a → b) = F (6.59)

vw(2(2a → b)) = F (6.60)
vv(2b) = T (6.61)

vv(2b → a) = F (6.62)
vw(2(2b → a)) = F (6.63)

vw((2(2a → b)) ∨ (2(2b → a))) = F (6.64)
M 6|= 2(2ϕ → ψ) ∨ 2(2ψ → ϕ) (6.65)
S4 6` 2(2ϕ → ψ) ∨ 2(2ψ → ϕ) (6.66)
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Nyní dokáºu S5 ` 2(2ϕ → ψ) ∨ 2(2ψ → ϕ).

S5 ` ψ → (2ϕ → ψ) (6.67)
(6.67, Nec) S5 ` 2(ψ → (2ϕ → ψ)) (6.68)

(K) S5 ` 2(ψ → (2ϕ → ψ)) → (2ψ → 2(2ϕ → ψ)) (6.69)
(6.68, 6.69, MP ) S5 ` 2ψ → 2(2ϕ → ψ) (6.70)

S5 ` ¬2ϕ → (2ϕ → ψ)) (6.71)
(6.71, Nec) S5 ` 2(¬2ϕ → (2ϕ → ψ)) (6.72)

(K) S5 ` 2(¬2ϕ → (2ϕ → ψ)) → (2¬2ϕ → 2(2ϕ → ψ)) (6.73)
(6.72, 6.73, MP ) S5 ` 2¬2ϕ → 2(2ϕ → ψ) (6.74)

(6.74) S5 ` 23¬ϕ → 2(2ϕ → ψ) (6.75)
(5) S5 ` 3¬ϕ → 23¬ϕ (6.76)

(6.75, 6.76) S5 ` 3¬ϕ → 2(2ϕ → ψ) (6.77)
(6.77) S5 ` ¬2ϕ → 2(2ϕ → ψ) (6.78)
(6.70) S5 ` 2ϕ → 2(2ψ → ϕ) (6.79)
(6.78) S5 ` ¬2ψ → 2(2ψ → ϕ) (6.80)

(6.70, 6.78) S5 ` (2ψ ∨ ¬2ϕ) → 2(2ϕ → ψ) (6.81)
(6.81) S5 ` (2ψ ∨ ¬2ϕ) → (2(2ϕ → ψ) ∨ 2(2ψ → ϕ)) (6.82)

(6.79, 6.80) S5 ` (2ϕ ∨ ¬2ψ) → 2(2ψ → ϕ) (6.83)
(6.83) S5 ` (2ϕ ∨ ¬2ψ) → (2(2ϕ → ψ) ∨ 2(2ψ → ϕ)) (6.84)

(6.82, 6.84) S5 ` (2ϕ ∨ ¬2ϕ ∨ 2ψ ∨ ¬2ψ) → (2(2ϕ → ψ) ∨ 2(2ψ → ϕ))

(6.85)
S5 ` 2ϕ ∨ ¬2ϕ ∨ 2ψ ∨ ¬2ψ (6.86)

(6.85, 6.86, MP ) S5 ` 2(2ϕ → ψ) ∨ 2(2ψ → ϕ) (6.87)
2



Záv¥r
V této práci jsem se pokusil ukázat p°ehled základních systém· modálních logik.
Poda°ilo se nade�novat b¥ºn¥ pouºívané systémy K, T, S4, S5 a D. Ostatní
mén¥ známé systémy jsem v²ak nede�noval. Dva z t¥chto systém· jsem ale pouºil
v poslední kapitole k demonstraci formule mezi S4 a S5. Jedná se konkrétn¥
o systémy S4.2 = S4+32A → 23A a S4.3 = S4+2(2ϕ → ψ)∨2(2ψ → ϕ).
Jiné systémy, které jsou £asto mimo námi utvo°enou hierarchii, jsem jiº nezmínil.

Námi de�nované systémy jsem se°adil podle jejich síly. K tomuto uspo°á-
dání jsem p°edvedl d·kaz, který jej potvrzuje. Tento d·kaz, stejn¥ jako v¥t²inu
d·kaz· pouºitých v této práci, jsem vytvo°il samostatn¥. Z literatury jsem p°e-
vzal pouze d·kaz S5 ` 4 a d·kaz úplnosti modálních systém· v·£i Kripkovské
sémantice, který byl p°evzat z [5].

V záv¥re£né £ásti práce jsem ukázal na známé rozdíly mezi systémy S4 a
S5. Také jsem p°edvedl n¥které formule, které leºí mezi systémy S4 a S5.

Musím je²t¥ poznamenat, ºe úkolem této práce nebylo nalézt �nejlep²í� axio-
matický systém pro modální logiku. �ádný takový systém ani nem·ºe existovat,
protoºe pro kaºdou interpretaci funkce 2 je vhodný jiný axiomatický systém.
V této práci jsem se pouze snaºil porovnat axiomatické systémy z hlediska for-
málního. A£koli jsem srovnal sílu v²ech námi de�novaných systém·, lze stále
nlézt velké mnoºství formulí, u kterých bychom mohli rozhodnout, ve kterém
systému jsou dokazatelné. Proto jsem se alespo¬ pokusil nazna£it jakým zp·so-
bem by se dala ukázat dokazatelnost a nedokazatelnost takových formulí v jed-
notlivých systémech. P°esto jsem nezmínil Hintik·v systém pro hledání Krip-
kovských protip°íklad· dané formule. Tento systém jsem nede�noval, protoºe
v ºádném z p°edvedených d·kaz·, jej nebylo zapot°ebí.

Z t¥chto d·vod· nem·ºe být tato práce chápána jako vy£erpávající úvod do
problému Modální logiky, ale pouze jako formální pohled na základní modální
systémy. Zájemc·m o bliº²í studium doporu£uji zejména [5].
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Anotace
Tato diplomová práce se zabývá modálními logikami z formálního pohledu. Jsou
v ní de�novány základní formální systémy a jsou p°edvedeny hlavní vztahy mezi
nimi.
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