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Abstrakt: V ramci prace je zkouméno gravitacni ¢ockovani kupou galaxii s di-
razem na lokalni vliv jednotlivych galaxii kupy. Kupé svou hmotnosti dominuje
halo temné hmoty, které 1ze popsat hustotnim profilem Navarro, Frenka a Whi-
tea. V nasem modelu je pouzivano sférické halo fidici se timto profilem a hmotné
body jako nejjednodussi aproximace pusobeni jednotlivych galaxii. Analyza vlivu
parametri hala na rezimy gravitacniho ¢ockovani tohoto kombinovaného modelu
prokazala vyraznou symetrii, na zakladé které lze z parametr modelu urcit cha-
rakter kritické krivky a kaustické struktury. V praci je ddle popsana numericky
vyhodnéjsi uprava celého modelu a analyzovano nékolik konkrétnich pripadi kom-
binovaného modelu se dvéma galaxiemi.
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Abstract: The aim of this work is to study gravitational lensing of galaxy—cluster
halos influenced by individual galaxies in the halo. The halo mass is generally
dominated by dark matter, which can be described using a Navarro, Frenk-White
density profile. In our model, we use a spherical halo defined by this model and
point masses as simplest approximation for individual galaxies. The analysis of
halo—parameter influence on gravitational lensing regimes of the combined model
yields a complete parameter—space map of critical curves and caustics. In addition
we present an adaptation that makes this model numerically more advantageous
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Uvod

Soucasné modely vesmiru casto pripoustéji existenci hmoty, kterou lze pozoro-
vat pouze skrz jeji gravitacni vliv. Jelikoz podle dosavadnich métfeni tato hmota
neinteraguje elektromagnetickou silou, byl ji pritazen nazev temnd hmota. Jeji
existence dokaze napt. vysvétlit hmotnosti nékterych galaxii, ¢i rozlozeni orbital-
nich rychlosti objekt v nich. Mame vsak i pfiméjsi pozorovani, jako ohyb svétla
kolem mist ve vesmiru, kde potfebné mnozstvi baryonické hmoty pozorovano ne-
bylo, a pravé zkouméanim téchto objektt se zabyva gravitacni cockovdni.

Jednim z hlavnich cilii gravitacniho ¢oc¢kovani je pochopeni toho, jak se temna
hmota shlukuje, jak gravitacné ptisobi, a doufejme, i co temna hmota je. Pro za-
catek je vsak tfeba porozumeét tomu, co pomoci teleskopii vidime. Z pozorovanych
tvarl, poctu a svitivosti obrazti vesmirnych objekti v pozadi lze zmapovat roz-
lozeni hmoty v c¢ockujicim objektu.

Cilem této prace bylo zkoumat cockovaci vlastnosti kup galaxii dominova-
nych spojité rozlozenou temnou hmotou. Rozlozeni hmoty kupy lze popsat pro-
filem Navarro, Frenka a Whitea (NFW), viz Navarro a kol. (1996), vychézejictho
ze statistickych zpracovani rozlozeni hmoty v kupach galaxii, ktery i pres svou
jednoduchost poskytuje vhodnou aproximaci pro hala temné hmoty. Pro vliv jed-
notlivych galaxii byly zvoleny hmotné body, které lze zde chapat jako perturbaci
c¢ockovani halem.

Kapitola 1 se zabyva nékterymi obecnymi vlastnostmi gravitacniho ¢ockovani
a kapitola 2 obecnymi vlastnostmi modelu NFW. Kombinovany model NFW
s hmotnym bodem jiz byl c¢astecné zmapovan pro konkrétni parametry hala
v ramci bakalarské prace Lukase Timka (Timko, 2017), coz je v rdmci kapi-
toly 3 rozsiteno. Kapitola 4 se zabyva chovanim modelu pfi zméné parametrii
hala, kapitola 5 pak modelem s podobnym rozlozenim hmoty NFW, ktery vice
odpovida intuici o rozlozeni hmoty v kupach galaxii. V ramci kapitoly 6 jsou
zmapovany nékteré konkrétni situace, ke kterym muze dojit pri sperturbovani
NFW modelu dvéma galaxiemi. V posledni kapitole 7 jsou diskutovany nékteré
numerické problémy spojené s pouzitymi modely.



1. Gravitacéni ¢ockovani

Rezim slabého cockovani, kterym se po celou dobu budeme zabyvat vychazi
z postnewtnovské aproximace. V ramci obecné teorie relativity je pouzivan rozvoj
metrického tenzoru do prvniho radu

-1-2 0 0
0 - 0 0
guuzmquhW: 0 OC2 1_% 0 (1.1)
0 0 0 -2

pro Minkowského metricky tenzor 7,, a tenzor h,, jakoZzto linedrni clen rozvoje
gravitacniho potencidlu ®. Casto se uvazuji rozvoje vyssich fad@ (Meneghetti,
2016), které jdou nad ramec této prace. Obr. 1.1 zndzornuje situace, kdy paprsek
(znaceny modie) vychézejici ze zdroje S (svételny zdroj v pozadi, napt. jind kupa
galaxif) proléta gravitacnim polem kupy, kterd zde funguje jako gravitacni cocka
L. V roviné cocky paprsek proléta v kolmé vzdélenosti & od osy OL a pokracuje
smérem k pozorovateli O. V disledku toho je svételny zdroj pozorovan pod tthlem
f, misto jeho skutecné polohy . Redukovany thel odklonu se definuje o« =60 — 3
a pro thel odklonu pak plati & = aDpg/Dg.

obraz (I)

)

_ -

pozorovatel (0) Dy ¢ocka (L) Drs

Dg

Obrazek 1.1: Schéma ohybu svételného paprsku (modfe) gravitacni ¢ockou

Uhel odklonu paprsku prochézejiciho ve vzdalenosti € pro axidlné symetrickou
¢ocku lze vyjadrit ze znalosti hmotnosti ¢oc¢ky M (£) pod polomérem &, rychlosti
svétla ¢ a gravitacni konstanty G, jako

4G M (§)
¢
Pro zjisténi hmotnosti je obvykle integrovina hustota p pfes valcovou oblast

poloméru & protazenou v podélné souradnici z od centra cocky na obé strany
do asymptotické vzdalenosti, neboli

(1.2)

o =

M(€) = / / (¢ ,2) A% = / () d2e, (1.3)
e/l o0 &<t



kde se zavadi plosnd hustota

o

(€)= [ plg)d (1.4)

—00

Vztah mezi polohou obrazu a zdroje lze vyjadrit tzv. cockovaci rovnici
B(6) = 6 — (8). (L5)

psanou vektorove, jelikoz ¢ocka obecné nemusi byt axialné symetricka. Kvili malé
obloukové mite thlu §:= |B], a := |a|, & := |&| plati aproximace

£(0) = D19, (1.6)
procez ¢ockovaci rovnice (1.5) prechazi do tvaru

Drs AGM(0) @
" D;Dg 2 02 (1.7)

5(6) = 0

Pro jednu polohu zdroje dle této rovnice miize existovat vice obrazi. Naopak
pokud jsou rozlozeni hmoty M (#) a polohy obrazii znamé, je nalezeni polohy
zdroje dle rovnice (1.7) jednoznacén tloha.

Podrobnéjsi poznamky lze nalézt napt. v knize od autori Narayan a Bartel-
mann (1996, kap. 1.2).

1.1 Cockovaci potencial a zjasnéni

Na zakladé gravitacniho potencialu ¢ = ®(&,z) lze definovat ¢ockovaci poten-
cial

Drs 2
9) — d / ®(D.0,2)dz. 1.
¢( ) DLDS C2 ( L 7Z) z ( 8)
Pro takto zavedeny potencidl plati
o
= ) 1.
Y= 9, (1.9)
Déle se zavadi Jacobiho matice A vztahem
= = — =0 ————— =90, —1;:(0 1.1
AZJ ae] ) 893 17 an aej 1] 77Z}71]( ) ( O)

kde druhé rovnost plyne z cockovaci rovnice a v posledni rovnosti je vyuzito
zkracené znaceni pro derivaci.
V oboru gravita¢niho ¢ockovani je obecné definovana konvergence

(DO
k(6) = (Dr ), (1.11)
ECT‘
pro kritickou hustotu
62 DS

- = . 1.12
47G DLDLS ( )



Pro konvergenci k s vyuzitim sumacni konvence pak plati

Dalsim dtlezitym pojmem je shear

~(8) = ; (1/}’”(20@?);(%)2 2(0)> = <§?§ ;;f) : (1.14)

kde je druhou rovnosti zavedena parametrizace pomoci tthlu ¢, definovaného & =
&(cos ¢, sin ¢). Pak lze psat Jacobiho matici ve tvaru

_ 10 cos2¢  sin2¢
A=(1-r) <O 1) —7 (sin2¢ —0052¢> ' (1.15)

P1i gravitacnim cockovani je zachovan plosny jas, ale obecné dochazi k thlo-
vému zvétSeni obrazii a s nim souvisejicimu zjasnéni jejich svételného toku. Zjas-
néni v dané poloze ¢ je obecné definovano, jako pomér plochy infinitezimalniho
obrazu a plochy prislusného infinitesimalniho zdroje. Pro axialné symetrickou
cocku vyjde

(1.16)

0 ]do
které lze v obecném pripadé zapsat, jako prevracenou hodnotu jakobianu

1 1
[det Al [(1— k)2 =2

i (1.17)

(Narayan a Bartelmann, 1996, kap. 1.3), (Wambsganss, 1998, kap. 3.6).

1.2 Einsteintiv polomér

Pro klasifikaci rozliénych systémi, lisicich se ve hmotnosti a vzdalenostech
Dys, Dy, Dg je zavadéno skalovani pomoci Einsteinova poloméru. V pripadé, kdy
bodovy zdroj, bodova ¢ocka hmotnosti M i pozorovatel jsou na jedné ose, musi
byt obrazem zdroje kruzmice (tzv. Einsteinova kruznice), jejiz thlovy polomér
se definuje jako Einsteintiv (Narayan a Bartelmann, 1996, kap. 1.2.1.4). Ten lze
vyjadrit z cockovaci rovnice (1.7) polozenim 5 =0 a M(0) = M, jako

AGM Dyg
Op =/ . 1.18
E 2 D;Dg (1.18)

Pro eliminaci nékterych volnych parametri se ¢asto pouzivaji jednotky Ein-
steinova poloméru, v pripadé NFW modelu pak lze vyuzit jednotky thlového
skalového parametru. Pro thly v radianech bylo nadale pouzito znaceni 3, 6.

1.3 Jednotky



Prechod k jednotkdm Einsteinova poloméru

Uhly v jednotkéch Einsteinova poloméru budou naddle znaeny hvézdickou
v hornim indexu, tedy ¢ockovaci rovnice ma prepisem rovnice (1.5) tvar

B =0"—a’(6), (1.19)

kde 6* = 0 /0, a* = a/0p. Skalovy polomér NFW kupy r, 1ze pievést na tihlovy
skalovy polomér 0; = r;/ Dy, v jednotkach Einsteinova poloméru je pak

T's

0F = . 1.20
o (120
Uhlovy $kalovy polomér
Nové je definovana zdroje a obrazu v jednotkéach 6,
B* B 0 0 o «
= — = N = — = — = = — 12]_
Y= "0 T "0 YT ey (1.21)
ve kterych je ¢ockovaci rovnice
y(x) =x — a(x) (1.22)

1.4 Kritické krivky a kaustiky

Z rovnice cockovaci rovnice a definice zjasnéni (1.17) vyplyva, Ze pro urcité
parametry mohou existovat polohy obrazu s nekone¢nym zjasnénim. Tyto body,
def. (61,02), se vyznacuji nulovym Jakobidnem zjasnéni

det A(6:,0,) = 0. (1.23)

Vzhledem k charakteru pouzivanych rovnic jsou tyto body vétsinou spojeny do
kiivek v roviné (6,02), proto se souboru téchto bodu tiké kritickd krivka. Té
piisludi kiivka v roviné zdroje (31(01,02), B2(01,0)), tzv. kaustika a lze ji dopo-
¢itat z cockovaci rovnice. Na Obrazku 1.2 je znazornéna situace silné gravitacni
¢ocky (konkrétné model NFW, viz kapitola 2.2) a hmotného bodu o nizsi hmot-
nosti. Linky v levém panelu vyznacuji kritickou kfivku. Hodnoty Jakobidanu jsou
vyznaceny barevné. Bild barva na kiivce odpovida nulovému jakobianu, modra
zapornému a cervena kladnému. Barvy jednotlivych c¢asti kaustiky odpovidaji
barvam prislusnych c¢asti kritické kiiky v levém panelu.

Zmalost kaustik je dulezita pri analyze pozorovani, jelikoz pokud zdroj lezi
na kaustice, dochazi k extrémnimu zjasnéni prislusnych obrazi, které jsou prota-
zené podél prislusné kritické krivky. Dalsi dilezitou vlastnosti kaustiky je, ze pti
prechodu zdroje pres ni se méni pocet vytvorenych obrazii, konkrétné vznikaji, ¢i
zanikaji pravé dva obrazy (Narayan a Bartelmann, 1996, kap. 1.2).



—-0,4 0 0,4

Obrézek 1.2: Jakobidn zjasnéni s vyznacenou kritickou kiivkou (vlevo), kausticka
struktura (vpravo). Legenda je v rozsahu (—0,4;0,4) kvili vzhledem k pfilis vy-
sokym hodnotam Jakobidnu v blizkosti centra hala a hmotného bodu.



2. Cockovani komponentami
modelu

Nejjednodussim sféricky symetrickym modelem je hmotny bod. A¢ se rozlo-
zené hustoty ve vesmirnych objektech, jako napt. galaxiich, kup galaxii, ¢i hal
temné hmoty 1idi obecné slozitymi predpisy, 1ze hmotny bod vyuzit pro popis
ucinku prislusné hmotného objektu na cockovani kupou. Timto modelem muize
byt model Navarro, Frenka a Whitea, kterym lze aproximovat rozlozeni hmoty
v kupé galaxii dominované temnou hmotou. Dale se casto vyuziva modeli sin-
guldrni izotermalni sféry, ¢i elipsoidédlniho modelu (Wambsganss, 1998, kap. 3.5).
Cilem rozboru jednoduchych modeli je obvykle explicitni tvar ¢ockovaci rovnice,
jejiz znalost je postacujici pro analyzu kritické kiivky a kaustiky.

2.1 Hmotny bod

Rozlozeni hustoty hmotného bodu Ize popsat pomoci Diracovy delta distribuce
umisténé v pocatku. Deflekéni tihel je dle Meneghetti (2016, kap. 3.1)

AGM
A= — 2.1
@ CQDLQ ( )
a cockovaci potencial
AGM Dpg
= Iné. 2.2
@ D.Ds (22)
Z toho plyne cockovaci rovnice
AGMDps 1 02,
—0— _—p_E 2.3
p 2DpDg 0 0’ (23)

kde bylo vyuzito definici Einsteinova poloméru (1.18). Tato rovnice ma vzdy pravée
dveé feseni pro 6, a sice v jednotkach Einsteinova polomeéru

o — ; (5* 4./ 4) , (2.4)

z Cehoz vyplyva existence dvou obrazu pro libovolnou polohu zdroje.
Z c¢ockovaci rovnice lze pak ze vztahu pro sféricky symetrickou c¢ocku (1.16)
odvodit primym vypoctem dopocitat zjasnéni

1
= 2.5
Dosadi-li se do tohoto vztahu hodnoty 673, dostaneme v limité limg«_,oo pt— = 0,
limg« o pt+ = 1. Tedy jak uvddi Narayan a Bartelmann (1996), a¢ pro kazdy

zdroj existuji 2 obrazy, jeden z nich mize vymizet v disledku nulového zjasnéni.



2.2 Model Navarro Frenka a Whitea

Model Navarro, Frenka a Whitea (NFW), viz Navarro a kol. (1996), pochézi
z numerické analyzy modelt hal temné hmoty a lze ve sférickych souradnicich

definovat vztahem p
S

2
AL
kde r je vzdalenost od centra hala, r, skdlovy polomér a p, charakteristicka hus-
tota modelu NFW. Definujme koncentracni parametr

p(r) = : (2.6)

Ca00 = 7200/ 7's (2.7)

ve vzdalenosti od centra hala 7909, pod kterou je primérna hustota hala rovna
dvousetndsobku kritické hustoty vesmiru p., = 3H?/87G, kde H je Hubbletv
parametr zavisejici na rudém posuvu a G gravitacni konstanta. Hmotnost pod

polomérem 7 je
7200

M = / 472 p(r)dr, (2.8)
0
coz lze na zékladé 900 3
€200
A 7 2.9
p 3/) IH(C200+1>_02?0% 2

viz Schnaider (2006, kap. 7.5.4), prepsat do tvaru

(2.10)

M = 47rep, [111(0200 +1)— CQOO] :

Cooo + 1

NFW model lze popsat ze znalosti ¢ockovaciho potencidlu. Definujme nejprve

konstantu ]
PsT's
- _ , (2.11)
Zer 4 [In(cao0 +1) — 207 ] 03

c200+1

kde kritickd hustota byla zavedena vztahem (1.12)
Pak 1ze dle rovnice (Meneghetti (2016)) v jednotkach thlového skéalového pa-
rametru, tedy pro z = 6/6, pro

—2arctanh? ( 1;z) jr <1
o(z) = 212 (‘2) + 40 r—1 (2.12)
2arctan2( x—l) ;e > 1
r+1
zapsat ¢ockovaci potencial
b(x) = 4rsg(2)053, (2.13)

jehoz derivovanim dle rovnice (1.10) lze ziskat jakobidn A a zjasnéni jako jeho
prevracenou hodnotu.
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Jiny pristup spociva v primé integraci

. AGDy, 0 6e—-6 .,
= ——X 2.14
a(0) 2 o K (939E> 16— 0,’2d o', ( )

kde k je konvergence, pro kterou plati (Meneghetti, 2016, kap. 3.2.3)

1—F(x)
= 2Kg—— 2.15
() = 2wy (215)
pro
arctanh v 1—z2
arclath Voo r <1
F(z)=<1 ;=1 (2.16)
arcta1;2\/ff—1 x> 1.
Cockovaci rovnice je v jednotkéch Einsteinova poloméru
G +F(E) 6
’8 =6"— ‘ Céoo *2 <217)
1n(6200 + 1) — m 0
a v jednotkach tthlového skdlového parametru
x T
Yy =x — 4K, {an—i-F(a:)] et (2.18)

ve kterych dochazi k eliminaci jednoho volného parametru. Misto parametri 67,
Co00 je zde vyuzivano jediného parametru kg, ¢ehoz bude pozdéji vyuzito pri ana-
Iyze kritickych krivek a kaustik.

2.2.1 Volné parametry NFW modelu

Jak bylo vyse zminéno, ma NFW model dva volné parametry, a sice ska-
lovaci ry a koncentracni cygg. Souvislosti mezi koncentrac¢nimi parametry kup
a jejich hmotnostmi se zabyval projekt zalozeny na datech OmegaWINGS (Bi-
viano a kol., 2017). Parametry 0% = r_5/0p a cyog = 7200/7—2 byly dopocitany
z Tabulky B.1. z této publikace. Vzdalenost kupy Dj byla zjisténa z rudého po-
suvu 2, pomoci online nastroje CosmosCalc! s uvdZzenim Hubbleovy konstanty?
Hy = 67,4 km.s . Mpc™!, hustotniho parametru baryonové hmoty Q,;, = 0,315
a hustotniho parametru vakua €25 = 0,685. Je tedy pracovano v plochém vesmiru
Qur + Qp = 1. Hmotnost M bylo nutné odecist pro ptislusna cogg z grafu na Obr.
4 stejné publikace.

Takto prepocitané hodnoty cag, 07 jsou oznaceny na Obr. 2.1 Cerné, spolecné
s prolozenou zavislosti pro NFW| fitovanou metodou nejmensich ¢tvertei, ktera
miize souzit pro volbu testovacich parametrt. Fitovan zde byl predpis 6% = A +
B - Sy s volnymi parametry A, B, C' a metodou nejmensich ¢tverct byl stanoven

6: = —0,30(1,5) + 11(1,3) - co " (2.19)

Yhttp:/ /www.astro.ucla.edu/ wright/CosmoCalc.html (2020)
Zna zakladé projektu Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP), oficidlni webova
stranka projektu https://map.gsfc.nasa.gov, (2020)

11


https://map.gsfc.nasa.gov

s 1o nejistotami fitovanych parametrii uvedenych v zavorkach. Platnost tohoto
vztahu je omezena pouze na rozmezi fitovanych hodnot coqp.

V praci Timko (2017) byla pouzita data z projektu Cluster Lensing and Su-
pernova Survey with Hubble (CLASH), viz Merten a kol. (2015), dle kterych
byly za vychozi parametry zvoleny copp = 3,5, 6% = 1,2. Hodnoty z CLASH
jsou v grafu na Obr. 2.1 vyneseny modrie spolu s vychozimy parametry coop & 07
(Cerné). Z grafu je mimo jiné patrné, ze analyzy ruznych tymu dévaji systema-
ticky odlisné zavislosti. V obou piipadech (OmegaWINGS, CLASH) je patrna
korelace mezi obéma parametry, navic je nutné nezapominat na vliv vybérovych

I 7
C
[aN]
—
—+  OmegaWINGS
o | —— fitovand zavislost
- X CLASH
L c200 = 3,9, 9: =1,2
w —
* 0 o —
ﬂ( —
+
PO
X
s
e \ \ \ \
0 2 4 6 8 10
€200

Obrazek 2.1: Hodnoty 67 v zavislosti na koncentracnim parametru cygo pro nékteré
kupy galaxii dle dvou rtznych méreni, Sedé jsou vyznaceny lo odchylky.

2.2.2 Gravitacéni ¢ockovani NFW halem

Kritické krivky axialné symetrickych model se rozdéluji na radialni a tan-
gencialni podle sméru protazeni obrazu pri prechodu zdroje ptes prislusnou c¢ast
kaustiky. U tangencidlni c¢asti kritické krivky je protazeni tecné podél prislusné
kruznice, u radidlni je k ni kolmé. Znazornény jsou na Obrazku 2.2. Radidlni ¢ast
kritické ktivky se kvtili axialni symetrii zobrazi opét na kruznici ve zdrojové roviné
a tangencialni casti kritické kiivky odpovida centralni bodova cast kaustiky.

Kontury konstantniho s, zavedeného rovnici 2.11 jsou zobrazeny v grafu
na Obr. 2.3 spolecné s daty OmegaWINGS a CLASH a vynesenou konturou
ks odpovidajici parametrim coo9 = 3,5, 0 = 1,2.

Implicitni predpis zavislosti polomeéri c¢asti kritické kiivky lze ziskat z roze-
pséani defini¢niho vztahu pro kritickou kiivku 0 = det A, coz lze dle Timko (2017)
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~0,01!
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Obrazek 2.2: Kritickd kiivka NFW modelu (vlevo) a odpovidajici kaustika
(vpravo) pro cgo0 = 3,5, 6 = 1,2. Modre je vyznacena tangencidlni a oranzove
radialni ¢ast kritické krivky:.

upravit do tvaru

det A =1 — 4/<551I_2}_7(1x)+
—F(x) (In = x ng ) (2.20)
162 | F(xgzw(;_gg Fl) (1 sz% )|

Ten je nulovy, nastane-li jedna ze situaci

4K/S Lrad 1- F(‘rﬂld)
0=1 1 F(z,, )_43 2.21
" xgad ( ! 2 " (I d> " xzad -1 ( )
4K, an
0=1-—2 <1n Ttan F(xtan)) , (2.22)
Tian 2

které tak tvori predpisy pro radialni a tangencialni c¢ast kritické krivky, coz je
znaceno prislusnymi indexy x.

Z grafu na Obrazku 2.4, na kterém jsou vyneseny poloméry radidlni a tangen-
cialni casti kritické krivky na k4 je patrné, ze pri jeho zvétsovani oba poloméry
rostou a pod hodnotou k4 < 0,1 jsou velmi malé a jejich chovani je priblizné line-

arni a blizi se nule pro k;, — 0. V grafu je dale vyznacena hodnota x, odpovidajici
volbé parametri cyg0, 07 v grafu na Obr. 2.3.
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C200

Obrézek 2.3: Kontury konstantniho 4, hodnoty jsou vypsany u ptislusnych izo-
car. Data NFW z méfeni OmegaWINGS (¢erné) a CLASH (modie). Kontura
odpovidajici parametrim cyo0 = 3,5, 0% = 1,2 je vyznacena modrou ¢arou.

Rs

Obrazek 2.4: Zévislost poloméru tangencidlni (horni, modra) a radidlni (spodni,
oranzova) ¢asti kritické kiivky na ks v NFW modelu. Prerusované je vyznacena
hodnota s odpovidajici parametrim cogg = 3,5, 07 = 1,2.

14



3. Kombinovany model s fixnim
NFW profilem hala

Tato kapitola rozsiruje analyzu kombinovaného modelu NF'W s hmotnym bo-
dem provedenou v bakalaiské praci Timko (2017). V dané praci je provadéna
analyza pro parametry cso0 = 3,5, 6% = 1,2, vybrané podle projektu CLASH (viz
graf na Obr. 2.1). V kapitole struéné shrneme vlastnosti NFW hala analyzovanou
v Timko (2017) a upfesnénou Michalem Karamazovem (Heyrovsky a kol., 2020)

Jednotky Einsteinova poloméru

Kombinovany model méa ¢tyfi parametry. Koncentraéni parametr copp a Ska-
lovy polomér kupy 67, které definuji rozlozené hmoty v halu a déle thlovou vzda-
lenost hmotného bodu od stredu kupy 6, = g—g a pomeérnou hmotnost o := % pro
M,, hmotnost hmotného bodu a M hmotnost kupy, definovanou jako hmotnost
NFW hala ve sféfe o poloméru rygq.

Prispévek perturbace k deflekénimu thlu lze vyjadrit, jako

0 —6;

ay(67) = o2, (3.1)
6 — 6

z ¢ehoz v kombinaci s rovnici (2.17) plyne ¢ockovaci rovnice kombinovaného mo-
delu

0* — 05 (&) +F(%) 6
0‘9* — 03/’ In(egnp 4 1) — —2200 g2

c200+1

B (o) =0 — (3.2)

Jednotky thlového skalového parametru

Vyznam téchto jednotek v modelu NFW spociva v eliminaci jednoho stupné
volnosti. Ten je promitnut do zmény jednotek a umoznuje jednodussi klasifikaci
kritickych kiivek a kaustik. PTi zavedeni preskalovani relativni hmotnosti hmot-
ného bodu o na &,

- g . Mp C200 . 4GMpDLSDL
KRp = @ = ﬁﬁllﬂls 111(62()0 + 1) - Ca00 + 1] = T§C2DS s (33)

kde ve druhé rovnosti byl vyuzit vztah (2.11) a ve tieti hmotnost NFW modelu
M dle rovnice (2.10). Pomoci parametru &, je cockovaci rovnice pro x, = 0,/6;

B B {111;6 + F(x)] x (3.4)

y(l’) =T~ kp 22

2
[T — x|

ktera obsahuje po volbé orientace soustavy pouze tii volné parametry x, = (x,,0),
Ks & Kp.
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3.1 Mozné tvary kritickych krivek a kaustik
kombinovaného modelu

V grafech na Obr. 3.1 jsou znézornény typy kritickych kfivek (rovina obrazu,
vlevo) a kaustik (rovina zdroje, vpravo), které budeme nadale rozliSovat. Piislusné
pary odpovidajicich ¢asti kaustiky a kritické ktivky jsou rozliSeny barevné. Déle
jsou v roviné ¢ocky vyznaceny polohy stfedu NFW hala a perturbace ¢ernymi
body. Na sekvenci obrazki lze pozorovat piechody pii zméné parametrit zp,xp.
Pro zkraceni zépisu jsou znaceny ¢ (na Obr. 3.1 modre), ¢ast kritické krivky
vzniklé perturbaci tangencidlni a 7 (oranzové), ¢ast vzniklou perturbaci radialni
casti kritické krivky NFW modelu. Déale v kombinovaném modelu vznika jedna,
nebo dvé smycky v disledku silného cockovaciho vlivu perturbace v jejim bliz-
kém okoli, kterou budeme znacit p (zelené a cervené). Piechod z prvniho fadku
na druhy zndzornuje spojeni ¢ a p a odpovida priblizovani perturbace k centru
hala. Pri dalsim pftiblizovani néasleduje utrzeni dvou malych smycek do prostoru
mezi ¢ a t, které je zndzornéno na tietim rddku. Nésleduje napojeni p na t. Pri
dalsim priblizovani perturbace ke sttedu NF'W hala mohou nastat tfi typy si-
tuaci. Prvni moznosti je zmenSovani ¢ kolem stfedu NFW hala, coz pro dané
Ca00, 0F mastavd pro £, = 9,2 - 1072, V tomto scénéfi nedochdzi ke vzniku zddné
dalsi smycky kritické kiivky. Druha situace je znédzornéna na patém radku, kdy
je naopak hmotnost perturbace tak mald, Ze p prochdzi pres ¢. Posledni situace
je zndzornéna na Sestm Fadku, a to zmensovani ¢, kde pro tzky pas vhodnych
parametri dochazi navic ke vzniku dalsi separované kaustiky od casti kritické
krivky situované kolem stfedu NFW hala. Tato ¢ast kaustiky se pfi snizovani 07
napojuje na t—casti kaustiky pii odpojeni ¢ od stfedu NFW, viz sedmy snimek.
Posledni snimek zobrazuje situaci pro velmi malé hodnoty parametru &, kdy pti
zy — 0 zustava p kolem stfedu NFW hala.

Soutadnice (z,,k,) vyobrazenych konfiguraci jsou vypsany v prislusnych po-
piscich a jejich volba vychazi z grafu na Obr. 3.2. V ném jsou zobrazeny hra-
nice v prostoru parametri perturbace oddélujici jednotlivé typy kritickych kiivek
a kaustik. Jako parametry NFW hala jsou zde pouzivany cs = 3,5, 07 = 1,2,
kterym dle rovnice (2.11) odpovida hodnota parametru x, = 0,239035. Piislusné
popisky v grafu ve zkratce popisuji jevy, ke kterym na krivkach dochézi a které
jsou podrobnéji popsany v odstavci vyse. Beak-to-beak, lips, elipticka a hyperbo-
licka umbilika jsou nazvy pro konkrétni situace v roviné zdroje. Tyto pojmy zde
slouzi jen pro lepsi navaznost na praci Timko (2017), ve které lze nalézt jejich
podrobnéjsi rozbor.

Co se tyce dvou malych smycéek v prostoru mezi ¢ a ¢, ty pro malé hodnoty
kp vznikaji odtrzenim od ¢. Poté se jejich velikost pii zvétsujici se soutadnici xo
zmensuje az na nulu, coz lze v roviné zdroje pozorovat jako eliptickou umbiliku.
Nasledné se opét zvétSuji, az do bodu, kdy se spoji na ¢. Od urcité hodnoty
r, nedochazi k odtrhavani téchto dvou smycek od ¢, nybrz vznikaji v prostoru
mezi ¢ a t. Cervend a rtzovéa kiivka v grafu na Obr. 3.2 se stykaji v jednom
bodé (v nasledujicich kapitolach bude znacena K2), jelikoz od urcitého x, je
hmotnost perturbace natolik velka, ze dvé malé smycky kritické kiivky vznikat
nemohou. Dalsim zajimavym bodem je spojeni tmavé modré a svétle zelené kiivky
(v nésledujicich kapitoldch znacené K1). Toto spojeni je dusledkem toho, ze nad
urcitou hranici k, nevznika tieti ¢asti kritické kiivky uvnitf .
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Obrézek 3.1: Prehled typt kritickych kiivek (levy sloupec) a jejich kaustik (pravy
sloupec) v odpovidajicich barvich pro parametry kupy cao = 3,5, 8 = 1,2. Cer-
nym bodem je vzdy vyznacena souradnice hmotného bodu, souradnice hala je
(0;0). Parametry hmotného bodu jsou shora (r,-10*,z,) € {(3,5;0,26); (3,5;0,14);
(3,5;0,12); (3,5;0,035); (0,83;0,0125); (5,2;0,016); (3,5; 0,008); (0,83; 0,0029) }, od-

povida ¢islovani 1-8 na Obr. 3.2.
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Obrézek 3.2: Hranice jednotlivych typt kritickych ktivek kombinovaného modelu
pro parametry kupy copo = 3,5, 0% = 1,2 podle (Heyrovsky a kol., 2020).
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4. Kombinovany model s riznymi
NFW profily hala

V ramci této kapitoly je analyza parametru perturbace z kapitoly 3 rozsitena
pro libovolné parametry hala. Na konci predchozi kapitoly byly zminény dva
spojné body hranic mezi jednotlivymi typy kritickych krivek

K1= [ky(K1), ky(K1),2,(K1)], K2 = [ky(K2), ki, (K2), 2, (K2)).

Tyto body jsou definovany jako mista, kde se spojuji ¢ervena a rizova resp. tmave
modra a svétle zelena kiivka na Obrazku 3.2. V grafu na Obr. 4.1 jsou znazornény
hranice jednotlivych typu kritickych kiivek pro rtizné hodnoty k4, opét priblizné
odpovidajici hodnotam z méreni CLASH. Jelikoz velikosti kritickych ktivek jsou
velmi odlisné, byly grafy normalizovany dle spojného bodu K2. Pak lze na osach
misto ks a x, psat ks/ks(K2) a x,/x,(K2). Toto skalovani ukazuje na zacho-
vani hrubé struktury hranic typt kritickych kiivek, které se pro rizné parametry
ks v tomto grafu vzajemné témér prekryvaji. Dochazi zde vSak k jemnym od-
chylkdam ve tvarech jednotlivych hranic. Ze znalosti souradnic spojnych bodu tak
nelze hranice mezi typy kritickych krivek vykreslit pfesné, nicméné tento pristup
poskytuje pro mnoho pripadi dostatecnou aproximace.

4.1 Polohy spojnych bodi

Souradnice bodi K1, K2 jsou vyneseny v grafech na Obr. 4.2 a 4.3. Ty ukazuji
zévislosti z, na ks resp. £, na ks pro bod K1 (Cervené) a K2 (Cerné). Déle jsou zde
svislymi carami v odpovidajicich barvach vyneseny hodnoty ks z grafu na Obr.
4.1. Z dtvodu vizualni podoby se zavislosti poloméru radialni a tangencialni ¢asti
kritické krivky (viz Obr. 2.4) pristoupime k linedrni regresi. Fitovanim vztaht
Pro Zraq(ks) a Tian(ks) danych rovnicemi (2.21) resp. (2.22) vyplyva pro bod K1

2,(K1) = 0,41(3,9 - 107°) - 2yq4(ks) (4.1)

2, (K1) = 0,14(2,6 - 107°) 240 (Ks), (4.2)
coz ¢ini relativni nejistoty fitovanych parametrit 9,3 - 1072 a 1,8 - 1072 respektive.
Pro K2

1,(K2) = 2,8(4,2-1072) - Zpqa(ks) (4.3)

2,(K2) = 0,95(5,6 - 107%) + 20 (Ks), (4.4)
s relativnimi nejistotami 1,5 resp. 5,9-1073. V zavorkach za fitovanymi parametry
jsou uvedeny jejich relativni nejistoty konfiden¢niho intervalu 68 % (10). Z rela-
tivnich nejistot je patrné, ze pouziti zavislosti radidlni ¢asti kritické krivky pro
K1 a tangencialni pro K2 dava vyssi presnost fitu.

Dale je tieba vyjadiit zavislost x, jako funkci ks. Zde se vhodnou zévislosti
ukazala byt linearni kombinace sudych mocnin x,. Do druhého fadu rozvoje pak
je

k(K1) = +1,2-107%(3,7-107%) - k2 +2,4- 107 1(1,5 - 107?) - &1 (4.5)
Kp(K2) = —1,0-107%(6,9 - 107%) - k2 + 1,35(2,9 - 1072) - K.
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V zavislosti x), na ks dochazi ke zhorseni korespondence fitu s pozorovanymi
hodnotami pro vyssi ks, jelikoz se zvySovanim tohoto parametru dochéazi ke zvy-
Sovani polomért obou ¢asti kritické kiivky a jak je vidét ze zavislosti k, = K, (ks),
je tak nutné zvysovat i hmotnost perturbace, ¢imz dochazi k vyraznéjsimu od-
chyleni od piivodniho chovani kritické krivky NFW hala. Pro malé hodnoty k4 se
poloméry zmensuji, az pro ks — 0, pravé kdyz x, — 0. Zde jsou obé césti kritické
ktivky spojeny, tedy x, — 0. Na druhou stranu obé zdvislosti z,, i ks rostou se
zvysujici se hodnotou k,. Vyloucit asymptotiku na zakladé vyse polozeného nelze,
nicméné tyto hodnoty jsou v daném rezimu nepodstatné, jelikoz ten predpoklada
pouze malou perturbaci od hmotného bodu, tedy malé hodnoty k.
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— 00 = 2,0,0%F = 1,8, ks = 0,143294
— ¢200 = 3,5,0F = 1,2, ks = 0,239035
N c200 = 3,5,0% = 2,0,k = 0,0860526
co00 = 4,5,0% = 0,8, ks = 0,440604
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Obrézek 4.1: Hranice jednotlivych typt kritickych kivek kombinovaného modelu

pro ¢tyti rtizné parametry kupy x,. Osy jsou normalizované podle polohy bodu
K2.
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Obrazek 4.2: Pozice bodu K1 (¢ervené) a K2 (¢erné) kombinovaného modelu.
Fitovano vztahy pro polomér radidlni resp. tangencialni ¢asti kritické kiivky NFW
hala. V prislusnych barvach jsou prerusované vyznaceny hodnoty k4 z grafu na
Obr. 4.1.
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Obréazek 4.3: Pozice bodu K1 (Cervené) a K2 (¢erné) kombinovaného modelu.
Fitovano linearni kombinaci druhé a ¢tvrté mocniny x,. prislusnych barvach jsou
prerusované vyznaceny hodnoty x, z grafu na Obr. 4.1.
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5. Kombinovany model se sféricky
omezenym NFW profilem

Tento dosud nepublikovany model (David Heyrovsky, pers. comm.) je zalo-
zeny na NFW rozlozeni hmoty, avSak integrace hustoty neni provadéna v ose z
od —oo do oo, nybrz tak, aby integra¢nim prostorem byla sféra, coz se projevi
v integracnich mezich plosné hustoty a tedy i konvergence danych rovnicemi (1.4),
(1.11). Model je déle znacen NFW'T.

5.1 Uhel odklonu pro sféricky omezeny NFW
profil

Integrace NF'W profilu pres sférickou oblast poloméru o0, dava tihel odklonu
" min (z,c200)
a(x) =2— / k(a2 da, (5.1)
x
0

kterd je v jednotkach thlového skalového parametru s parametry cag, Ks

(17332)(0300712)
1 )
Ve arctanh [ P + L ;x<1Azxz<co
T vcgoo_l_,r_L =1
a(ac) = 41{572 c200+1 ! (52)
x 1 (:1:271)(%00712)
Tt arctan o + L 1<z <co
In(cag0 +1) — 245 ;T > C00,

kde pro jednodussi zapis definujeme funkci

/ 2
C200 — \/ C0p — 2

+1
L(z) :=1In (c200 )z
C200 + 1

2
A/ Co00 — 33'2 + C200

V grafu na Obr. 5.1 je dhel a(x) NFWT modelu vynesen pro parametry
200 = 3,5 a 00 = 1,0 ve srovnani s NFW modelem definovanym rovnici (2.18).
V piipadé NFW i NFWT je thel a(x) linedrné zavisly na parametru kg, proto
byl zvolen jako ks = 1. Oba modely jsou spojité i spojité diferencovatelné do
prvniho faddu. V modelu NFWT lze pro z = cy99 pozorovat nespojitost ve druhé
derivaci podle z, coz je v grafu viditelné zménou tendence chovani kiivek v da-
nych bodech. Pro vyssi hodnoty parametru cgoy se model NFW'T blizi chovani
NFW modelu a pro co9p — 00 jsou oba identické kviili stejnym mezim integrace.

V grafu na Obr. 5.2 jsou vykresleny poloméry radidlni a tangencialni c¢asti
kritické krivky analogické grafu na Obr. 2.4. Pti snizovani parametru cogy dochazi
k odchylovani od NFW modelu, pricemz rozdily jsou patrnéjsi pro vyssi hodnoty
K.
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Obréazek 5.1: Srovnani thlu odklonu a(x) pro ks = 1, NFW (¢arkované) a NFWT
pro parametry copo = 3,5 (modre) a cop9 = 1,0 (Cerveneé).

0,5

0,4

0,3-

0,2

Obréazek 5.2: Srovnani poloméru radidlni (spodni ¢ast kiivky v barvé) a tangenci-
alni ¢asti krivky (horni éast). Zavislosti puvodniho NFW modelu jsou vyznaceny
prerusované a zavislosti NFWT modelt co9 = 3,5 (modie) a cog0 = 1,0 (¢ervéné).

5.2 Srovnani cockovani kombinovanych modeli

Pti volbé libovolnych parametrii kombinovaného modelu nejsou rozdily prilis
patrné.Vyraznéjsi rozdily 1ze pozorovat na hranicich jednotlivych typt kritickych
ktivek, viz Obr. 5.3 pro coo9 = 3,5, 0% = 1,2. Zde kazdé kfivce z grafu 3.2 prislusi
jeden radek tak, ze prechod jiz nastal praveé v jednom z modeli. Na prvnim radku
je tak znazornéno spojeni p s 7, na druhém vznik 7 pro vyssi hmotnosti hmotného
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bodu a tieti fadek ukazuje napojeni 7 na stied NFW hala. Ctvrty a paty fadek
ukazuji odtrzeni p od T a jeji napojeni na ¢ respektive a na Sestém radku je pak
znézornéno odpojeni p od . Na sedmém a osmém fadku jsou pak znazornény
znizeni P a priblizeni ¢ s p, které jsou lépe pozorovatelné v rozdilech kaustické
struktury.

Charakter prechodt kritickych kiivek a kaustik vypada velmi podobné, jako
pro NFW model, coz ukazuje graf na Obr. 5.4. Zde je Sedé vyznacena situace pro
pivodni NFW model z Obr. 3.2 a vyznaceny souradnice parametrii grafii z Obr.
5.4. Rozdily pfi zméndach parametri con, 0% lze ddle pozorovat na souradnicich
spojnych bodi K1 a K2, ze kterych je patrné zvétsovani rozdili pro vyssi hodnoty
ks a T,. Na Obrazku 5.5 je vynesena zévislost x, na ks = r5(ca00 = 3,5,0%) a k,, pro
NFW i NFWT model. Jelikoz hmotnost NFWT modelu je mensi nez hmotnost
NFW pri stejnych parametrech, maji radialni i tangencialni ¢asti kritické krivky
mensi poloméry, pricemz u tangencialni k¥ivky jsou rozdily vyraznéjsi.

Analogicky fitovani v pripadé NFW modelu v kapitole 4 byly ziskany aproxi-
mativni vztahy (v zavorkach jsou opét znaceny nejistoty koeficienttt konfidenéniho
intervalu 1o)

2,(K1) =4,0-1071(3,5-107%) - 20a(ks)
2,(K2) =9,1-1071(4,4 - 107%) - 20 (Ks).

Misto vztaht pro radidlni a tangencialni ¢asti kritické krivky NF'W modelu bylo
mozné vyuzit analogické zavislosti pro NFWT model. Vzhledem k tomu, zZe se
jednéa o aproximaci a tyto zavislosti slouzi jen jako srovnani obou modeli, bylo
by dané vyjadreni méné informativni.

Zavislost Kk, = K,(ks) pro oba spojné body je vynesena na Obrazku 5.6, kde
pro druhou a ¢tvrtou mocninu k4 byly ziskdny aproximativni vztahy

k(K1) =+1,1-107%(3,4-107%) - k2 +2,3- 107 (1,4 - 107?) - & (5.5)
Kp(L2) = —9,5-107%(5,0-107%) - k2 +1,3(2,1 - 1072) - &2.
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Obréazek 5.3: Prehled typu kritickych kiivek (levy sloupec) a jejich kaustik (pravy
sloupec) v odpovidajicich barvich pro parametry kupy cao = 3,5, 6% = 1,2. Cer-
nym bodem je v vzdy vyznacena souradnice hmotného bodu. Parametry hmot-
ného bodu jsou shora (r,-10% x,) € {(1;0,014); (5;0.0115); (5;0,016); (1;0,0797);
(1;0,13); (1;0,215); (1;0,0967); (30;0,1452)}, coz odpovida ¢islovani 1-8 na Obr.
3.2.
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Co200 — 3,5, 9: = 1,2
ks = 0,239035

spojeni D s T (beak-to-beak)
—— 7 vznikd vlevo od stfedu hala (lips)

& 4 S napojeni P, ¢i 7 na stied hala (lips)
e odpojeni p od stFedu hala (beak-to-beak)
—— spojeni p od T (beak-to-beak)
D se objevi mezi T a t (lips)
—— spojeni p s t (beak-to-beak)
odtrzeni p od  (beak-to-beak)
v D se zmensi do bodu (eliptickd umbilika)
----- priblizeni 7 a ¢ (hyperbolickd umbilika)
o
a
a
0
-
=

0,05
|

0,00

\ \ \ \ \
0,0000 0,0005 0,0010 0,0015 0,0020 0,0025 0,0030

Kp

Is

Obrézek 5.4: Hranice jednotlivych typt kritickych ktivek kombinovaného modelu
pro parametry kupy cso = 3,5, 6% = 1,2. Sedé jsou vyznaceny piivodni prechody
modelu NFW. 27



Obrazek 5.5: Pozice bodu K1 (Cervené) a K2 (¢erné) kombinovaného modelu
NFWT s hmotnym bodem. Fitovano vztahy pro polomér radialni resp. tangen-
cidlni kritické ¢asti krivky NFW modelu. x, odpovidajici cag0 = 3,5, 07 = 1,2 je
vyznacena prerusované. Plnymi body jsou znaceny souradnice NFW'T modelu,
kiizky pak ptivodni model NFW.

P
0,10 0,15 0,20

0,05

0,00

Rs

Obrazek 5.6: Pozice bodu K1 (¢ervené) a K2 (¢erné) kombinovaného modelu,
fitovanych linearni kombinaci druhé a ¢tvrté mocniny k,. ks odpovidajici cagg =
3,5, 0% = 1,2 je vyznacena prerusované. Plnymi body jsou znaceny souradnice
NFWT modelu, ktizky pak ptivodni model NF'W.
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6. Kombinovany model se dvéma
hmotnymi body

Pridanim druhého hmotného bodu ke kombinovanému modelu NFW s hmot-
nym bodem se k puvodnim parametrim ks, K, a €, = (x,,0) piidaji dalsi t¥i
parametry, a sice relativni hmotnost druhého bodu x4 a jeho dvoudimenzionalni
poloha x,,. Cockovaci rovnice je pak

T — Tp i r — T
q
|

(6.1)

y(x) =x — K, 2 —4%8[IH;+F<I>}CB

2 2 2
|z — | T — x4| z
Pro zjednoduseni zapisu dale bude vyuzivano polarnich soutadnic ¢, = (241,24) =

(Tg:p).

6.1 Dva stejné hmotné body podél radialni osy

V grafech na Obr. 6.1 a 6.2 jsou vykresleny typy kritickych kfivek NF'W mo-
delu s fixnimi parametry coop = 3,5, 0% = 1,2, perturbovaného hmotnym bodem
s parametry z, = 0,2, , = 107, pro rtizné polohy druhého hmotného bodu o
hmotnosti x, = 107% podél stejné radialni osy x, = (z,,0). Pro popis kritické
kiivky bude opét vyuzivano oznaceni T pro ¢ast vzniklou perturbaci radidlni a ¢
pro ¢ast vzniklou perturbaci tangencialni ¢asti kritické krivky NEF'W hala. Zbyva-
jici ¢asti kritické kiivky jsou znaceny p.

Situace na Obr. 6.1 znazornuje situace v roviné ¢ocky (vlevo) a roviné zdroje
(vpravo), ke kterym dochazi pri oddalovani druhé ¢ocky od stfedu NFW hala.
Hmotnost zvoleného hmotného bodu je dostatecné velka, aby pro x, = 0 ne-
dochazelo ke vzniku radialni ¢asti kritické ktivky, jak je znazornéno na prvnim
radku. Na druhém tadku jiz 7 vznikd, zvétsuje se (viz tfeti fadek) a na Ctvrtém
fadku se do prostoru mezi 7 a ¢ utrhdvaji 2 uzaviené smycky p. Ty se na pa-
tém fadku napojuji na . Na poslednim fadku je pak zndzornéna tvorba dvou
vycnélka tangencidlni ¢asti kritické kiivky. Ty se hned na prvnim fadku Obr.
6.2 utrhnou ve dvé samostatné smycky p. Tyto dvé smycky se v bodé prekryvu
obou singularnich sfér zmensi do bodu, viz druhy radek, coz je v roviné zdroje
doprovazeno vzdalenim prislusnych c¢asti kaustiky od zbytku kaustické struktury,
pri jejim soucasném zmenseni do bodu. Pri dalsich oddalovani druhého hmot-
ného bodu od stredu NFW hala dochéazi k opétovnému zvétsovani velikosti p a
k jejimu napojeni na vnéjsi cast kritické krivky #. Na poslednim fadku je pak
pozorovatelné odtrzeni p od ¢.

6.2 Obecna poloha druhého hmotného bodu

Dalsim pripadem, ilustrujicim kombinaci efektii dvou hmotnych bodi, je si-
tuace fixovanych parametrit NF'W modelu i prvniho bodu na hodnotéch, jako
v predchozim pi{padé, tedy copo = 3,5, 07 = 1,2, z, = 0,2, , = 1073, Dva zby-
vajici stupné volnosti pochéazi od polohy druhého hmotného bodu o hmotnosti
Kk, = 1074 Zde byly zmapovany piechody v roviné ¢ocky, viz Obr 6.3. Pislusné
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hranice znaci souradnici druhého hmotného bodu x,, ve které dochazi k danému
prechodu. Tyto prechody jsou zde opét popisovany pomoci ¢asti 7, ¢, p. V pri-
padé, ze p popisuje dvé vzajemné separované ¢asti kritické krivky, byly tyto ¢asti
znaceny ,spodni“ resp. ,horni“ podle toho, zda na ose z,; vpravo od centra hala
byly jejich soufadnice x4 mensi resp. veétsi. Kritické kiivky a jejich kaustiky pro
polohy vyznacené cisly jsou vykresleny na Obr. 6.4, 6.5.

V prostoru mezi 7 a t je P slozeno ze dvou samostatnych smycek. K jejich
soucasnému odpojeni od 7 dochazi pouze pro x4 = 21, tedy ¢y = 0 a pod thlem
v, =~ 1,03. Pro ¢ < ¢, dochazi nejprve k oddéleni spodni ¢asti p a pro ¢ > ¢,
je nejprve oddélena ¢ast horni. Body tohoto soucasného napojeni jsou v mistech
pruniku zelené a fialové krivky Obr. 6.3. Mista priniku rizové krivky s modrou
zde pak znad¢i soucasné spojeni obou smycek p s £. K tém opét dochdzi na ose
x1 a pod thly ¢ ~ 0,236 s radidlni polohou z, ~ 0,201 > z,, a ¢, ~ 0,763.
Nad touto hranici se chovani modelu podoba pripadu NFW a dvou vzajemné se
neovliviiujicich hmotnych bod.
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Obrazek 6.1: Kritické kiivky a kaustiky pro parametry hala coog = 3,5, 0% = 1,2,
prvnim bodem z, = 0,2, K, = k, = 1073, St¥ed hala je na soufadnici (0;0)
a souradnice hmotnych bodi jsou znaceny cernymi body. Souradnice druhého
hmotného bodu jsou na vodorovné ose z, € {0;0,03;0,11;0,112;0,115;0,15}.
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Obrézek 6.2: Pokracovani obrazku 6.1. Shora jsou souradnice druhého hmotného
bodu na vodorovné ose z, € {0,155;0,2;0,24;0,25;0,373}.
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Obréazek 6.3: Prechody v roviné cocky pro parametry NFW hala ¢ = 3,5,
67 = 1,2, parametry hmotnych bodu k, = 1073, z, = 0,2, k, = 10™* jako funkce

polohy druhého hmotného bodu. Cislice 1-12 znaci soutadnice (shora) na Obr .
6.4, 6.5
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Obrézek 6.4: Kritické kiivky a kaustiky k Obr. 6.3, souradnice oznaceny ¢islicemi
1-6 v polarnich polarnich shora x, € {(0;0.5); (0,05;0.5); (0,08;0.5); (0,11;0.5);
(0,14;0.5); (0,18;0.5)}.
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Obrazek 6.5: Pokracovani Obr. 6.4, souradnice oznaceny ¢islicemi 7-12 z Obr. 6.3,
v polarnich polarnich shora x, € {(0,20;0.5); (0,228;0,1); (0,24;0,1); (0,255;0,1);
(0,085;1,2); (0,125;1,2)}.
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7. Numerické problémy
a aproximace

Pro vypocet kritické kiivky a kaustiky byl pouzit software Mathematica, kon-
krétni model viz. Priloha A. Pouzitym modelem lze s vysokou presnosti vykres-
lit kritickou kfivku i kaustiku pro libovolné parametry hala i hmotnych bodi.
Problém ve vypoctu nastava pro malé hodnoty x, tedy v blizkosti centra hala.
Divodem je ¢len v rovnici 3.4 obsahujici obsahujici ¢leny In (z/2) a F'(x), které v
blizkosti centra hala nabyvaji velkych hodnot a v limité x — 0 jsou pak oba neko-
necné. V cockovaci rovnici vystupuje jejich rozdil, ktery je v dané limité konecny.
Pro x < 1 mizeme aproximovat

arctanh /1 — 22 B 1 14++v1—22

F(x) = = 1
W= =" . -
r z* r 2 .
~—In>—"In> - " 4+0('Inz)

2 2 2 4

a Cleny Inx/2 se pak vzdjemném odectou. Podobny pfistup lze nalézt v Dumet
a kol. (2013, kap. 3.1), kde je navrzena aproximace pro ks < 0.1, ve které je tihel
odklonu NFW modelu

a(r) &~ —TkK, <1 +2In g) . (7.2)

Takto lze zvysit interval, na kterém je mozné analyzu kritické kiivky a kaus-
tiky provadét. Tento postup vsSak nenabizi feseni pro z — 0, jelikoz cockovaci
rovnice stdle obsahuje ¢leny typu z In (z/2), piipadné z? In (z/2), které zptisobeji
podobny problém. Aproximace Cockovacich modeli navic nezarucuji zachovani
vsech Cockovacich vlastnosti a z toho divodu pro analyzu v ramci celé prace
pouzity nebyly.

Numericky nestabilni chovani v programu Mathematica znazornuje Obr. 7.1,
kde funkce ContourPlot!, Yesici rovnici det A = 0, chybné identifikuje FeSeni kviili
malym hodnotam Jakobianu A, které software aproximuje na nulu i mimo kri-
tickou krivku. Funkce ContourPlot témito body pak proklada kritickou krivku
a takto nalezené souradnice jsou nasledné cockovaci rovnici zobrazeny do roviny
zdroje, ¢imz dochéazi k umocnéni veskerych numerickych chyb. Parametry, jako
WorkingPrecision?, ¢i PlotPoints® maji nad ur¢itou mezi jen nepatrny vliv a vy-
razné prodluzuji ¢as vypoctu.

V pouzitém modelu v programu Mathematica byly numerické chyby bez vyse
zminénych aproximaci vyrazné pro z < 107 a pro # < 5 - 1075 byla jejich
analyza zcela znemoznéna. Tato hranice odpovida hodnoté k, = 0,05, tedy vétsiné
kup z méreni OmegaWINGS, viz Obr. 2.3. Naproti tomu hodnoty parametri x,
pozorovanych objektt z méreni CLASH jsou o priblizné jeden az dva rady vyssi
a k zadnym numerickym problémim zde nedochazi.

Thttps:/ /reference.wolfram.com /language/ref/ContourPlot.html (2020)
2https://reference.wolfram.com/language/ref/ WorkingPrecision.html (2020)
3https:/ /reference.wolfram.com/language/ref/PlotPoints.html?q=Plot Points (2020)
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Obréazek 7.1: K numerickym chybam funkce ContourPlot programu Mathema-

tica pro ks = 0,06, z, = 3-107*, k, = 107%. Kritickd ktivka vlevo, kaustika
v odpovidajicich barvach vpravo.
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Z.aver

S nartistem vykonu pocitaci lze pfi analyze pozorovani vesmirnych objektii
a udalosti vyuzivat velmi slozité modely. Pro fundamentalni pochopeni ¢ockova-
cich vlastnosti je vyhodné znat analytické feseni nékterych jednodussich situaci,
napt. nami pouzitého NFW hala kombinovaného s hmotnymi body. Jeho vyho-
dou je, ze cockovaci rovnice m4a jednoduchy tvar. Vzhledem k malému mnozstvi
volnych parametri byla provedena kompletni analyza rezimt kritickych kiivek a
kaustické struktury.

Ze znalosti parametrii modelu lze snadno dopocitat kritické krivky i kaustic-
kou strukturu. Opacna tloha je vsak Casto velmi problematicka. V pozorovani
vesmirnych objektt lze pak na zakladé v praci poskytnuté analyzy omezit para-
metry hala a perturbace na ptislusné intervaly, ve kterych tyto situace mohou
nastat. V ramci prace byla poskytnuta detailni analyza téchto situaci pro kon-
krétni parametry hala a bylo ukazano, jak se tato struktura pri jejich zméné
chova. Konkrétné bylo prokazano, ze ve studovaném rozsahu parametri dochéazi
pouze k jejich skalovani fidicimu se poloméry radialni a tangencialni ¢asti kritické
kiivky neperturbovaného NFW hala.

Zajimavou alternativou k modelu Navarro, Frenka a Whitea je model NFWT,
uvazujici rozloZzenou hmotu jen ve sférické oblasti kolem centra hala. Vné této
oblasti se halo jevi jako bodova ¢ocka. Bylo ukazano, ze ¢ockovaci vlastnosti to-
hoto modelu se velmi podobaji pivodnimu modelu NFW. Hlavni vyhoda NFW'T
spoc¢iva prevazné v urychleni nékterych numerickych metod, napt metodé zpét-
ného strileni paprski, kde je iihel odklonu obecné pocitan integraci pres rozlozeni
hmoty.

V posledni ¢asti byl poskytnut rozbor dvou konkrétnich situaci NFW hala
perturbovaného dvéma hmotnymi body, na nichz lze vidét hrubé rysy chovani
tohoto modelu.

Pouzity model v programu Mathematica se ukéazal jako dostatecné efektivni
analyza kritické kiivky a kaustiky byla v dtsledku numerickych chyb znemoz-
néna pouze v blizkosti centra hala. Mozné vylepseni mohou spocivat ve vhodnych
aproximacich, ¢i restrukturalizaci kodu, kterou lzea teoreticky nékterym chybam
predejit.
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A. Prilohy

A.1 Kobd pro nalezeni kritické krivky a kaustiky

Pro vykresleni kritickych kfivek je tfeba znat explicitni tvar coc¢kovaci rovnice,
na zakladé ¢ehoz lze spocitat determinant Jakobianu daného rovnici 1.10. Body
na kritické ktivce pak splnuji rovnici

det A = 0. (A1)

To 1ze v programu Mathematica, ktery byl pouzivan v ramci celé prace, nalézt
nasledovné. Je tfeba zadat explicitni tvar ¢ockovaci rovnice ve tvaru

yi[x1_,x2

_l
y2[x1_,x2_]

“ e ey
« e ey

Cockovaci jakobian lze definovat

detA[x1_,x2_1=D[y1[x1,x2],x1] D[y2[x1,x2],x2]-
Dly1l[x1,x2],x2] D[y2[x1,x2],x1];

Numerické feSeni lze pak na intervalu [—L,L] nalézt funkci ContourPlot

criticalCurves = ContourPlot[detA[x1,x2]==0,{x1,-L,L},{x2,-L,L}]

kterd kritickou ktivku zaroven vykresli. Pro nalezeni kaustiky je tfeba znat sou-
radnice bodu kritické krivky. Ty lze ziskat z vystupu funkce ContourPlot

coordinates = Cases[Normal@criticalCurves, Line[x_] :> x, Infinity];

které jiz staci zobrazit pomoci ¢ockovaci rovnice do roviny zdroje

listl
list2

Applyl[yl, coordinates, {2}];
Applyl[y2, coordinates, {21}];

Pro vykresleni kaustiky je jesté treba tyto souradnice spravné usporadat a vy-
kreslit funkci ListLinePlot

pairUp[xValues_, yValues_] := ({xValues[[#]], yValues[[#]]}) & /@
Range [Min[Length[xValues], Length[yValues]]];
caustic = FoldPairList[TakeDrop,
pairUp[Flatten[listl], Flatten[list2]], Map[Length, list1]];

ListLinePlot [caustic]

Vyhoda tohoto postupu je, ze barvy jednotlivych ¢asti kritické kiivky odpovidaji
prislusnym ¢astem kaustiky. Presnost vypoctu lze ovlivnit ve funkci ContourPlot
parametry PlotPoints, urcujicim pocet bunék, ve kterych je rovnice Tesena, a
WorkingPrecision, uréujicim pocet iteraci vypoctu.
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V prilozenych souborech je zkompilovand verze vyse zminéného postupu. Pa-
rametry lze interaktivné ménit funkci Manipulate.

Kompilovana verze v softwaru Mathematica se ukazala pro praktické vyuziti
dostatecné efektivni. Vyssi rychlosti vypoctu lze dosdhnout v programovacich

Vv,

Jakobidnu kombinovaného NF'W modelu lze nalézt v prilozenych souborech.
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