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WBS na tyzdenné logaritmické vynosy akciového indexu Dow Jones. Najskor na
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Uvod

Problematika detekcie bodov zmeny v ¢asovych radoch je statistikmi skimana
uz niekolko desatroc¢i. Pévodne sa detekcia bodov zmeny Studovala v kontexte
kontroly kvality. V dnesnej dobe jej vyuzitie ndjdeme v ekonémii (James a Mat-
teson, [2014; Bai, 2010; Fryzlewicz, 2014; Baranowski a kol., |2019)), poistovnictve
(Pestova a Pestal [2017; [Pesta a kol., |2020; [Maciak a kol., |2020)), klimatologii (Ba-
ranowski a kol., 2019), v epidemiolégii, medicine a mnohych dalsich oblastiach.
Vseobecne sa najcastejsie analyzuje ¢asovy rad, ktory je popisany stochastickym
modelom s nezndmimi parametrami. Tieto parametre mozu s rastiicim casovym
indexom podliehat ndhlym zmenam a byt tak po castiach konstantnou funkciou
casu. V zaujme studie je potom urcit kolko a v akych casovych indexoch poten-
cidlne zmeny nastali, pripadne Statisticky otestovat, ¢i zmena skutocne nastala.
V préci sa ststredime na detekciu bodov zmeny v strednej hodnote jednoroz-
mernych casovych radov a na rozsirenie problematiky na panelové data. Praca je
¢lenend nasledovne.

V prvej kapitole zavaidzame modely ¢asového radu s jednym a viacerymi bodmi
zmeny v strednej hodnote. Uvadzame testy o nepritomnosti bodu zmeny zalozené
na CUSUM statistikach a pomeroch vierohodnosti. Nakoniec sa zameriavame na
odhadovanie po¢tu bodov zmeny pomocou Schwarzovho kritéria.

V druhej kapitole sa stustredime na vysvetlenie novej metédy (Fryzlewicz,
2014) odhadovania poétu a poléh bodov zmeny, ktord méa povod v bindrnej
segmentacii. Uvadzame predpoklady fungovania tejto metddy, ktoru [Fryzlewicz
(2014) nazval WBS, a predpoklady pre fungovanie bindrnej segmentacie. Dalej
vysvetlujeme algoritmus fungovania binarnej segmentéacie a algoritmus fungovania
WBS metddy s pouzitim penalizacného parametra. Nakoniec uvadzame zosilnené
Schwarzovo informacné kritérium ako penalizac¢né kritérium pre WBS metddu
(Fryzlewicz, 2014)).

V tretej kapitole rozsirujeme model casového radu zavedeny v Kapitole 1
na panelové data. Vysvetlujeme odhadovanie bodu zmeny pomocou metody naj-
mensich $tvorcov tak, ako ju popisal [Bai (2010). Dalej definujeme odhad bodu
zmeny bez okrajovej podmienky (Pestova a Pesta, 2017). V dalSej casti defi-
nujeme odhad bez okrajovej podmienky pre zavislé panely (Pesta a kol., 2020;
Maciak a kol., 2020)). Uvedieme predpoklady pre konzistenciu zavedenych od-
hadov, testové Statistiky zalozené na neparametrickom bootstrape, predpoklady
pre ich konzistenciu a ich asymptotické rozdelenie. Nakoniec definujeme odhad
bodu zmeny pomocou kvazi-vierhohodnostnej funkcie, ktory zaviedli [Horvath a
Huskova| (2012).

Stvrta kapitola je zamerand na analyzu redlnych dat. Metédu WBS, ktorej
fungovanie sme vysvetlili v Kapitole 2, aplikujeme na rad tyzdennych logaritmic-
kych vynosov akciového indexu Dow Jones. Na tomto ddtovom siibore porovna-
vame rozne volby penalizac¢nych kritérii WBS metédy a ich vplyv na pocet a
polohy odhadnutych bodov zmeny. Okrem povodného radu WBS metédu pouzi-
jeme aj na rezidua z GARCH modelu pre skimané vynosy akciového indexu Dow
Jones.



1. Strukturalne zmeny
v casovych radoch

1.1 Model ¢asového radu s bodom zmeny

Nech Z je mnozina celych ¢isel. Uvazujme 1" pozorovani Y7, ..., Y7y z ndhod-
ného procesu {Y;,t € Z} v diskrétnom case s realnymi hodnotami, ktory sa da
zapisat ako

Yi=pu+0It >kl +e, teZ, (1.1)

kde x4 je nemennd a nendhodnd troven radu, {e;, t € Z} je rezidudlna zlozka,
pre ktori plati E (g;) = 0 a E(¢7) = 02, a I[.] je indikdtor. Model je model
¢asového radu s moznou pritomnostou bodu zmeny. Parameter x € {1,...,T}
udava cas, kedy nastala mozna strukturalna zmena v ¢asovom rade. Parameter
0 meria velkost zmeny v strednej hodnote, ktord nastala v c¢ase k. Varianény
parameter o2 € (0,00) a parametre s, § a g st nezname.

Definujme si teraz kg = 0 a k,,11 = T pre m > 1. Pre pripad m strukturalnych
zmien uvazujeme model

Yi=p+ 011t > k1| + 0oI[t > ko] + ... + 0|t > K]+, t=1,...T, (1.2)

kde 0 = kg < K1 < Ky < ... < Ky < Epmg1 = T s body zmeny a §; je
velkost zmeny v strednej hodnote medzi (j +1)-vym a j-tym tsekom radu Y; pre
Jj =1,...,m. Ak teda oznacime p; stredni hodnotu radu Y; v j-tom tseku, potom
d; = pjy1 — pj pre j =1,...,m. Rezidualna zlozka {e;, t € Z} a parameter u st
ako v modeli (L.I). Zrejme pre pocet bodov zmeny plati m < T a parameter m je
neznamy. Model je model s po castiach konstantnymi strednymi hodnotami.
Pocet pozorovani T' v modeloch a sa zvycCajne uvazuje pevny, alebo
T — .

V' nasledovnych sekcidch tejto kapitoly vychddzame z c¢lanku, ktorého auto-
rmi st |Aue a Horvath (2013).

1.2 CUSUM procediry

Nasim zdmerom je testovat Strukturdlnu stabilitu modelu (1.1)), pripadne mo-
delu (|1.2)). Testovanim strukturdlnej stability sa v literatire najcastejSie rozumie
jeden z nasledovnych bodov

1. Testovanie nulovej hypotézy
HO:(SJ-:O, jzl,...,m, (13)

teda test na nemennost nepodmienenej strednej hodnoty Y; v case.



2. Test na nemennost podmienenej strednej hodnoty Y;. V pripade, Ze je znama
informacia o struktire strednej hodnoty v podobe r-rozmernych vysvetlu-
jucich premennych {X;, t € Z} a p = B" Xy, §; = B;7X,, ide o test na
nulovost koeficientov 3]

Hy:B;=0, j=1,...,m. (1.4)
3. Testovanie strukturalnej stability podmieneného rozptylu.

Hypotézy testujeme oproti alternative, ze nulova hypotéza neplati, teda ze exis-
tuje bod j € {1,...,m}, vktorom nastala strukturdlna zmena v strednej hodnote,
pripadne rozptyle. V tejto préici sa zameriavame na testovanie hypotézy (1.3).

1.2.1 Strukturilne zmeny v nepodmienenej strednej hod-
note

Chceme testovat nulovi hypotézu konstantnej nepodmienenej strednej
hodnoty oproti alternative, ze aspon raz v sledovanom obdobi sa strednd hodnota
zmenila. |Aue a Horvath (2013) vyuziva testovi Statistiku zalozent na preska-
lovanych CUSUM procesoch. Testy stability v zmysle testovania hypotézy
zalozené na CUSUM statistikach (z angl. cumulative sums) popisuje vo svojej

knihe |Cipra| (2008]).

Preskalovany CUSUM proces Zr = {Zr(z), x € [0,1]}, ktory pri konstrukeii
testovej statistiky vyuziva |Aue a Horvath| (2013)) ma tvar

Zr(x (%Yt Tz] XT: ) r€0,1], (1.5)

kde [.] je dolnd cela Cast ¢isla. Za platnosti hypotézy nulovosti koeficientov 6, j =
1,...,m dostavame

|Tx] LT.I’

ZT \/—(Z&

teda CUSUM statistika nezavisi na neznamom parametri p.

Po dosadeni bodu x = k/T do CUSUM prosesu (1.5) pre k € {1,...,T}
dostavame statistiku, ktora porovnava vyberovy priemer pozorovani do casu k,
v ktorom nastala mozna strukturalna zmena, s vyberovym priemerom pozoro-
vani cez celé sledované obdobie

Ze(k)T) = f( zn—zn). (1.6)

ZT: ) z € [0,1],

Kedze skutoény cas k, kedy zmena nastala, nepozname, je potrebné vypocitat
hodnoty Zr(k/T) pre Yk € {1,...,T}. Dalej hladdme také k, pre ktoré je roz-
diel vo vyberovych priemeroch maximalizovany. |Aue a Horvath (2013) pre
testovanie hypotézy pouzivaji maximovu testovu Statistiku preskalovant
odhadom parametru w. Zhruba povedané, parameter w udava limitné chovanie



rozptylu rezidudlneho vyberového priemeru (tzv. long-run variance). Parameter
w je teda rovny w = limp_,, var % Zthl g;. Maximova testova Statistika mé tvar

().

kde wr je odhad parametru w ziskany z dat. Odhadovanim parametra w sa za-
oberame v Kapitole 3.

1
Mpr = — max
Qp 1<k<T

Hypotézu (1.3) zamietame pre velké hodnoty Mz. Bod k, ktory maximali-
zuje hodnotu Myt je naviac kandiddt na bod zmeny. NavysSe pozname limitné
rozdelenie testovej statistiky My, ktorého kvantilové hodnoty pre rdézne hladiny
vyznamnosti a sa daji najst v tabulkach. Da sa ukézat, ze

MTLM: sup |B(z)|,

T—o00 0<z<1

kde B(x) = W(x) — 2W(1) a {W(x),z € [0,1]} je Wienerov proces v spojitom
case.

1.3 Testy pomerom vierohodnosti

Predpokladajme teraz, ze mame nédhodny proces {Y;, t € Z} a Ze rozdelenie
Y, zavisi na nezndmom parametri 8; € RP. Nech boli napozorované nahodné
veli¢iny Y7,...,Yr z tohto rozdelenia. V tomto pripade Strukturalna stabilita
procesu zodpoveda nulovej hypotéze nemennosti parametru 6;, teda

H0:01:...:0T:00. (17)
Alternativa potom vypada nasledovne
H1:01:...:0K:00%08:0H+1:...:9T,

teda v bode k sa rozdelenie napozorovanych vektorov zmenilo. Skutoény cas x,
kedy tato zmena nastala, nepozname.

Jednou z moznosti testovania hypotézy je test pomerom vierohodnosti.
Za predpokladu, Ze zmena nastala v bode k € {1,...,T}, sa dita Y3, ..., Yy roz-
delia na dve podmnoziny, Y1, ..., Y, s rozdelenim zavislym na 0g a Yiiq,..., Y7
s rozdelenim zavislym na 6§. Pripad k = T zodpoveda situacii, ked zmena ne-
nastala. V testovej Statistike sa potom pouziva pomer vierohodnosti Ly(6,0%),
ktora berie v iivahu zmenu rozdelenia v bode k, a Ly(6) pochadzajicej z modelu
za platnosti hypotézy, teda

maxeg LT(Q) - LT(éT>

A — = A A 9
k maxg Lx(0,6%)  L,(6y,05)

kde O je maximalne vierohodny odhad parametru 6y za platnosti nulovej hypo-
tézy a 0y a 0 s poporadi maximalne vierohodné odhady parametrov 8y a 6; vo
vseobecnom modeli s moznou zmenou v bode k.



Za testovi Statistiku pre test hypotézy (1.7) sa berie najvyssia hodnota nega-
tivneho pomeru log-vierohodnosti cez vsetky mozné body zmeny k

I = 1Iélkaung(—Qlog Ap) = 1I£I?§T2(lk(ék, é,’;) — ZT(éT)),

kde 1x(0,0%) a lp(0) su log-vierohodnosti prislusnych modelov. Hypotézu ([1.7))
zamietame pre velké hodnoty testovej statistiky Zr. Pre k = T je hodnota Zr
rovna nule.

1.4 Odhad poc¢tu bodov zmeny

Pocet bodov zmeny m v modeli ((1.2)) odhaduji/Aue a Horvath| (2013) pre dané
delenie s potencidlnymi bodmi zmeny 0 = kg < ky < ko < ... < kp < kp1 =T a
pre h < H pouzitim rezidualneho stuctu stvorcov

1k _ 2
Shy, . k) =3 > (Yi=Y(hia k).
=1 t=k;_1+1

kde Y(ki_1, k) = (Yep i1 + .. + Yi)/ (ki — ki_1) je v§berovy priemer v I-tom
tseku pre [ = 1,..., h+ 1. Dalej definujme

1
6i:fmin5(k:1,...,kh)

minimalizované cez jednotlivych kandidatov na body zmeny 0 = ko < ky < ko <
. < ky < kpyr = T . Yao (1988) odhaduje pocet bodov zmeny m pomocou
Schwarzovho kritéria ako

. : T, .
m = argoglgnH SC(m), SC(h)= 3 logd;, + hlogT.
Prvy ¢len v Schwarzovom kritériu meria kvalitu modelu pomocou log-vierohod-
nostnej funkcie a druhy ¢len slizi na penalizaciu odhadnutého poctu bodov
zmeny. Da sa ukazaf, ze za istych predpokladov je odhad m slabo konzistent-
nym odhadom skuto¢ného poc¢tu bodov zmeny m, teda



2. Binarna segmentacia a WBS
metoda

Jednou z metdéd odhadovania poc¢tu bodov zmeny m a ich poloh kq,..., Kk,
v modeli je takzvand WBS metoda (z angl. wild binary segmentation).
Tato pomerne novi techniku odhadovania navrhol Fryzlewicz (2014). Vychadza
z uz dlho pouzivanej binarnej segmentacie, v ktorej sa, stru¢ne povedané,
data delia na dva a nasledne viac segmentov podla odhadnutej lokacie bodu
zmeny, ktory je zaroven deliacim bodom daného datového segmentu. Procedura
sa rekurzivne opakuje na vzniknutych segmentoch, ktoré sa nésledne mozu
dalej delif v zavislosti na pritomnosti dalsich bodov zmeny. Pri odhadovani
lokacii sa zvycajne pouziva CUSUM statistika.

Standardné bindrna segmentdcia, aj napriek svojim mnoho vyhodam, akymi
je mnapriklad nizka vypocetnd naroc¢nost a celkova jednoduchost prevedenia,
moze byt, ako ukazuje [Fryzlewicz (2014), nevhodna na pouzitie pre niektoré
modely s urc¢itym rozlozenim bodov zmeny. WBS metoda mé tieto nedostatky
odstranit, pricom si ma zachovat nizku vypocetni naroc¢nost a jednoduchost
prevedenia.

Hlavnym rozdielom medzi hore uvedenymi metédami je, Zze binarna segmen-
tacia vyuziva v prvom kroku algoritmu cely datovy stubor (Yi,...,Y7), ktory
potom rozdeli na dve casti podla odhadnutého bodu zmeny, ktory maximalizuje
prislusna CUSUM statistiku. Vo WBS metdde sa ndhodne vyberie urcity pocet
vektorov (Y, Ysyq,...,Ye) pre 1 < s < e < T, ktoré si podmnozinami ce-
lého datového suboru. Na tychto podmnozinach sa nésledne spocitajia prislusné
CUSUM statistiky, ktoré si maximalizované cez vsetky mozné body zmeny &
na danej podmnozine dat. Zo vsSetkych napocitanych kandidatov na bod zmeny
sa potom vyberie ten s najvyssou hodnotou prislusnej CUSUM statistiky. Podla
tohto bodu sa data rozdelia, podobne ako v binarnej segemntacii, na dve casti
a dalej sa postupuje rekurzivne.

Cielom je dospiet k takému deleniu datového stboru, ktoré umoznuje jedno-
ducho a presne detekovat jednotlivé body zmeny, a to z relativne nizkeho poctu
ndhodnych vyberov. Takyto interval (s,e) moze byt napriklad interval s prave
jednym bodom zmeny, ktory je dostatocne vzdialeny od koncovych bodov s a e
(Fryzlewicz, [2014]).

2.1 Model a predpoklady

Vychddzame z modelu (1.2), ktory si pre vacsiu prehladnost zépisu v tomto
kontexte prepiseme do nasledovného tvaru

}/;:ft—f—gt, tzl,...,T, (21)

kde f; je po castiach konstantna stredna hodnota radu s m bodmi zmeny, ktorych
polohy 0 = ko < K1 < ... < Ky < Kpma1 = 1" a pocet m st nezname.

Fryzlewicz (2014) dalej zavadza nasledovny predpoklad.
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Predpoklad 1. . Néhodna postupnost {e;}; vEg- N(0,1);

ii. Postupnost {f;}; je ohranicend, teda |f;| < f<oopret=1,...,T.

Prvy bod Predpokladu (1] by mohol byt rozsireny na zavislé chybové zlozky,
¢i chybové zlozky s roznym rozdelenim. V literatture sa ¢asto pracuje napriklad
s autoregresnymi procesmi nizsich radov. Takisto by sa dal vypustit predpoklad
normality. Pre jednoduchost sa vsak uvazuju i.i.d.chybové zlozky s normélnym
rozdelenim. Predpoklad na jednotkovy rozptyl nie je obmedzujici, nakolko var(e;)
je mozné pomerne presne odhadnit z dat za predpokladu, ze mame dostatocny
pocet pozorovani. Asi najtrivialnejsim konzistentnym odhadom rozptylu je vy-
berovy rozptyl. [Fryzlewicz (2014) na odhadovanie rozptylu pouziva medidnovi
absolutnu odchylku.

Dalej sa zavadzajt predpoklady na vzdialenosti medzi bodmi zmeny a na vel-
kosti skokov v strednych hodnotach. Predpoklady sa lisia pre standardna binarnu
segmentaciu a pre metédu WBS.

Predpoklad 2. (Pre bindrnu segmentdciu) Minimdlne vzdialenosti medzi
bodmi zmeny spliiuji mini<j<my1 |kj — kj—1| > nr, kde np > CT® pre C >0
a © < 1. Velkosti skokov 0; = |fx, — fr,~1| navyse spliuji mini<j<p, 6; > Lo
kde f. > CT™% pre w> 0. Parametre © a @ spliuji © — % > %.

Predpoklad 3. (Pre WBS) Minimdlne vzdialenosti medzi bodmi zmeny spl-
nufth miny<jemyt |k — Kj—1| > nr a wvelkosti skokov 0; = |f., — fu,—1| sphiuji
mini<j<n 0; > f.., kde nr a [ spliuji 7];/2iT > Clog"?T pre C dostatoéne
velké.

Dalsie podmienky na pocet bodov zmeny m sa nezavidzaji a st dané
minimalnou vzdialenostou medzi bodmi zmeny np. Specidlne, ak to podmienka
na vzdialenosti dovoli, m moéze stipat do nekonecéna s poctom pozorovani 7.
Formélne mézeme pisat, ze m aj body zmeny x; si funkciami 7', teda m = m(7T)
a kj=r;(T)prej=1,...,m+1.

2.2 Standardni binirna segmentacia

Binarna segmentacia, podobne ako aj metéda WBS, vo svojom algoritme pri
hladani kandidatov na body zmeny vyuziva CUSUM statistiku. T4 je definovana

ako skaldrny sicin vektoru (Yj,...,Y.) a prislusného vektoru vah
1 —s+1
zZF, = — L — Y, |, (2.2)
’ \/_((—s—IrlZ ( t;ﬂ)

kde s <k <ean=e—s+1 je dizka tseku (Ys, ..., Y.). Kandidati na body
zmeny v jednotlivych iteraciach sa hladaji maximalizovanim absolitnej hodnoty
CUSUM statistiky (2.2) cez jednotlivé body v danom intervale.

Ak hodnota CUSUM statistiky (2.2)) v ndjdenom kandidatovi prekroci v abso-
litnej hodnote istt hranicu, dani parametrom (7, zaradi sa tento kandidat medzi
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odhadnuté body zmeny. Ten potom slizi ako deliaci bod v danom segmente a po-
stup sa nésledne prevadza rekurzivne na vzniknutych segmentoch.

Predpokladajme, Ze parameter (7 je dany. Bindrnu segmentédciu (dalej aj
»,BS“) mozeme popisat pomocou nasledovného algoritmu.

Algoritmus fungovania BS

0. Polozs:=1ae:=T.

1. Ak e — s < 1 potom skonéi. Inak prirad k% := argmaxye(s,..c—1} | Z5,| a
pokracuj krokom 2.

2. Ak |Z¥| > ¢r potom

e pridaj & do mnoziny odhadnutjch bodov zmeny.
o pokracuj krokom 1. pre s = s a e = kU.

o pokracuj krokom 1. pre s =k +1ae=c.

Inak skondi.

Nasledovna veta ukazuje, ze odhady bodov zmeny ziskané bindrnou segmen-
taciou su za Predpokladov [1} ] a urcitych dalsich podmienok konzistentné.

Veta 1. Nech Y, je z modelu a nech platia Predpoklady|[]] a [4 Nech m
a Ry < ...< kg su poporadi odhadnuty pocet bodov zmeny a ich odhadnuté
polohy ziskané standardnou bindrnou segmentdciou. Nech parameter Cr spliuje

r =T kde 0 € (1—6,0—1/2—-w) ak © € (3,1), alebo {r > cylogh T
(p>1/2) alr <c3T%(0 < 1/2—w) ak © =1, pre lubovolné kladné konstanty

c1, Ca, c3. Potom existujii kladné konstanty C, Cy tak, Ze P(Ar) >1—CiT7", kde
Ap = {m = m; max. |k — K| < CGT}

pre ep = T?np*(f,) 2 logT.

2.3 WBS metoda

V tejto sekcii si vysvetlime princip fungovania WBS metd6dy, ktort navrhol
Fryzlewicz| (2014). Vyhodou WBS metédy oproti standardnej bindrnej segmen-
tacii je, ze ma miernejSie podmienky na velkosti skokov v strednych hodnotach a
tiez na minimdalne vzdialenosti medzi bodmi zmeny.

Nech F¢ je mnozina G ndhodnych intervalov [sy,e,],g = 1,...,G, ktorych
pociatocné a koncové body boli ziskané nahodnym vyberom s vracanim z dis-
krétneho rovnomerného rozdelenia na mnozine {1,...,7T}. Pouzitie ndhodnych
intervalov miesto pevnych je motivované faktom, ze pri niektorych lokaciach bo-
dov zmeny je okolo tychto bodov nutné zvolit dostatocéne tizky interval [s, e] aby
ich bolo mozné rozpoznat. Pri pouziti nahodnych intervalov je pravdepodobnost,
7e sa takto tizky interval nachadza v mnozine F¥ vzdy kladnd a moze byt dosta-
tocne velka (Fryzlewicz, [2014)). Ukazuje sa vsak, ze pre velky pocet intervalov G
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je rozdiel v efektivite nahodnych a deterministickych dizajnov miniméalny. Pocet
nahodnych intervalov G by sa mal volif ¢o najvacsi v zavislosti na vypocetnej ka-
pacite. Fryzlewicz| (2014) odportuca volit G = 5000 pre datové stbory nie vécsie
ako niekolko tisic pozorovani.

Fryzlewicz| (2014) spomina, Ze jednou z vyhod WBS metddy, podobne ako bi-
narnej segmentacie, je jednoduchost jej naprogramovania. Jej fungovanie popisuje
nasledovny algoritmus.

Algoritmus fungovania WBS metody

0. Polozs:=1ae:=T.
1. Ak e — s < 1 potom skon¢i. Inak
e oznal G, . mnozinu takych indexov g, pre ktoré je interval [s,, e,] € F&
a [sg,€q] S [s,€];
o (Gse =G, U{0}, kde [so, 0] = [s, €] — tento krok je volitelny);
o prirad (¢° k%) := arg MAXgeg, . ke {sg,meq—1} ]ng’eg] a pokracuj krokom

2.

2. Ak |Z¥ | > (r potom

Sgo,ego
o pridaj £° do mnoziny odhadnutych bodov zmenys;
 pokracuj krokom 1. pre s = s a e = kY;

o pokracuj krokom 1. pre s =k’ +1ae=e¢;

Inak skoncdi.

Podmienka [sy, e,] C [s, €] v prvom bode kroku 1 spolu so sekven¢nou povahou
algoritmu zabranujua tomu, aby boli niektoré body zmeny odhadnuté algoritmom
viackrat a v inych polohéch. Druhy bod prvého kroku algoritmu je volitelny a
zavadza sa, aby algoritmus preskiimal okrem nahodne vybranych podintervalov
tiez cely interval [s, e]. Tento krok je uzito¢ny v pripade, Ze [s, e] obsahuje iba
jeden bod zmeny. Vtedy sa ako optimélne ukazuje preskimat cely interval.

Na rozdiel od binarnej segmentécie su vystupom WBS algoritmu body zmeny
v poradi, ktoré zodpoveda klesajicej hodnote maxim [Z{ . |. Takyto vystup
vznikd v dosledku maximélizacie CUSUM Statistiky cez g € G,.

Fryzlewicz| (2014) uvadza pre WBS algoritmus nasledovni vetu o konzistencii
ziskanych odhadov.

Veta 2. Nech Y, je z modelu a nech platia Predpoklady |1| a @ Nech m
a Ry < ...< kg Su poporadi odhadnuty pocet bodov zmeny a ich odhadnuté
polohy ziskané WBS metédou. Potom existuji konstanty C,C tak, Ze ak plati
Qlog1/2T <(r< én;/QiT, potom P(Ar) >1—C/T™ ! — Tnfl(l — n%T*2/9)G

Ap = {m =m; max |R; — k] < ClogT(fT>2}
pre urcité kladné konstanty C a C}.
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Ukazuje sa, ze pripustné rozmedzie parametra (r je vo WBS metéde vzdy
vacsie nez pri Standardnej binarnej segmentacii. Tato vlastnost robi WBS me-
tédu robustnejsiu voc¢i nevhodnému nastaveniu hodnoty (r. Fryzlewicz| (2014])
voli ¢r = Cv21og"/? T pre nejaké C > 0. Konstanta C' sa moze zvolit prostred-
nictvom simulacnej studie tak, aby takato volba fungovala pre Siroké spektrum
signalov. Fryzlewicz| (2014) berie za prednastavent hodnotu C' = 1 a dalej potom
C =13 Rad {r = O(logl/2 T) je, ako tvrdi Fryzlewicz (2014), jediny, pomocou
ktorého dostaneme konzistentné odhady pre Iubovolnt pripustni vzdialenost np
a minimalnu velkost skokov f_. Pre bindrnu segmentaciu je jediny rad vedici ku

konzistencii odhadov rovny TV4%/2, kde @ je z Vety 1

Vsimnime si, Ze mnozina Ap vo Vete [2 nezavisi na minimalnej vzdialenosti
nr, ako je tomu vo Vete , ale iba na minimalnej velkosti skokov f_. Splnend ale
musi byt podmienka na 1y z Predpoladu

Pocet nahodnych vyberov G je nutné zvolit tak, aby pravdepodobnost P(Ar)
vo Vete [2| bola dostatocne blizko jednej. [Fryzlewicz| (2014) uvazuje

a
Topt (1= T72/9)" < T, (2:3)
odkial potom

P(Ar) > 1-C7 ' —-T7!
1-P(Ar) < T7'(1+Cy).

Vyraz dalej upravime nasledovne
Tyt < exp {—G’log (1 - n%T*2/9>}
log (T%7') < —Glog (1-n3T7%/9),
kde sa vyuzije aproximéacia log(1 — y) &~ —y na okoli y = 0, teda
log (T?nz') < Gn3T~%/9
a odtial sa potom upravami dostane dolna hranica pre G

G > log (Tzngl) 9T %02

Vidime, 7Ze ¢im je minimélna vzdialenost 7y mensia, tym vyssi pocet nahod-
nych vyberov GG je potrebnych k ziskaniu konzistentnych odhadov. Pomerne nizka
vypocetna narocnost sa dosiahne pre ny = O(T), kedy staci logaritmicky pocet
nahodnych vyberov.

2.3.1 Zosilnené Schwarzovo informacné kritérium pre
WBS
Pri vybere mnoziny odhadnutych bodov zmeny zohrava velkt tilohu volba pa-

rametra (p. Na velkosti tohto parametra zavisi poc¢et odhadnutych bodov zmeny
m, ktory je jeho neklesajicou funkciou, teda m = 1 ((r), a tiez samotné polohy
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Ri, ..., Rp. Oznaéme C(Cr) = {R1,..., Ry} mnozinu odhadnutych bodov zmeny.
Predpokladajme, Ze pre nejaké H pevné také, ze m < H je {CA}H, klesajica
postupnost parametrov a |C(¢2)| = h. Jednou z moznosti je pracovat s jedinou
vhodne zvolenou hodnotou parametra (7, pricom vystupom procediry bude mno-
zina C((r). Alternativne sa dd sktimat celd postupnost {¢A}L | a prislusné mno-
ziny {C(¢})HL,. Najvhodnejsia mnoZina C'(¢k) = Cj, sa voli optimalizovanim
hodnoty nejakého kritéria. Fryzlewicz (2014) k tomuto tcelu vyuziva takzvané
zosilnené Schwarzovo informacné kritérium.

Pre Tubovolny model Cj, Fryzlewicz| (2014) zavadza

‘.%,
fo= (R —R)™0 > Y, R+ 1<t <k
l:f%j-‘rl

ako odhad signélu f; a
T
R B ~h
Ui =T 1Z(Yt_ft)2
t=1

prislusny maximalne vierohodny odhad rezidualneho rozptylu. [Fryzlewicz (2014])
dalej definuje zosilnené Schwarzovo informac¢né kritérium ako

T
sSIC(h) = 9 log 63 + hlog® T, (2.4)

pricom o = 1 zodpoveda Standardnému Schwarzovmu informac¢nému kritériu. V
tomto kontexte sa pozaduje a > 1, ¢o vedie k silnejsej penalizacii odhadnutého
poc¢tu bodov zmeny nez pri Standardnom Schwarzovom kritériu.

Veta 3. Nech Y; je z modelu a nech platia predpolady Vety . Nech m
a Ki,...,Kn SU poporadi pocet a polohy bodov zmeny. Nech m < H, kde H je
dand kladnd konstanta nezdvisla na m. Nech o > 1 je takd konstanta, pre ktori
log®T = o(nTi;). Nech modely {Cy}L, boli ziskané WBS algoritmom a nech
1 = arg ming<y<y sSIC(h). Potom P(Ar) >1—C/ T~ — Tnpt (1 —n2T72/9),
kde

Ap = {m =m; max |k; — k| < ClogT(fT)Q}

1<j<m =

pre urcité kladné konstanty C a C}.

Kedze sa vo Vete [3| pozaduje, aby log® T = o(anT), pracuje sa s « blizkym
jednej, aby sa zaistila pripustnost kritéria pre ¢o najvacsiu mnozinu signalov f;.
Odhad m sa ziska podobne ako v Sekcii 1.4, tentokrat minimalizaciou kritéria

E9).
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3. Odhady bodov zmeny pre
panelové data

Model (1.1)) s jednym skiimanym radom rozsirime pre pripad N radov (pane-
lov), teda

E7t:ﬂi+5il[t>/ﬁl]—|—€i7t, 1§Z§N,1§t§T, (31)

kde podobne ako v povodnom modeli je p; stredna hodnota i-teho radu
do ¢asu zmeny k a {g;;, 1 <t < T} st rezidudlne zlozky s nulovymi strednymi
hodnotami a druhymi momentmi rovnymi E (¢7,) = o7 pre o; € (0, 00)
ai=1,...,Nat=1,...,T. Bod zmeny x € {1,...,T} je rovnaky pre vsetky
panely.

Velkost zmeny v strednej hodnote 9; sa moze v jednotlivych paneloch lisit.
Parameter 0; je deterministicky, alebo pochadza z nejakého pravdepodobnostného
rozdelenia. Model je model s nanajvys jednym bodom zmeny na jeden panel,
avsak podobne ako model moze byt zovSeobecneny pre m > 1 bodov zmeny.
Parametre k, d;, 0; a m si podobne ako aj v modeli ((1.2)) neznédme.

Vo vseobecnom modeli predpokladdame, ze panely si nezavislé. Pocet ski-
manych panelov N byva zvycajne vacsi nez je pocet pozorovani 1. V pripade,
ze pracujeme s mikroekonomickymi datami, ked N reprezentuje pocet firiem, ¢i
osob a T reprezentuje ¢as, moze byt N radovo vyssie nez T

Parameter T' sa uvazuje pevny alebo T" — oo. Pre pevné T' mo6ze parameter s
nadobudat Tubovolntt hodnotu z intervalu [1, 7" —1]. Niektori autori odhaduji bod
zmeny bez okrajovej podmienky, takze k moze nadobudat aj hodnotu 7' na konci
sledovaného intervalu (Pestova a Pestal 2017; [Pesta a kol., 2020; |[Maciak a kol.|
2020). Ak uvazujeme T" — oo, potom sa pre bod zmeny predpokladd, ze je tvaru
k = |Tx| pre € (0,1). Bail (2010) ukézal, Ze tento predpoklad na x sa da
odstranit, ak plati, Zze N je ovela vacsie nez T, teda ak T/N — 0 pre N, T — co.

V tomto modeli sa testuje hypotéza
Hy:0,=0 Vi=1,...,N, (3.2)
ze zmena nenastala pre ziadny z N panelov oproti alternative
Hy:3i"€{l,...,N}:§; #0,

ze zmena nastala aspon v jednom paneli. V nasledujtcej sekcii vychadzame z ¢lan-
ku [Bai (2010)).

3.1 Odhad bodu zmeny metédou najmensich
stvorcov

Bai (2010) popisuje odhadovanie bodu zmeny k£ pomocou najmensich stvorcov
pre panelové data za podmienky, ze zmena urcite nastala. Odhad &g bodu zmeny
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Kk sa preto hladd v intervale [1,T — 1] a definuje sa ako

N [k _ T N
Rrs = arg min Z (Z(Y;»t —Yip)?+ Z (Yi:— Y;,k)2) , (3.3)
1<k<T—1*
i=1 \t=1 t=k+1

kde }_/zk je vyberovy priemer prvych k pozorovani a ﬁk je vyberovy priemer
poslednych T" — k pozorovani v i-tom paneli, teda

— 1& ~ 1 T

YVie=7> Yy a Yip=—— Yis. (3.4)

k t=1 T—k t=k+1

Bai (2010) naviac ukazuje, ze odhad (3.3]) je konzistentnym odhadom skuto¢ného
bodu zmeny x v zmysle slabej konzistencie za platnosti nasledovnych predpokla-
dov.

Predpoklad 4. i eir = 2520 aijeii—j, kde {a;;, j € N} je postupnost kon-
stant;

ii. Pre kazdé i s {e;;}+ ~ (0,0?%,) i.i.d.;
LS o0 . ; .
fii. 3724 jlai;| < M pre Via M < oo;
iv. Postupnosti {e;}+ s nezavislé cez i.

Podla prvych troch bodov Predpokladu @ tvoria rezidudlne zlozky ¢;; linedrny
proces. Niekedy sa v definicii linerdneho procesu miesto tretiecho bodu Predpo-
kladu [4| uvadza podmienka Y22 |a; ;| < oo (Praskova, 2004). Stvrty bod Pred-
pokladu [ hovor{ o nezavislosti rezidudlnych zloziek medzi panelmi. Tento bod je
mozné z predpokladov vypustit, avsak Bail (2010) pracuje pre jednoduchost s ne-
zavislostou. Predpoklada sa, ze rozptyl rezidudlnych zloziek panelov je nemenny
ao; =E(e4) =07, 232047,

Dalsi predpoklad udéva podmienku na velkosti zmien 6; v strednych hodno-
tach.

Predpoklad 5.

Podla Predpokladu [5| musia byt zmeny v strednych hodnotich dostatocne
velké, aby sme dokazali ziskat konzistentny odhad bodu zmeny &.

Veta 4. Nech pre model platia Predpoklady a@ Potom pre T pevné alebo
pre T — oo plati
]\}1_1}100 P(krs = k) = 1.

Podrobny dokaz Vety [4 a dalsich viet v tejto a nasledujticej sekcii sa nachadza
v prilohe ¢lanku Bai| (2010) .

Bai (2010) naviac ukazuje, ze za dalsieho predpokladu na pocet pozorovani
T je mozné uvazovat slabsiu podmienku na velkosti zmien d; nez je podmienka
v Predpoklade [5] Podet pozorovani 7" musi byt dostatoéne vacsi nez je pocet
panelov N a to tak, aby bol splneny nasledovny predpoklad.
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Predpoklad 6.
log(log (T
fim 0elos@)
N, T—c0 T
Za takychto podmienok sa potom uvazuje slabsia podmienka na divergenciu
suctu stvorcov velkosti d;, pri ktorej uz nepozadujeme rychlost, s akou by tato
suma mala divergovat.

Predpoklad 7.

Za Predpokladov [4] [6] a[7] je odhad &g konzistentnym odhadom bodu zmeny
K, a to pri dostatoénom pocte pozorovani 1" a panelov V.

Veta 5. Za predpokladov[{], [0 a[7 dostdvame

N}%I_nwo P(krs = k) = 1.

3.1.1 Limitné rozdelenie

V predchadzajicej sekcii sme si ukézali podmienky, za ktorych odhad Apg
konverguje v pravdepodobnosti ku skutoé¢nému bodu zmeny . V praxi st ale tieto
podmienky casto fazko dosiahnutelné. Dovodom byva nedostatocné mnozstvo
pozorovanych panelov, ¢i prilis malé velkosti zmien 9;. Z tychto dovodov sa skiima
limitné rozdelenie odhadu A5, na zédklade ktorého je potom mozné konstruovat
intervaly spolahlivosti pre k.

Bail (2010) pri konstrukcii predpokladd, ze T" aj N diverguji do nekonecna,
kedze pre T pevné zavisi limitné rozdelenie na presnej polohe skuto¢ného bodu
zmeny £ a ma komplikovanejsie vyjadrenie.

Namiesto Predpokladu [7] sa pozaduje, aby stucet stvorcov magnitid konvergo-
val pri dostatocnom pocte panelov N k nejakej konstantne .

Predpoklad 8.
N

lim Y 67 =X, A€ (0,00).

N—oo P

V nasledovnom predpoklade si zhrnieme dalsie podmienky na magnitudy o,
ktoré pri odvodzovani limitného rozdelenia uvazuje Bai (2010).
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Predpoklad 9. Pre A; rovnomerne ohranic¢ené (alebo v pripade stochastického
A; pre A; s rovhomerne ohrani¢enym rozptylom) je

1. 51 = N71/2Ai

2. My oo SN 02 = limy oo NTPEY A2 =) A€ (0,00)

3. imy oo N, 0202 = limy oo NN A202 = 6.

Nasledovna Lemma, ktort vyuziva Bai (2010) k dékazu limitného rozdelenia
krs, hovori, ze rozdiel odhadu Arg a jeho skuto¢nej hodnoty je stochasticky ohra-
niceny, teda plati, ze pre vSetky € > 0 existuje konecné K > 0 a konecné L > 0

tak, ze
P(lfirs — k| > K) <e,V¥n > L.

Lemma 6. Za Predpokladov[{], [ a bodov[1] a[9 Predpokladu[9 plati

'%LS — K = Op<1).

Ak podelime odhad &g po¢tom pozorovani T', z Lemmy [6] dostavame T-kon-
zistentny odhad. Pre T' — oo a 7 = &1g/7T mame

T=T + OP(T_I)a

pre 7 = k/T.

Vysledky o limitnom rozdeleni #pg, ktoré odvodil |Bai| (2010) st zhrnuté v na-
sledujicej Vete.

Veta 7. Nech g;; st nekorelované. Potom za Predpokladov @ a @ pre N, T — 00
mame

s — D argmin {\ZM + 2\/$W(z)} , (3.5)
kde W(0) =0 a
0
wio = Y Z, l=-1,-2,...
s=—[+1
!
Wi = > Z, 1=12,...
s=1
a Zs,s = ...—2,—1,0,1,2,... su i.i.d. ndahodné veliciny so standardnym nor-

malnym rozdelenim.

Veta [7] plati aj pre korelované rezidudlne zlozky €;; s tym rozdielom, ze v
takom pripade budu korelované aj ndhodné veli¢iny Z;. Vtedy je nutné odhado-
vat koreldcie E (Z5Z444). Veli¢ina W(I) vystupujica v limitnom rozdeleni Ay g je
nadhodna prechadzka v diskrétnom case.

Pre model z Kapitoly |1 s jednym ¢asovym radom a za predpokladov, ze
pre T'— oo plati § — 0 a T'6% — oo, je limitné rozdelenie odhadu &g ziskaného
metodou najmensich stvorcov

(62 )w?) (ks — K) T_%) arg mrin{—|r| +2W (r)}, (3.6)
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kde w je ako v Kapitole[l] W (r) tu vystupuje ako Brownovsky pohyb (tj. ndhodn4
prechddzka v spojitom Case) na mnozine redlnych ¢isiel, ktory navyse spliuje
W) =0, W(r) = Wy(r) prer >0 a W(r) = Wa(—r) pre r < 0, kde Wy(r) a
Ws(r) st dva nezavislé Brownovské pohyby na [0, o).

Ak by sme v limitnom rozdeleni (3.5)) ndhodnt prechadzku W (1) v diskrétnom
case nahradili Brownovskym pohybom, limitné rozdelenia a by sa lisili
iba o parametre A\ a ¢ vystupujice v limitnom rozdeleni a konstantu —1.
Limitné rozdelenie potom mozeme prepisat nasledovne

(A*/9)(kLs — k) = argmin {[I] + 20 (1)} (3.7)
pre N,T — oo.Bai (2010)) dalej znaci
(=, )

N 2 2°
i=10;0;

Ay =

Vztah (3.7) sa potom da prepisat ako
An(Rrs — k) D arg min {Ji| +2W (1)}, (3.8)

kedZe pre N — 0o je Ay — A\?/¢ z bodov 2] a [3] Predpokladu [9}

Limita by platila pre [ spojité. V tomto kontexte sa ale uvazuje
| € Z/{0}, preto je vztah iba aproximativny. Nahodnda prechadzka v dis-
krétnom case a Brownovsky pohyb pre cas t € Z, na ktorom sa tato aproximacia
zaklada, maju ale rovnaké rozdelenie, preto je velmi presnd. Navyse aproxima-
tivne rozdelenie nezavisi na neznamych parametroch.

Asymptoticky interval spolahlivosti s pokrytim (1 — «) zaloZeny na vztahu
B3) jo ) )
(Frs = Li_aje/ AN s + [1_aje/ANT) (3.9)

kde I7_, /5 je (1 — a/2) — kvantil rozdelenia ndhodnej veli¢iny
"= argmlin{|l] +2W (1)} .

Bai| (2010]) nasimuloval kvantilové hodnoty []_, /o bre hladiny spolahlivosti
a € {0,1;0,05,0,01}. Odhad Ay v intervale spolahlivosti 1) je

~2\ 2
- (=nE)
Ay=>—71

kde &; a 6; sa ziskaju z dat.

Bai (2010)) ukazuje, ze rozdiel Ayv—Ay konverguje v pravdepodobnosti k nule
pre N — oo, teda R
AN - AN == 0;,,(1),

kde rddom o,(1) rozumieme, ze

lim P(|Ay — Ay| >¢) =0, Ve>0.
N—oo

Teda interval spolahlivosti (3.9) asymptoticky pokryva skuto¢ny bod zmeny &
s pravdepodobnostou 1 — a.
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3.2 Odhad bodu zmeny bez okrajovej podmien-
ky

V tejto sekcii popiseme metodu odhadovania bodu zmeny &, ktord navrhli |Pes-
tova a Pesta (2017)) a vychadza z vysSie popisanej metédy najmensich stvorcov.
Na rozdiel od metédy, s ktorou prisiel |Bai| (2010)), sa nepredpokladd, Ze zmena vo
vybere musela nastat. Ziskané odhady budi konzistentné bez ohladu na pritom-
nost bodu zmeny a to za pomerne slabych predpokladov, ako si ukazeme nizsie.
Metoda je navyse schopné rozpoznat bod zmeny, ktory sa nachaza blizko hranic
intervalu pozorovani, a teda tu nie je pritomna Ziadna okrajova podmienka na

bod k.

Vychédza sa z modelu (3.1)) s nanajvys jednym bodom zmeny pre T pevné a
nezavislé na pocte panelov N. Pripad x = T tu znamena, Ze zmena v uvazovanom
vybere nenastala.

Pestova a Pestal (2017) nepredpokladaju, ze {e;+}: tvoria linedarny proces, ako
sa uvadza v Predpoklade . Postacujtce je, aby {e;+}: boli i.i.d. a v kazdom
paneli tvorili slabo stacionarnu postupnost.

Predpoklad 10. PreVi=1,..., N apre k,v =1,...,T plati
1. vektory &; = (€;1,...,&.7) sqiid. ae; ~ (0,1);

2. autokorela¢nd funkcia pp = Cor(e;¢,€i1k) = Cov(eis, €ipx) Nezavisi na
case t, Vt=1,...,T — k;

3. kumulativna autokorela¢na funkcia vektorov €; je v tvare r(k) =
k )
var) & = Z\t|<kz(k3 — [t pr;
4. posunuta kumulativna autokorelacna funkcia vektorov g; je v tvare
R(ka U) = COV(Zle Ei,h ZZ:I@—H 5i7u) = Zle ZZ:k—H Pu—ts k< v;

5. varian¢na matica A := var [5171, Zle Elty--- ,Zle 514 je regularna.

Jednou z moznych alternativ modelovania skiimanych casovych radov k li-
nearnym procesom su GARCH procesy. Predpoklad nezavislosti panelov by sa
mohol znova vypustit, pre jednoduchost sa ale uvazuje nezavislost.

Dalsim predpokladom, ktory uvazuji Pestova a Pestal (2017), je predpoklad
na rovnako ohranicené rozptyly o; jednotlivych panelov.

Predpoklad 11. Existuju konstanty o, @ > 0, ktoré nezavisia na N, tak, ze
0<o0;<0, 1<i<N.
Vdaka Predpokladu [11] sa nevyzaduji homoskedastické panely, staci, aby boli

ich rozptyly zhora a zdola ohranic¢ené rovnakymi konstantami. Tento predpoklad
umoznuje aplikovat navrhovant metédu na omnoho Sirsie spektrum dat.

Odhad bodu zmeny «, ktory navrhli Pestova a Pestal (2017) je definovany ako

t=1

~ . al 1 u v \2 1 d Vo2
kp := arg 12%1%%2 {w(k:) Z(Yi,t —Yi,k;) + m t:;r (Y;,t - Yz,k:) )
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kdepre k=1,...,T—1je i_ﬂk vyberovy priemer prvych k pozorovani a Yflk je vy-
berovy priemer poslednych T'— k pozorovani, oba definované v (3.4), a {w(k)}1_,
je postupnost kladnych vah. Pre k£ = T polozme

_ 1L -
Vie==> Y, Yi,=0. (3.10)
Ti=

Ako sme uviedli vyssie, Pestova a Pesta, (2017) nepredpokladaji, ze zmena
nutne nastala. Ak teda zmena vo vybere nenastala, odhad #p bude rovny cislu T’
s pravdepodobnostou bliziacou sa jedne;j.

Ak chceme dostat konzistentny odhad &p, vahy {w(k)}}_, musia byt zvolené
tak, aby boli splnené nasledovné predpoklady. Navyse sa pozaduje konecnost
stvrtych momentov rezidui.

Predpoklad 12. 1. Nech g(k) = ﬁ (1 - T]ilj)) pre ke {l,....,T}, g(0)=0
a nech

N—oo /N (K + 1= hax, 2
lim — Sl N52 T I N
N30 N T—/<:+1; i — (9(k) +g( _K))lr%lz?ngw( );gi = o0

2. My o0 75 Loy 02 = 0;

3. Eely <oo, ke{l,....T}.

Prvé dva body tohto predpokladu mimo iného kontroluji velkosti magnitid
0;, ktoré musia byt dostatocne velké na to, aby boli detekovatelné, no zaroven

nie privelké, aby bol splneny bod [2| Za tychto podmienok Pestova a Pesta (2017)
odvodili konzistenciu odhadu Ap pre N — oo a T pevné.

Veta 8. Za Predpokladov |10 —[15,

lim P(hp =k)=1.

N—oo

Prvy bod Predpokladu[I2 pojednava o vztahu velkosti magnitid 0; a rozptylov
o? chybovych zloZiek. Pri vicSej variabilite sa vyzaduju vicSie magnitudy d; a
naopak. Tato podmienka tiez hovori o tom, ako spréavne zvolit vahy w(k), aby

bol ziskany odhad konzistentny, napriklad aj v zavislosti na hodnote autokorelacii
r(k).

Nulova hypotéza (3.2) o nepritomnosti bodu zmeny v jednotlivych paneloch
sa bez pritomnosti okrajovej podmienky na x da pisat aj nasledovne

Hy:x=1T.
oproti alternative

Hyi:k<T a 3Fi"e{l,...,N}:0; #0.
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Jednou z moznosti testovania takejto nulovej hypotézy je pouzitie podielovej
maximovej testovej statistiky tvaru

max;—1,. k-1 |Ln(t, k)|
fiNp—— Ul 3.11
NT kzglfa,}%fz max;—y, 7-1 |Rn(t, k)|’ ( )

kde Ly(t, k) == 2%, 1 (Yir _Y k), Rn(t, k) =25, ;F:tﬂ(yi,r - 21«) al_/@k,
Y., st poporadi vyberové priemery prvych k pozorovani a poslednych T — k
pozorovani, oba definované v (3.10)).

Za nulovej hypotézy ma tato testova statistika zvycajne zndme asymptotické
rozdelenie, ktoré je funkciou vektoru alebo nahodného procesu z rodiny normal-
nych rozdeleni. Okrem neznadmych parametrov je vSak nutné odhadnut tiez kore-
laént struktiru tohto rozdelenia. Inym pristupom je pouzitie neparametrického
bootstrapu (Pestova a Pestay, [2017).

Najskor sa odhadnt chybové zlozky ¢;, ako

N A (3.12)
Yir —Yiz, k>R,

)

. Yie —Yiz, k<h
Eik =

kde % je nejaky konzistentny odhad skuto¢ného bodu zmeny bez okrajovej pod-
mienky:.

Vdaka nezavislosti panelov mézno korela¢nu struktiru odhadovat empiricky,
za predpokladu, ze N je dostatocne velké. Empiricky odhad autokorelacnej fun-
kcie, ktory pouzivaji Pestova a Pestal (2017) ma nasledovny tvar

kde & O’ je nejaky konzistentny odhad rozptylu o7, napriklad &f = % > &t Ku-
mulatlvna autokorelacnd funkcia a posunuta kumulativna autokorelacna funkcia
definované v Predpoklade (10| sa potom odhadni dosadenim odhadu p;, miesto py.
Andrews (1991) dokéazal, ze p,, je konzistentnym odhadom py.

Procedura, ktoru popisuju [Pestova a Pestal (2017)), sa zakladd na pouziti ne-
parametrick¢ho bootstrapu na vektory chybovych zloziek e€4,... ey, kde g; je
riadkovy vektor tvaru e; = (€;1,...,&,7) prislichajici i-temu panelu. Tieto vek-
tory su z Predpokladu [10| nezavislé a rovnako rozdelené a empiricky st odhad-
nuté pomocou vztahu . Nésledne sa pre B dostatocne velké a pre kazdé
b€ {1,...,B} generuji nezavislé datové sibory e = (egb), . ,853)) z empiric-
kého rozdelenia , ¢o je ekvivalentné ndhodnému vyberu s vracanim velkosti
N. Ziskané rezidua ég? st potom centrované ich podmienenymi strednymi hod-
notami, ¢o dava

f/z'(t A(b Zfzt (3.13)

)

Pévodné pozorovania Y;; sa potom v testovej Statistike nahradia vygenerova-
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i mi VO & (ok
ymi pozorovaniami Y;,”, ¢im sa ziska

o LV k
S](\??T: . maxy—i,. k1| ](\;))(, )|’ (3.14)
k=2 T=2max,_y, _7-1 |RN (¢, k

~—

kde

P olspe Lo Ly g0
’ k ’ STk 57

Nasledovna veta, ktort uviedli a dokazali Pestova a Pestal (2017), zaistuje
fungovanie testov zalozenych na uvedenej bootstrapovej procediire. Okrem testo-
vej Statistiky tato veta plati pre lubovolnu testovu sStatistiku pouzivand na
detekciu bodov zmeny tvaru

1 Nt B k=1,T , N N T—1,T—1
SN,TES ({\/N ;;(E,T_Yi,k)} 7{\/NZ Z (Y;,r‘_}/i,k)} ) )

t=1,k=2 1=1r=t+1 t=k,k=1
kde S(.,.) : RT*X(T=1D/2 5 RTX(T=1)/2 4 R je spojita funkcia.

Veta 9. Za Predpokladov[10, [11] a 3. bodu Predpokladu 13,

1. za platnosti Hy,
SN, e L;
" N—oo

2. ak navyse plati 1. a 2. bod Predpokladu a za platnosti Hy, ako aj za
platnosti Hq,

SVrY NL> LY v pravdepodobnosti P,
’ —00

kde Y = {Y;t}f\/;zly

3. ak navyse plati 1. a 2. bod Predpokladu |12 a za platnosti Hy su rozdelenia
L a LY totoiné v pravdepodobnosti P.

Vdaka druhému bodu Vety |§| moze byt bootstrapova testova statistika S](\?T
pouzita aj v pripadoch, ked nulovi hypotézu o nepritomnosti zmeny zamietame
v prospech alternativy. Testové Statistiky tvaru ako Sy maji za alternativy
tendenciu divergovat v pravdepodobnosti k nekone¢nu. Treti bod Vety [9] navyse
zarucuje, ze bootstrapovy test zachovava priblizne rovnaku hladinu spolahlivosti
ako povodny test.
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3.2.1 Odhad pre zavislé data

V tejto sekcii si zavedieme odhad bodu zmeny pre zavislé data, ktory navrhli
Pesta a kol.| (2020). Testovanie pritomnosti bodu zmeny pre zavislé data a kon-
strukciu bootstrapovych testovych Statistik vo svojej praci skimaji Maciak a kol.
(2020).

Pesta a kol.| (2020) uvazuji a-zmiesané vektory rezidui. Pre definiciu a-zmie-
sanych ndhodnych procesov sa odkazujeme na |Doukhan! (1994).

Predpoklad 13. Vektory €; = (¢;1,...,&;r) si a-zmiesané s nulovou strednou
hodnotou, kde koeficienty a spliiujt 322, {a(e,, )/} | kde pre dani ndhodnt
postupnost {e, }nen su koeficienty a(n) oznacené ako a(eo,n), pre nejaké x > 0
a sup;en E |ei "X < oo, Vte{l,...,T}.

Okrem predpokladu nezavislosti panelov je vypusteny aj predpoklad o ich
rovnakom rozdeleni a predpoklad slabej stacionarity. To ndm umoznuje pracovat
s omnoho Sirsou triedou rozdeleni. Dalej sa zavadzaji nasledovné predpoklady
na vzfahy medzi velkostami skokov, po¢tom panelov a variabilitou rezidui.

Predpoklad 14.

sup |6;] < oo.

ieN
Predpoklad 15. Nech ¢, = ming yeq1,..7) E €iu€i0 2T = maxy, e
Pre k < T plati

-----

apre k=1 je
o1 &, . T-1&
dm s (Bt o - ) =

Za tychto predpokladov dostaneme konzistentny odhad Ap, ktory je defino-
vany ako

1 N T
Rp:=arg max ———— Z (Yii—Yiu)? k<T

L<h<T R(T = k) = = S

a pre k =T sa priradi

kp = arg max m Z Z Z(Y;,t —Yia)?

i=1u=2t=1

Veta 10. Za Predpokladov[15 —[1] plati

]\}1_{1100 P(kp = k) = 1.
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Dalej chceme testovat nulovi hypotézu o nepritomnosti bodu zmeny v jed-
notlivych paneloch.

Predpoklad 16. Vektory €; = (g;1,...,€;,r) si a-zmieSané s nulovou strednou
hodnotou, kde koeficienty a splitujii 322 {a(e,,7)/?*¥)} pre nejaké x > 0 a
sup;en E |€i4]*™ < oo, Vt € {1,...,T}. Naviac existuje pozitivne definitnd
matica

N 2 T T
) 1
AN = ]\}1_{1100 N var (Z |\8@1, 28@57 ey Z€i75‘| ) .
=1 s=1 s=1
Maciak a kol.| (2020) vyuzivaju na testovanie hypotézy (3.2) normalizované
testové statistiky tvaru

|Ln(k,T)|
= 3.15
Onir = Ilna%( tmaxi—__ i |Ln(t, k)| + max;—y, 71 |Rn(t, k)| (8.15)

S LY (k,T)

Kyr = Z

oS LA (t k) + 5 Ry (¢ k)

kde Ly(t, k) a Ry (t, k) st definované v (3.11)). Vyhodou tychto testovych statistik
je, ze nezavisia na rozptyle chybovych zloziek, a teda tento parameter nie je nutné
odhadovat.

(3.16)

Nasledujuca veta hovori o asymptotickom spravani tychto testovych statistik
za platnosti nulovej hypotézy.

Veta 11. Za Predpokladu [16] a platnosti nulovej hypotézy plati

| Xk — 2 X7
ANt —2 5 max 7
N—oo k=l..T-1maxt =1,... k| X, — £Xp| +max,—y, 112 — 5= Z|
( 7)
L ker ¥ A B (3.18)
N NS = S (X — X0+ S (Ze — =2 2,) '

kde Zy == X1 — X}, a vektor [ X1, ..., Xr]T md mnohorozmerné normdlne rozde-
lenie s nulovou strednou hodnotou a variancnou maticou Ay .

Maciak a kol.| (2020) dalej uvazuji nasledovny predpoklad na velkosti sko-
kov v jednotlivych paneloch. Tento predpoklad potom pouzivaju pri odvodzovani
asymptotického rozdelenia testovych statistik (3.17) a (3.18) za platnosti alter-
nativy.

Predpoklad 17.

Za takychto podmienok diverguju obe testové Statistiky za platnosti alterna-
tivy v pravdepodobnosti do nekonecna.
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Veta 12. Za Predpokladov[16, [17 a za platnosti alternativy plati

P
Onr —— 0
7 N—oo

P
KNT — OQ.
" N—oo

Kedze v Predpoklade[I7] vystupuji absolitne hodnoty, existuje tu moznost vy-
rusenia skokov s kladnymi a zdpornymi znamienkami, ¢im by Predpoklad zrejme
nemohol byt splneny. [Maciak a kol.| (2020) toto ospravedlnuju faktom, ze v re-
alnych aplikacidch maji zmeny, ak st v datach nejaké pritomné, tendenciu na-
dobudat rovnaké znamienka. Za opac¢nych podmienok by vSak porusenie nastalo
samozrejme iba v pripade, ze by bol pocet kladnych a zdpornych zmien rovnaky.
Existuje teda siroka trieda parametrov ¢;, na ktori mozno odvodené teoretické
poznatky aplikovat.

Z Vety dostévame, ze navrhované procedury su konzistentné a asympto-
tické rozdelenia vo Vete [11jmdzu byt pouzité na konstrukciu statistickych testov.
Maciak a kol.| (2020) konstruuju testy bez rusivych parametrov, ktoré odhaduji
pomocou neparametrického bootstrapu.

Bootsrapové testové Statistiky Q%)T a K](\I;?T vzniknt nahradenim pozorovani

Y:: za bootstrapové pozorovania ?Z(f ) v povodnych testovych Statistikach.

Maciak a kol.| (2020) podrobne vysvetluji pomocou nasledovného algoritmu
fungovanie bootstrapovej procedury s takzvanymi pohyblivymi blokmi riadkovych
vektorov rezidui. Pre jednoduchost predpokladaji, ze N = bn, kde b je velkost
bloku a n je ich pocet. Ak by pre pocet panelov platilo, ze N = bn+ng pre nejaké
1 < nyg <n—1, limitné vysledky by sa po vynechani zvysnych ng pozorovani
nezmenili (Maciak a kol., [2020)).

Algoritmus fungovania bootstrapu s pohyblivymi blokmi
riadkovych vektorov rezidui

Vstup: blok velkosti b, pocet bootstrapovych replikacii M, panelové data
pozostavajuce z N = bn panelov dlzky T

Vystup: bootstrapové rozdelenia Q%)T a KJ(\I;?T, tj. empirické rozdelenie, kde
(1)QN,T(1’), e (M)QNTU’) a (1)KN7T(I’), e (M)KNyT(b) sa nadobudaju s rovnakou
pravdepodobnostou 1/M

1. Odhadni bod zmeny ako A.
2. Vypocitaj odhady &;, pomocou vzorca (3.12]).
3. Prej=1,..., N — b+ 1 skonstruuj bloky:

o definuj blok podpanelov B, ako maticu typu (b x T') s riadkami
éj, e 7éj+b—1'

4. Pre m =1,..., M opakuj kroky

» vykonaj nezavisly nahodny vyber s vracanim (b x T')-rozmernych blo-
kov (m)IB%l(b), e (m)]B%n(b) z rozdelenia {By,...,By_p+1} s rovnakou
pravdepodobnostou vyberu 1/(N — b+ 1);
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e bootstrapovy pohyblivy blok vyberu velkosti NV je znaceny ako
{BicPINE aje vyt ¢ zdruzeni 7ch blok
ik tipe1 & Je vytvoreny zdruzenim vygenerovanych blokov
B, B do jedného bloku [, BT, B, T =

[(m)él(b)T, o (m)én(b)T]T;

e Vypocitaj (m)}?i,t(b) pomocou ([3.13));

e vypocitaj bootstrapové testové statistiky (m)QN7T(b) a (m)KNE(b) ako v
3.15) a (3.16[), kde Y; s si nahradené }A/;(z)

Velkost blokov b je nutné vhodne zvolit, kedze ovplyvinuje vysledné boots-
trapové testové Statistiky. Jednym z pristupov je testovat rézne hodnoty b pri
optimalizacii nejakého vhodného kritéria.

Na to, aby sa ukézalo, ze uvedeni procediru je mozné pouzivat ku konstrukcii
testov, (Maciak a kol [2020) formuluji silnejsi predpoklad na chybové zlozky
modelu nez je Predpoklad [16]

Predpoklad 18. Vektory €; = [;1, ..., 7| st a-zmieSané s nulovou strednou
hodnotou, kde koeficienty « splituji a(g,, N) = O(N~17%) pre N — oo a nejaké
W > 0 asup;ey E |eip*™ < 0o pre Vk € {1,...,T} a w > 0 také, ze ww > 4.

Navyse existuje pozitivne definitnd matica

1 N 2 T T
I'y := lim —Varz eivl,Zei,t,...,Zei,t ,
N—oo N i=1 t=1 t=1

kde

1

= . k T
e Eik — ik k< k; : 1 Zé a 2 Z R
ik = ~ ik = T it ik = it
Eik — Eiky k> R, k t=1 T—k t=k+1

Dalej je potrebny konzistentny odhad bodu zmeny.
Predpoklad 19. limy . P(k=k)=1pre s € {1,...,T}.

Nasledovnd veta ukazuje, Ze rozdelenia podmienenych bootstrapovych testo-
vych statistik konverguju k rozdeleniu, ktoré je funkciou mnohorozmerného nor-

mélneho vektoru s nulovou strednou hodnotou a zndmou variancénou struktuirou.
Uviedli ju Maciak a kol.| (2020]).

Veta 13. Nech platia predpoklady |18 a . Ak plati b — oo a b = o(N'/?) pre
N — o0, potom

®) D | X, — 2 x|
QN7T|Y ——  max : -
N—oo k=1,..T-1max;—1,  k |Xt — E-Xk| + maxi—k,.. 71 |Zt - 7= Zk?l

k
a
KOy —2— TZ_:I - - (% — %fTEQ -
7 N—oo =0 3 (X — 3 &)+ X0y (B — 7 20)?
v pravdepodobnosti, kde Zj, := Xp— X, a vektor [ Xy, ..., XT]T ma mnohorozmerné

normdlne rozdelenie s nulovou strednou hodnotou a variancnou maticou I' 5.
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Veta [L3| plati za Hy aj za H;. Podobne ako aj v pripade zavislych dat je teda
pri dostatocnom pocte panelov N bootstrap validny pri zamietani hypotézy v
prospech alternativy, kedze jeho limitné rozdelenie neexploduje za alternativy do
nekonecna.

Ozna¢me dalej £(W) limitné rozdelenie W. Maciak a kol.| (2020) uvadzaji
vetu o konzistencii popisanej bootstrapovej procedury.

Veta 14. Nech platia Predpoklady a hypotéza Hy. Akb — o0 ab = O(N/?)
pre N — oo, potom

i. limitné rozdelenia E(Q%?T\Y) a L(Qnr) sa zhoduji v pravdepodobnosti P;
it. limitné rozdelenia E(K](\l;?T\Y) a L(Knr) sa zhoduji v pravdepodobnosti P.

Z Vety [14] plynie, Ze bootsrapové testy budi dodrzovat priblizne rovnakt hla-
dinu ako testy zalozené na pdvodnych testovych Statistikach. Je ich teda mozné
pouzit ku konstrukcii testov porovnanim bootstrapovych ktirickych hodnot s kri-
tickymi hodnotami pévodnych sStatistik.

3.3 Odhad bodu zmeny pomocou kvazi-viero-
hodnostnej funkcie

Horvath a Huskovdl (2012) sa vo svojom ¢lanku zaoberaji odhadovanim bodu
zmeny v panelovych datach za pouzitia kvazi-vierohodnostnej funkcie. Zamerom
je testovat nulovi hypotézu o nemennej strednej hodnote oproti alternative,
ze strednd hodnota sa aspon raz za sledované obdobie zmeni. Vychadza sa z

modelu (3.1)) pre T"a N dostatocne velké.

S touto metddou prisiel uz Bai (2010), odkial tiez autori ¢lanku vychadzaja.
Nakolko sa uvazuje T" — 00, o bode zmeny sa predpoklada, ze je tvaru x =
|Tx],z € [0,1].

Horvath a Huskova| (2012) k testovaniu Hy vyuzivaju testovu statistiku tvaru

sup V()]
0<z<1
kde
— 1 X (1 Tz |(T — |Tx])
VN,T(:E) - N1/2 12::1 {%Z’%,Z(I) - |- J T2 |_ J }a T e [07 1])

Zr; je podobne ako vo vyjadreni (1.5 pre jeden panel definované ako

|7z .
T = ;T (Z v, - 2o Zm> a0

t=1

a nakoniec w; je definované ako

1 T
w; = lim Tvar (Zsiﬂf), 1<i: <N,

T—oo —1
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teda ide o long - run variance i-teho panelu.

Odhad A¢r bodu k pomocou kvazi-vierohodnostnej funkcie je definovany ako

Ror = arg | Jnax ’X_/NT(k/T)’ .

Aj tu sa predpokladd, ze {e;;}+ tvoria linedrny proces a su nezavislé medzi
panelmi. (vid Predpoklad . Dalej sa uvazuju jednotkové rozptyly v definicii
linearneho procesu, tj. E(ei,t)2 = 1, kedze testova statistika Vi nezdvisi na
rezidualnom rozptyle. Navyse sa predpoklada, ze £-te absolitne momenty veli¢in
ei+ s konecné

E ‘6,’70‘5 < Q.

Za & sa berie £ > 4 alebo & = 8. DalSou podmienkou je podmienka na ohrani¢enost
priemeru vyssich momentov

. L&
]\}1_{1(1)0 sup D TE |eiolt < <. (3.19)

i=1

SilnejSou podmienkou nez je (3.19) st rovnomerne ohrani¢ené momenty E |e; o|°.
Podmienka (3.19) vSak umoZiiuje, aby boli niektoré momenty E |e; o, a teda aj
momenty chyb E |g;0|* velké (Horvath a Huskova, 2012).

7 vlastnosti koeficientov v definicii linearneho procesu a z predoslych pred-
pokladov sa dalej odvodi podmienka na rovnomerni ohrani¢enost rozptylov w;
medzi panelmi zdola

w;, > 02 Y1<i<N

pre nejaké o > 0.

Na rozdiel od Predpokladu [0 ktory vyzaduje, aby bol pocet pozorovani T v
kazdom paneli vyssi nez je pocet panelov IV, tu sa uvazuje nasledovny predpoklad,
ktory umoznuje, aby bolo N vécsie nez je T .

Predpoklad 20.

N,lil"IE)loo ﬁ =0.

Horvath a Huskovd (2012)) ukazuju, Ze za takychto podmienok testova Statis-
tika Vv r(z) slabo konverguje v Skorokhodovom priestore D[0, 1], ktory definuje
aj Micheas (2018]), ku Gaussovskému procesu I'(x) s nulovou strednou hodnotou
a zndmou kovariancnou strukturou. Z toho potom plynie, Ze testovd statistika
SUPg<z<1 [V r(2)| konverguje v distribiicii k ndhodnému procesu supy,; [I'(x)].
Velké hodnoty tejto testovej Statistiky potom svedéia proti Hy. Tato problema-
tiku podrobne vysvetluji Horvath a Huskova (2012) a tiez stanovuji podmienky
pre konzistenciu testov. Test je citlivy na vacsie zmeny vyskytujuce sa v relativne
malom mnozstve panelov a tiez je citlivy na relativne malé zmeny vyskytujuce sa
vo velkom pocte panelov. Horvath a Huskoval (2012) taktiez poskytuju asympto-

tické kritické hodnoty testovej Statistiky supg,<; [V r(z)|, ziskané simulaciami.
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3.3.1 Odhad rozptylov

Za predpokladu, ze {;+}:+ st v kazdom paneli i nezdvislé a rovnako rozdelené,
Horvath a Huskova (2012) pouzivaji na odhadovanie parametru w; vyberovy
rozptyl

1 T —
1 Z(Yi7t _Yi,T)2’ zT = Z}/zt (320)

t=1

Wi =
Pre {e;}+ zavislé vyuzivaju jadrovy odhad
1.7 . T-1 s
Wi = T Z(Y;',t _Yi,T)2 +2 Z K (h) Yir(8), (3.21)

kde
Yie =Yir)Yiges —Yir)

je vyberova kovariancia rddu s pre i-ty panel, funkcia K je jadro a h = h(T) je
vyhladzovaci parameter.

Oznac¢me dalej, podobne ako [Horvath a Huskova (2012),

5 K(T — K)
VNT NI/ZZ{WZTZTZ 77_'2 }, .CEG[O,l]

Aby sa dokazala slaba konzistencia testovej statistiky Vi r, zavadzaji sa dalsie
podmienky na jadro a vyhladzovaci parameter (podrobnejsie vid Horvath a Hus-
kova, (2012)). Za tychto podmienok potom Vi r slabo konverguje k procesu I'(z).
Takuto testovu statistiku je potom mozné pouzit ku konstrukcii testov.

3.3.2 Zavislé panely

Horvath a Huskovd (2012) vnésaju do modelu (3.1)) zavislost medzi panelmi
prostrednictvom premennej v,

Yie=pi+6I[t >R+ i +eiy, 1<i<N 1<t<T, (3.22)

kde
{r,1 <t<oola{e, 1 <t<oo}

su nezavislé. Parametre 1, maji navyse spliiovat
1 & o
77 2 M W)
. . DIo, v, , .
kde W (z) je Wienerov proces a ﬁ) znaci slabu konvergenciu v Skorokhodovom
priestore D[0, 1]. Konstanty ¢; udavaja, aky velky vplyv maju parametre v; na
i-ty panel. Horvath a Huskoval (2012) ukazuju, Ze aj malé zavislost medzi panelmi
meni asymptotické spravanie testovych statistik Viyr a Vivpr za Hy. Ak je vSak
koreldcia medzi panelmi mensia nez N~2, potom zavislost na testové statistiky

nema vplyv. Podrobnejsie vysvetlenie sa nachadza v ¢lanku Horvath a Huskova
(2012).
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4. Analyza realnych dat

V tejto kapitole aplikujeme metédu WBS popisant v Kapitole 2 na realne
data. Budeme skumat vplyv réznych penaliza¢nych kritérii WBS metddy na od-
hadnuty pocet a polohy bodov zmeny.

4.1 Datovy subor

Analyzujeme tyzdenné logaritmické vynosy zaverecného kurzu Dow Jones in-
dexu v obdobi od 01.04.1990 az 01.01.2012. Dokopy mame k dispozicii T'= 1139
pozorovani. Pouzity datovy subor analyzovali James a Matteson| (2014). V sku-
manom obdobi sa udiali nasledovné udalosti, pri ktorych o¢akavame vyskyt zmien
v strednej hodnote analyzovaného akciového indexu:

1. Recesia na pociatku 90.-tych rokov minulého storocia — zacala v juli 1990 a
trvala priblizne 8 mesiacov;

2. Azijska finan¢énd kriza v roku 1997 — zacala v juli 1997 a vyustila v globalny
krach na akciovej burze v oktébri 1997;

3. Ruska finan¢né kriza v roku 1998 — zaciatok v auguste 1998;
4. Utoky 11. septembra 2001;

5. Pokles cien na akciovom trhu v roku 2002 — najvacsie prepady cien akcii sa
udiali v juli az septembri a v oktébri, pricom posledny vécsi pokles nastal
v marci 2003;

6. Financ¢na kriza 2007-2009 — najvécsie prepady Dow Jones indexu v septem-
bri 2008 a marci 2009;

7. Prepad cien na akciovom trhu v auguste 2011.

4.2 Popis modelov

Metodu WBS najskor aplikujeme na povodny rad tyzdennych logaritmickych
vynosov Dow Jones. Model s pévodnym radom budeme dalej znacit ako model
DJI. Zapisat ho mozeme nasledovne.

Yi=f+e, t=1,...1139, (4.1)

kde Y;, je tyzdenny logaritmicky kurz Dow Jones v case t, f; je po Castiach
konstantna stredné hodnota radu Y; s bodmi zmeny 0 = kg < k1 < ... < Ky <

fimi1 =T = 1139 a {&,}, "% N (0, 02).

Na Obrazku[t.1]tyzdennych logaritmickych vinosov Dow Jones indexu (horny
graf) mozeme vidiet, ze rad vykazuje zhlukovanie volatility v niekolkych tsekoch.

30



Dow Jones

Tyzdenné logartimické vynosy
010 000 010

1990 1995 2000 2005 2010

Datum

Volatilita tyzdennych logaritmickych vynosov pre Dow Jones

001 003 005 007

1990 1995 2000 2005 2010

Détum

Obr. 4.1: Tyzdenné logaritmické vynosy Dow Jones indexu a volatilita odhadnuta
pomocou GARCH(1,1) modelu s normélnymi inovaciami.

Volatilita je vyssia najméa pocas obdobia financénej krizy, ¢i v obdobi po uda-
lostiach v septembri 2001. Casové rady s takymito rysmi sa typicky modeluji
pomocou nelinearnych modelov, pricom jednym z takychto modelov je aj model
GARCH. Model GARCH spolu s dal$imi nelinedrnymi modelmi vysvetluje vo
svojej knihe Cipra/ (2008)). Na rad aplikujeme GARCH(1,1) model s inovaciami
so Standardnym normalnym rozdelenim, ktory mé nasledovny tvar

Y;g :Mt—f—évt, évt = O0€y¢, t= 1,1139, (42)
kde Y; je ako vyssie, p; je strednd hodnota radu, {e;}; i'f'vd'J\/'(O, 1) a

ol =g+ e+ Bl a>0,a1>0, 8 >0 a1+ 6 <1

Parameter Odhad St. odchylka Test. $t. p-hod.
L -0,002 0,000 -4,015 < 0,001
o 0,000 0,000 2,810 0,005
o 0,132 0,023 5,681 < 0,001
By 0,847 0,026 33,175 < 0,001

Tabulka 4.1: Odhady koeficientov GARCH(1,1) modelu so standardnymi normal-
nymi inovaciami, odhady standardnych odchylok a hodnoty testovych statistik
t-testov s prislusnymi p-hodnotami.

Na odhadovanie GARCH modelu pouzivame R balicek fGarch od [Wuertz, D.
(2020)). Tabul’ka obsahuje odhady parametrov modelu . Testové statistiky
prislichajice t-testom pre jednotlivé koeficienty modelu maji nizke hodnoty a
vsetky koeficienty vysli vyznamné.
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Obréazok dalej zndzornuje volatilitu (tj. podmieneny rozptyl o?) skima-
ného radu vynosov Dow Jones (dolny graf), ktord bola odhadnuta pomocou mo-
delu 1' V dalSej Casti aplikujeme WBS metédu na odhadnuté rezidud & z
modelu |D teda budeme uvazovat model s Y; = &. Na tento model sa
budeme odkazovat ako na model GARCH.

4.3 Aplikacia WBS metédy na data

V tejto casti pouzijeme WBS metédu na detekciu bodov zmeny v strednej
hodnote tyzdennych logaritmickych vynosov Dow Jones indexu. WBS metédu
najskor aplikujeme na pévodny rad vynosov a nasledne na odhadnuté rezidua mo-
delu GARCH(1,1). Pouzité funkcie st predprogramované v R balicku breakfast,
ktorého autorom je Fryzlewicz, P (2017).

Budeme skimaf vplyv penalizacnych kritérii na odhadnuty pocet a polohy
bodov zmeny. Tiez sa pozrieme, aky vplyv na odhadnuté body zmeny malo pou-
zitie GARCH(1,1) modelu s normélnymi inovaciami. Do analyzy zahrnieme Styri
volby penaliza¢nych kritérii s nasledovnymi nastaveniami parametrov:

1. WBS sSIC a = 1 — ako penalizacné kritérium je pouzité Schwarzovo infor-
macné kritérium;

2. WBS C' =1 — pevné nastavenie penalizacného parametra (7 s C' = 1;
3. WBS C = 1,3 — pevné nastavenie penalizacného parametra (r s C' = 1,3;

4. WBS auto — automatické nastavenie parametrov C' a G tak, aby pravde-
podobnost, ze metdéda nedetekuje ziadny bod zmeny v konstantnom signali
bez bodov zmeny, bola A = 0,95.

Pocet vygenerovanych ndhodnych intervalov je v celej analyze nastaveny na
G = 10000 (az na WBS auto; v balicku breakfast je poc¢et ndhodnych intervalov
znateny M). [Fryzlewicz| (2014) pouzil pre datovy stubor dlzky 7' = 2000 hodnotu
G = 5000. S touto volbou G dosiahol dostato¢ne nizku zavislost vysledku na
danom ndhodnom vybere. S rasticim G sa vsak samozrejme dosiahnu presnejsie
vysledky. Pri dizke nésho détového siboru sa zdd byt volba G = 10000 posta-
cujica. Volba parametra C' je motivovana v Kapitole 2. Ako odhad parametra o
pouzivame prednastaveny odhad medidnovej absolitnej deviacie, ktord sa pocita
za predpokladu norméalneho rozdelenia rezidualnej zlozky.

Kazda z uvedenych metéd bola na datovom suibore spustena 100-krat a na-
sledne boli z odhadnutych modelov napocitané popisné charakteristiky odhad-
nutého poctu bodov zmeny . Zhrnuté si v Tabulkéich a [4.3l Z popisnych
charakteristik zrejme mozeme usudit, ze vsetky metdédy odhadovali priblizne rov-
naky pocet bodov zmeny pre povodny rad vynosov ako pre rezidua z GARCH
modelu. V priemere najvyssi pocet bodov zmeny m odhadovala WBS metdda s

svv s

volbou parametrov pre oba modely.

Zaujimavejsie m6zu byt odhadnuté polohy bodov zmeny (ziskané z jednej
iterdcie algoritmu) zrhnuté v Tabulkach az . Graficky st znazornené na
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Metéda Model Min. I.QR Vyb. median

WBS sSIC o =1 DJI 0,00 7,00 9,00
WBS C =10 13,00 15,75 17,00
WBS C =13 9,00 11,00 12,00
WBS auto! 3,00 6,00 7,00
WBS sSIC a =1 GARCH 0,00 7,00 9,00
WBS C =10 14,00 16,00 16,00
WBS C =13 9,00 11,00 12,00
WBS auto 4,00 6,00 7,00

Pozn: ' WBS metéda s automatickym nastavenim parametrov C' a G.

Tabulka 4.2: Popisné charakteristiky odhadnutého poc¢tu bodov zmeny m napo-
¢itané zo 100 prevedeni metdd.

Metoda Model Vyb.priemer III.QR Max.
WBS sSIC a =1 DJI 8,31 11,00 13,00
WBS C =1,0 16,52 17,00 22,00
WBS C =1,3 12,10 13,00 15,00
WRBS auto 6,76 7,25 10,00
WBS sSIC a =1 GARCH(1,1) 7,78 11,00 14,00
WBS C = 1,0 16,63 17,00 20,00
WBS C =1,3 12,08 13,00 15,00
WRBS auto 6,79 8,00 10,00

Tabulka 4.3: Popisné charakteristiky odhadnutého poctu bodov zmeny m napo-
¢itané zo 100 prevedeni metdd.

Obréazku pre povodny rad tyzdennych logaritmickych vynosov Dow Jones a
na Obrazku pre rezidua z modelu GARCH. Polohy st vyobrazené s mesacnou
frekvenciou v sledovanom obdobi.

Metody WBS sSIC a WBS auto odhadovali od zaciatku sledovaného obdo-
bia az do roku 2009 v jednotlivych mesiacoch rovnaké pocty bodov zmeny pre
povodny rad aj pre GARCH model. Najvéicsie rozdiely v odhadnutych polohach
medzi povodnym radom a GARCH reziduami sme zaznamenali pri WBS metdde
s ru¢nou volbou parametrov C' a G.

V januari 1991 metddy celkovo nasli jeden bod zmeny odhadnuty pomocou
WBS metédy s C' = 1 pre péovodny rad (tj. model DJI), konkrétne 07.01.1991.
Bod zmeny moze suvisiet s recesiou na zaciatku 90.-tych rokov, ktora trvala pri-
blizne do marca 1991. V tomto mesiaci sme zaznamenali pomerne prudky pokles
kumulativneho su¢tu tyzdennych vynosov (vid Obrazok . Celkovo 6 bodov
zmeny bolo metédami odhadnutych v oktébri 1997, pricom vsetky boli odhad-
nuté pomocou WBS s ruc¢nou volbou parametrov. Predpokladame, ze tieto zmeny
stuvisia s krachom na akciovej burze v tom istom mesiaci. Odhadnuté boli dva
rozne body zmeny, a to 13.10.1997 a 20.10.1997. Velké dopady na vynosy akci-
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ového indexu mala podla nasich modelov tiez ruska financna kriza, ktora zacala
v auguste 1998. V tomto mesiaci detekuji bod zmeny uz vsetky skiimané me-
tody. Celkovo bolo detekovanych 14 bodov zmeny, vSetky pripadli na datumy
17.08.1998 a 24.08.1998.

Dalsie body zmeny v marci 2000 az septembri 2001 boli opét detekované po-
mocou WBS s ruc¢nou volbou parametrov. Konkrétne boli detekované datumy
06.03.2000, 20.08.2001 a 17.09.2001. Bod detekovany v septembri 2001 pravdepo-
dobne suvisi s itokmi, ktoré sa udiali 11.09.2001.

Najvacsi pocet bodov zmeny bol detekovany v juli 2002, celkovo bolo n&j-
denych 21 bodov zmeny. Jul 2002 je tiez mesiac s najvyssou frekvenciou bo-
dov zmeny za mesiac. Datumy, na ktoré body zmeny pripadli, si 01.07.2002,
15.07.2002, 22.07.2002 a 29.07.2002. Najcastejsie bol detekovany datum
15.07.2002, ktory bol ako jediny detekovany WBS s automatickou volbou para-
metrov. Datum 29.07.2002 bol odhadnuty iba WBS s parametrom C' = 1,3 pre
model GARCH. Dalsie tri body v auguste a septembri 2002 boli odhadnuté po-
mocou WBS s C' = 1, konkrétne 12.08.2002 a 30.09.2002. V tomto obdobi sa tiez
udiali jedny z najvécsich prepadov cien akcii na celosvetovom akciovom trhu. Na
Obréazku 4.4/ mézeme vidiet, Ze po udalostiach v septembri 2001 vynosy chvilu kle-
sali, nasledne je zaznamenany rastuci trend az do roku 2002, kedy nastal prepad
cien akcii.

V oktoébri 2002 boli pomocou WBS s C' = 1 detekované dalsie dva body zmeny
suvisiace s globalnym prepadom cien akcii v roku 2002. Bod zmeny bol odhad-
nuty na 14.10.2002. V obdobi financ¢nej krizy v rokoch 2007-2008 bolo celkovo
detekovanych 30 bodov zmeny. Odhadnuté body zmeny pripadaji na 15.09.2008,
20.10.2008, 27.10.2008 (bol detekovany iba pomocou WBS C = 1,3 pre pévodny
rad a WBS C = 1 pre GARCH), 02.02.2009 (bol detekovany iba pomocou WBS
C = 1 pre GARCH model), 02.03.2009 a 16.03.2009. Nakoniec v jili 2011 bol
odhadnuty bod zmeny spadajici na datum 25.07.2011. Celkovo bol detekovany
Siestimi z celkovych osem skiimanych metéd. Domnievame sa, ze suvisi s prepa-
dom cien na trhu akcii v auguste toho istého roku, ktory je viditelny na Obrazku
kumulativnych siactov tyzdennych logaritmickych vynosov.

Na Obréazku [4.6l mozeme dalej vidiet odhad strednej hodnoty tyzdennych loga-
ritmickych vynosov ziskany pomocou WBS s automatickym nastavenim paramet-
rov z GARCH modelu. Nakoniec, pre porovnanie, jedna z metdd, ktoré popisuju

James a Matteson| (2014), detekovala na danom datovom stubore 4 body zmeny,
ktoré prislichaju datumom 21.10.1996, 31.03.2003, 15.10.2007 a 09.03.20009.
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WBS odhady bodov zmeny pre rad vynosov Dow Jones indexu
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Obr. 4.2: WBS odhady poloh bodov zmeny (v mesiacoch) pre rad tyzdennych
logaritmickych vinosov Dow Jones indexu — WBS C = 1 (vSetky vertikélne ¢iary);
WBS C = 1.3 (¢ervené, modré a cierne c¢iary); WBS sSIC a = 1 (modré plné
c¢iary); WBS auto (¢ierne prerusované ciary).

WBS odhady bodov zmeny pre GARCH(1,1) rezidua Dow Jones indexu
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Obr. 4.3: WBS odhady poléh bodov zmeny (v mesiacoch) pre rezidud tyzdennych
logaritmickych vynosov Dow Jones indexu odhadnutych pomocou GARCH(1,1)
modelu s normélnymi inovaciami — WBS C = 1 (vSetky vertikdlne ¢iary); WBS
C = 1.3 (Cervené vetikalne ciary ciary); WBS sSIC a = 1 (modré a ¢ervené plné
c¢iary); WBS auto (modré plné ciary).
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Kumulativny sucet tyzdennych log-vynosov Dow Jones indexu
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Obr. 4.4: Kumulativne stucty tyzdennych logaritmickych vynosov Dow Jones in-
dexu s WBS odhadmi bodov zmeny — WBS C = 1 (vsetky vertikélne ciary); WBS
C = 1.3 (Cervené, modré a Cierne ¢iary); WBS sSIC a = 1 (modré plné diary);
WBS auto (Cierne prerusované ciary).

Kumulativny suc¢et GARCH(1,1) rezidui Dow Jones indexu
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Obr. 4.5: Kumulativne sucty rezidui tyzdennych logaritmickych vynosov

Dow Jones indexu odhadnutych pomocou GARCH(1,1) modelu s normélnymi
inovaciami — WBS C = 1 (vSetky vertikdlne c¢iary); WBS C = 1.3 (¢ervené ve-
tikdlne ciary ¢iary); WBS sSIC o = 1 (modré a cervené plné éiary); WBS auto
(modré plné dary).
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Metoda Model jan. 1991 okt. 1997 aug. 1998

WBS sSIC a =1 DJI/GARCH 0 0 2
WBS auto 0 0 1
WBS C =1,0 DJI 1 2 2
WBS C=1,3 0 1 2
WBS C =1,0 GARCH 0 1 2
WBS C = 1,3 0 2 p
by 1 6 14

Tabulka 4.4: Pocet odhadnutych bodov zmeny v jednotlivych mesiacoch pre rozne
metody. Metody WBS sSIC a WBS auto detekovali v danych mesiacoch pre oba
modely rovnaké pocty bodov zmeny.

Metoda Model mar. 2000 aug.2001 sep.2001
WBS sSIC a =1 DJI/GARCH 0 0 0
WBS auto 0 0 0
WBS C =10 DJI 1 1 1
WBS C=1,3 0 0 0
WBS C=1,0 GARCH 0 0 0
WBS C =1,3 0 1 1
Dy 1 2 2

Tabulka 4.5: Pocet odhadnutych bodov zmeny v jednotlivych mesiacoch pre rozne
metddy. Metédy WBS sSIC a WBS auto detekovali v danych mesiacoch pre oba
modely rovnaké pocty bodov zmeny.

Metoda Model jal 2002 aug.2002 sep.2002
WBS sSIC a =1 DJI/GARCH 3 0 0
WBS auto 1 0 0
WBS C =10 DJI 3 0 1
WBS C =1,3 3 0 0
WBS C =1,0 GARCH 3 1 1
WBS C =1.3 4 0 0
by 21 1 2

Tabulka 4.6: Poc¢et odhadnutych bodov zmeny v jednotlivych mesiacoch pre rozne
metody. Metody WBS sSIC a WBS auto detekovali v danych mesiacoch pre oba
modely rovnaké pocty a polohy bodov zmeny.
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Metoda Model okt. 2002 sep.2008 okt.2008

WBS sSIC v = 1 DJI/GARCH 0 1 1
WBS auto 0 1 1
WBS C=1,0 DJI 1 1 1
WBS C = 1,3 0 1 2
WBS C =1,0 GARCH 1 1 2
WBS C=1,3 0 1 0
by 2 8 9

Tabulka 4.7: Pocet odhadnutych bodov zmeny v jednotlivych mesiacoch pre rozne
metody. Metody WBS sSIC a WBS auto detekovali v danych mesiacoch pre oba
modely rovnaké pocty a polohy bodov zmeny.

Metoda Model feb.2009 mar. 2009 jal 2011

WBS sSIC a =1 DJI
WBS C=1,0

WBS C=1,3

WBS auto

WBS sSIC v = 1 GARCH
WBS C =1,0

WBS C =1,3

WBS auto

by

R RN NN =N

oo, OO o oo
DO R === =O

—_
(]

Tabulka 4.8: Poc¢et odhadnutych bodov zmeny v jednotlivych mesiacoch pre rozne
metody.

Dow Jones
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Obr. 4.6: Tyzdenné logaritmické vynosy Dow Jones indexu (siva) a WBS odhad
ich strednej hodnoty (¢ierna) s automatickym nastavenim parametrov C' a M pre
model GARCH.
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4.4 Rezidualna diagnostika

V tejto cCasti sa zameriame na overovanie predpokladu

{e} "% N(0,0%).

WBS metdéda dava najlepsie vysledky, ak data tento predpoklad neporusuju. Sa-
mozrejme financné data casto vykazuju nenormalitu, ¢i autokorelaciu rezidui v
case. Uz z histogramov odhadnutych modelov na Obrazku je zjavné, ze od-
hadnuté rezidua maju zvysenu spicatost. Hypotézu normality rezidui testujeme
pomocou Jarque-Bera testu. Vysledky st zhrnuté v Tabulke [4.9a koeficienty $pi-
catosti pre jednotlivé modely st v Tabulke [4.10] Pri vSetkych modeloch hypotézu
normality zamietame s p-hodnotou p < 0,001. Najnizsia hodnota Jarque-Bera
testovej Statistiky je vSak dosiahnuta pre model GARCH s pouzitim WBS C' =1
a dalej pre model DJI s pouzitim WBS C = 1,3. Tieto modely dosahuju tiez naj-
nizsie hodnoty Spicatosti a mozeme teda tvrdit, ze predpoklad normality porusuja
zo skiimanych modelov najmene;j.

Histogramy Standardizovanych rezidui

WBS SIC GARCH(1,1) WBS C =1 GARCH(1,1) WBS C = 1,3 GARCH(1,1) WBS auto GARCH(1,1)

100 200 300 400
100 200 300 400
100 200 300 400

100 200 300 400

a
a
a
a

£ 4 -2 0 2 4 8 -4 -2 0 2 4 & £ 4 2 0 2z 4 8B £ 4 2 0 2 4 6

WBS SIC WBsSC=1 WBSC=1,3 WBS auto

100 200 300 400
100 200 300 400

100 200 300 400
100 200 300 400

o
o
o
o

65 4 2 0 2 4 & £ 4 2 0 2 4 & -4 2 0 2 4 6 65 4 2 0 2 4 6

Obr. 4.7: Histogramy standardizovanych rezidui tyzdennych logaritmickych vy-
nosov Dow Jones indexu pre pévodny rad a GARCH model a pre WBS metédy
s rOznymi penalizac¢nymi kritériami.

Dalej budeme overovat, & st rezidud nekorelované v ¢ase, aj ked zrejme ne-
mobzeme predpokladat, ze tyzdenné vynosy akciového indexu si nezavislé. Au-
tokorela¢né funkcie pre odhady standardizovanych rezidui pre jednotlivé metody
mozeme vidiet na Obrazku[d.§l Korelacie radov vyssich nez jedna st nevyznamné.
Korelacie prvého radu pre jednotlivé metody st zhrnuté v Tabulke [4.10] a prilis
sa od nuly neodchyluju. Takisto hodnoty Durbin-Watsonovych testovych statistik
zhrnuté v Tabulke naznacuju, ze zrejme mozeme predpokladat nekorelovanost
rezidui.
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Metoda Model Test Test. St.

WBS sSIC a =1 DJI Jarque—Bera 417,47
WBS C =1,0 442 37
WBS C =1,3 209,55
WBS auto 653,76
WBS sSIC a =1 GARCH 417,47
WBS C =1,0 189,47
WBS C =1,3 591,49
WBS auto 680,00
Povodné rezidua 660,44
WBS sSIC a =1 DJI Durbin—-Watson 2,23
WBS C = 1,0 2,25
WBS C =1,3 2,19
WBS auto 2,26
WBS sSIC a =1 GARCH 2,23
WBS C =1,0 2,27
WBS C =1,3 2,17
WBS auto 2,25
Povodné rezidua 2,21

Tabulka 4.9: Hodnoty testovych sStatistik pre relevantné testy na standardizova-
nych reziduach pre jednotlivé modely. Normalitu zamietame pri vSetkych mode-
loch s p < 0,001.

Met6da Model Koeficient Hodnota
WBS sSIC a =1 DJI Y2 2,96
WBS C =1,0 3,01
WBS C=1,3 2,08
WBS auto 3,69
WBS sSIC a =1 GARCH 2,96
WBS C=1,0 1,94
WBSC=1,3 3,45
WBS auto 3,77
Pévodné rezidua 3,67
WBS sSIC o =1 DJI/GARCH 01 -0,11
WBS C=1,0 -0,13
WBSC=1,3 -0,09
WBS auto -0,13
Pévodné rezidua -0,11

Pozn: v5 — Koeficient Spicatosti;

p1 — Koeficient autokorelacie prvého radu.

Tabulka 4.10: Odhadnuté hodnoty koeficientov Spicatosti a korelacie pre standar-
dizované rezidua z jednotlivych modelov.
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ACF standardizovanych rezidui
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Obr. 4.8: Autokorelacné funkcie standardizovanych rezidui tyzdennych logarit-
mickych vynosov Dow Jones indexu pre povodny rad a GARCH model a pre
WBS metddy s réznymi penalizacnymi kritériami.

Aj ked ma pouzity datovy stubor Spicatejsie rozdelenie a nemoézeme zarucit ani
nezavislost rezidui, vysledky zhrnuté v Sekcii[4.3|st dobre interpretovatelné. WBS
metoda pomerne vierohodne detekuje zmeny stuvisiace s vyznamnymi udalostami
na finan¢nom trhu.
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Zaver

Tato praca sa zaoberala odhadovanim strukturalnych zmien v strednej hod-
note ¢asovych radov. Vysvetlenych bolo niekolko pristupov k odhadovaniu pocétu
a poloh bodov zmeny v jednorozmernych c¢asovych radoch a pre panelové data.
Prvé tri kapitoly boli venované teoretickému vykladu skiimanych metéd. Stvrté
kapitola sa zameriavala na odhadovanie bodov zmeny v readlnom datovom stibore.

V prvej kapitole sme zaviedli modely casového radu s jednym a viacerymi
bodmi zmeny v nepodmienenej strednej hodnote. Vysvetlili sme test o nepritom-
nosti bodu zmeny zalozeny na preskalovanom CUSUM procese a test pomerom
vierohodnosti. Nakoniec sme struc¢ne popisali metédu odhadovania poc¢tu bodov
zmeny pomocou Schwarzovho kritéria.

Druha kapitola bola zamerana na vyklad metédy WBS, ktora vychadza z
bindrnej segmentacie a je zalozend na pouziti ndhodnych intervalov. Zavedené
boli predpoklady pre fungovanie binarnej segmentécie a metédy WBS. Dalej boli
popisané algoritmy fungovania tychto metéd a podmienky, za ktorych st odhady
bodov zmeny konzistentné. V zavere kapitoly bolo popisané zosilnené Schwarzovo
informacné kritérium a podmienky pre konzistenciu odhadov ziskanych s jeho
pouzitim.

Tretia kapitola sa venovala odhadovaniu bodov zmeny v panelovych datach.
Modely zavedené v Kapitole 1 sme rozsirili pre pripad viacerych ¢asovych radov.
Vysvetlené boli metédy pre pevny a pre velky pocet pozorovani, podmienky pre
ich konzistenciu a pre konzistenciu zavedenych testovych statistik. Boli popisané
dva pristupy k modelovaniu zavislosti medzi panelmi.

V stvrtej kapitole sme analyzovali tyzdenné logaritmické vynosy Dow Jones
akciového indexu napocitané zo zavereénych kurzov. Na tomto datovom stibore
sme odhadovali pocet a polohy bodov zmeny pomocou metédy WBS s réznym
nastavenim parametrov a roznymi penaliza¢nymi kritériami. Povodny rad sme
najskor ocistili od zhlukov volatility aplikdciou GARCH(1,1) modelu so Stan-
dardnymi normalnymi inovaciami. Metédu WBS sme pouzili na povodny rad
vynosov a na odhadnuté rezidud z modelu GARCH. Odhadnuté rezidua modelov
s bodmi zmeny mali znacne zvysenu Spic¢atost. Rezidua ziskané pomocou WBS
s rucnou volbou parametrov porusovali predpoklad normality najmenej. Auto-
korelacia vyssich radov v datach nebola pritomna a autokoreldcie prvého radu
boli zanedbatelne malé. Nezavislost sme ale predpokladat nemohli. WBS metoda
napriek poruseniu predpokladu normality v datovom stbore davala uspokojivé
a dobre interpretovatelné vysledky. Odhadnuté polohy bodov zmeny spadali do
obdobi, kedy bol ich vyskyt ocakévany. Suviseli najma s vyznamnymi udalos-
tami na finanénom trhu, ako bola hospodarska kriza v rokoch 2007 az 2009.
Priemerne najvyssi pocet bodov zmeny odhadovali metédy s ruénou volbou pa-
rametrov, najmenej ich odhadla metéda s automatickou volbou parametrov. Prvé
dve spominané metody tiez odhadovali body zmeny frekventovanejsie, s mensimi
vzdialenostami, pricom casto odhadli viac nez jeden bod zmeny v priebehu jed-
ného mesiaca. Naopak WBS s automatickou volbou parametrov odhadla nanajvys
jeden bod zmeny za mesiac.
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