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optimalni reakci jednoho prodejce na druhého. To ndm umoznilo vytvorit pro-
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Abstract: The thesis studies the problem well-known in literature as the news-
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second extension is creation of market with several vendors. We describe both
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such market, mainly the dependence of the optimal decision of one vendor on the
strategy of the second vendor and presence of the Nash equilibriums.

Keywords: stochastic optimization newsvendor problem

1ii



Obsah

[Gvod|

(1 Shrnuti znamych vysledku|
(L1 Zakladnimodell . . . .. ... oo
(1.2 Model s volbou prodejni ceny| . . . . . .. ... ... ... ....
[1.2.1 Aditivni poptavkova funkce] . . . . . . . .. ... ... ..
(1.2.2  Multiplikativni poptavkova tunkee/. . . . . . . . .. . . ..
(1.3 'Ith vice prodejcu bez volby cen| . . . . . . . ... ...
1.3.1 Elementy teorie her|. . . . . . . ... ... ... ... ...
1.3.2 ReSeni problému| . . . .. .. .. ... ... ... ...,
2 Trh vice prodejcu rizeny cenami - teoreticka cast|
2.1 'Trh dvou prodejcu s aditivni poptavkou a konec¢né mnoha cenamil
[2.2  Spojity vybérceny| . . . . .. ..o
2.3 Prechodova funkce zavisla na cenel . . . . . . . . ... ... ..
2.4 Multiplikativni poptavka] . . . . . .. ... ... 00000
[3 Trh vice prodejcu rizeny cenami - prakticka cast|
[3.1  Numericky algoritmus a jeho implementace| . . . . . . . . . .. ..
[3.2  Ziskane vysledky| . . . .. ..o
[Zavér]
[Seznam pouzité literatury|
5 brazkt
A B 24 %

[A.1 Zakladni véty z matematické analyzy a teorie pravdépodobnosti| .

16
17
22
24
25

28
28
32

39

40

41

42
42



Uvod

V literature tykajici se optimalizace je dnes jiz klasickym tématem takzvany
problém prodavace novin[] Ten tesi otazku, jak by mél prodava¢ maximalizovat
utrzeny zisk. Prodej je realizovan tak, ze prodavac se rano rozhodne, kolik nakoupi
novin, které nasledné v pribéhu dne za vyssi cenu prodava. Noviny, které neproda,
vecer vyhodi ¢i proda za néjakou nizkou ztstatkovou hodnotu. Zbozim, se kterym
prodavac¢ obchoduje, nemusi byt pouze noviny, ale muze se téz jednat napriklad
o rychle se kazici potraviny, ¢i jiné zbozi, které rychle ztraci hodnotu.

Dle (Chen a kol [2016) se tento problém prvné objevil v praci (Edgeworth,
1888), kde jej autor vyuzil k feSeni problému se zdsobami bankovek v pripadé
ndhodné poptavky vkladateli. Nazev ,newsboy“ se prvné objevil v knize (Morse
a Kimball, [1951)). Od poloviny dvacatého stoleti se objevilo mnoho modifikaci a
rozsiteni klasického problému. Tato rozsiteni se stala i tématy nékolika zavérec-
nych praci na nasi fakulté. Z nich jmenujme alespoi préci (Sedina, 2018), ve které
se autor vénoval mimo jiné situaci, kdy prodejce urc¢uje nejen mnozstvi produktu,
které zakoupi, ale téz jeho prodejni cenu, a praci (Krch, [2018), ve které se autor
vénuje situaci, kdy se na trhu objevi vice prodejct. Nasim cilem je navazat na vy-
sledky dosazené v obou zminénych pracich a rozsitit je o pripad, kdy se na jednom
trhu objevi vice prodejcii, ktefi si mohou urcovat svou prodejni cenu.

V prvni kapitole této prace shrneme doposud znamé vysledky tykajici se za-
kladni varianty problému prodavace novin a jeho dvou rozsiteni, ktera se tykaji
moznosti volby ceny produktu a trhu vice prodejcti bez volby cen. V nasledujici
kapitole pak budeme prezentovat vysledky, které jsme ziskali o trhu vice prodejct
s volbou ceny. Z divodu vysoké komplexity problému se zamérime pouze na trh
dvou prodejcii. V posledni kapitole pak predstavime numericky algoritmus, ktery
jsme pro trh dvou prodejcti vytvorili a jeho implementaci v jazyce C#.

1V angli¢tiné se pouzivaji terminy newsboy problem ¢i newsvendor problem.



1. Shrnuti znamych vysledku

1.1 Zakladni model

Me¢jme prodejce, ktery rdno zakoupi libovolné mnozstvi jednoho produktu,
ktery néasledné cely den prodava a vecer prebytecné mnozstvi proda za zbytkovou
cenu. Zavedme nasledujici znaceni:
nakoupené mnozstvi produktu
prodejni cena produktu
nakupni cena produktu
zbytkova cena
nahodna poptavka s nezapornymi hodnotami tj. w > 0
hustota a distribu¢ni funkce nadhodné poptavky
zisk

H= & » 03 =
B!

Aby tloha méla smysl, musi platit s < ¢ < p, pricemz p > 0 a ¢ > 0, ale
s muze byt i nulova ¢ zadporna (v takovém pripadé se jedna o cenu za likvidaci
prebytki). Predpokldddme, Ze prodejce nezna dopredu realizaci ndhodné veli¢iny
w, ale znd jeji rozdéleni. Ukolem prodejce je maximalizovat stiedni hodnotu zisku.
Pritom vsechny tTi ceny jsou fixni, jediny parametr, ktery prodejce miize volit, je
zakoupené mnozstvi. Ziskova funkce méa v tomto pripadé nasledujici tvar:

pw—cq+s(q—w), wSQv
I(g,w) =
pbq — cq, w>q

Ulohu pak mtizeme formulovat v nasledujicim tvaru:

max E,[ll(¢,w)] = Eu[pmin{w, ¢} — g + s max{q — w, 0}]
s.t.g >0

Reseni této tlohy v obecnéjsi verzi, kdy do tlohy vstupuje jesté penalizace
za neuspokojeni poptavky, mizeme najit v praci (Sedina, 2018)). Pro pripad, kdy
nahodna veli¢ina w je absolutné spojita a jeji distribuc¢ni funkce je spojita a
rostouci, je v této praci dokazano, ze mnozina optimalnich feseni je jednobodova

a plati
¢ =F" (p_c>,
p—Ss

kde F~! znaé¢i kvantilovou funkci ndhodné veli¢iny w.

V préci (Sedinal, 2018) miizeme najit feseni i pro pifpad, kdy ndhodn4 veli¢ina
w ma diskrétni rozdéleni. Pripadiim s diskrétni poptavkou se vsak v této praci
vénovat nebudeme.




1.2 Model s volbou prodejni ceny

Prvni rozsiteni, kterému se budeme vénovat, je pripad, kdy si prodejce muze
urcit svou prodejni cenu. Toto rozsifeni je zkouméno v préaci (Sedinal, [2018) a
drive téz v ¢lanku (Petruzzi a Dada), 1999), ze kterého zde budeme vychéazet.

V pripadé moznosti volby prodejni ceny zpravidla predpoklddame, ze jeji vyse
ovliviiuje velikost poptavky. Poptavku pak modelujeme pomoci funkce D(p,e)
s deterministickou ¢asti y(p), ktera realizuje zavislost na cené produktu, a stochas-
tické casti, ktera se realizuje pomoci ndhodné veliciny €. V literatufe se nejcastéji
vyskytuji dva tvary poptavkové funkce, a sice aditivni tvar a multiplikativni tvar.

Aditivni tvar poptavkové funkce je dan nasledujici formuli:

D(p,e) =y(p)+e=a—bp+e,a>0,b>0,

kde € je ndhodna veli¢ina s nulovou stfedni hodnotou a hodnotami v inter-
valu [A, B], A < 0 < B. Predpoklddame, Ze tato veli¢ina ma spojitou hustotu a
rostouci distribuc¢ni funkci.

Multiplikativni tvar poptavkové funkce je dan vzorcem:

D(p,e)=y(p)-e=a-p e a>0b>1,

kde ¢ je ndhodna veli¢ina se stfedni hodnotou rovnou jedné a hodnotami
v intervalu [A, B],0 < A < 1 < B. I pro tuto ndhodnou veli¢inu predpokladdme
spojitou hustotu a rostouci distribu¢ni funkei.

V nasledujicich sekcich se budeme postupné zabyvat obéma moznymi tvary
poptavkové funkce. Multiplikativnimu tvaru se vénujeme proto, ze lépe odpo-
vidd poznatktim z ekonomické teorie. Aditivnimu tvaru se vénujeme, jelikoz je
jednodussi a lze ho pouzit jako lokdlni aproximaci.

1.2.1 Aditivni poptavkova funkce

Zopakujme a rozsifme nejprve znaceni zavedené v sekei [1. 1}

q ... nakoupené mnozstvi produktu

P prodejni cena produktu

c ... nakupni cena produktu

S zbytkova cena produktu

3 nédhodna veli¢ina s hodnotami v intervalu [A, B]
vyjadrujici kolisani poptavky

f, F ... hustota a distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny e

D(p,e) ... poptavkova funkce

II ... zisk

Poptavkovou funkci predpoklddame v aditivnim tvaru, tj:

D(p,e)=y(p)+e=a—bp+e,a>0,b>0.

Cilem prodejce je opét maximalizovat stfedni hodnotu zisku, pricemz predpo-
kladame, Ze prodejce zna tvar funkce y(p) a rozdéleni ndhodné veli¢iny e. Za da-
nych podminek ma pak ziskova funkce néasledujici tvar:



(q.p) = pD(p,e) — cq +slg = D(p,e)], D(pg) < ¢
b=, D(p,e) > q

Stejné jako v (Petruzzi a Dadal,[1999) zavedeme substituci z = ¢—y(p). Potom
mé ziskova funkce tvar:

I(z,p) = {p[?/(f’) +el—clyp) + 2] +slz—¢], e<z
ply(p) + 2] — cly(p) + 2], e

Ocekavany zisk muzeme vyjadrit nasledujicim zptsobem:

EM(zp)] = [ (ply(p) + ] + 5[z = ) (e)de

4 [ plyto) + 21f(€)de — cly(r) + 2] =
/ p) +e| + s[z —¢]) f(e)de+
+ [ lyto) + € ple — D F(e)de — cly(p) + 2] =

:/A ply(p) + €l f(e )de—l—s/(z—s ds—p/ e —2)f(e)de—
ely(p) +2) —c [ (e =)z e [~ (e =

A A

=(p—)ylp) + /AB ef(e)de] — (¢ —s) /Az(z —¢&)f(e)de—
-0 [ (= 2)(ee =
= (=)~ (e =) [ (=) fEMe— (=) [ (e = 2)(e)ae

z

Oznaéme nyni:

B€—Z
<> (b= c)y(p)
L(zp) = (= 9)A() + (p — )O(2)

S novym oznacenim muzeme ocekavany zisk zapsat jako:
E[ll(z,p)] = ¥(p) — L(z,p)

Toto oznaceni ma svij vyznam. Funkce ¥ (p) oznacuje bezrizikovy zisk pro pri-
pad, Ze poptévka bude pro danou cenu predem zndma. Funkce L(z,p) pak vyja-
dfuje ztratu zptsobenou prebytky (1. ¢len) a ztratu zpusobenou neuspokojenim
poptéavky (2. ¢len).

Pripomenme, Ze firma maximalizuje stfedni hodnotu zisku, tedy Tesi optima-
liza¢ni tlohu:

Nb

maxE [M1(z.p)



Pro tucely nasledujicich vypoc¢tt poznamenejme, ze z Leibnitzova integralniho
pravidla (véta [A.2)) plynou nasledujici dva vztahy:

d

&A(z) = F(z)

d

Lo@)= -

Nyni spoctéme prvni dvé parcidlni derivace o¢ekavaného zisku podle promén-
nych z a p.

OE [giz’p” — _aLgZ,p) =—(c=8)F(z)+(p—0o[l - F(2)] =

=—c+s—s+sF(z)+p[l—F(z)] =
=—(c—s)+(p—s)[l - F(2)]

0°E[M(zp)] _
7 — _(p - S)f(Z)
OE[I(z,p)] _ 0¥(p) _ o0
o = O(z) =a+cb—2bp — O(2) =2b(p” — p) — O(2)
2
PEMGD)]
Op?
Symbol p® pfitom definujeme jako p° = %fc

Miuzeme si vSimnout, ze oc¢ekavany zisk je konkdvni v obou proménnych p i z.
Vyuzijeme konkavity v proménné p a vyjadiime ji pomoci proménné z z derivace
ocekavaného zisku podle proménné p:

Resime tedy upravenou optimaliza¢ni tlohu:
max E [[1(z,p(2))]

Stredni hodnotu zisku vyjadreného jako funkci jedné proménné budeme ozna-
¢ovat symbolem II, tedy II(z) = E [TI(z,p(2))].

Reseni pravé formulované tlohy shrneme do nésledujici véty. Véta je inspiro-
vana vétou 1 z prace (Petruzzi a Dada;, [1999), je vSak jeji slabsi verzi. Domnivame
se totiz, ze autori clanku nedokazali plné znéni véty a uvadime tedy pouze ta-
kovou formu, jakou jsme schopni dokézat. U dalsich vét v této kapitole budeme
zpravidla uvadeét pouze odkazy na dikazy, jelikoz tuto kapitolu nepovazujeme
za stézejni ¢ast prace.

Véta 1. Optimalni strategie pro problém prodejce novin s aditivni poptdavkovou
funkci je nakoupit ¢* = y(p*)+2z* kusi zboZi a proddvat ho za cenu p* = p° — @(2’2 ),
kde z* je dana dle nasledujicich pravidel:




1. pro libovolnou distribucni funkci F' lze najit hodnotu z* vycerpdvajicim pro-
hleddvanim intervalu [A,B].

2. Pokud F navic splriiuje podminku 2r(z)*+1'(z) > 0,VA < 2 < B, kde r(-) =
f()/[1 = F()] je tzv. rizikovd funkce, pak z* je bud nejvétsi z na intervalu

[A,B] splnugici ﬁ/(z) =0 nebo z* = A.

3. Je-li splnéna podminka z predchoziho bodu a navic plati a —bc+ A > 0, pak
z* je jediné z z intervalu [A,B] spliugjici 1T (z) = 0.

Diikaz.  Za pomoci vyse uvedenych vysledki a fetizkového pravidla (véta [A.1)
spoc¢teme derivaci funkce II:

I'(z) = (—(c —5)+ <p0 - @2(5) - s> [1— F(z)]) 14

+ <2b <p0 . @2<§>> - @(z)) - 1_;;(2) _

= (e=a+ (15 = G - P = Rl

Nyni si miZzeme viimnout, Ze funkce II ma derivaci ve viech bodech intervalu
[A,B], a tedy je na tomto intervalu spojité. Jelikoz se jednd o uzavieny a omezeny
interval, tedy kompaktni mnozinu, funkce II zde tedy musi dle véty o nabyvani
extrémil na kompaktu (véta[A.3) nabyvat svého maxima (i minima). Z toho plyne
tvrzeni bodu 1.

K identifikaci bodi splnujicich podminku optimality prvniho stupné budeme
hledat nulové body funkce R(z). Vlastnosti této funkce prozkoumame pomoci
vypoctu prvnich dvou derivaci.

R(z)= - py - - O (s =
O [0 e L FER]
e
- o - —ee - 109,

)
kde rizikovou funkei r(2) definujeme pfedpisem r(-) = f(-)/[1 — F(-)].

(s — R/(Z)' ()] —
re) = [T 1)
f(z) —f(2)r(z) — [1 - F(2)]r'(2)
L i re- P |-
=6 1) - e )
V bodech, kde je prvni derivace nulova, se pak druhd derivace zjednodusi na tvar:
I el CACNL®)
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Prvni ¢len vyse uvedeného soucinu je zfejmé zaporny, a tedy pokud bude druhy
¢len kladny, tj. 2r(z)? + r'(z) > 0, potom vSechny body funkce R(z), kde je
prvni derivace nulova budou maxima. Jelikoz spojitd funkce musi mit mezi dvéma
body maxima bod minima, je zfejmé, ze funkce R(z) je bud monotonni nebo
unimodalni, a tedy mé nejvyse dva kofeny. JelikoZ defini¢nim oborem funkce R(z)
je pouze interval [A,B], musi vSechny jeji kofeny leZet uvnitt tohoto intervalu.

Navic R(B) = —(¢ — s) < 0. Z toho plyne, ze pokud ma funkce R(z) pouze
jeden kofen (tedy je monotonni), pak v tomto kofenu se méni znaménko z klad-
ného na zaporné, a tedy se jedna o lokalni maximum funkce II. Pokud mé funkce
R(z) dva kofeny, pak mensi z nich je lokdlnim minimem funkce IT a vétsi z nich
je lokalnim maximem této funkce. V obou ptipadech ma funkce II pouze jedno
lokélni maximum, které je bud jedinym bodem, nebo vétsim ze dvou bodu v
intervalu [A,B], které splnuji podminku R(z) = l:[/(z) = 0. Musime vSak vzit
v tvahu i pfipad, kdy by funkce R(z) byla zdporna na celém intervalu [A; B] (at
uz by v tomto pripadé byla monotonni ¢i unimodalni). V takovém piipadé by
maximum funkee II lezelo v bodé A. Z toho plyne tvrzeni bodu 2.

Funkee IT je unimodélni, pokud R(z) ma pouze jeden koten, a tedy postacujici
podminkou pro unimodalitu funkce IT je R(A) > 0, nebo ekvivalentné 2bR(A) >
0, kde:

2bR(A) = —2b(c — 5) + |2b(p° — 5) — O(A)| - [1 = F(A)]
= —2b(c — s) + [(a + bc) — 2bs + A] - [1 — 0]
=a—bc+ A

Navic jelikoz R(A) > 0, maximum funkce II nemiize lezet v bodé A. Z toho

jiz plyne tvrzeni bodu 3.
O

K uvedené a dokazané veété pridame jesté nékolik poznamek. Rozdil oproti
formulaci v clanku (Petruzzi a Daday, [1999)) je v bodé 2, kde pfipoustime, ze by
maximum funkce II mohlo lezet v bodé A, jelikoz nejsme schopni dokazat, ze
tomu tak nemtze byt. Tato varianta vSak z ekonomického hlediska nedava dobry
smysl. Znamenalo by to, ze prodejce maximalizuje sviij zisk tim, Ze nakoupi presné
tolik zbozi, kolik vi, Ze jisté proda (tedy napriklad tolik vytiskt novin, kolik mé
predplatitell). Domnivame se ovSem, Ze za stavajicich predpokladi, tedy zejména
pokud je hustota ndhodné veli¢iny e spojitd a kladnd na intervalu (A, B) a p > ¢,
plati 36 > 0,Vz € (A, A+ 6) : TI(z) > TI(A). Jinymi slovy pfedpoklddame, ze
se prodejci vyplati zakoupit alesponn néjaké malé mnozstvi produktu navic. To,
ze by takové tvrzeni mélo platit, nam bohuzel fika pouze nase intuice, dikaz se
nam sestavit nepodafilo (ani za pomoci pfidani dodate¢nych podminek). Pokud
by se tento nas predpoklad podafilo dokazat, pak by mimo jiné R(A) > 0 a tedy
tvrzeni bodu 3 by platilo téZ pouze za podminek bodu 2 a bod 3 by se tak stal
zbytecnym.

Jesté dodame, ze podminku bodu 2 predchozi véty spliuji napriklad vsechna
rozdéleni, kterd maji neklesajici rizikovou funkci, coz je pomeérné Siroka trida
rozdéleni zahrnujici naptiklad rozdéleni z ttidy PFy nebo lognormélni rozdéleni.



1.2.2 Multiplikativni poptavkova funkce

Nyni se podivame na pripad, kdy je poptavkova funkce v multiplikativnim
tvaru, tedy:

D(p,e)=y(p)-e=a-p-e,a>0,b> 1.

Obdobné jako v pripadé aditivni poptavkové funkce zavedeme substituci, ten-
tokrat ve tvaru z = q/y(p). Ackoliv zpusob definice z je odlisny od aditivniho
pripadu, vyznam je stejny: pokud z > e, prodejci néjaké zbozi zbude, pokud
z < g, prodejce neuspokoji celou poptavku. Ziskovou funkci pak mizeme vyjadrit
jako:

py(p)z — cy(p)z, £> 2.

Ocekavany zisk ma tedy tvar:

(=) = {py(p)g — eyl + syl —e), e <2,

z

(y(w)e + sy(0) = — N F e+ [ pylp)2f(e)de — (o) =
— [ Iy()e) + sy(p)(z — )l f(e)de+
+ [ )] - e - 2 () - eylr)z =
= [T s e +sy(e) [ = )z = pye) [ (e - 2)p(e)de
—ey(p)z —ey) [ (e = (e +ey(p) [ (e~ 2)f(e)de =
= (=) [ 2f(e)e— (= )y) [ (2 =) f(e)de-

—(p— )y(p) / (e = 2)f(e)de =
~ 0=l =169 [le~ ) |

E [M1(=.p)] = [

A

z

(e -z~ r—c) [ (e - z)f(a)de]

Obdobné jako v pripadé aditivni poptavky muzeme oznacit:

A(z) = /Z(z —¢)f(e)de

o(z) = /ZB(S —2)f(e)de

U(p) = (p—)y(p)
L(z,p) = y(p)l(c = s)A(z) + (p — ¢)O(2)]

Znaceni se oproti aditivnimu pfipadu lisi pouze v definici L(z,p), ve které
ptibyl ¢len y(p). S timto oznacenim muzeme ocekavany zisk opét zapsat jako:

E[I(z,p)] = ¥(p) — L(2,p)

Proces hledani optimalniho feSeni je podobny tomu v pripadé aditivni po-
ptavky a je uveden v (Petruzzi a Dada), |1999). Zde tedy shrneme pouze vysledky.
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Lemma 2. Pro pevné z je optimdlni cena ddna nasledujicim vzorcem:

e

plz) =p"+
kde p° = be/(b—1).

Diikaz. Viz (Petruzzi a Dadal, [1999).
[

Veéta 3. Optimdlni strategie pro problém prodejce novin s multiplikationi po-
ptavkovou funkci je nakoupit ¢* = y(p(2*))z* kusi zboZi a proddvat ho za cenu
p* = p(z*) definovanou pomoct lemmatu@ kde z* je ddna dle ndsledujicich pra-
videl:

1. pro libovolnou distribucni funkci F' lze najit hodnotu z* vycerpdavajicim pro-
hleddvdnim intervalu [A,B].

2. Pokud F navic spliuje podminku 2r(z)* + 1'(z) > 0,YA < 2z < B, kde
r(-) = f(-)/[1 = F(")] je rizikovd funkce, a navic b > 2, pak z* je jediné z
z intervalu [A,B] spliujici:

Diikaz. Viz (Petruzzi a Dadal, [1999).

1.3 Trh vice prodejcii bez volby cen

v této sekci budeme vychazet zejména z prace (Krch, 2018). Budeme se za-
byvat prechodem od jednoho prodejce k obecné n prodejcim. Tim se dostavame
do oblasti teorie her. Zavedeni zakladnich pojmi teorie her bude hlavnim cilem
této sekce.

Nejprve popiSeme problém a zavedeme nové znaceni. Predpoklddejme, zZe
mame trh, na kterém figuruje n prodejcti. Zbozi téchto prodejci je podobné, niko-
liv vSak stejné. Substituce mezi jednotlivymi produkty je tedy mozna pouze ¢as-
teéné. Predpokladdame tedy, ze zédkaznik ma svého preferovaného prodejce (tedy
svij preferovany produkt). Pokud prodejci jiz zbozi doslo, zakaznik se rozmysli,
zda prejde k jinému prodejci a zakoupi obdobny produkt, nebo trh opusti. Pokud
zakaznik prejde k jinému prodejci a ani u toho neporidi, pak jiz nezkousi zakoupit
zbozi u dalstho prodejce, ale vzdy trh opousti.

Pro popsany problém zavadime nésledujici znaceni:
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q; ... mnozstvi produktu zakoupené prodejcem ¢

Di ... prodejni cena pro prodejce ¢

i ... nakupni cena pro prodejce ¢

S ... zbytkova hodnota neprodaného zbozi prodejce ¢

w; ... nahodné poptavka po zbozi prodejce i s nezapornymi
hodnotami, tj. w; > 0,V:

fi, F; ... hustoty a distribuc¢ni funkce nahodnych veli¢in w;

I1; ... zisk prodejce ¢

Aby tloha méla smysl a vyhnuli jsme se trivialnim reSenim, predpokladame, ze
pro vyse definované veli¢iny plati s; < ¢; < p;. Dale predpokladame, ze nahodné
veli¢iny w; maji spojité hustoty a rostouci distribu¢ni funkce. Pro zjednoduseni
ulohy pak predpokladame, Ze ndhodné velic¢iny w; jsou nezavislé.

Jak jsme jiz zminovali, v pripadé, ze poptavka po zbozi nékterého prodejce je
vyssi, nez mnozstvi zbozi, které tento prodejce zakoupil, neuspokojeni zakaznici
mohou prejit k ostatnim prodejcim. Pravdépodobnost, ze neuspokojeny zakaz-
nik prejde od prodejce ¢ k prodejci j oznacime jako +; ;. Na pravdépodobnosti
prechodu klademe néasledujici predpoklady:

1.0y, <1lproij=1,...,n
2. vi,0 =0
3. 0< Z?:l Yig < 1

Tteti predpoklad tedy tika, ze neuspokojeny zakaznik muize trh rovnou opus-
tit, aniz by hledal za své zbori nahradu.

1.3.1 Elementy teorie her

Situaci, kdy na jednom trhu mame n prodejct (v obecném smyslu n hrdci),
ktefi si navzajem konkuruji, nazyvame hrou. Kazdému prodejci ptriradime mno-
zinu moznych strategii, kterou pro prodejce ¢ oznacime X;. Jednotlivé strate-
gie budeme znacit z;. V nasem pripadé jsou strategiemi zakoupend mmnozstvi,
tedy z; = ¢; a X; = [0,U;], kde U; oznacuje maximdlni mnozstvi zbozi, které
muze zakoupit prodejce i. Abychom vSak definice zavedené v této sekci mohli
vyuzivat i v dalsi kapitole, budeme pro strategie a jejich mnoziny uzivat abs-
traktni oznaceni. Kartézsky soucin mnozin strategii vSech prodejci oznacime
X = X', X,. Dédle oznacime vektor strategii vSech prodejcti kromé i-tého jako
x;_ = (T1,...,Ti—1,Tis1,--.,Tpy) & prostor strategii vSech prodejct kromé i-tého
jako X;_ = Xy x -+ x X;_1 X X;41 X -+ x X,,. Z pohledu prodejce ¢ je mnozina
X rozdélena na mnozinu strategii X;, ze kterych mtze volit, a mnozinu strategii
X,_, nad kterou nemé zadnou kontrolu.

Cilem kazdého z prodejcti je vybrat vhodnou strategii tak, aby v jistém smyslu
dosahl optima. K tomuto tucelu kazdy z nich pouziva mnozinu rozhodovacich
pravidel. Ta budeme definovat shodné s praci (Krch, [2018]):

Definice 1. Rozhodovacim pravidlem pro i-tého hrdce rozumime mnoZinové zob-

razeni C* : X;_ = X;, které prirazuje mnoZinu moZnyjch strategii C*(x;_) pro hrd-
ce i na zdkladé strategie ostatnich hracu a;_.
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Tato pravidla tedy stanovi podmnozinu moznych strategii i-tého prodavace
na zakladé strategii vSech ostatnich prodavacti. Abychom pro dany pripad mohli
mnozinu rozhodovacich pravidel konkretizovat, musime zavést vyplatni funkci.
Pro tu mame v obecném pripadé pozadavek, aby ocenovala rozhodnuti hréace
v zavislosti na zvolenych strategiich ostatnich hraci. Kazdy hrac¢ ma svou vlastni
vyplatni funkci ¢, : X — R, jako ® : X — R” pak oznacujeme vyplatni funkci
vsech hract. V nasem pripadé slouzi jako vyplatni funkce stiedni hodnota zisku,
tedy ®;(x) = E II;(x) = E II;(g). Nyni mizeme zavést takzvanou hru v normal-
nim tvaru:

Definice 2. Jako hru v normdlnim tvaru oznacujeme trojici (N, X, ®), kde N =
{1,...,n} je mnoZina hrici, X je mnoZina strategii a ® je viplatni funkce.

Hru v norméalnim tvaru definujeme na rozdil od (Krch, 2018) pomoci vy-
platni funkce, nikoliv pomoci ztratové funkce, jelikoz v celé této praci pouzivame
konzistentné maximalizac¢ni pristup k optimalizaci. Tato verze definice hry v nor-
malnim tvaru neni v literatufe ojedinéla, stejné je uvedena naptiklad v knize
(Leyton-Brown, [2008]).

V dalsi definici zavedeme nejlepsi odpovéd:

Definice 3. Nejlepsi odpovedi i-tého hrdice na smisenou strategii ostatnich hrdaci
z,— € X,;_ je takova strategie x} € X;, pro kterou plati:

\V/ZEZ' c Xz : (I)Z(ZE;.(,ZL'Z_) Z CI)Z([EZ,ZL‘Z_>

Nyni mtizeme predefinovat mnoziny rozhodovacich pravidel jako:

C'(2m) = {371 € X, : ®i(w;, x;—) = sup ‘I%'(x,l"i)}
zeX;
7 této definice je zfejmé, ze mnoziny rozhodovacich pravidel jsou totozné
s mnozinami nejlepsich odpovédi. Zbyva zavést posledni definici a tou je Nashovo
ekvilibrium:

Definice 4. Pro hru v normdlnim tvaru rekneme, Ze * € X je Nashovo ekvilib-
rium, pokud plati:

Vi € N, Yw € Xz : (I)l(.rl,l’z_) 2 @i(w,xi_)

Strategie = je tedy Nashovym ekvilibriem, pokud pro kazdého hrace plati, ze
x; je nejlepsi odpovedi na x;_.

1.3.2 ResSeni problému

Vratme se nyni k problému konkrétné uvedenému na pocatku této sekce. Jeho
reseni je popsano podrobné véetné dukazu v praci (Krch, [2018). Uvedeno je tam
ve dvou ¢astech, nejprve pro trh dvou prodejcii a nasledné obecné pro n prodejcti.
Jelikoz trh bez volby cen pro nas stale neni stézejnim problémem, v této casti
shrneme pouze hlavni vysledky o trhu n prodejcti. Namisto abstraktniho oznaceni
pismenem x pro veli¢iny tykajici se strategii budeme nyni jiz pouzivat pismeno
q, zdiraznujici vztah k zakoupenym mnozstvim.
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Abychom mohli k danému problému pristupovat jako ke hfe v normalnim
tvaru, potfebujeme najit tvar vyplatnich funkci vSech prodejcti. Témi, jak jsme
zminili, jsou stfedni hodnoty zisku. Jejich tvar bychom nyni rddi formulovali
podobné jako v sekei [I.1] avSak kromé vlastni poptavky kazdého prodejce do ni
musime zahrnout jesté zakazniky preslé od ostatnich prodejcti. Zavedeme proto
takzvanou efektivni poptavku:

Wi =w; + Y vi(w; —q;)"
£
i

S jeji pomoci pak muzeme formulovat stfedni hodnotu zisku jako:

E.I1i(q) = Eup min{wy, ¢;} + si(q; — i)™ — cigs

Se znalosti tvaru stfedni hodnoty zisku jiz mizeme vyslovit prvni vétu o tvaru
mnoziny nejlepsich odpovédi.

Véta 4. Necht mame hru prodejci novin v normdlnim tvaru s mnozZinami strategii
X; a vygplatnimi funkcemi I1; pro i =1,... ,n. Necht navic plati P(w¢ < U;) = 1.
Pak mnoZiny nejlepsich odpovéd{ﬁ(qi,) jsou pro kaZdé i jednoprvkové mnoziny.
Navic prvek qf € éi(qi_) splniuje rovnost

bi — G
Pi — Si

Pl <q7) =

Dikaz. Upravime dikaz véty 3.1 z prace (Krch, 2018)), aby vyhovoval nasi ma-
ximaliza¢ni formulaci problému, a rozsitime ¢ast diskutujici existenci optima.

Spocteme derivace vyplatni funkce I1;(g;, ¢;—) dle zakoupeného mnozstvi z;.
Nejdrive vsak upravime vzorec pro ziskovou funkci:

Ew I, ¢i-) = Ewpimin{wf, ¢:} + si(¢ — wi) " — ciqi =
=Eupi (Qi — (g — wf)+) +5i(g —wi)" —cigi =
= (pi — i) — (pi — 5i) Bl — i)™

Prvni dvé derivace ziskové funkce jsou rovny:
OB Wi(qi, qi)
9q;

0*E (g, i)
dq?

= (pi — ci) — (pi — 53) P(wi < @)

= —(pz' - Si>fie(Qi)

Z vypoctené druhé derivace je zfejmé, ze vyplatni funkce jsou ryze konkavni v ¢;.
Navic hodnota prvni derivace v bodé 0 je rovna (p; — ¢;), tedy je kladné, a v bodé
U; je rovna —(¢; — s;), tedy zédpornd. Optimalni odpovéd tedy vzdy existuje, je
jednoznacnd a lze ji nalézt jako nulovy bod prvni derivace, z ¢ehoz jiz plyne tvr-
zeni véty.

]

Mizeme si vsimnout, zZe jelikoz pracujeme s efektivni poptavkou, ziskavame
podobny vysledek jako v kapitole [I.1] Vztah uvedeny v predchozi vété déva téz
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nutnou podminku pro splnéni Nashova ekvilibria. Levou stranu této podminky
nyni upravime:

P(wi < ¢;) = P(wj < gjlwi < a7) Plwi < 27) =
(1 —=P(wi > gilwi < ¢])) P(w; < ¢f) =
P

(wi < q7) = Plw; < ¢ <wj).

Po této tpravé mizeme nyni vyjadrit nutnou podminku pro splnéni Nashova
ekvilibria jako
Pi — G
pi—Si
V této formulaci je lépe vidét vyvoj nakoupeného zbozi prodejcem ¢ pii rozsireni
problému na n prodavac¢t. Prvni ¢ast P(w; < ¢}) totiz odpovida problému jednoho
prodejce a druhd ¢ast P(w; < ¢ < wf) upravuje prvni hodnotu o dodate¢ny previs
poptavky nad nabidkou u ostatnich prodejci.

Nyni néas bude zajimat, jak se méni nejlepsi odpovéd i-tého prodejce pri zméné
nakoupeného mnozstvi ostatnimi prdejci. Jelikoz je efektivni poptdavka linearni
funkci vyrazi (w; — x;)*, omezime se na zkoumdani zmény nejlepsi odpoveédi i-
tého prodejce pii zménach nakoupeného mnozstvi prodejcem j. Pro tento tcel
rozdélime efektivni poptavku na dvé nezavislé nahodné velic¢iny:

Plw; <¢) —Plw; < ¢ <wf) =

wi =w; + Z Vi (W — Qi) +V50(w; — ;) = w;j + w;f
k=1,k=i,k%j b

—J
w;

+
wj

Rovnost pro nejlepsi odpovéd danou vétou [4] miiZzeme napsat také jako

* p’L_C’L
wa(qz) :F7]+w (QZ> i — S (11>

kde F,(z) oznacuje distribu¢ni funkci prislusné nahodné veli¢iny v bodé z.
7Z nezévislosti nové uvazovanych ndhodnych veli¢in w; ? a u)j+ muzeme pro vy-
pocet distribu¢ni funkce jejich sou¢tu pouzit vétu o konvoluci [A4] Distribu¢ni

funkci efektivni poptavky pak upravime néasledovné:

K _J‘H’-’ (ql) LOO Fw+(qZ* - q)fwl_J (Q)dq =
_ / <qz —dq + qj> ][QS(]Z]fw;j (q)dq —
B / (qz — qj) fo-(a)dg.

Abychom ziskali zavislost nejlepsi odpovédi i-tého prodavace na mnozstvi
zbozi zakoupeného prodavacem j, je potfeba derivovat obé strany rovnice
s dosazenim pravé odvozeného tvaru distribucni funkce. V praci (Krchj 2018) je
proces derivace rozepsan, my uvedeme pouze vysledek:
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dq;

dq; ooy L ) )
= 30 Fi(a;)f,-(q7) + - P(wj > ¢j) fugiw;>q; (@) | + P(w) > @5) furiw;>q; (47)
J 75t

*
i

71s-

. , . . , 0
Polozenim odvozeného vztahu rovno nule a osamostatnénim vyrazu -
J

kéame hledany vztah pro nejlepsi odpoved i-tého hrace:

ox} = —v7,0 Pw; > C]j)fwg|wj>qj(qf)
(93U] ? /Y],ZF](Qj)fwl—J (q:) ‘I‘ P(CA)] > qj)fwzele>qj (Qz*)

Nova zjisténi shrneme v nasledujici véte:

(1.2)

Véta 5. Necht mdme hru n prodejci v normdlnim tvaru. Optimdlni hodnota
qf mnoZstvi nakoupeného zboZi prodejcem i pri hodnotdch mnozstvi zakoupeného
zboZi ostatnimi prodejci qi— = (q1,- .-, ¢i—1,i+1, - - -, qn) je nerostouct funkci g;
pro j # 1.

Diikaz. Diukaz plyne z toho, ze prava strana rovnice ((1.2) je nekladné.
O

V préaci (Krch, [2018)) je dokazano, ze v disledku predchozi véty existuje dolni
hranice pro optimalni mnozstvi zbozi zakoupeného prodejcem i, kterd je rovna
optimalni hodnoté zakoupeného zbozi prodejcem i bez uvazovani ostatnich pro-
dejct na trhu, tedy

v — P <P—C> _
‘ Di — i

Na zaver této sekce uvedeme dveé stézejni véty prace (Krch, 2018) o existenci
a jednoznacnosti Nashova ekvilibria na trhu vice prodejcti.

Véta 6. Ve hre n prodejci v normdlnim tvaru existuje Nashovo ekvilibrium.

Diikaz. Viz (Krch, 2018) véta 3.4.
[

Véta 7. V wvaZované hre n prodejci v normdlnim tvaru ezistuje jednoznacné
Nashovo ekvilibrium, pokud plati 35_, vi; < 1 pro kaZdé i.

Diikaz. Viz (Krch, 2018) véta 3.7.
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2. Trh vice prodejctu rizeny
cenami - teoreticka cast

V této sekci se budeme snazit spojit dvé rozsiteni klasického problému pro-
davace novin z predchozi kapitoly, a sice Tizeni poptavky cenou a rozsiteni poctu
prodejcti. Nepodarilo se nam nalézt zadnou literaturu, kterd by se tomuto tématu
vénovala, veskeré dalsi vysledky jsou tedy produktem nasich vypocti. Vypocetni
postupy jsou vsak Casto inspirovany témi z predchozich modelti, jmenovité tedy
pracemi (Krch, [2018)), (Sedina, [2018) a (Petruzzi a Dada 1999). Modely, které
v této kapitole formulujeme, jsme vytvorili jako pokud mozno primocaré rozsiteni
modelt z predchozich kapitol, nemusi se vSak shodovat s ekonomickou teorii.

Predstavme si nyni trh s prodejci, ktefi prodavaji kazdy jeden produkt. Pro-
dejce oznacime ¢isly ¢ = 1,..., n. Pfedpokladejme, Ze produkty jednotlivych pro-
deject jsou si navzajem podobné, avsak nejsou totozné. Substituce mezi produkty
je tedy mozna jen castecné. Poptavka po téchto produktech je nahodné a zavisi
na jejich cené. Ukolem vech prodejcti je maximalizovat stfedni hodnotu zisku
vhodnou volbou vyrobeného mnozstvi produktu a jeho ceny. Zavedme nasledujici
oznaceni:

Qi ... mnozstvi produktu zakoupené prodejcem ¢

Di ... prodejni cena pro prodejce ¢

U; ... maximalni moznda prodejni cena pro prodejce ¢

i ... vyrobni cena pro prodejce ¢

S; ... zbytkova hodnota neprodaného zbozi prodejce @

E; ... nahodn4 veli¢ina s hodnotami v intervalu [A;, B;]
vyjadrujici kolisani poptavky prodejce i

fis F; ... hustoty a distribu¢ni funkce ndhodnych velicin ¢;

D;(pi,e;) ... poptavkova funkce prodejce i

I1; ... zisk prodejce i

Aby tloha méla smysl a vyhnuli jsme se trividlnim resenim, predpokladame, ze
pro vyse definované veliciny plati ¢; < p; < u; a s; < ¢;. Dale predpokladame, ze
nadhodné veli¢iny ¢; maji spojité hustoty a rostouci distribuc¢ni funkce. Pro zjed-
noduseni tlohy pak predpokladame, ze nahodné velic¢iny ; jsou nezavislé.

Déle zavedeme vektorové oznaceni ¢ = (q1,...,qn), ---, € = (€1,...,6n) &
g =(q, - Qi1,Gis1s 5 n)y s € = (€1, Ei1,€igls -+ s En)-

Poptavkové funkce mizeme predpokladat v aditivnim tvaru, tj.

Di(p.&i) = yi(p) + & = a; — bip; + > _ di jpj + &4,
=1
7
b; > O,dm‘ > O,Bl >0 > Az > bu; — de’Cj — a;, Ee = 0,
j=1

i
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nebo v multiplikativnim tvaru, tj.

b B d; ;
Di(p,ei) = yi(p) - &i = a; - p; b Hpj g,
=1
7
ai>0,bi>0,di7j >0,Bz>1>AlZO,EEz21

Nemtze-li byt poptavka uspokojena, predpoklddame, ze zakaznik, na kterého ne-
zbyl produkt prodejce i, bude poptavat produkt prodejce j s pravdépodobnosti
prechodu 7; ;(p; ) (tedy pravdépodobnost pfechodu zavisi na cendch vsSech kon-
kurenc¢nich vyrobkii, ale nikoliv na cené vyrobku, ktery si zakaznik ptivodné pral
zakoupit). Z technickych divodi zavadime predpoklad ~; ;(p; ) > 0,Vi,j.p. Za-
kaznik neuspokojeny na druhy pokus z trhu odchazi.

Za takto definovanych predpokladi o chovani zédkaznikt muzeme pro kazdého
prodejce definovat jeho efektivni poptavku. Ta reprezentuje skutecny pocet za-
kazniki, kteri poptavaji produkt kazdého prodejce, véetné zakaznikt jiz prislych
od konkurencnich prodejcti. Plati pro ni nasledujici vztah:

Di(p,e.q;) = Di(p.ci) + ) _;i(p;) - (D;(p.gj) — ¢;)"
—
=
Stredni hodnota zisku, kterou se prodejci snazi maximalizovat, ma pak tvar:

E.[IL(p, q)] = E.[pimin{D{(p, e, q; ); ¢:;} + simax{q; — D{(p, e, q; ); 0} — c;q;]

2.1 Trh dvou prodejci s aditivni poptavkou a
kone¢né mnoha cenami

Problém uvedeny na pocatku této kapitoly je prilis komplexni na to, abychom
ho dokéazali Tesit. Zavedeme proto nékolik zjednoduseni, které nam pomohou fe-
Seni nalézt. Tato zjednoduseni bohuzel budou na tikor obecnosti problému.

(P1) na trhu se nachazi pouze dva prodejci, tedy n = 2.

(P2) Prodejci si mohou vybrat pouze z koneéného mnozstvi cen, tedy p; €
Di1y -5 Dik;s kz € N,V'& € {1, e ,n}.

(P3) Pravdépodobnost prechodu od prodejce i k prodejci j je konstantni, tedy
Vi,j = konst.

Na tento pripad se nyni zamétime a budeme ho studovat z pohledu prodavace
c¢islo 1. Z pohledu prodavace cislo 2 by situace vypadala symetricky. Prodavac
¢islo 1 mé za vysSe uvedenych predpokladt osobni poptavku po svém produktu
Di(p,e1) = a3 —byp1 +dip2+&1 (jelikoz jsou prodejci pouze dva, zjednodusujeme
znaCeni d; ; na d;). v pripadé nedspéchu u druhého prodavace prejde zakaznik
k prvnimu prodavaci s pravdépodobnosti 0 < 753 < 1. Tato pravdépodobnost
prechodu nemusi byt rovna jedné, jelikoz zakaznik se mize po netspéchu u dru-
hého prodavace rovnou rozhodnout trh opustit. Pozadavek, aby pravdépodobnost
prechodu byla kladna je spise technického charakteru.
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Efektivni poptavku prvniho prodejce mizeme vyjadrit jako:

D{(p,e,q2) = Di(p,e1) + 721 - (Da2(p,e2) — q2)*

Prodavac 1 tedy tesi ulohu:

max Es[Hl (p7 Q)] =
= max E.[py min{D}(p, €, ¢2); 1 } + s1 max{q: — DS(p,€,¢2); 0} — c1¢1]

Pro dané p a g miizeme situaci rozdélit na ctyri pripady:
1) Dy <q ANDy>gqy (prvnimu prodejci zbyvd, druhému chybi)
2) Dy < ¢ ANDy<gq (obéma prodejcim zbyvi)
3) Di>q ADy>¢qs (obéma prodejcim chybi)
4) Dy >q AN Dy <@ (prvnimu prodejci chybi, druhému zbyva)
Pritom napriklad D; = Di(p,e1) = a1 — bipy + dipo + 61 < ¢ & ¢ <
q1 — dip2 + bipy — ay.
Pro uvedené ctyri pripady mame nasledujici vyjadreni ziskové funkce (funkce
uvadime pro zjednoduseni bez parametri):
1) T} =piDy +pimin{ye; - (Dy — q2), 1 — D1} +
+51(qg1 — D1 =21+ (D2 — q2))" — a1
2) I =pDi+s1(g — D1) — i
3) I =pigg — g
4) Mi=pig —aq
Stredni hodnotu zisku tedy mizeme zapsat pomoci nasledujiciho vztahu:

EE Hl(pl, QI) =E [H% ' I[D1SQ1/\D2>Q2] +oet 1—1111 ' ][D1>Q1/\D2§llz]] =
a-vi(p) B2
= / Py (P) +€1)+
Aq q2_112(p)
+prmin{ye1 - (€2 + 42(P) — ¢2), @1 — y1(P) — &1+
+s1(q1 — y1(P) — &1 — 121 (12(P) + &2 — ¢2)) " — c1qudFa(e2) dFy(e1)+

qa—y1(p) [ra2—y2(p)
+ / (yi(p) +e1) + s1(qn — ya(p) —e1)—

A Ag

B By
—c1q1 dFy(e2)dFy(e1) + @ — c1qn dFs(e2)dFi(e)
q1—y1(p) /A2
Nyni oznacime:
@ —y(p) —¢
Sa(qr,prrer) == y;( )78 | g w(p)
2,1

Dale rozepiseme minima a maxima z predchoziho vztahu:

(@ —y(P) —e1 =721 (v2(P) + 2 — )" =

_Ja— u(P) —e1 — 21 (2(p) + €2 — q2), €2 < da(qu,p1,61)
0, jinak
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min{yo1) - (42(P) + €2 — @), 1 — n1(p) — &1} =

_ Yo1(P) - (y2(P) + €2 — q2), €2 < 02(q1,p1,€1)
q1 — yl(p) — &1, jinak

Stredni hodnotu zisku tedy miuzeme zapsat jako:

q1—y1(p) rBa
E.ILi(p1, 1) = /A /A p1(yi(p) + 1) — crqn dFs(e2)dFi(e1)+
1 2

a1 —y1(p) /q2—y2 (p)

+ B i s1(qn — y1(p) — e1) dFy(e2)dFi(e1)+
1 2
q1—y1(p) d2(q1,p1,€1)
+ / si(qr — y1(p) — 1) dFa(e9)dFy(e1)+
Ar a2—y2(p)
q1—yi1(p) B2
* Lo e —n(p) 1) dF(e)d R () +
A 02(q1,p1,€1)
q1—y1(p) [d2(q1,p1,€1)
+(p1 — 51)/ / 72,1@2(19) + &9 — x9) dFy(e9)d Fi(e1)+
Aq q2—y2(p)
B Bo
+(p1 — 01)/ q1 dFy(g2)dFi(e1)
q1—y1(p) J A2

v ; v (o @ —y1(p) rBs v
Pr{ctgn}m a odgctezum cleriu I4, / f52(q1@1751) 81(651‘ —y1(p) — €1) a dalsimi
drobnymi tpravami miizeme predchozi vztah zjednodusit:

q1—y1(p)
E.Li(pr,qn) = /A p1(y1(p) +€1) — arqn dFi(e1)+
q1—y1(p)
+81/A ¢ —yi(p) —e1dFi(er)+

q1—y1(p) rBe
+(p1 — 51) /A /5 @1 — y1(p) — 1 dFy(e2)dFi(e1)+
1

2(q1,p1,61)

qa1—y1(p) r2(q1,p1,61)
+(p1 — 81)/ / Y21 (y2(P) + €2 — q2) dFs(e2)dFi(e1)+
Ay q2—y2(p)
Bs

+(p1 —01)/ ¢ dFi(e1)

q1—y1(p)
Pro zjednoduseni zapisu jesté provedeme nasledujici substituci:
z1:=q1 — Y1(P), 22 := q2 — Y2(P)

V kontextu problému kamelota s poptavkou zavislou na cené se jedné o standardni
substituci. Stfedni hodnota zisku bude mit nyni nasledujici podobu:

zZ1 Bl
E.Ii(p1,21) =, /A y1(p) +e1dFi(e1) + p1(z1 + i (p)) dFe)+

Z1

z1 po2(z1,61)
+(p1 — 51) /A / Yo (€2 — 22) dFy(e2)dF(e1)+
1 z2

21 B2 Z1
+(p1 —81>/A /5 Z1 —€1dF2(82>dF1(€1)—|—81/ 21— €1 dF1(€1)—
1

2(z1,61) A

—ci(z1 +y1(p)),
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kde misto funkce d5(q1, p1,€1) nyni pouzivame zjednodusenou podobu se dvéma
argumenty:
21— &1
72,1

Nyni se na problém podivame opét z pohledu teorie her. Jedna se o hru dvou
hract v normalnim tvaru se strategiemi z; = (p;, 2;). Pro z; nemé smysl uvazovat
hodnoty nizsi nez A; avsak vlivem moznych prechodu zdkazniki od konkurenc¢niho
prodejce ma smysl uvazovat hodnoty vyssi nez B;. Konkrétné ma smysl uvazovat
hodnoty nejvyse do B; +;,:(B; — z;). Tento soucet ma nejvyssi moznou hodnotu,
pokud z; = A;, oznac¢ime tedy B; = B; + v;:(B; — A;). MnoZinami strategif
jsou tedy mnoziny X; = {pi1,...,p14} X [Ai, Bi]. Nasim tkolem nyn{ bude
nalézt mnozinu nejlepsich odpovédi jednotlivych prodejct (pro jednoduchost opét
budeme postupovat z pohledu prvniho prodejce). Tu nalezneme jako mnozinu
reseni nasledujici optimalizacni tlohy:

52(21751) =

+ZQ

n%,ax{mzax E.ILi(p1, 21)}

s.t.p; € {lea SR 7p1,k1}
21 € [Alagl]

Maximalizace pres parametr p; je pouze vybérem z konecné mnoha prvki
a lze ji tedy realizovat porovnanim vsech hodnot. Budeme se tedy soustredit
na maximalizaci vnitini funkce pfi pevném p;, tedy:

leaX E. Hl(pla 21)
S.t.Zl € [Al, Ez]

K fesSeni této tlohy vypocteme prvni dvé derivace podle proménné z;:

OE. Hl(pla 21)
821

= () + 20+ [ filen)der-
-1y (p) + z1) f1(z1)+
+(p1 — 51)71 /:(21 — ¢e1) fo(da(21,€1)) fi(e1) der+

)

B>

+ f2(52)f1(€1)d521 dey + 51 /AZ1 filer)der + ¢ =

52(21751)

=N 5 f1<51)d51+ P1 — S1 / /52(,21,51 2(e2) fi(e1)deader+
+51 /A f1(€1)d€1 —C =
= pl(l - F1(2’1)) + (p1 - 81) /A f1(€1)(1 - F2(52<2’1, 51))(151 + 81F1(21) —C =

=pP1—Ca— (pl - 81) /: F2(52(2’1,51))f1(51)d€1
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o E. Hl(pla 21)
023

+(p1 = 1) [/52 fa(€2) fr(e1)des + /: —f2(52(21,81))f1(51)1d€1] =

72,1

= —p1filz1) + sifi(z)+

= —(p1 — s1) f1(z1) + (p1 — 51) lfl(zl)u — F(29))

—711 AZ: f2(52(31751))f1(51)d511 =
= —(p1 — 51) [F2(Z2)f1(21) + ’y; /I: f2(52(21,51))f1(€1)d€1] <0

Druhé derivace dle proménné z; je zfejmé nezapornd, tedy stiedni hodnota
zisku je konkavni v proménné z;. Z toho plyne, ze pro dané p; existuje jednoznacné
urc¢end optimdlni odpovéd prvniho prodavace na strategii druhého prodavace.
Tento vysledek shrneme do nasledujici véty.

Véta 8. Méjme trh s aditivnd poptdvkovou funkci spliujici predpoklady (P1),
(P2) a (P3). Oznacme prodejce cisly [i, j| € {[1,2],[2,1]}. Necht hustoty f; a f;
jsou kladné na svijch nosicich s vyjimkou nejvyse krajnich bodu. Predpoklddejme,
Ze prodejce j zvolil strategii xo = (pa,29). Pak nejlepsi odpovédi prodejce i je
strategie xf = (25, p?), kde pf a zf vypocteme ndsledujicim zpisobem.:

1. Pro kazdé l € 1,... k; ziskame z;; jako Teseni rovnice:
Zil
pig — ¢ — (pig — 54) /A_ F(6(zi0, pig, €:)) fi(€i)de; = 0
Resend této rovnice vidy existuje a je jednoznacné.
2. Vybereme I* € {1,..., k;} takové, pro které md vijraz

E. H1(pi,l, Zz',l)

mazimalni hodnotu. Toto I* nemusi byt jednoznacné, a tedy mnozina nej-
lepsich odpovédi nemusi byt jednobodovd, vidy je vsak konecnd.

3. Definujeme 2} = z; 1+ a p; = pis=.

Zname-li zvolenou strategii prodejce j a nejlepsi odpoved prodejce i, miZeme do-
pocist optimdlni zakoupené mnoZstvi i-tého prodejce jako qf = vy;(p},p;) + 27

Diikaz  Situace mezi obéma prodejci je symetrickd, tedy BUNO zvolme i = 1,
j=2.

Zaméfme se nejprve na vypocet z; pfi pevném p;. Pozadované z;; pocitame
jako nulovy bod prvni derivace, tedy pokud bude takovy bod existovat, bude
zfejmé optimalni volbou pro dané p;;. O druhé derivaci vime, Ze je nekladna.
Pro z; = A; nebo z; = B; se miize stat, ze je druha derivace skutecné nulova.
Pokud vsak z; € (Ay, By), pak v dusledku predpokladu kladeného na hustoty f;
a fy je hodnota zavorky kladnd (vzdy je kladny alespon jeden z vnitinich ¢lent),

21



a tedy druha derivace je zaporna. Tedy stfedni hodnota zisku je ryze konkavni
v proménné z; na intervalu (A, By). Navic prvni derivace stfedni hodnoty zisku
je pro z; = Aj rovnd p; — c1, a tedy kladna. Naopak pro z; = B; je derivace
stfedni hodnoty zisku rovna —(¢; — 1), tedy zdporna. Z toho plyne, zZe derivace
stfedni hodnoty zisku m4 na intervalu [A;, B1] pravé jeden nulovy bod, ve kterém
prodejce dosahuje maxima.

Pro kazdé p;; mame tedy jednoznacné urcené z;;, a tedy i jednoznacné ur-
¢enou stfedni hodnotu zisku. Jelikoz [ vybirdme z koneéné mnoziny, musi byt i
mnozina nejlepsich odpovédi konecna a neprazdna. Nelze vsak tvrdit, Ze je jed-
nobodova, jelikoz hodnoty zisku mohou byt pro dvojici ruznych strategii shodné.

O

Nyni bychom radi védeéli, zda na trhu existuje néjaké ekvilibrium, pripadné zda
je toto ekvilibrium jednoznac¢né. V pripadé trhu bez volby cen je dalsim krokem
k dikazu existence ekvilibria dikaz, ze zakoupené mnozstvi prvniho prodavace je
klesajici v zakoupeném mnozstvi druhého prodavace. Nicméné v nasem pripadé
jsou strategiemi dvojrozmérné vektory a optimalni strategie nemusi byt ani jed-
noznacné urc¢ena. Navic s ménici se strategii druhého prodejce se nyni méni jak
z1 tak i py, o jejichz zménach nemame na zakladé doposud ziskanych vysledki
vlastné zadnou informaci. Z téchto divodi nejsme pro tuto situaci existenci Na-
shova ekvilibria dokazat.

V nésledujicich sekcich rozebereme nékolik obmén a rozsiteni, které by bylo
mozno v modelu ucinit. Konkrétné rozebereme moznost relaxace podminek (P2)
a (P3) a podivame se, jak by model vypadal v pripadé multiplikativni poptavky.

2.2 Spojity vybér ceny

V této sekci se podivame, co by se zménilo, pokud bychom misto vybéru
z kone¢né mnoha cen uvazovali cenu jako spojity parametr, tedy prodejce ¢ by
mohl nastavit libovolnou cenu p; > ¢;.

Ulohu se budeme snazit fesit podobné jako v sekci Ziskova funkce z1-
stava stejnd jako v sekci tedy:

zZ1 Bl
EcILi(p1, 21) =p1/A y1(p) +e1dFi(e1) + pi(z1 + va(p)) dFer)+
1

21

z1 p02(z1,61)
+(p1 — 51) /A / Yo (€2 — 22) dFy(e2)dF(e1)+
1 z2

21 Ba Z1
+(p1 —81>A /5 21— &1 dFQ(éz)dFl(éfl)—Fsl/A 21— &1 dFl(&Tl)—
1 1

2(21,€1)
—ci(z1 4+ y1(p)),
Stejné zustavaji i derivace dle proménné z:

OE. Hl(pla 2'1)
821

— pr— 1 — (p1 — 1) /A Fo(65(21, 1)) fi (1) dey (2.1)
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0* E5H1(]91, 21)

922 = —(p1 —s1) [F2(Z2)f1 21) + 721/ Ja(0( 2’1,51))f1(51)d€11

Nyni musime dopocist i derivace dle proménné py:

OE L (p1, 21) - /21
Ip1 Ay

Bl Bl
+(z1 + a1 — bipy + dlpz)/ fi(e1)dey _plbl/ fi(e1)de+

21 21

d2(z1,€1)
+ A / Y, 1(82 — ZQ)fQ(EQ)fl (€1>d€2d81+

/ / Zl — 81)f2(€2)f1(€1)d€2d81 -+ Clbl =
A1 Jd2(z1,61)

21
(a1 — bipy + dips + €1) fi(e1)der — p1 /A b1 fi(e1)der+
1

zZ1 Bl
= (a1 — 2byipy + dips + /A e1fi(e1)de; +/ 21 f1(e1)der + e1b1+
1 Z1

Z1 (52(2’1,81) BQ
+ " [/ 72,1(52 - 22)f2(52)d€2 + (21 - 51)f2(€2)d€2] f1(€1)d€1

02(2z1,e1) ( )
2.2

02 E. Hl(pl; 2’1)
op?

= —2b,

Vidime, ze ziskova funkce je konkavni v obou rozhodujicich proménnych, mi-
zeme si tedy vybrat, zda z rovnice vyjadiime p;(z;) nebo z rovnice
vyjadiime z1(p;). V piipadé, ze se pokusime vyjadiit z;(p1), zjistime, Ze je to
mozné pouze v implicitni formé. Déle se proto budeme zabyvat pripadem, kdy
vyjadiime p;(z1). Vyjadieni méa pak nasledujici tvar:

1 z1 B1
pi(z1) = Qb{(al +dips + /A e1fi(e1)de; +/ z1fi(e1)der + b+
1 1 21
z1 02(z1,e1) Bs
+ B / Yo1(e2 — 22) fo(e2)des + B )(21 —&1) fa(e2)dea| fi(e1)dey

Funkci p;(21) budeme déle nazyvat ocenovaci funkci. Shrneme nyni strucéné
nékolik poznatku o této funkci, k jejichz dosazeni jsme museli spocist i prvni dvé
derivace ocenovaci funkce:

o Ocenovaci funkce je vzdy kladna, coz je v souladu s tim, zZe se jedné o cenu.

o Jeji prvni derivace je kladnd, tedy cena je rostouci v proménné z;. To je
trochu neintuitivni vysledek, nicméné z; neni primo zakoupené mnozstvi,
takze vztah mezi p; a z; neni zcela ziejmy.

o Jeji druhd derivace je urcité pro nékteré hodnoty kladna, avsak neni ziejmé,
zda je vzdy kladnd nebo stiidd znaménka.
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Nyni se jiz zaméfime na maximalizaci funkce E . Iy (p;1(21), 21). Jeji extrémy
budeme hledat jako nulové body jeji derivace, kterd ma nasledujici tvar (postup
vypoctu s pouzitim fetizkového pravidla je obdobny tomu v sekei [1.2.1)):

OE. Hl(p1(21), Z1)
821

V dalsim zavedme oznaceni:

= i) — a1 = () = s1) [, Fy(6a(21, 1)) fi(1)des

OE_.II ,
Ri(z) := 1éill(zl) 2)

Nyni bychom chtéli obdobné jako v dukazu véty (1] ukdzat, ze funkce Ri(z;) je
(za n&jakych podminek) unimodélni. Bohuzel tvar druhé derivace funkce R; je
pomeérné komplikovany a nenasli jsme zadny zptisob, jak by jej bylo mozné zjed-
nodusit tim, ze bychom ji zkoumali pouze v bodech, kde je prvni derivace nulova.
Mimo jiné druha derivace funkce R; obsahuje druhou derivaci ocenovaci funkce,
kterd jiz sama o sobé ma nejasné znaménko.

Situace neni lepsi ani pokud bychom v bodé, kde jsme se rozhodovali, zda
vyuzit vyjadreni pi(z1) ¢ z1(p1) zvolili opa¢né. Celkem tedy musime konstatovat,
ze v pripadé spojitého vybéru ceny jsme sice schopni prevést ziskovou funkci
do tvaru funkce jedné proménné, avsak bohuzel nejsme schopni nalézt extrémy
této funkce.

2.3 Prechodova funkce zavisla na cené

V této sekci se zaméfime na piechodovou funkei v; ;, kterd vyjadiuje pravde-
podobnost, ze zakaznik, jehoz poptavka nebyla uspokojena u prodejce i prejde
k prodejci j. V sekci uvazujeme tuto funkci jako konstantni. Nyni budeme
predpoklddat, Ze se jedna o funkci ceny j-tého prodejce (tedy prodejce, ke kte-
rému by zakaznik potencialné mohl piejit). Budeme ji oznacovat v; ;(p;). Na tuto
funkci klademe dva pozadavky:

o funkce 7, j(p;) je nerostouci, tedy se zvysSujici se cenou se snizuje pocet
zakaznikl, kteri potencialné mohou prejit od konkurencniho prodejce

e 7ii(pj) € (0,1),Vp;, tedy pravdépodobnost pfechodu neuspokojeného za-
kaznika ke konkurencénimu prodejci neni nikdy 0 ani 1

Tvar ziskové funkce je v tomto pripadé stejny jako u zakladniho modelu uve-
deného v sekci a muzeme téz zavést stejnou substituci:

zZ1 Bl
E.Ii(p1,21) =, /A y1(p) +e1dFi(e1) + p1(z1 + 1 (p)) dFe)+

Z1

z1 02(z1,p1,61)
+(p1 — s1) /A / Yo,1(p1) (2 — 22) dFo(e2)dFy(e1)+
1 z2

21 Ba Z1
+(p1 — 81) /A /5 21— €1 dFQ(gQ)dF1(€1> -+ 51/ Z1 — €1 dFl(El)—
1

2(21,p1,€1) Ay

—c1(z1 +y1(p)),
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kde 62(21,p1,€1) nyni prostfednictvim 7, ;(p1) zavisi na parametru p;. Kompli-
kovanéjsim se nyni stava téZ definice horni meze zakoupeného mnoZstvi B; =
B; + 7v;i(p:)(B; — A;), které nyni téz zavisi na proménné p;. Nam vsak nevadi,
pokud bude veli¢ina B; trochu v&t$i, nez je nutné a miizeme tedy pro ni pouzit
jakysi horn{ odhad a definovat B; = B; + B; — A;.

Nyni mazeme pouzit naprosto identicky postup jako v sekci 2.1, obdrzime
stejny optimaliza¢ni problém, prvni i druhd derivace dle proménné z; zlistane
shodnd (pochopitelné s tim, Zze v51(p1) nyni bude funkce) a véta (8] ziistane ne-
zZmeénéna.

Jina situace nastane v pripadé spojitého vybéru ceny. Derivace dle proménné
p1 se vyrazné zkomplikuji a jiz ani zavislost ceny na parametru z; nebude mozné
vyjadrit explicitné.

2.4 Multiplikativni poptavka

V této ¢asti budeme uvazovat trh dany podminkami (P1) az (P3), avsak
namisto aditivniho tvaru poptavky budeme uvazovat tvar multiplikativni, tedy

Di((p), &:) = ap; v

Tento pripad bude zpocatku velmi podobny pripadu s aditivni poptavkou,
budeme ho tedy popisovat spise strucnéji. Prvnim krokem bude opét vytvoreni
efektivni poptavky a nasledné sestaveni sttedni hodnoty zisku. Ta bude mit na-
sledujici tvar:

yq(lp) B2 .
EE(H(P, (I) = " ' / [Ihyl (P)& + D1 mlﬂ{%;(w(p)gz - CI2)’ q1 — y1(p)€1}+
1 p)

a2
ya(

+51 (Q1 - yl(P)51 - 72,1(3/2(13)52 - CI2))+ - ClQl}dFQ@Z)dFl(gl)_"

_4q1 _492
+/Ay1(p> /A”(p) [D1y1(P)er + s1(q1 — y1(p)er) — crqn] dFs(e2)dFi(er)+
1 2

y1(p By
+ 17) /A (pl — Cl)qldFQ(62>dF1(€1>
2

A

Nyni zavedme substituci

_ @ o — a2
— 7 g =
Y1 (p) ?J2(p)

21

Y

rozepiSme minimum a kladnou ¢ast a zavedme oznaceni

Z1 — &
(52(21,81) = 2Z9 + ! 1.
V2,1
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Tim dostaneme pro stfedni hodnotu zisku nasledujici tvar:

21 B

E.(Il(p,q) = /A pyi(p)er — aiyi(p)z1dFa(e2)dFi(er)+

1 22

21 o2(z1,61)
-I—/A / P17Y21Y2(P) (62 — 22)+
+s1[y1(p) (21 — €1) — 72182(P) (€2 — 22)|dF2(e2)d Fi(er)+

21 B2
+/A /5 ( )plyl(P)(Z1 —&1)dFs(g9)dFy(e1)+
+/A /A [D1y1(P)er + s1p1(P) (21 — €1) — iy (p)21] dFa(e2)dFi(e1)+
1 2
21 BQ
+/A /A my1(P)z1 — i (p)z21dFy(e2)dFi(e1) =
1 2

Z1 Bl
:plyl(p)/A e1dFy () +p1y1(p)/ 21dFy(e1)+
1

21

21 02(z1,€1)
ton = 7] [ o) - i

T /5 B"’ y1(p) (2 —5))dF2(52)]dF1(€1)+

2(21,61)

+51 /AZ: y1(p) (21 — e1)dFi(e1) — i (P) 21

Nyni spoc¢teme prvni a druhou derivaci sttedni hodnoty zisku dle proménné z;.
Postup je opét podobny tomu v pripadé aditivni poptavky, proto jej rozepiseme
pouze ve dvou krocich.

W = piyi(p)z1fi(z1) + piyi(p) /jl filer)der — pryi(p) 21 fr(20)+

+(p1 — 51) /AZ: Ly2(p)(21 —e1) f2(62(e1, 21)) fi(er)der+

72,1

Hon =) [ | = o) - 0 albaten )L

V2,1
B>

+ y1(p)f2(€2)d€2] fi(e1)der + 1 /AZ: y1(p) fi(e1)der — ciy(p) =

02(e1,21)

= = o) + (= 50| 2P [ ) e e

~1(p) [, Fldaler, 1)) file)dey

1

Vidime, Ze ackoliv tvar stfedni hodnoty zisku je velmi podobny jako v pfi-
padé aditivni poptavky, derivace je ponékud odlisnd, jelikoz dva cleny, které se
v pripadé aditivni poptavky odec¢tou v pripadé multiplikativni poptavky zbudou
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a vytvori v predpisu derivace dalsi integral.

9”E (Il(p, q)
022

lw /[ (ﬁ(az(sl,zl)) T e A zl>>>f1<el>del—

V2,1

= (p1 - 81)'

o) (R i) + - [ e ) el )|

V2,1 J A1

V predpisu druhé derivace vidime opét zaporny c¢len znamy ze sekce zaby-
vajici se aditivni poptavkou, avsak kromé néj je zde nyni navic dalsi ¢len, je-
hoz znaménko patrné zavisi na hodnotach deterministickych ¢asti poptavky obou
prodejcti a navic obsahuje derivaci hustoty, o jejimz znaménku je také tézké roz-
hodnout. Nedokazeme tedy rozhodnout, zda je funkce konkavni, z predpisu prvni
derivace nedokazeme vyjadrit zadné konkrétni stacionarni body, a tudiz o extré-
mech této funkce nedokazeme bohuzel nic Tici.
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3. Trh vice prodejct rizeny
cenami - prakticka cast

V této kapitole predstavime numericky algoritmus, ktery jsme vytvorili pro trh
vice prodejct Fizeny cenami. Vénujeme se problému definovanému v sekci 2.1} tedy
trhu dvou prodejct s aditivni poptavkou a kone¢né mnoha cenami definovanému
pomoci podminek (P1) - (P3).

3.1 Numericky algoritmus a jeho implementace

V této sekci zdokumentujeme vytvorenou implementaci naseho numerického
algoritmu. ReSenf je implementovano v programovacim jazyce C# pro platformu
NET Framework 4.8. Pro vyvoj byla pouzita aplikace Microsoft Visual Studio
2019 verze 16.1.1. Vysledny program sestava ze dvou hlavnich ¢asti - vypocetni
knihovny a grafického uzivatelského rozhrani. V prilohach k této diplomové préci
muze ¢tenar nalézt:

o textové soubory obsahujici veskery kod vypocetni knihovny

o textovy soubor s odkazem na adresu, ze které lze stahnout cely program
véetné uzivatelského rozhrani (program bohuzel nemuze byt piimo v piilo-
héch, jelikoz exe soubor nepatii k povolenym prilohdm)

V casti tykajici se implementace se budeme vzdy zabyvat pouze vypocetni
knihovnou, uzivatelské rozhrani nepovazujeme z hlediska prace za dilezité.

Nyni se budeme vénovat tridam, jez jsme v feseni vytvorili. Tridy se sna-
zime striktné rozdélovat do dvou typi - data a nastroje. Datové ttidy by nemély
obsahovat zadné metody (s vyjimkou metod zdédénych od tfidy object, jako
napiiklad metoda ToString). Néastroje naopak maji pouze metody a neobsahuji
zadna data s vyjimkou odkazli na jiné nastroje, které ziskavaji v konstruktoru a
uklddaji si je ve formé private field. Metody poskytované témito nastroji by
nemély ménit vstupni data, ale mély by vzdy vytvorit data nova (princip data-
in-data-out). Cilem tohoto déleni je zabranit nekontrolovanym vedlejsim efektim
a zvysit ¢itelnost kodu.

Pouzité tridy
Nyni postupné rozebereme nejprve pouzité datové tiidy a nasledné néstroje.

Pouzité datové tridy:

e RealFunction je tfida reprezentujici realnou funkci jedné ¢i vice promén-
nych. Trida obsahuje zejména vlastnost vyctového typu FunctionType,
ktery urcuje o jakou funkci se jedna, a slovnik promeénnych, kde klicem
je string a hodnotou je objekt ze t¥idy Variable.

e Variable je tfida implementujici proménnou, ktera muze byt dosazena
do redlné funkce vyse. Tato tiida obsahuje zejména vlastnost vycétového
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typu VariableType, kterd miize nabyvat tii hodnot - Unknown, Fixed a
Function.

— Hodnota Unknown znamena, zZe proménna jesté nemé znamou hodnotu.
V tom pripadé je dilezitda vlastnost Source, ktera urcuje, odkud lze
pri dosazovani hodnotu ziskat.

— Pokud je typ proménné nastaven na Fixed, najdeme jeji hodnotu
ve vlastnosti FixedValue.

— Je-li typ proménné nastaven na Function, pak ve vlastnosti Function
najdeme realnou funkci, do niz musime dosadit, abychom hodnotu pro-
meénné ziskali. Pomoci proménnych typu funkce jsou implementovany
slozené funkce.

FixedVariablesFunction je technicka tfida pouzivana v pribéhu vypocti.
Narozdil od tiidy RealFunction ma jiz vSechny proménné dosazené, a tedy
slovnik s hodnotami typu Variable je nahrazen slovnikem s hodnotami
typu double.

Strategy je trida obsahujici vlastnosti p, tedy cenu, a z tedy nakoupené
mnozstvi o¢isténé od fixni ¢asti poptavky.

StrategyWithProfit obsahuje vlastnost Strategy definovanou vyse a na-
vic vlastnost Profit, kam se ukldda profit prodejce, ktery tuto strategii
vyuzil.

Vendor je tiida shrnujici idaje o prodejci, tedy naptiklad vlastnosti a, b
a d slouzici jako parametry poptavkové funkce, nakupni cenu c, sbérovou
hodnotu s a dalsi.

U vlastnosti tiid Strategy a Vendor jsme se rozhodli porusit pojmenovavaci

konvence obecné uzivané v jazyce C#J[] Obecné se povazuje za dobrou praxi
nepojmenovavat nic pouhym jednim pismenem. U vlastnosti se navic dohodou
uzivaji nazvy zacinajici velkymi pismeny. My jsme se vsak rozhodli pouzit nazvy
zavedené v predchozi kapitole.

Nyni se podivejme na pouzité nastroje:

o FunctionEvaluator Tato tiida implementuje celkem ctyti dilezité metody.

Dvé z nich nesou nazev Evaluate, zbylé dvé maji nazev Integrate.

— Metody s nazvem Evaluate slouzi k vyhodnoceni funkénich hodnot
v bodech. Obé pretizeni berou na vstupu realnou funkci a bod a vraci
hodnotu typu double. Lisi se v reprezentaci bodu. Bod mtze byt zadan
jako slovnik s kli¢i typu string a hodnotami typu double. V tom pti-
padeé se pri vyhodnocovani funkce za proménné s neznamou hodnotou
dosazuje hodnota dle klice urceného vlastnosti proménné source. Dru-
hou moznosti reprezentace bodu je pouze jedind hodnota typu double.
V tom pripadé se vS§em proménnym s neznamou hodnotou priradi tato
nova hodnota.

'Pojmenovavaci konvence jsou hezky shrnuté napiiklad na této webové strance:

https://github.com/ktaranov/naming-convention/blob/master/C%23%20Coding
20Standards’20and20Naming}20Conventions.md
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— Metody s nazvem Integreate slouzi vyhodnoceni integrali. Prvni pre-
tizeni Tesi jednoduché integraly, druhé pretizeni Tesi dvojné integraly.
O vypoctu integral se budeme podrobnéji zminovat déle.

vvvvvv

nimi metodami jsou CreateProfit a CreateProfitDerivative, které vy-
tvari ziskovou funkci a jeji derivaci pri pevné zadanych parametrech.

e RootFinder implementuje jedinou metodu FindRoot. Tuto metodu uzivame
k hledani kofenu derivace ziskové funkce. Pri hledani vyuzivame toho, ze
zisk je konkdvni funkci, a tedy jeho derivace je klesajici funkce. Navic z
véty 8| vime, ze Teseni na daném intervalu vzdy existuje. K nalezeni feseni
nam tedy stac¢i pouhé binarni prohledavani intervalu (zvolime zkusebni bod
uprostfed intervalu a dle toho, zda je hodnota derivace zisku v tomto bodé
kladna ¢i zaporna, hledame déle v levém ¢i pravém podintervalu, dokud
neni hodnota derivace zisku dostateéné blizko nule).

e MarketSolver je stézejni tiida. Implementuje tii metody:

— FindOptimalReaction je metoda, kterda na vstupu pozaduje prvniho
prodejce, druhého prodejce a jeho strategii a vrati optimalni strategii
prvniho prodejce véetné jeho profitu.

— FindOptimalPrice je metoda, ktera na rozdil od té predchozi pozaduje
na vstupu jesté pevné dané z a vraci optimalni strategii pri tomto
pevném z - optimalizuje tedy pouze cenu p. Poznamenejme, 7Ze je téz
mozné optimalizovat pouze z, pokud pouzijeme vysSe popsanou funkci
FindOptimalReaction a prvnimu prodejci nastavime jedinou moznou
cenu, ze které muze vybirat.

— FindEquilibrium je patrné nejzajimaveéjsi funkce, ktera na vstupu po-
zaduje dva prodejce a pocatecni strategii druhého z nich. Nasledné se
pokusi najit ekvilibrium na trhu tak, ze stridavé pocita optiméalni re-
akci prvniho prodejce na druhého a druhého na prvniho. Pokud se
dvé po sobé jdouci strategie 1isi o méné nez je hodnota konstanty
OPTIMALITY_TOLERANCE, vrati metoda dvojici nalezenych strategii. Po-
kud probéhne vice iteraci, nez je dano konstantou MAX_ITERATIONS,
metoda vrati null.

Vypocet urcitych integrala

Pro vypocet urc¢itych integralii jsme pouzili slozené lichobéznikové pravidlo.
Myslenka tohoto pravidla spoc¢iva v tom, ze interval (a, b), pres ktery integrujeme
funkci f, rozdélime na n intervali stejné Sitrky a hodnotu integralu na téchto
intervalech aproximujeme obsahem lichobézniku daného body [z;,0], [zi11,0],
[, f ()], [Tiv1, f(xip1)], kde @ = 0,...,n — 1. Formalné je pak lichobéznikové
pravidlo dané vzorcem

/ab f(z)dz = nz_: DR (Tip1—x;) = b_na <f(x0) + nz_: f(x:) + f(x”)>

i=0 2 2 i=1 2
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Timto zplisobem pocitame jednorozmérné integraly. V nasi praci potirebujeme te-
Sit i dvojrozmérné integraly. V takovém pripadé chapeme vnitini integral prosté
jako funkci proménné, dle které se integruje ve vnéjsim integralu. Slozené lichobéz-
nikové pravidlo pak uzijeme k feseni vnitiniho i vnéjsiho integralu.

Je zTejmé, Ze ¢im jemnéjsi déleni intervalu zvolime, tim presnéjsiho dosdhneme
vysledku, na druhou stranu nam vsak roste vypocetni narocnost. U dvojného
integréalu je tento efekt silnéjsi, jelikoz zvolime-li u kazdého integralu dvakrat vice
podintervalli, stoupne vypocetni narocnost ¢tytikrat. Vypocet dvojnych integrala

K nalezeni optimalni reakce pottebujeme vyhodnocovat derivaci zisku a méné
casto i zisk samotny. V derivaci zisku se dvojny integral vyskytuje pouze im-
plicitné ve formé integralu z distribuc¢ni funkce. Zvolime-li tedy rozdéleni, jehoz
distribu¢ni funkci dokdzeme vyhodnocovat bez pouziti integralu (napiiklad rov-
nomérné ¢i trojuhelnikové), staci vyhodnocovat jednoduchy integral. Pti vyhod-
nocovani zisku se jiz bez vyhodnocovani dvojného integralu nelze obejit, avsak
tuto operaci délame pouze jednou pro kazdou cenu.

Presto vypocet dvojnych integralti zabira vétsinu vypocetniho c¢asu. Proto
jsme se tuto ¢ast jako jedinou rozhodli paralelizovat. Paralelizaci jsme implemen-
tovali prostrednictvim prikazu Parallel.For, pomoci kterého vyhodnocujeme
funkéni hodnoty v jednotlivych bodech vnéjsiho integralu, coz vzdy zahrnuje vy-
pocet vnitiniho integralu. Paralelizace je maximalné efektivni, jelikoz vypocet
jednotlivych vnitinich integralti nevyzaduje zadnou cast, kterd by nemohla pro-
bihat paralelné. Nicméné pouzivany pocitac¢ disponuje pouze procesorem se dvéma,
jadry, tedy ¢tyimi logickymi vldkny, takze realné zrychleni vypoctu dvojného in-
tegralu je zhruba trojnasobné.

P1i hledéni vysledki prezentovanych v nasledujici sekci jsme pro vypocet jed-
noduchych integralti vyuzivali sloupecky o sitce 0.001 a pro vypocet dvojnych
integral jsme vyuzivali sloupecky o sitce 0.01. Presnost takovych vypocti mi-
zeme zhodnotit pomoci tidaju z tabulky 3.1 Tam nalezneme srovndni vysledki
integrace pomoci naseho ptistupu a pomoci Wolfram Alphaﬂ Pro vypocty jed-
noduchych i dvojnych integralt jsme ve srovnani uzivali sitky sloupeckt 0.01.
Relativni chyba se u tii vybranych integralti pohybuje v 1adu tisicin az desetiti-
sicin procent, coz je pro nase tucely prijatelna presnost.

Tabulka 3.1: Test presnosti vypoctu urcitych integrali

formule vysledek Wolfram nas vysledek relativni chyba
30 2L exp(— 0 da 11.018700 11.018686 0.0001 %
Pafir—ydyde 78.125000 78.125313 0.0004 %
10—z
R +1) [0
- exp(—U22) dy dx 30.250000 30.252739 0.0091 %

2Jedné se o webovy vypoéetni software dostupny na adrese https://www.wolframalpha.
com/’
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3.2 Ziskané vysledky

V této casti uvedeme a okomentujeme vysledky, kterych se ndm podarilo do-
sahnout pomoci vytvoreného programu. Nasim hlavnim zdjmem bylo zkoumat
po dvojicich zavislosti proménnych py, 21, ps a 29 pri zachovani vSech parametra
prodejct stejnych. Doufame, Ze prozkoumani vztahti mezi témito proménnymi by
mohlo vést k dalsimu pokroku v feseni problému trhu vice prodejci. Dale jsme
se zabyvali hledanim ekvilibria u nékolika konkrétnich trhi.

Podkladova data pro grafy jsme z programu exportovali do soubort formatu
.csv. Grafy na zakladé téchto dat jsme pak vykreslovali v programu Microsoft
Office Excel 2007.

Fixni nastaveni druhého prodejce

Nejprve se budeme zabyvat vztahem mezi p; a z; pri fixnim nastaveni strategie
druhého prodejce. Pro tento pripad jsme volili symetrické prodejce s nasledujicimi
parametry:

* C; — 10’ S; = 2
e Di((p),&;) = 250 — 10p; + 5p; + &;

e g ~ A(—10,10,0), kde symbolem A(a,3,7) oznacujeme trojihelnikové
rozdéleni na intervalu [«, 5] s vrcholem v bodé ~

o A; =—-10,B; = 10, coz plyne z predchoziho radku
* Yij = 0.5

Strategie druhého prodejce je zo = 0 a p, = 16.

Na obrazku vidime graf zavislosti pj na z;. Hodnoty z; jsme volili z mno-
ziny {—10,—9,—=8,...,10}, mnozinu moznych cen jsme pak volili jako {20, 20.2,
20.4,...,22}. Vidime, Ze s rostoucimi hodnotami parametru z; rostou i hodnoty
parametru pj. Ackoliv jsou vysledky trochu znepiehlednény volbou z konecné
mnoziny, zda se, ze p] je v z; konkdavni.

Na obrazku pak vidime graf opacné zavislosti. Hodnoty p; jsme zde volili z
mnoziny {18,18.5,19,...,28}. Parametr z; pak miZe nabyvat libovolné hodnoty
z intervalu [—10, 10]. Z grafu je opét patrny rostouci konkévni prubéh.

Grafy potvrzuji jev, na ktery jsme narazili v sekeci Konkrétné se potvrzuje,
ze parametr pj je rostouci v 21, coz bychom intuitivné asi necekali. Nicméné jak
jsme psali, z; neni primo zakoupené mnozstvi, proto vztah mezi z; a p; neni
ziejmy. Jak ale vidime na obrazku [3.3] vztah opravdového zakoupeného mnozstvi
a ceny je takovy, jaky bychom cekali, tedy s rostouci cenou klesa zakoupené
mnozstvi. Déale jsme v sekci diskutovali, zda je p; konkavni v z1, coz z tvaru
druhé derivace nebylo zrejmé. Nyni se zda, ze ano, avSak nemuzeme samoziejmeé
vyloucit, ze by pfi se pri jiném nastaveni parametri prodejcti ukézalo, ze tomu
tak byt nemusi.
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Obrazek 3.2: Graf zavislosti 2 na p;
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Reakce na zmény druhého prodejce

Nyni se podivame na reakci optimalnich hodnot p; a z; na zmény ve strategii
druhého prodejce. Parametry prodejci (tedy tvar poptavkové funkce, nakupni
cena, ...) budou opét stejné jako v predchozi ¢asti.

Nejprve se podivame oddélené na reakci zj na zmény parametri zo a ps.
Hodnotu p; jsme pro tento pripad zvolili jako 15. Jak vidime na obrazku 2]
konvexné klesa s rostoucimi hodnotami parametru z;. Tento priibéh neni nijak
prekvapivy. Nakupuje-li druhy prodejce vice zbozi, zbyva stale méné zakaznik,
kteri by potencialné mohli prejit k prvnimu prodejci. Velice zajimavy je vSak
graf zavislosti 2} na p, vyobrazeny na obrazku [3.5 Ten ukazuje, Ze cena zvolend
druhym prodejcem viibec neovliviiuje optimalni volbu parametru z;.

z1*

w

T ——z1*

-15 -10 -3 3 10 13

2
&

Obrazek 3.4: Graf zavislosti 2] na 2y

Dale se zamérime na reakci pj na zmeény parametri druhého prodejce pri
fixovaném z; = 0. Parametr p; volime vzdy z koneéného mnozstvi moznosti,
coz trochu ztézuje jeho vykreslovani. Tento problém se projevil pti zkoumani
zavislosti pj na zo. Dlouhou dobu se totiz zdalo, ze pj na 2z, vibec nezavisi a
az pri volbé velmi jemného kroku v cené o velikosti 0.02 se projevilo, ze pj je
v 2o ve skutecnosti pravdépodobné klesajici, jak miizeme vidét na obrazku |3.0]
Zavislost cen obou prodejcti je o néco primocarejsi. Muzeme ji vidét na obrazku
B.7 Cena p; jasné roste s rostouci cenou py az dokud nenarazi na svou horni
hranici, kterd je dana pravé koneénym mnozstvim cen. Pokud by se odstranilo
zkresleni zptsobené diskretizaci obou cen, zda se, ze by vztah mezi nimi mohl
byt dokonce linearni.

Konecné se podivame, jakd je soucasna reakce obou dvou parametri pj a zj
na zmény parametri zo a py. Reakei na zmény parametru z; vidime na obrazku
3.8 Jak jsme jiz vidéli na jednom z predeslych obrazk, pj je na zmény parametru
z9 pomeérné necitliva. Naproti tomu u parametru 27 vidime opét krasny klesajici
prubéh. Mizeme si ale vSimnout méné plynulého skoku mezi hodnotami zo = —2
a 29 = —1, kterd je reakci na skok ceny pj.
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Obrazek 3.6: Graf zavislosti pj na 2y

Na obrazku [3.9] pak vidime reakci obou dvou parametrii prvniho prodejce
na zménu ceny druhého prodejce. U proménné pj vidime opét stejny pribéh,
jako na obrazku Naproti tomu u parametru zj vidime oproti izolovanému
pripadu velkou zménu. Prubéh se zménil z ptivodné konstantniho a nyni se velmi
podoba pribéhu p;. Tento jev samoziejmé neni neocekavany, plyne ze zavislosti
z1 a pp diskutované na pocatku této sekce.
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Obrazek 3.9: Graf zavislosti pj a 2] na py

Ekvilibrium

P1i studiu trhu nas velmi casto zajimé, zda se v pribéhu casu ustali v néja-
kém rovnovazném bodé (ekvilibriu), ve kterém by jiz zddny z obchodniki nemél
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diivod ménit svou strategii, dokud ji nezméni nékdo jiny. V této praci se nam bo-
huzel nepodarilo najit takovéto ekvilibrium v teoretické casti. Podivame se, zda
se nam na prikladech nékolika konkrétnich trhii podafi najit ekvilibrium alespon
numericky.

Mé¢jme nejprve dva symetrické prodejce dané parametry:

* G = 10, S; = 2
e Di((p),e;) = 180 — 10p; + 5p; + &
o &, A(—lO, 10,0) (tedy Az = _10’32, — 10)

* Yij = 0.5

pi € {15,17}

Pro tyto dva prodejce jsme volili dvé rlizné pocatecni strategie druhého pro-
dejce, a sice po = 15, 20 = 0 a py = 17, 25 = —8. Pro obé dvé pocatecni strategie
algoritmus zkonvergoval do nésledujictho rovnovazného stavu: p; = ps = 17,
z1 = 25 = 0.3516. Neni samoziejmé prekvapivé, ze strategie obou prodejci vysly
shodné. Podstatné ovSem je, Ze pro obé pocatecni strategie byl nalezen rovno-
vazny bod a obé tak rozdilné pocatecni strategie vedly k témuz rovnovaznému
bodu.

U téchto dvou prodejcti zistaneme i v dalsim prikladé, zménime pouze mno-
zinu moznych cen, a to na mnozinu {12, 15,18, 21}. I pro tento priklad jsme zvolili
dvé rizné pocatecni strategie, a sice py = 12, 29 = 0 a py = 21, 25 = 10. A téz
pro tuto moznost volby cen algoritmus dokonvergoval pro obé pocatecni strategie
do totozného rovnovazného bodu: p; = ps = 18, 21 = 29 = 0.6494.

Nyni opét zménime mnozinu moznych cen na {12, 14, 16, 18, 20, 22} a vneseme
mezi oba prodejce asymetrii tim, ze upravime koeficient as na hodnotu 230, tedy
budeme predpokladat, ze druhy prodejce ma o 50 kust vyssi fixni ¢ast poptavky.
I pro tento trh jsme volili dvé riizné pocatecni strategie druhého prodejce. 1
v tomto pripadé byla vzdy nalezena rovnovazna strategie, avsak pro obé pocatecni
strategie byly vysledky rtzné:

e Pro py =12, 25 = 0 jsme dospéli k rovnovaznému bodu:
o pp =18, z; = 0.5225
o py = 20, 2o = 1.2939
e Pro py =22, zo = —5 jsme dospéli k rovnovaznému bodu:
o p; = 20, z; = 1.0596
0 py =22, 29 = 1.6833
7 tohoto prikladu vidime, Ze na trhu muze byt i vice riznych rovnovaznych
bodi. To obecné neni s ni¢im v rozporu. Otazkou ovsem je, zda by se na tomto
trhu objevovalo vice rovnovaznych bodt i v pripadé, ze by parametr ceny byl

spojity, nebo zda vice rovnovaznych bodt vznika pouze jako disledek konec¢ného
mnozstvi moznosti volby.
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Z.aver

V této praci jsme se vénovali riiznym obménam problému prodejce novin.
V prvni kapitole jsme nejprve shrnuli poznatky o zakladni varianté tohoto pro-
blému a nasledné o varianté, kdy si prodejce muze urcovat prodejni cenu. V ta-
kovém pripadé predpokladame, Ze zvolena cena ovliviiuje vysi poptavky a pro
zavislost poptavky na cené jsme zavedli dva mozné tvary - aditivni a multiplika-
tivni. Pro oba dva tvary poptavkové funkce jsme nasledné uvedli optimalni feseni
tlohy. Daéle jsme se vénovali trhu vice prodejcii bez volby cen. Pti studiu trhu jsme
nejprve zavedli nékolik zédkladnich definic z teorie her, zejména termin Nashova
ekvilibria. Nésledné jsme odvodili optimalni reakci jednoho prodejce na ostatni
prodejce a uvedli jsme, za jakych podminek se na trhu vice prodejcti nachazi
Nashovo ekvilibrium.

Ve druhé kapitole jsme se zamérili na trh vice prodejcti s moznosti volby cen.
I v tomto ptipadé jsme predpokladali, ze volba cen ovliviiuje poptavku. Tento-
krat vsak volba ceny kazdého prodejce ovliviiuje poptavku vsech ostatnich pro-
dejcti. Pro poptavkovou funkci jsme opét predstavili aditivni a multiplikativni
tvar. Pro specidlni pripad, kdy se na trhu nachazi pouze dva prodejci, jejich po-
ptavka je v aditivnim tvaru, vybiraji si pouze z kone¢ného mnozstvi cen a pravdeé-
podobnost prechodu zakaznika od jednoho prodejce ke druhému je konstantni (tj.
nezavisi na cendch) se nam podarilo nalézt optimalni odpovéd jednoho prodejce
na strategii druhého prodejce. Bohuzel ani v tomto pripadé se nam nepodafilo
nalézt na trhu Nashovo ekvilibrium. Déle jsme se zabyvali nékolika modifikacemi
problému. Zjistili jsme, ze podminku tykajici se konstantni pravdépodobnosti pre-
chodu od jednoho prodejce ke druhému 1ze vypustit a pravdépodobnost prechodu
lze uvazovat jako nerostouci funkci prodejce, ke kterému zakaznik potencialné
prechazi. V pripadé multiplikativniho tvaru poptavky a spojité volby ceny jsme
vsak narazili na prilis vysokou komplexitu problému, takze jsme nebyli schopni
formulovat ani optimalni reakci jednoho prodejce na strategii druhého.

Ve treti kapitole pak predstavujeme numericky algoritmus slouzici k reseni
specialniho pripadu trhu dvou prodejct s aditivni poptavkou, konecné mnoha
cenami a konstantni pravdépodobnosti prechodu mezi prodejci. Nejprve ¢tenare
seznamujeme s tim, jaké ttidy a metody jsme pouzili pri jeho implementaci. Na-
sledné prezentujeme numerické vysledky, kterych se za pomoci programu podafilo
dosahnout. Uvadime nejprve vztahy mezi jednotlivymi slozkami strategii obou
hract, které by mohli pomoci problému blize porozumét. Dale pak studujeme,
zda se nam podari pri riznych nastavenich trhu nalézt Nashovo ekvilibrium ale-
spon experimentalni cestou. Pro vSechna uvazovana nastaveni trhu jsme Nashovo
ekvilibrium skutec¢né nalezli, avsak zjistili jsme, ze ekvilibrium nemusi byt jedno-
znacné. Nejednoznacnost ovsem miize vychazet pouze z konec¢ného vybéru cen a
v pripadé spojitého vybéru ceny se vyskytovat nemusi.
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A. Prilohy

A.1 Zakladni véty z matematické analyzy a te-
orie pravdépodobnosti

Véta A.1 (fetizkové pravidlo). Necht funkce ¢(x), (x) maji derivaci v bodé
xg, necht funkce f(u,v) md totalni diferencidal v bodé [ug,vo], kde ug = ¢(xg),
vo = Y(xp). Potom funkce f(p(x),v(x)) mad v bodé xy derivaci, jejiz hodnota je:

0 d
2 o, 0) - T w0)

Diikaz. Viz (Jarnikl |1974) véta 176.
[l

Véta A.2 (Leibnitzovo integralni pravidlo). Necht D = (zg,x1), T = (to,t1)
jsou otevrené intervaly. Necht z : D — R a h : D — R maji na D spojitou
pruni derivaci. Necht f : D x T — R je spojita a ma na D X T spojitou parcidlni
derivaci dle x. Pak pro x € D takové, Ze to < z(x) < h(z) < t1, plati:

d h(z) d d )
P </Z(r) f(:c,t)dt> = f@.h(@) - h(z) = floz(2) - 2(2) + /Z(m) -t
Diikaz. Viz (Flanders, (1973)).

[

Véta A.3 (o nabyvani extrému na kompaktu). Necht (P, p) je neprazdny kom-
paktni metricky prostor a f : P — R je spojité zobrazeni. Potom f nabyjvd na P
svého mazima i minima.

Diikaz. Viz (Jarnik, [1956) véta 170.
[

Véta A.4 (o konvoluci). Necht jsou Xy, Xy nezdvislé nahodné veliciny s dis-
tribucnimi funkcemi Fy a F,. Pak pro distribucni funkci G ndhodné velic¢iny
Y = X, + X5 plati

Gly) = /O:O Fi(y — 2)dFy(z) = /o:o Fy(y — 2)dFi(z), y € R

Diikaz. Viz (Dupac¢ a Huskova) 2013) véta 3.13.
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