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Uvod

Nahodna mozaika je jednim z hojné uzivanych modelt stochastické geometrie. Jde
o lokalné konecné rozdéleni eukleidovského prostoru na disjunktni podmnoziny.

Pouziti tohoto modelu k rekonstrukci realnych polykrystalickych materidlt umoz-
nuje zkoumani vlastnosti mikrostruktury v situacich, ve kterych je ziskavani potrebnych
informaci z namérenych dat velmi obtizné. Piikladem je metoda 3D-XRD, kterd po-
dava informace o pozicich zrn, jejich orientacich, ale nikoliv o sousedstvi zrn, natoz
o hranicich mezi sousednimi zrny, jako je tomu napiiklad u metody 3D EBSD.

Statisticka analyza trojrozmérnych mikrostruktur je castym predmétem zkoumani
(Sedivy a kol (2013), Groeber a kol. (2008) ¢i Standk a kol (2020)). Tato prace je
motivovana rozsahlou analyzou mikrostruktury anizotropniho superelastického mate-
ridlu NiTi (Sedmak a kol., [2016), ktery byl mechanicky namahan. Metodou 3D-XRD
byly naméreny polohy jednotlivych zrn spolu s hodnotami tenzoru napéti a orientacemi
zrn. Materidl byl zrekonstruovan pomoci Laguerrovy mozaiky dvéma odliSnymi meto-
dami a vysledky byly mezi sebou porovnany (Heller a kol.| 2020). Dale byly zkoumany
zavislosti mezi vlastnostmi mikrostruktury a elasticitou materidlu i prostorové zavis-
losti vlastnosti mikrostruktury. V této praci se zaméfime vice na teoretické aspekty
a statistické testovani.

Pfi analyze namérenych dat mtzeme vyuzit rizné stochastické modely a statistické
metody. Na hodnoty tenzoru napéti je mozné nahlizet jako na realizaci ndhodného pole
na spojité oblasti a lze zkoumat prostorové korelace této struktury. Mikrostrukturu ma-
teridlu mizeme modelovat pomoci nahodnych mozaik. Pritadime-li jednotlivym zrnam
ndhodné mozaiky kotu (napt. krystalografickou orientaci ¢i objem), ziskdvame nédhod-
nou kétovanou mozaiku. Tento model jsme pouzili v ¢lanku |Pawlas a kol.| (2020)), ktery
je zaslany k publikaci a tvori dulezitou ¢ast této diplomové prace.

Ve vétsiné polykrystalickych materidlu se vyskytuji nerovnomérna rozdéleni nejen
objemu zrn, ale také jejich orientaci, hovorime o texture materidlu. Prirozené pak vy-
vstava otazka, zda se v materidlu objevuje néjaky druh zavislosti rozdéleni orientaci jak
mezi jednotlivymi zrny, tak na vlastnostech mikrostruktury. To nds motivuje k sestro-
jeni testtl nezavislosti kétovani mozaiky. Hlavnim vysledkem prace je sestaveni a stu-
dium dvou typu testli, a to testu nezavislého kétovani a testu podminéné nezavislého
kotovani. Zavedeme nékolik modelid zavisle kétovanych mozaik, které slouzi jako alter-
nativa k nulové hypotéze. Tyto testy a modely mohou byt dale vyuzivany pii analyze
vlastnosti dané mikrostruktury. V zavéreéné kapitole uvidime, ze v pripadé zkoumani
materidlu NiTi jsme pomoci navrzenych testi odhalili vyskyt zavislosti orientaci zrn.

Struktura prace je nasledujici. Nejprve predstavime zakladni fyzikalni pojmy po-
tfebné pro tuto praci jako idedlni krystal, krystalografickd soustava ¢i tenzor napéti. Za-
roven také strucné popiseme princip metody 3D-XRD. Ve druhé kapitole se zaméiime
na ruzné zpusoby popisu orientace zrna v materialu a vysvétlime princip kvantifikace
odlisnosti orientaci dvojice zrn. Nasledujici ¢ast se zabyva zavedenim stochastickych
modelt spolu s charakteristikami slouzicimi k popisu téchto modeli. Poté predstavime
dva typy testd nezavislosti kétovani ndhodné mozaiky a ukazeme vysledky téchto testa
pro simula¢ni studii na riznych modelech zavislych két. Na zavér ukazeme vysledky
predstavenych metod aplikovanych na realna data.



1. Fyzikalni pojmy

1.1 Idealni krystal

V prirodé se latky prirozené vyskytuji v nékolika stavech v zavislosti na teploté
prostfedi. My se zamérime pouze na stav pevny, ktery muze byt bud amorfni, nebo
krystalicky. V amorfnim stavu jsou molekuly ndhodné uskupené, zatimco v krystalickém
je toto uskupeni usporadané.

Krystal je trojrozmérné periodicka struktura, kterou mohou mit nejen mineraly, ale
i slitiny kovi. Jde o hmotné prostredi, které je homogenni, tedy fyzikalni veli¢iny jsou
konstantni v kazdé objemové jednotce krystalu. Neskalarni fyzikdlni vlastnosti krystalu
mohou byt anizotropni, tedy mohou zaviset na sméru v prostoru krystalu. Je vhodné
zavést pojem tzv. idedlniho krystalu. Jde o nekoneény a zcela pravidelny krystal. Je
vytvoren trojrozmérnou transla¢ni periodicitou, tedy pravidelnym opakovanim zaklad-
niho motivu. Véda zabyvajici se strukturou krystalt se nazyvéa krystalografie (Valvoda
a kol.| (1992)) nebo [Julian| (2014))).

Dilezitymi pojmy jsou také krystalickd struktura a mriz. Krystalickd struktura je
prostorové usporadani atomt krystalu. Na druhou stranu prostorovd mriz je trojroz-
mérnd periodickd mnozina bodu, které maji stejné a stejné orientované okoli. Volba
mrize je libovolna a je to volné feceno pouze ,vésak* pro krystalickou strukturu.

Krystaly muzeme dle této periodi¢nosti délit na monokrystaly, dvojcata (symet-
ricky srostlé monokrystaly stejné latky) a polykrystaly. Periodicita je v monokrystalech
zachovana v celém objemu, prikladem takové latky muze byt diamant. Na rozdil od
monokrystali se polykrystaly skladaji z nékolika tzv. zrn, uvniti kterych jsou castice
rozmistény periodicky. Zrna se mezi sebou lisi nejen orientaci, ale obecné také velikosti
a rozmisténim, které je v krystalu ndhodné a nepravidelné. Latky slozené z krystali
nazyvame latky krystalické, spec. monokrystalické a polykrystalické.

Jednim ze zékladnich pojmu je také tzv. zdkladni (elementdrni) burika krystalu.
Jde o rovnobéznostén, ktery je vymezen tfemi zdkladnimi translacemi v prostoru. Jde
o takovou nejmensi ¢ast krystalické struktury, jejimz prostorovym opakovanim dojde
beze zbytku k vyplnéni prostoru krystalu. Obsahuje-li elementarni bunka pouze jediny
miizovy bod, jde o bunku primitivni (obrazek . V opacném pripadé se jednd
o buiiku centrovanou (obrézek [1.1b)).

(a) Primitivni. (b) Centrovani.

Obrazek 1.1: Typy elementarni bunky.

Jiz jsme zminili, ze krystal vznikne trojrozmérnym opakovanim zakladniho motivu.
Operacemi opakovani jsou translace, rotace, zrcadlent, inverze (stfedovd soumérnost)
a také slozeni téchto operaci. Nicméné inverze muze byt vytvorena slozenim zrcadleni
a rotace, tudiz lze Tici, ze zakladnimi operacemi opakovani jsou pouze translace, rotace
a zrcadleni. Je také dilezité si uvédomit, ze zrcadleni a inverze prevadéji levé objekty
v pravé a naopak. Obraz a vzor jsou vuci sobé tedy pii pusobeni téchto dvou operaci
enantiomorfni, neboli protitvaré.

Pravidelny vzor je pak symetricky a prechazi sim v sebe operacemi symetrie. Mno-



zinu bod1, které se pri operaci symetrie nepohybuji, nazyviame prvky symetrie. Krys-
talografické prvky symetrie v trojrozmérném prostoru délime na jednoduché a slozené.
Jednoduchymi prvky symetrie jsou rovina zrcadleni, stied symetrie (inverze) a rota¢ni
n-Cetnd osa. Pri otaceni struktury kolem n-cetné osy dostaneme po n otocCenich o tihel
%’r vychozi polohu struktury. Lze ukézat, ze v idedlnich krystalech se muze vyskyto-
vat pouze 1, 2, 3, 4 a 6-Cetna osa, nebot 5-Cetnd osa a vice nez 6-Cetné osy nejsou
konzistentni s translac¢ni periodicitou mrize. Mezi slozené prvky symetrie (nejde o kom-
binované prvky) radime inverzni osy, Sroubové osy a skluzové roviny.

Soubor kombinaci operaci symetrie, pri kterych ziistane alespon jeden bod v pro-
storu pevnym bodem, nazyvame bodové grupy. Téch je celkem 32. Podle spoleénych
operaci symetrie lze bodové grupy rozdélit na tzv. krystalografické soustavy (pouziva se
i termin krystalové soustavy). RozliSujeme 7 krystalografickych soustav, a to soustavu
triklinickou, monoklinickou, ortorombickou, tetragondlni, trigonalni, hexagonalni a ku-
bickou (krychlovou). Tyto soustavy se lisi také tzv. mriZovgmi parametry. Jde o soubor
3 jednotkovych os vymezujicich zakladni bunku, tzv. krystalografické osy a, b, c, resp.
jejich délky a, b, ¢, spolu s thly «, 5, -, které osy navzdjem sviraji. V této préaci se
zameéfime na kubickou soustavu, pro kterou plati a =b=c¢, a = 5 =y = 90°.

4
 [001]

Obrazek 1.2: Mrizové parametry. Obrézek 1.3: Millerovy indexy pro ekvi-
valentni sméry (100).

Kazdy mrizovy bod T, do kterého sméruje vektor ¢t z pocatku, muzeme vyjadrit
jako celoc¢iselnou kombinaci
t = ua + vb 4+ we,

kde u, v, w € Z. Omezime-li se pouze na popis pomoci nesoudélnych celych ¢isel, nazy-
vame tyto vektory krystalografickymi smeéry a znacime je jako [uvw]. Tomuto znaceni
tikdme Millerovy indexy. Na obrizku je zobrazen smér [331]. V pfipadé, ze u, v
nebo w je zaporné ¢islo, oznacime slozku tohoto sméru jako absolutni hodnotu ¢isla u,
v nebo w s pruhem. Chceme-li popsat smér, jehoz konecéné souradnice nejsou celoci-
selné, musime najit nejmensi celo¢iselny nasobek vektoru. Napft. pro vektor (1,1/2,1)
by oznaceni pomoci Millerovych indexi bylo [212]. Pro vektor (2,—2,4) by naopak
bylo oznaceni [112]. Symetricky ekvivalentni sméry ke sméru [uvw] znac¢ime (uvw). Na
obrazku je vykreslen smér [100] a také symetricky ekvivalentni sméry (100) (pro
kubickou soustavu).

V této préaci budeme pracovat s materidlem (vice v kapitole |5]) s kubickou elemen-
tarni bunkou, jejiz prvky symetrie jsou tii 4-éetné, ¢tyri 3-Cetné a Sest 2-éetnych os,
které jsou zobrazeny na obrazku



Obréazek 1.4: Zobrazeni n-cetnych os v krychli.

1.2 Tenzor napéti a deformace

Plsobime-li vnéjsimi silami na téleso, dochazi k deformaci a zaroven vznikaji vnitini
sily, které této deformaci odporuji. Intenzitu téchto sil popisuje fyzikalni veli¢ina me-
chanické napéti(Newham, 2005). Zménu tvaru a objemu zpusobenou mechanickym na-
pétim popisuje deformace.

Na zakladé deformace rozlisSujeme materidly elastické a plastické. Elastické mate-
ridly se na rozdil od plastickych po ptsobeni vnéjsich sil vraci do ptvodni velikosti
a tvaru.

Jelikoz jsou zrna polykrystalickych latek rizné natocena, zavisi pfi popisu napéti na
referencni soustaveé, vzhledem ke které napéti zrna vyjadiujeme. V této praci budeme
pracovat v soufadném systému vzorku (materidlu) a v soufadném systému krystalu,
ktery je umistén do hlavnich os kubického krystalu a je tudiz v kazdém zrné jiny. V pti-
padé souradného systému vzorku budeme mluvit o tzv. globdlnim napéti, ve druhém
pripadé pak o tzv. lokdlnim napéti. Lokalni napéti tedy vyjadiuji vnitini sily v raznych
vici sobé natocenych souradnych systémech.

K popisu napéti, jehoz jednotkou je pascal [Pal, se pouzivd tenzor napéti o. Jde
o tenzor druhého raddu o 9 slozkach (muzeme hovofit o matici napéti typu 3 x 3) popi-
sujici ptsobeni vnittnich sil na roviny souradného systému, ve kterém jsou vyjadreny.
Prvni sloupec matice popisuje ptisobeni silového vektoru na rovinu (100), jez je popsana
normélovym vektorem [100]. Analogicky popisuje druhy (resp. tteti) sloupec ptisobeni
silového vektoru na rovinu (010) (resp. (001)).

Tenzor napéti o je symetricky, ma tedy tvar

Ozxx Ozxy Ozz
g = O‘zy Jyy Jyz s

Orz Oyz Ozz

kde slozkdm 0.4, oyy a 0., fikdme normdlovd napéti a slozkdm o0y, 0. a oy, fkdme
smykovd napeti.

Na obréazcich a jsou zndzornény jednotlivé slozky tenzoru globalniho a lo-
kélniho napéti. Normalové slozky lokdlniho napéti oznacujeme jako 011, 0292, 033, ana-
logicky znacime smykova napéti.

Deformace je na rozdil od napéti bezrozmérnd veli¢ina popisujici zménu tvaru (pro-
dlouzeni ¢i zkraceni) a objemu télesa v riznych smérech. Pro popis se pouziva tenzor
deformace e:

Exx Exy Eaz
€= |y Eyy Eyz
Exz Eyz Ezz

Pri experimentalnim méreni se méri hodnoty tenzoru deformace. Tenzor napéti se



(a) Globélni napéti. (b) Lok&ln{ napéti.
Obréazek 1.5: Rozlozeni slozek tenzoru napéti.

001],

Obrazek 1.6: Mékké a tvrdé sméry deformace.

poté pocita skrze Hookuv zdkon:

3 3
oij =Y. > Cijkici, (1.1)

k=11=1

kde (Cijkl) znadi slozky tenzoru ¢tvrtého radu, tzv. elastické konstanty. Tento tenzor
muze mit v disledku symetrie tenzorti o a € maximalné 21 nezavislych slozek v zdvis-
losti na krystalové soustavé. Diky symetriim krystalové soustavy dochézi pro kubickou
soustavu k redukci tohoto po¢tu na pouhé 3 nezavislé slozky.

Modul pruznosti nebo také Youngiv modul charakterizuje odpor materialu proti
protazeni ve sméru pusobiciho namahéni (jednoosého napéti). Ten nicméné v ruznych
smérech anizotropnich latek nemusi byt stejny. Na obrazku jsou znazornény ruzné
smeéry deformace pro materidl NiTi s kubickou soustavou. Hovorime o tzv. mékkych
smérech, ve kterych je Younguv modul mensi, a turdych smérech, ve kterych je naopak
vétsi. Je-li zrno namahano v mékkém sméru, dochdzi k vétsi deformaci nez v pripadé na-
mdhdni v tvrdém sméru. Mékké sméry jsou na obrézku [I.6] zndzornény modrou barvou,
zatimco tvrdé sméry cervenou.

1.3 Metoda 3D-XRD

Zkoumani vnitini struktury polykrystalt v trojrozmérném prostoru, jako je umisténi
zrn, orientace, velikost i deformaci a napéti jednotlivych zrn zaroven, umoznuje napr.
nedestruktivni metoda 3D-XRD vyuzivajici rentgenové paprsky. Oproti
destruktivnim metoddm, jako je 3D EBSD, lze také zkoumat, jak se jednotlivd zrna
vyviji v ¢ase, tedy napr. jak se deformuji v prubéhu ptsobeni vnéjsich sil pri namahani.

P1i zatizeni télesa vnéjsimi silami se pomoci této metody méri vzdalenosti mezi
atomarnimi rovinami. Ze znalosti téchto vzdalenosti v nezatizeném stavu se spocitaji



hodnoty tenzoru deformace pro kazdé zrno. Z téch se néasledné dopocitaji hodnoty
tenzoru napéti pomoci Hookova zdkona .

Nevyhodou této metody je, Zze neposkytuje informaci o tvaru zrn, hranicich mezi
sousednimi zrny ani o tom, s jakymi zrny dané zrno sousedi. Pro ziskani takovych
informaci je tfeba danou latku zrekonstruovat pomoci numerickych modela.

Na obrézku|1.7|je vykreslen vysledek méreni pomoci této metody na NiTi drétu (viz
kapitola , ktery byl namédhan ve sméru osy dratu. Kazdy bod predstavuje jedno zrno
a jeho velikost je imérna velikosti zrna. Barevna skala odpovidd primérnému global-
nimu norméalovému napéti o., v zrné. Obrazek predstavuje podélny fez stiedem
tohoto dratu a carkované je zde zvyraznéna ¢ast dat, kterd byla v této praci pouzita.
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Obrazek 1.7: Vysledek méfeni globdlniho norméalového napéti o,, metodou 3D-XRD
pro NiTi material.



2. Popis orientace

Jak bylo jiz zminéno, polykrystalické latky se skladaji z nékolika oblasti s navzajem
riznou orientaci, kterym fikdme zrna. V ramci zrn jsou ¢astice natoceny podobné, ale
ne nutné identicky. Za orientaci zrna se pak povazuje prumérnda orientace prislusnych
¢astic (Cho a kol. (2005) nebo Humbert a kol.| (1996])).

Orientaci zrna mtizeme popsat jako rotaci referencniho souradného systému do sou-
tfadného systému zrna. Této rotaci se Fika pasivni. Pfi praci se souradnymi systémy je
zvykem pouzivat pravotocivy souradny systém, ktery je zobrazen na obrazku Osy
referen¢niho souradného systému znac¢ime RD, TD, ND a osy zrna znac¢ime X, Y, Z.
Existuje nékolik zptisobli pro popis této rotace, a to jak analytickych, tak i grafickych.
Z analytickych zde uvedeme ¢tyti, a to matici orientace (rotace), Eulerovy thly, osu
a thel rotace a kvaterniony, jejichz popis muzeme nalézt napt. v/ Engler a Randle| (2010))
a Morawiec| (2004)). Pfevody mezi témito popisy jsou uvedeny v pfﬂozeéi Rowenhorst
a kol.| (2015]).

Nésledujici popisy muzeme pouzit nejen k vyjadreni natoceni zrna vzhledem k sou-
fadnym osdm celého materidlu, ale i k vyjadreni rozdilu orientaci dvou zrn, zvolime-li
za referencni systém souradny systém jednoho ze zrn. V takovém pripadé hovorime
o tzv. misorientacs.

Obrazek 2.1: Referenc¢ni souradny systém a systém zrna.

2.1 Analytické popisy orientace

2.1.1 Matice orientace

Mezi nejzndméjsi zpusob popisu rotace patii ortogondlni matice G € SO(3), kde
SO3) = {G € R¥3 : GGT =13, det(G) = 1}, I3 znaéi jednotkovou matici typu 3 x 3.
Prvky této matice jsou rovny kosintim whli mezi osami soutadného systému zrna
a osami referencniho systému. Prvni fddek je tvoren kosiny dhld «q, 81, 71 mezi osou
RD a osami X, Y a Z. Obdobné jsou zbylé dva ifaddky matice, které jsou tvoreny kosiny
uhld as, B2, Vo, resp. as, B3, v3, mezi osou TD, resp. ND, a osami X, Y a Z. Matice
orientace mé tedy tento tvar:

G11 Gio Gis cosay €osf1  CosYp
G=|Ga1 Gao Gosz| = |cosas cosfPa cosvys
G311 Gszy Gs3 cosag C€osfP3 Cos7ys

Jak je uvedeno v Engler a Randle| (2010), podkapitola 2.3.2, 1ze ukazat, ze vektorovy
soucin libovolné dvojice fadku (nebo sloupct) dé fadek treti (nebo sloupec).



2.1.2 Osa a thel rotace

Orientaci lze také popsat pomoci jednoho thlu a jedné osy. K tomuto popisu slouzi
dvojice osa a tdhel rotace (n,w), kterd popisuje, kolem jaké jednotkové osy a o jaky tihel
je treba referenéni sourfadny systém otocit, abychom dostali souradny systém zrna.
Existenci této dvojice zarucuje Eulerova véta o rotaci, jejiz diukaz lze nalézt napr.
v [Palais a kol.| (2009).

Jak jsme jiz zminili, v pfipadé, ze za referenc¢ni systém vezmeme systém jiného zrna,
hovofime o vyjadieni misorientace dvou zrn. Na obrazku je zobrazena osa a thel
misorientace mezi dvéma riznymi zrny s hodnotou w = 45°.

Obréazek 2.2: Osa a tihel misorientace mezi dvéma zrny.

Z matice orientace G lze thel orientace (resp. misorientace) ziskat jako (Morawiec
(2004), (2.18))

tr(G) — 1) ,

W = arccos
( 2

kde tr znaci stopu matice, tedy tr(G) = G11 + Gaz + Gss.

V dusledku symetrii krystalovych soustav neni dvojice osa a tihel rotace (resp. mi-
sorientace) urCena jednoznacné. Nejmensi tihel misorientace nazveme disorientaci. Pro
kubickou soustavu existuje 24 symetrii, diky nimz nemuze thel disorientace prekrocit
Bmax = 62,8°.

Pro uplny popis misorientace dvou zrn je zapotiebi znat nejen osu a uhel rotace,
ale také orientaci normély hranice mezi témito zrny. Analyze hranic se pak tika péti-
parametrovd analyza (Randlel 2006). V této praci se nicméné zamérime pouze na thel
disorientace.

Rodriguesav vektor

Orientaci muzeme také popsat jen pomoci jednoho trojrozmérného vektoru, ktery
nazyvame Rodriguesiv. Snadno se ziska z dvojice osa a tihel rotace (n,w) pomoci vzorce

i (3)
r=tan | — | n.
2

Tento popis je uzitetny naptiklad pri zjistovani specidlnich typt hranic mezi zrny a po-
uzili jsme ho ve ¢lanku [Stanek a kol.| (2020).
2.1.3 Eulerovy tuhly

V krystalografii se pro popis orientace nejcastéji pouzivaji tzv. Fulerovy uhly. Exis-
tuje nékolik konvenci pro popis Eulerovych 1hli, avsak zde popsana je tou nejcastéjsi,
tzv. Bungeho konvence (Bunge, |1982)). Jde o trojici uhla (p1, ¢, p2) popisujici t¥i po
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sobé jdouci rotace kolem os souradného systému takovych, abychom referenéni systém
s osami RD, TD a ND ztotoznili se systémem s osami X, Y, Z.

Systém nejprve otoc¢ime kolem osy ND o thel ¢1, ¢imz obdrzime zrotované osy RD
a TD, které oznacme RD’ a TD’. Nasledujici rotaci kolem osy RD’ popisuje tihel ¢.
Takto zrotované osy TD’ a ND = ND’ oznaé¢me TD” a ND”. Tieti hel s popisuje
rotaci kolem zrotované osy ND”.

Analyticky muzeme tyto rotace popsat nasledovné:

cosp; sing; 0 1 0 0
o1 = | —singy cospr 0], go=10 cos¢ sing|,
0 0 1 0 —sing cos¢
coswy singy 0
Jpy = | —sings cospz 0
0 0 1

Definice 1. Definujme zobrazeni g : R? — SO(3) piedpisem

9(p1, @, ¥2) = Gpy - 96 - Jor - (2.1)

7 popisu je ziejmé, ze Eulerovy thly jsou periodické s periodou 27, a tedy

g<901 +27T7 ¢+27T7 P2 +27T) = g(<p1, ¢7 ()02)

Dokonce plati i identita

g(gol + 7, 2T — @, 2 +7T) = 9(901, o, 802)-

Nicméné zvykem je definovat tyto uhly v nasledujicich intervalech: o1, w2 € [0,2m)
a ¢ € [0,m]. Defini¢ni obor zobrazeni g definovaného predpisem muzeme tedy
omezit na prostor [0,27) x [0, 7] x [0, 27).

Matici rotace lze pak z Eulerovych uhlu dostat jako G = g(¢1, ¢, ¢2). V priloze
lze nalézt i opac¢né vyjadreni, tedy vyjadreni Eulerovych uhli z matice orientace.

Fundamentalni oblasti Eulerova prostoru

Kazdou orientaci 1ze pomoci Eulerovych thli vyjadrit jednoznacéné. Diky symetriim
existuji ekvivalentni oblasti v prostoru téchto thli, které nazyvame téz fundamentalni
oblasti nebo fundamentdlni zony (Engler a Randle (2010)), podkapitola 2.6.2). Pocet
téchto oblasti se lisi podle poc¢tu symetrii. Pro kubickou krystalovou strukturu existuje
24 takovychto ekvivalentnich oblasti, které jsou postacujici pro jednozna¢né popsani
orientace zrna, ¢i disorientace mezi riznymi zrny.

V pripadé pocitani disorientace mezi dvéma zrny, je tfeba uvazovat vsechny ekvi-
valentni vyjadieni orientaci obou zrn. Je tedy treba vybrat minimum z 24 - 24 dhld.
Existence fundamentalnich zén tento pocet nicméné redukuje na pouhych 24.

2.1.4 Kvaterniony

Ponékud vice abstraktni nastroj pro popis orientace zrna je pouziti kvaternioni
(Morawiec, |2004)). Nez se pustime do zasazeni kvaternionu do kontextu krystalografie,
pripomeneme nékteré vlastnosti této algebraické struktury.

Definice 2. Kvaternion q¢ = (qo, q1, q2, q3) je usporfddand c¢tverice redlnych cisel.
Sklad4 se ze skalarni ¢éasti gp a vektorové ¢asti q = (q1, g2, ¢3). Zapisujeme q = (qo, q)-
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Norma kvaternionu je definovéna jako ||g|| = \/ @ + ¢ + @3 + ¢3. Inverzni kvater-
nion k nenulovému kvaternionu definujeme pomoci normy predpisem

1
—1
¢ = —5(q,—q)
ql1?

Definice 3. Méjme dva ruzné kvaterniony ¢ a p, potom definujeme jejich soucin

pqg = (Pogo—P-d, goP +Pod+ P X q)
= (pogo — X}=1 iy PQ1, PG2, PG3),

kde pgi = qopi + Podi + X o—1 She1 €ijkPidk, @ = 1,2, 3 a €5 je permutaéni symbol
(Levi-Civituv symbol)ﬂ

7 definice je patrné, ze nasobeni kvaternionil neni komutativni, obecné tedy plati
pq # qp. Déle plati ¢~1q = qg¢~ = (1,0,0,0).

V krystalografii se pracuje s jednotkovymi kvaterniony, tedy s témi, pro které plati
llg|l = 1. Jednd se o prvky trojrozmérné sféry

$* = {(q0, @15 @2, @3) € R*: qg + qf +q§ +q§ =1}

Daéle mtzeme uvazovat pouze kvaterniony s nezapornou skalarni ¢asti, nebot kvater-
nion ¢ i k nému opacny —q popisuji stejnou orientaci. Omezime se tedy na prvky
trojrozmérné polosféry

Si :S3H(T0UT1UT2UT3),

kde To = {(q0, q1, 42, 3) € R* : g0 > 0}, T3 = {(0, q1, @2, g3) € R* : g3 > 0},
T ={(0, q1, g2, 0) € R*: g2 > 0} a T} = {(0, q1, 0, 0) € R*: ¢; > 0}.

Vztah mezi jednotkovym kvaternionem popisujicim orientaci a matici orientace
udava nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1. Zobrazeni h: S3 — SO(3) definované predpisem

B+ -G -3  2qae— ) 2(q193 + 9092)
hg)=| 2(qee+qa) @—-ad+d—-—6¢ 2w —qn) (2.2)

2(q193 — qoq2) 2(g2q3 + 1) @ — ¢ — 43+ 43

je izomorfismus. Matici orientace z kvaternionového wvyjadreni lze tedy ziskat jako

G = h(q).

Dikaz. Kvaternionu ¢ jsme prifadili matici G = h(q), pro kterou neni tézké piimym
vipocétem ovéfit, ze spliiuje GGT = I3 a det(G) = 1. Obracené pro matici G € SO(3)
tvaru

Gi1 Giz2 Gi3
G=|Ga G Ga3
G31 Gz Gss

Levi-Civittiv symbol €5 je definovan jako

1 pro (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2),
eijk =4 —1 pro (1,3,2), (2,1,3), (3,2,1),
0 jinak.
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je jeji stopa tr(G) = G11 + G2 + Gssz alespon —1, a proto muzeme vyjadrit

1
q = 5\/1 + tr(G).

Jestlize g9 > 0, polozime

Gz —Ga3 _ Gi3—G3 _ Go1 — G2
=, Qg = — a (3= —]——.

q1
4q0 4qo 4qo
14+G
V piipadé qo = 0 lze psat g3 = 4/ % a také
G
) pro q3 > 0,
2qs3
q2 =
1+ Gog
—5 % prog;=0,
* G
~13 pro g3 > 0,
2q3
g =1 G2

2 PrOQSIO, q2>0a
q2

1 pro gz =0, g2 =0.

Timto zptisobem jsme nasli kvaternion ¢ = (qo, 1, q2, q3) € S%. takovy, ze G = h(q).
Neboli jsme popsali inverzni zobrazeni ¢ = h~!(G). Odtud vidime, Ze h je bijekce.
Abychom ukézali, Ze h je rovnéz homomorfismus, potfebujeme zjistit, zda pro p,q € Si
plati, ze h(pq) = h(p) - h(q). Toto odvozeni je pfimocaré, ale ponékud zdlouhavéjsi,
a proto ho zde nevypisujeme.

O

Pomoci predchoziho vyjadreni a vztahd mezi matici orientace a osou a thlem ori-
entace (n,w) lze pomérné snadno vyjadrit kvaternion popisujici orientaci pravé skrze
tuto dvojici nasledujicim vztahem:

Qo = COs <U2J>, q; = M;sin <02J>, 1=1, 2,3,

kde n = (n1, na2, n3).

Prevody mezi kvaternionem a Eulerovymi thly spolu s vyjadfenim kvaternionu
z matice orientace lze nalézt v priloze [Bl Odvozeni téchto vztaht lze nalézt v|[Morawiec
(2004), podkapitola 2.5.3.

2.1.5 Vypocet disorientace

Pii vypoctu disorientace (minimalniho ihlu misorientace) mezi dvéma zrny je tieba
zohlednit symetrie dané krystalografické soustavy. Pro krychlovou soustavu existuje 24
symetrii, diky nimz nemuze thel disorientace prekrocit Bmax = 62,8°. Uvedeme zde
postup pro vypocet disorientace mezi dvéma zrny v materidlu s timto typem krystalo-
grafické soustavy.

Oznaéme ¢', ¢% kvaternion orientace prvniho, resp. druhého zrna. Uhel disorientace
mezi dvéma zrny je pak roven

Clgh, %) = ~min 42 arccos p,

i=1,...,
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kde p} znaéf skaldrni slozku kvaternionu p’ = (¢*)~! - s - ¢% a s’ je kvaternion symetrie
(viz priloha [A)).

Vypocet muze byt také modifikovan pro reprezentaci orientaci maticemi, nicméné
z vypocetniho hlediska je vhodnéjsi volit kvaterniony. Ozna¢me G1, G matici orientace
prvniho, resp. druhého zrna. Uhel disorientace mezi dvéma zrny je pak roven

2

t -1 MZ . -1
C(G1,G2) = ,jninz arccos ( r(Gy Ga) > ’
kde M' je matice symetrie (viz piiloha |Al). Plati, Ze M; = h(s;), i =1,...,24, kde h je

izomorfismus definovany predpisem ([2.2)).

2.1.6 Pravdépodobnostni rozdéleni orientaci

V literature (napi. Engler a Randle (2010), podkapitola 5.3) se setkdvame s termi-
nem ,orientation distribution function“, tedy distribu¢ni funkce orientaci, ktery ovsem
neznamend distribuéni funkci, nybrz hustotu pravdépodobnostniho rozdéleni. Abychom
vSak zachovali zavedenou terminologii, pfevezmeme toto oznaceni a hustotu oznacime
zkratkou odf.

Matice orientace jsou prvky prostoru SO(3), na kterém existuje jednozna¢né uréend
pravdépodobnostni Haarova mira p (viz Halmos (1950), kapitola 11). To znamena, ze
n(SO(3)) =1 a u(GA) = u(A) pro kazdou matici G € SO(3) a borelovskou podmno-
zinu A C SO(3), pricemz znac¢ime GA = {G - Gy : Gy € A}.

Definice 4. Nezapornou a borelovsky méritelnou funkei f na SO(3) nazveme pravdé-
podobnostni hustotou orientaci (odf), jestlize

[5G nd6) =
S0(3)

Speciélné pro rovnomérné rozdéleni orientaci plati f(G) = 1 pro kazdé G € SO(3).

Pro jiné reprezentace orientaci pouzijeme ptislusnou transformaci. Uvazujme zob-
razeni g definované predpisem ([2.1)) na prostoru Eulerovych thlu, g : [0,27) x [0, 7] X
[0,27) — SO(3). Tato transformace dava (Morawiec (2004), kapitola 3)

27 27r
[ 1@ u6) = 5 [T 7 [T Hater .0 tialen, 0. 02) € Apsing dpn do iy

pro libovolnou borelovskou podmnozinu A C SO(3). Zjednodusené v feci diferencialu
méame rozklad

sin qﬁ
82

V pripadé parametrizace orientaci pomoci Eulerovych thli budeme pro pravdépodob-
nostni hustotu opét pouzivat symbol f. Tato funkce pak splnuje

w(dG) = dpy do des.

2r  pm 2 sin
/ / f(gpla¢agp2)872¢ d‘Pl dgb d<,02:1
0 0 0 ™

V podkapitole 2.1.4] bylo zminéno, ze v krystalografii uvazujeme kvaterniony z polosféry
S%. Haarova mira na tomto prostoru je ndsobek Hausdorffovy miry H3. Znormovéni
na pravdépodobnostn{ miru dostaneme vyuzitim toho, ze H3(S3) = 7. Uvazujeme-li
zobrazeni h definované predpisem (2.2)), h : Si — SO(3), pak

[, 1@ utac) =5 [ snanina) € 4y 1@
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pro libovolnou borelovskou podmnozinu A C SO(3), neboli
1
(dG) = — H3(dg).

Integral jesté muzeme vice rozepsat, ¢imz dostaneme

[ 1@ wae)= [ Fhlan, avs a2 )1 (a0, a1, @2, ) € A}y dla, a2, a0),
A b(0,1) Tqo

kde b(0,1) je jednotkova koule v R? se stiedem v pocatku a g = \/1 — ¢ — g — 4.
Priklady rozdéleni orientaci jako von Misesovo—Fisherovo ¢i Binghamovo rozdéleni
lze nalézt napiiklad v |Morawiec| (2004)), podkapitola 5.2.
Existuje i analytické vyjadieni odf pomoci zobecnénych sférickych harmonik 7"
(Bunge| (1982) ¢i Roe| (1965))):

oo 1 l
f 901a¢7(102 Z ZC mn 8017¢7902)
=0 m=0n=0

oo 1 l

= Z Z mn 1m<p2 Prlrm(cos ¢) eingol

lOmOnO

_y Z Z g jm=n <2l; 1>_2 7L, (cos ) €91,

=0 m=0n=0

=

kde C!,,, jsou koeficienty, P! () zna¢i zobecnény Legendriv polynom a Z!  (x) znadi
zobecnény Jacobiho polynom.

2.2 Graficka reprezentace orientaci

2.2.1 Podlovy a inverzni pélovy obrazec

Pro grafické znazornéni orientaci zrn se nejCastéji pouzivaji pélové a inverzni polové
obrazce (Engler a Randle (2010), podkapitola 2.5), coz jsou 2D obrazce zalozené na
projekci krystalografickych sméru.

Kazdy krystalograficky (trojrozmérny) smeér lze zobrazit jako bod na jednotkové re-
ferencni sfére, tedy na povrchu koule s jednotkovym polomérem a stredem umisténém
v pocatku souradného systému daného zrna. Za reprezentujici bod vezmeme prusecik
daného smérového vektoru a referencni sféry. Pro zobrazeni tohoto bodu na 2D plose
je zapotiebi aplikovat nékterou z projekci. Projekci mizeme volit bud stereografickou,
kterd zachovava thlové vzdalenosti, nebo tzv. equal-area projekci, kterd naopak zacho-
vava velikosti ploch. Pro equal-area projekci tedy plati, ze plochy, které maji shodnou
velikost na referenc¢ni sfére, maji také shodnou velikost na zprojektované plose.

Méjme bod, jehoz sférické souradnice jsou (r,6,¢) (obrézek [2.3). Potom v p¥ipadé
stereografické projekce jsou souradnice zprojektovaného bodu

0
rtan (2> (cos, sinp). (2.3)
V pripadé equal-area projekce jsou vsak tyto souradnice
. (0 :
2sin B (cos g, sinp). (2.4)
Pro ¢teni téchto projekei se pouzivaji jiné sité. Pro stereografickou projekci je to

tzv. Walffova sit (obrézek [2.4a)) a pro equal-area projekei je to Schmidtova sit (obréazek
2.4b)), ve které jednotka reprezentuje presné podil ¢asti v prostoru orientaci.
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X

Obrazek 2.3: Sférické souradnice.

LA

) Wulffova sit. ) Schmidtova sit.

Obréazek 2.4: Typy siti pro stereografickou projekci a equal-area projekci s krokem 10°.

Pélovy obrazec

Pélovy obrazec (na rozdil od inverzniho pélového obrazce) je projekei krystalo-
grafickych sméru vyjadienych v referenénim souradném systému (systém materidlu).
Referenc¢ni systém je umistén do stfedu referencéni sféry tak, ze osa ND smétuje k sever-
nimu poélu, a systém vzorku je naklonén podle prislusné orientace (jako je na obrazku
7).

Sférické souradnice sméru [zyz] zrna ziskdme ze vztahu

sin@ - cos 1 x
sinf-sinp | =—-Gly|,
N
cos 6 z

kde N = /x2 + y? + 22 je normujici konstanta a G je matice orientace daného zrna.
S volbou r = 1 potom ziskdme soutadnice zprojektovaného bodu ze vzorce nebo
(2.4) podle toho, jakou projekci zvolime.

Pri vykreslovani obrazce projektujeme vSechny krystalograficky ekvivalentni sméry
v severni polokouli. To znamend, ze napr. pro smér [100] se projektuji 3 vektory, zatimco
pro smér [111] se projektuji vektory 4.

Na obrazku jsou vykresleny pélové obrazce z odhadnuté odf pomoci sférickych
harmonik z redlnych dat (kapitola [5)) zalozené na equal-area projekci pro sméry [100],
[110] a [111]. Stupnice je tedy uvedena v nasobcich hustoty rovnomérného rozdéleni.
K vykresleni jsme vyuzili software MTEX (Bachmann a kol., 2010). Vidime, ze smér
[111] je u vétsiny zrn natocen ve sméru osy ND. Rozdéleni orientaci neni tedy rovno-
meérné, ale je zde preferencni orientace, rikame také tzv. textura.
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[100] [110] [111]

Obréazek 2.5: Polové obrazce zalozené na equal-area projekci pro tii krystalografické
sméry. Obrazce jsou ur¢ené pomoci odhadu odf z dat namérenych pro NiTi material.

Inverzni pélovy obrazec

Druhym pfipadem je inverzni polovy obrazec, coz je projekce charakteristickych
sméru vzorku vyjadrenych v lokalnich souradnych systémech jednotlivych zrn.

Referencni systém je stejné jako v pripadé poélového obrazce umistén do stiedu
referencni sféry tak, ze osa ND sméruje k severnimu pélu, a systém vzorku je naklonén
podle prislusné orientace.

Pro vykresleni projektovaného sméru aplikujeme na dany vektor symetrie soustavy
materidlu. Poté vSechny symetricky ekvivalentni vektory zprojektujeme bud pomoci
stereografické, nebo equal-area projekce. Referenc¢ni sféra je tak rozdélena podle syme-
trie krystalu na sférické trojuhelniky. Pro kubickou soustavu jde o 48 krystalograficky
ekvivalentnich jednotkovych sférickych trojihelnikt, aplikujeme-li i inverzi. Nicméné
zprojektovanych trojuhelniki je 24 (sta¢i tedy opét projektovat pouze sméry v severni
polokouli referencni sféry) a pro vykresleni inverzniho pélového obrazce pak nezalezi
na volbé trojuhelniku. Poslednim krokem je tedy volba trojuhelniku a nésledné jeho
vykresleni. Na obrizku jsou tyto trojihelniky znazornény a je zde také zvyraznén

ten, ktery se vybird nejcastéji.
45
.
3.5
3
25
2
15
1
0.5

Obrézek 2.6: Projekce sférickych troji- Obréazek 2.7: Inverzni podlovy obrazec ur-
helnikt pro kubickou soustavu. ¢eny pomoci odhadu odf z dat namérenych
pro NiTi material.

(111

111]

jo11)

]
[001] fo11]

Na obrazku [2.7] je vykreslen inverzni pélovy obrazec z odhadnuté odf pro osu ND
pro kubickou soustavu pro stejnd redlna data jako predchozi pélovy obrazec (obrazek
. I z tohoto obrazku je patrna preferen¢ni orientace sméru [111] ve sméru osy dratu,
nebot vidime, Ze hustota rozdéleni je mnohem vysSsi u osy [111] nez ve zbylych ¢astech
trojuhelniku.
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2.2.2 Pravdépodobnostni hustota orientaci

Dalsim, mozna méné prehlednym, avsak podrobnéjsim, grafickym nastrojem na vy-
kresleni orientaci jsou rezy odhadem hustoty orientaci, ktera byla zavedena v podkapi-
tole

Na obrédzku [2.8) jsou vykresleny fezy podle Ghlu 2 po 15° pro stejnd redlnd data
jako predchozi pélovy a inverzni polovy obrazec, kde na vodorovné ose je @1 a na svislé
¢. Jelikoz se pti odhadovani odf berou v tvahu symetrie dané struktury, je v tomto
pripadé mozné omezit se pro tihly ¢ a 2 pouze na interval [0°, 90°). Stejné jako u pred-
chozich obrazct je z tohoto obrézku patrna textura materialu. Vidime, ze odhad hustoty
dosahuje nejvyssich hodnot pro Eulerovy dhly ¢ = 60° a @y = 45°.
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Obrézek 2.8: Rezy odhadem odf podle oo po 15°.



3. Stochastické modely

V této kapitole predstavime zakladni prostorové modely, s kterymi budeme déle
pracovat. Budeme predpoklddat, ze je pevné dan pravdépodobnostni prostor (€2, .4, P).

3.1 Nahodné pole

3.1.1 Na&hodné pole na mrizi

Méjme L € R? kone¢nou podmnozinu, kterou nazveme mgiz. Jednotlivym bodtim
z L budeme fikat vrcholy. Pocet vrcholu oznacme jako n = |L|.

Definice 5. Soubor ndhodnych veli¢in {Z; : i € L} definovanych na pravdépodobnost-
nim prostoru (2, .4, P) nazveme ndhodné pole na mrizi L.

Definice 6. Mé&jme symetrickou relaci ~ na L x L. Rekneme, Ze dva vrcholy i, j € L
jsou sousedé, jestlize jsou v této relaci, tedy ¢ ~ j. Opacny pripad budeme znacit i ~ j.

Definice 7. Méjme ndhodné pole {Z; : i € L} s konstantni stfedni hodnotou a ko-
nec¢nym rozptylem. Déle méjme pro kazdou dvojici vrcholt (7, j) nezapornou vahu wj;
takovou, ze w;; = 0 pro i » j a pro i = j. Potom definujeme Moraniv index predpisem

n Dier 2jer Wij(Zi — Z)(Zj - Z)
w >ien(Zi — Z)? ’

kde Z = %ZieL Ziaw =7y ZJEL Wj -
Gearyho indexr definujeme predpisem

o =1 e Mjer wi(Zi — Zj)? (3.1)
2w Yier(Zi — Z)?
Pozndmka. Moranuv a Gearyho index udavaji miru korelace mezi jednotlivymi nahod-
nymi veli¢cinami ndhodného pole.

I =

3.1.2 Nahodné pole na spojité oblasti

Nahodné pole muzeme uvazovat také se spojitou indexovou mnozinou. Piikladem
miize byt treba nadmotska vyska zemského povrchu nebo teplota.

Definice 8. Necht D C R%. Jako ndhodné pole oznacime soubor {Z(x) : z € D}
ndhodnych veli¢in definovanych na pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P).

Definice 9. Rekneme, Ze ndhodné pole {Z(x) : x € D} je strikiné staciondrni, jestlize
rozdélen{ ndhodnych vektoru (Z(x1),...,Z(xyn)) a (Z(x1 + h),...,Z(xn + h)) jsou
shodné pro kazdé n € N a h € R? takové, ze z1 + h,..., xn +h € D.

Definice 10. Rekneme, 7e ndhodné pole {Z(z) : * € D} s koneénymi druhymi mo-
menty je slabé staciondrni, jestlize

E(Z(x)) = p €eR,
cov(Z(x+h),Z(y+ h)) = cov(Z(x), Z(y))

pro kazdé z,y € D a h € R? takové, ze © + h,y + h € D.

19



Definice 11. Nahodné pole {Z(z) : x € D} nazveme vnitiné staciondrni, jestlize pro
kazdé xz,y € D plati E(Z(z) — Z(y)) = 0 a var(Z(x) — Z(y)) zavisi pouze na rozdilu
x—y.

Tvrzeni 2. Slabé staciondrni ndhodné pole je vnitiné staciondrni.

Diikaz. Pro slabé stacionarni pole plati

E(Z(x) = 2(y)) =pn—p=0,
var(Z(x) — Z(y)) = var Z(z) + var Z(y) — 2cov(Z(x), Z(y))
= 2[C(0) = C(z —y)],
kde C(z —y) = cov(Z(z), Z(y)) je z definice pro slabé staciondrni ndhodné pole funkei

pouze rozdilu x — y.
O

UziteCnym nastrojem pro popis prostorové korelace nadhodného pole je tzv. vario-
gram. Jehoz idea odpovida predstavé, ze s rostouci vzdalenosti klesd prostorova zavis-
lost.

Definice 12. Méjme vnitiné staciondrni nahodné pole {Z(x) : z € D}. Potom definu-
jeme wvariogram nahodného pole predpisem:

2y(h) = var(Z(x + h) — Z(z)), he€ D - D,
kde D — D ={x —y: z,y € D}. Funkci y(h) nazyvame semivariogram.

Definice 13. Jestlize existuje konec¢nd limita lim,—o 27(h) = 7, potom nazveme
jako dosah vzdéalenost, pro kterou se hodnota variogramu ustali, tedy

s=inf{r >0:2y(h) =7, Vh€ D, ||h|| > r}.

Pozndmka. Na obrizku je vykreslen teoreticky variogram zavisly pouze na ||h|| se
znazornénym dosahem definovanym v predchozi definici pro sféricky model s predpisem

lpll Ial?
2s 253

2y([[pll) = 1{0 < [n]} < s} < ) T+ L[] = s}

2y(|lhID

S
[l

Obréazek 3.1: Teoreticky variogram pro sféricky model.
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Pozndmka. Empiricky odhad variogramu na zakladé pozorovani Z(x1), ..., Z(zy) je

A = ! x;) — Z(x:))?

kde N(h) = {(zs,2j) : @; —xj = h, i,j =1,...,n}. Protoze N(h) pro dané h obvykle
obsahuje jen mélo nebo zaddnou dvojici, voli se déleni D — D na podskupiny Hi, ..., Hy.
Vybereme-li z mnoziny H; prvek h;, [ = 1,...,k, ktery ji reprezentuje, pak empiricky
odhad variogramu v bodech hq, ..., hi je

A —71 x;) — Z(x:))? =
27(}”) - |N(Hl)’ N(EI;Z)(Z( 1) Z( ])) ’ ! 17"'7k7 (32)

kde N(H;) = {(zs,z;) 1 x; —x; € Hy, i, =1,...,n}.

3.2 Bodovy proces

Velmi uziteénym stochastickym modelem pro popis ndhodné rozmisténych bodu ¢i
mnozin v prostoru je tzv. bodovy proces.

Méjme (FE, p) uplny separabilni metricky prostor. Ozna¢me B = B(F) systém bo-
relovskych podmnozin mnoziny E a By = By(E) systém omezenych borelovskych pod-
mnozin mnoziny F.

3.2.1 Obecny bodovy proces

Definice 14. Miru p nazveme lokdiné konecnou na prostoru (E, B), jestlize u(B) < oo
pro kazdou mnozinu B € By. Prostor vSech lokalné kone¢énych mér na prostoru (E, B
oznac¢me M(E) = M a prostor vSech lokalné kone¢nych ¢itacich mér na prostoru (£, B)
oznacme N (E) = N, tedy

~—

N={peM:uB)eNU{0,00} VB € B}.
Déle ozna¢me o-algebru 91 na prostoru M:
M= o{{u:u(B)<r}, BEB, re[0,0)}.
Symbolem D1 oznac¢ime stopu o-algebry 9 na N, tedy
N={MnN, MeN}.

Definice 15. Ndhodnd mira ¥ je métitelné zobrazeni ¥ : (Q, A, P) — (M,9M). Bodovy
proces ® je méritelné zobrazeni ® : (Q, A, P) — (N, N).

Pozndmka. Bodovy proces je tedy specidlni pripad ndhodné miry.

Pozndmka. Rozdéleni ndhodné miry ¥ oznac¢me Q = PU—1,

Definice 16. Miru intenzity A ndhodné miry ¥ definujeme predpisem
A(B)=E¥(B), B € B.

Definice 17. Rekneme, Ze bodovy proces ® je jednoduchy, jestlize ®({z}) < 1 pro
kazdé x € F.

Definice 18. Bod x € E nazveme atomem bodového procesu @, jestlize ®({z}) > 0.
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Definice 19. Nosi¢ miry u € M (znacime supp p) definujeme jako nejmensi uzavienou
mnozinu A C F takovou, ze u(E \ A) = 0.

Nosi¢ bodového procesu je sjednoceni jeho atomil. V kazdé omezené mnoziné jich
je konecné mnoho. Bodovy proces lze pak reprezentovat pomoci ndhodnych elementi
s hodnotami v prostoru F, které odpovidaji jeho atomutm.

Tvrzeni 3. KazZdj bodovy proces ® muzeme reprezentovat jako

B) = Z(SXZ,(B), B € B,

kde X; je ndhodny element z E a d, znaci Diracovu miru v bodé x definovanou predpisem

1, kdyzz e B,
0, jinak.

o

Diikaz. Viz |Daley a Vere-Jones (2008]), lemma 9.1.XII.
O

Definice 20. Necht v, p jsou o-koneéné miry na (E, B). Rekneme, Ze mira p je abso-
lutné spojitd vzhledem k mire v, jestlize pro kazdé B € B plati

v(B) =0 = u(B) =0.

Véta 4 (Radonova—Nikodymova). Necht v, p jsou o-konecné miry na (E,B) a mira
1 je absolutné spojitd vzhledem k mire v. Potom existuje nezdpornd meritelnd funkce f
na F takovd, Ze

/f v(dz), BeB.

Dukaz. Viz |Halmos| (1950), kapitola 31.

Definice 21. Funkce f z véty 4| se nazyva Radonova—Nikodymova derivace.

Definice 22. Méjme (S,S) a (T,7) méfitelné prostory. Rekneme, 7e zobrazeni
p:SxT —[0,00] je jadro z (T, T) do (S,S), jestlize

i) t — p(A,t) je méritelnd funkce na T pro kazdé A € S,
ii) A p(A,t) je mira na (5,S) pro kazdé t € T'.

Rekneme, Ze p je pravdépodobnostni jddro, jestlize p(-,t) je pravdépodobnostni mira pro
kazdé t € T.

Véta 5 (O dezintegraci). Necht (S,S) je uplng separabilni metricky prostor s borelov-
skou o-algebrou a (T,T) méritelny prostor. Necht ddle v je mira na (S x T,S @ T)
takovd, Ze projekce u(-) = v(S x -) je o-konecnd. Potom ezistuje jadro p z (T,7T) do
(S,8) takové, Ze pro kaZdou nezdpornou méritelnou funkci f na S x T plati

TN //fst (ds, 1) p(dt).
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Diikaz. Viz |Rataj (2006), véta 7.1.
O

Pozndmka. Pro kazdé A € S je mira v(A x -) absolutné spojitd vzhledem k mite p
a p(A,-) je prislusnd Radonova—Nikodymova derivace.

Definice 23. Campbellovu miru C asociovanou s ndhodnou mirou ¥ na E s rozdélenim
@ definujeme vztahem

o e c@w) = [ [ @) nde) Qan),

kde f je libovolna nezdporna méritelna funkce.

Disledek 1. Necht ¥ je ndhodnd mira na E' s rozdélenim @) a mirou intenzity A. Potom
existuje pravdépodobnostni jadro x — P, z (E,B) do (M, M) takové, ze

[ e utae) @) = [ [ o) Patam) A,

kde f je libovolnd nezdpornd métitelnd funkce na E x M.

Definice 24. Rozdéleni P, z predchoziho disledku nazyvame Palmovo rozdéleni na-
hodné miry ¥ v bodé z € F.

Definice 25. Redukované Palmovo rozdeleni v bodé x € FE pro bodovy proces &
definujeme jako pravdépodobnostni miru P, predpisem

[ o Py = [ gtu=o2) P
kde g je libovolna nezaporna méritelna funkce.

Pozndamka. Pro bodovy proces ® muzeme Palmovo rozdéleni P, interpretovat jako
podminéné rozdéleni procesu ® za podminky, ze x je bodem procesu ®. Redukované
Palmovo rozdéleni PQ!C muzeme interpretovat jako podminéné rozdéleni procesu ® za
podminky, ze x je bodem procesu ®, ktery neni pocitan.

Definice 26. Pro n € N ozna¢me E" = {(zy,...,2,) € BE", x; # x;, i # j} mnoZinu
n-tic navzajem rizngch bodi z E. Necht dale B znadi stopu o-algebry B” na EM.
Faktoridlni momentovou miru n-tého fddu o™ nadhodné miry ¥ definujeme piedpisem

o™(B) =Ev™(B), Be B,
kde UM znagi restrikci U" na EM.

Pozndmka. Plati oV = A, tedy faktoridlni momentovd mira prvniho fadu je mira
intenzity.

Pozndmka. Pro jednoduchy bodovy proces ® muzeme psat

o™ (B)=E > 1{(Xy,...,X,) € B}, BeB",
X1,...,Xn€Esupp ¢

kde symbol > znaci sumu pres vSechny navzajem ruzné n-tice z nosice @,
X1,...,Xn€Esupp ¢

tedy X; # X, pro i # j.
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Véta 6 (Campbellova). Necht ® je jednoduchy bodovy proces. Pro libovolnou nezdpor-
nou meritelnou funkci f plati

+
EY f(Xl,...,Xn):/E~--/Ef(x1,...,:zn) o™ (d(z, ..., 20)).

le---vXnesupp @

Diikaz. Viz Schneider a Weil| (2008), véta 3.1.3. Pro n = 1 také viz |Chiu a kol.| (2013),
véta 4.1.
O

3.2.2 Prostorovy bodovy proces

Uvazujme prostor E = R? se standardni eukleidovskou metrikou a borelovskou
o-algebrou B%. Bodovy proces na takovém prostoru nazveme prostorovy bodovy proces.
Déle oznac¢me Bg systém vsech omezenych borelovskych podmnozin R

Definice 27. Necht pro z € R% znadi t, operator posunuti na M definovany predpisem
t.u(B) = (B —z), peM, BeB”.

Rekneme, Ze ndhodné mira WU je staciondrni, jestlize jeji rozdéleni Q je invariantni vaci
posunuti, tedy Qt;! = Q pro kazdé z € R,

Definice 28. Pro staciondrni ndhodnou miru ¥ s lokélné koneénou mirou intenzity A
definujeme intenzitu \ predpisem

A(B) = \B|, BeB,
kde |B| znaci Lebesgueovu miru mnoziny B.

Poznamka. Intenzita je nezaporna konstanta. V pripadé bodového procesu udava in-
tenzita stfedni pocet bodl na jednotku objemu.

Existence intenzity A je zarucena diky stacionarité nahodné miry, nebot plati
A(B + z) = A(B) pro kazdé z € R? a diky faktu, Ze Lebesgueova mira je jedind
translacné-invariantni mira na (R%, B%).

3.3 Kobtovany bodovy proces

Pfifadime-li atomfim bodového procesu znacky (kéty), v piipadé procesii na R?
napt. vysku stromu, druh (jedle, smrk, . ..) ¢i velikost zrna v pfipadé bodovych procest
na R3, dostaneme tzv. kétovany bodovy proces.

Definice 29. Méjme uplny separabilni metricky prostor M, ktery nazveme prostor
kot, a borelovskou o-algebru B(M) na tomto prostoru. Kétovany bodovy proces Py,
definujeme jako jednoduchy bodovy proces na prostoru R% x M s mirou intenzity A,
spliujici Ay (B x M) < oo pro kazdé B € Bg .

Pro kétovany bodovy proces @, muzeme uvazovat také prislusny nekotovany bodovy
proces ®, ktery vznikne projekei z prostoru R% x M na R?, neboli ®(B) = &,,(B x M),
B e B

vvvvvv

jako napriklad z prostoriu reprezentujicich orientace zrn krystala.

Pozndmka. Kotovany proces @, muzeme podle tvrzeni [3| reprezentovat jako

Py, = 25(&7%)-
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3.3.1 Modely kétovani

Uvedeme zde dva modely kétovanych bodovych procesti, které budeme déle vyuzi-
vat. Prvni model 1ze nalézt napf. v Schneider a Weil (2008)), definice 3.5.2.

Definice 30. Kétovany bodovy proces &y, = >, §(x; a,) nazveme nezdvisle kétovangm,
jestlize {M;} jsou nezévislé stejné rozdélené nahodné elementy s hodnotami v M, které
jsou nezavislé na bodovém procesu ® = ", x;.

Druhy model, ktery lze nalézt v Daley a Vere-Jones (2003), definice 6.4.I11, neni
tolik restriktivni.

Definice 31. Kétovany bodovy proces @y, = 37, §(x, a,) nazveme podminéné nezdvisle
kotovanygm, jestlize podminéné pti bodovém procesu ® = Y, dx, jsou {M;} nezavislé
nahodné elementy s hodnotami v M a rozdéleni koty M; zavisi pouze na prislusném
bodu X;.

Pozndmka. Nezavisle kotovany bodovy proces je rovnéz podminéné nezavisle kétovany.

3.3.2 Charakteristiky kétovaného bodového procesu

Podobné jako u nekdétovaného prostorového bodového procesu zavedme pojem sta-
cionarity a uvedme nékteré charakteristiky popisujici kétovany bodovy proces.

Definice 32. Necht pro z € R? znaéi t, operator posunuti definovany predpisem
t(Ax L) =p((A—2)x L), peNRIxM), AcB LcBM).

Rekneme, Ze kétovany bodovy proces @y, je staciondrni, jestlize ma stejné rozdéleni
jako t,®,, pro kazdé z € R%.

Definice 33. Miru intenzity kotovaného bodového procesu @, definujeme predpisem
An(Bx L) =E®,(Bx L), BecB LecBM).
Mira intenzity udava stfedni pocet bodl procesu v mnoziné B s kétou z mnoziny L.

Pozndmka. Pro fixni L € B(M) je mira Ay, (- x L) absolutné spojita vzhledem k mite
intenzity A prislusného nekétovaného procesu.

Véta 7. Pro staciondrni kétovany bodovy proces ®y, existuje pravdépodobnostni mira
Qum na prostoru M tak, zZe pro miru intenzity plati

An(B x L) = A|B|Qu(L), B € B LeB(M),

kde nezdpornd konstanta A znaci intenzitu prislusného nekdtovaného procesu.

Diikaz. Diukaz, ktery zde pfedvedeme, lze nalézt napt. v |Schneider a Weil (2008)), véta
3.5.1.

Pro kazdé L € B(M) je diky stacionarité mira Ay, (- x L) transla¢né invariantni na
R?. Navic predpokladame, Ze je lokdlné koneén4, takze je ndsobkem Lebesgueovy miry.
Muzeme tedy psat Ay (B x L) = Ap|B|. Polozme Q, (L) = Ar/A. Snadno se presvéd-
¢ime, ze jde o pravdépodobnostni miru.

O]
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Definice 34. Pravdépodobnostni miru Qy, z véty [7] nazveme staciondrni rozdéleni két.
Pro L € B(M) definujme intenzitu kétovaného procesu vzhledem k mnoziné L pred-
pisem

AL = AQu(L).

Poznamka. Pro proces @y, plati
AM = A

Véta 8 (Campbellova). Pro libovolnou nezdpornou méritelnou funkci f na R? x M
plati

EY f@= [ fam) A(d(m))

d
(X,M)€esupp Pm RExM

Dikaz. Jedna se o Vétu@ pron=1aFE =R x M.
O

Pozndmka. Necht &, je kétovany bodovy proces. Faktoridlni momentovou miru dru-
hého rddu tohoto procesu lze pak vyjadrit predpisem
7&
al2(By x By x L1 x Ly) = E > 13, (X)) 15, (X;)11, (M;)1, (M)
(X,M;)€Esupp Pm
(X;,M;)€supp Pm

pro libovolné By, By € B, Ly, Ly € B(M).

Pozndmka. Necht a® je faktoridlni momentovd mira druhého Fadu pifslusného ne-
kétovaného bodového procesu. Plati, ze 041(121)(- x - x M x M) = a®(- x -), a navic
a&?)(- X - x L1 x Ly) je absolutné spojité vzhledem k o(?). Z Radonovy-Nikodymovy
véty (véta [4)) pak existuje Radonova—Nikodymova derivace. Z véty [5| plyne nésledujici
disledek.

Diisledek 2. Necht mira o je o-konetna. Potom existuje pravdépodobnostni jadro
(x,y) — Ppy tak, ze

0 (By x By x Ly x Ly) = / Pay(L1 x Ly) o (d(z,1))
B1><BQ

pro libovolné By, By € BY, Ly, Ly € B(M).

Definice 35. Pravdépodobnostni rozdéleni P, z dusledku [2| nazveme dvoubodové roz-
déleni két v bodech z,y € RY, x # y.

Pozndmka. Definici dvoubodového rozdéleni két muzeme nalézt v [Stoyan (1984) nebo
Chiu a kol.| (2013), podkapitola 4.3.5. Jde o sdruzené rozdéleni két bodu z a y za
podminky, ze se skuteéné jednd o body prislusného bodového procesu.

V piipadé staciondrniho kétovaného bodového procesu je mira P, invariantni vici
diagondlnim posunim, tedy P, = P, pro libovolné z,y € R?, piitemz y —x = h € R?
a o znad¢i poéatek v R

Definice 36. Necht ®,, je stacionarni kétovany bodovy proces se stacionarnim rozdé-
lenim két Q. Korelacni funkci két definujeme jako

ki(h) :/MXMt(ml,mg) Pou(d(mi,ms)), heRY
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kde t je pevné zvolend nezaporna meéritelnd funkce na M x M. Muzeme také pracovat
s normalizovanou verzi tvaru

ki(h) = , heR4

kde
o= / / t(ma,m2) Qu(dm) Qu(dmz).
M JM

Pozndmka. Predpokladejme, ze pozorujeme realizaci @, v mnoziné D € Bg. Stejné
jako u odhadu variogramu uvazime déleni D — D na podskupiny Hi, ..., H; s repre-
zentujicimi prvky hq, ..., hi. Empiricky odhad korelac¢ni funkce k6t ma potom tvar

t(Mi, Mj) 1{Xi — Xj S Hl}
(X4,M;),(X;,M;)€(supp ®m)N(D xM)

ci(hy) = l=1,... k.
K/t( l) 1{Xz—XJ€Hl} ) ) 7k
(X4,M;),(X;,Mj)€(supp ®m)N(D xM)
Normalizovanou verzi odhadneme jako
~ ci(h
) = 0, (33)
Ct
kde 1
Ct = W Z t(Mi,Mj).

(X4,M;),(X;,M;)€(supp @m)N(DxM)

Definice 37. M&jme prostor kot Ml = RT tvoren nezdpornymi redlnymi ¢isly. Funkce
ki(h) s volbou t(my,ma) = myms se nazyva Stoyanova korelacni funkce kdt a oznacuje

se kmm(h).
Pozndmka. U odhadu k., (k) vystupuje ve jmenovateli & = (fi)?, kde

1

ﬂ:m > M;1{X; € D}

(X3,M;)€supp P

je primér pozorovanych kot.

3.4 Proces castic

Uvazujme tUplny separabilni metricky prostor (E, p), kde E je prostor neprézdnych
kompaktnich podmnozin R? a g je Hausdorffova metrika. Potom mluvime o specidlnim
bodovém procesu, a to procesu ¢astic (Schneider a Weil (2008)), podkapitola 4.1).

Definice 38. Proces cdstic na R? definujeme jako bodovy proces na mnoziné C'(R%)
neprazdnych kompaktnich podmnozin R

Proces konvexnich cdstic na R? definujeme jako bodovy proces na mnoziné K'(R%)
neprazdnych konvexnich kompaktnich podmnozin R,

Definice 39. Necht c : K'(R?) — R? je méfitelné zobrazeni, které spliuje podminku
c(K + ) = ¢(K) pro kazdé K € K'(R?) a 2 € R%. Rekneme, 7e c(K) je referencni bod
mnoziny K.

Vvev

Definice 40. Oznacme K} = {C € K'(R?) : ¢(C) = o} systém neprazdnych konvexnich
kompaktnich mnozin s referenénim bodem v pocatku.
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3.5 Nahodna mozaika

Jednim z ¢asto pouzivanych geometrickych modeli je tzv. ndhodna mozaika (Okabe
a kol.| (2000)), Schneider a Weil (2008), |Chiu a kol. (2013))). Jde o lokalné kone¢né roz-
déleni eukleidovského prostoru na disjunktni podmnoziny. V piipadé dvourozmérného
prostoru jde o rozdéleni na mnohothelniky, ve trojrozmérném prostoru pak o rozdé-
leni na mnohostény. Pomoci tohoto modelu mizeme modelovat napriklad struktury
materiala.

Definice 41. Necht D € R?. Oznaéme K systém vsech konvexnich kompaktnich pod-
mnozin mnoziny D. Déle ozna¢me K’ systém vSech neprazdnych konvexnich kompakt-
nich podmnozin mnoziny D, tedy X' = K \ {0}. Stejné jako v definici 40| oznacme
Ky={CeK': ¢C)=o}.

Definice 42. Mozaika definovand na mnoziné D je spocetny systém T = {C;, i € 7}
mnozin Cj, které nazyvame zrna, splnujici:

i) int(C;) Nint(C;) # 0 pro i # j,

i) U C; =D,
€T

iii) T je lokdlné koneény systém, tedy |{i € Z : C; N B # 0}| < oo pro kazdou
omezenou mnozinu B € BY,

iV) C; € /CI,
kde int(C;) znadi vnitiek mnoziny C;.

Pozndmka. Uvazujeme-li D = R, maji zrna C; tvar konvexnifho mnohosténu (Schneider:
a Weil| (2008)), lemma 10.1.1.).

Podobné jako u ndhodného pole na mfizi zavedme pojem sousedstvi dvou zrn.

Definice 43. Necht H9~! znadi (d — 1)-dimenzionalni Hausdorffovu miru na RY. Rek-
neme, 7e zrna C; a Cj jsou sousedé, jestlize H4™1 (C; N Cj) > 0, i # j. Tento pifpad
budeme znacit C; ~ Cj, opacny C; = Cj.

Pozndmka. Definice [43|1ik4, Ze dvé ruznd zrna oznacime za sousedni, jestlize sdili spo-
le¢nou sténu. Zrna lze také oznadit za sousedni, sdileji-li spole¢nou hranu ¢i pouze jeden
vrchol.

Definice 44. Necht {z;,i € Z} je lokdlné koneény systém bodt z D (tzv. generatoru),
tj. B N D obsahuje koneéné mnoho z; pro kazdou B € Bg. Voronoiova mozaika je
kolekce zrn C; definovanych predpisem

Ci={yeDlly-wil<ly—=zlVjel}, iel
Ke kazdému generatoru x; uvazujme navic vahu w; € R a polozme
Ci={yeD,|ly—ai|* —w; < ||y—5UjH2 —w; VjeTl}, i€l
Laguerrova mozaika je kolekce téch zrn Cj, které jsou neprazdné.

Pozndmka. VSimnéme si, ze v definici Laguerrovy mozaiky byla Eukleidova vzdalenost
pouze nahrazena tzv. energetickou vzddlenosti. Energeticka vzdalenost bodu y vzhledem
k dvojici (z,w) je definovana predpisem

pow (y, (z,w)) = ||z — y|* — w.
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(a) Voronoiova mozaika. (b) Laguerrova mozaika.

Obrézek 3.2: Porovnani Voronoiovy a Laguerrovy mozaiky se stejnymi generatory.

Pozndmka. Na obrazku|3.2|je vykreslena Voronoiova a Laguerrova mozaika na mnoziné
D = [0,100] x [0,100] x [0,100] C R? pro stejnych 100 generatort, které jsou genero-
vany rovnomérné na mnoziné D s piislusnymi vahami w; generovanymi rovnomérné na
intervalu (0, 10). Na rozdil od Voronoiovy mozaiky nemusi pro Laguerrovu mozaiku ze
vSech generatora vzniknout zrno.

Definice 45. Ozna¢me T mnozinu vsech mozaik na D. Tuto mnozinu muzeme opattit
o-algebrou T, kterd je generovand mnozinami

{{Ci}E’]T: UaczﬁK%(b}, K ek,

kde 0 znac¢i hranici mnoziny.
Nyni muzeme zavést pojem ndhodné mozaiky.

Definice 46. Ndhodnou mozaiku definujeme jako jednoduchy bodovy proces ), d=, na
K’ takovy, ze {Z;} € T.

Pozndmka. Nahodnad mozaika je specidlni pripad procesu konvexnich castic. Mazeme
ji také definovat jako ndhodny element s hodnotami v prostoru (T, T) viz

(2008), podkapitola 10.1, nebo |Chiu a kol.| (2013)), podkapitola 9.1.

Poznamka. Piikladem ndhodné mozaiky je Voronoiova mozaika generovana atomy jed-
noduchého bodového procesu na D. Nahodnou Laguerrovu mozaiku mizeme obdrzet
z kétovaného bodového procesu na D x R, ve kterém ke kazdému atomu bodového
procesu generatorti asociujeme vahu jako jeho kétu.

3.6 Nahodna kétovana mozaika

Priradime-li, podobné jako u bodovych procesu, jednotlivym zrntim nahodné mo-
zaiky kéty, hovorime o ndhodné kétované mozaice.

Definice 47. Mé&jme M prostor kot. Ndhodnou kétovanou mozaiku Zm = 3 ;c7 0z, 11;)
definujeme jako jednoduchy bodovy proces na prostoru K’ x M takovy, jehoz projekce
> iez 0=, na prostor K’ je ndhodnd mozaika na D.

Pozndmka. Nahodna kétovand mozaika je specidlni pripad kétovaného procesu konvex-
nich ¢4stic na R? (Schneider a Weil (2008), podkapitola 4.1).

Pozndmka. Koty mohou byt nejen kategorické ¢i redlné, napt. objem zrna, sfericita,

vvvvvv

napéti a deformace.
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Definice 48. Necht pro z € R? znaéi t, operator posunuti definovany predpisem
tu(Ax L)=pu((A—2)x L), peNK xM), AeB(K'), LeBM),

kde A—z={C—2,C€ A} aC—z={r—z 1z € C}. Rekneme, %e ndhodnd kétovand
mozaika 2, je staciondrni, jestlize mé stejné rozdéleni jako ¢,Z,, pro kazdé z € R%.

3.6.1 Modely kétovani

Analogicky k modeluim kétovanych bodovych procesti muzeme definovat modely
nahodnych kétovanych mozaik.

Definice 49. Néhodnou kétovanou mozaiku Ey, = > ,c79(z, p;) nazveme nezdvisle
kétovanou, jestlize koty {M;} jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné elementy s hod-
notami v M a zdroven nezdvislé na ndhodné mozaice = = > ;7 d=,.

Definice 50. Nahodnou kétovanou mozaiku Zp, = >7,c7 d(z, ar,) nazveme podminéné
nezdvisle kotovanou, jestlize podminéné pii ndhodné mozaice Z = ;.7 6=, jsou {M;}
nezavislé ndhodné elementy s hodnotami v M a rozdéleni kéty M; zavisi pouze na
prislusném zrnu =;.

Pozndmka. Nezavisle kotovanad nahodna mozaika je rovnéz podminéné nezavisle koto-
vand.
3.6.2 Charakteristiky ndhodné kétované mozaiky

Podobné jako u kétovanych bodovych procesti uvedeme nékteré charakteristiky po-
pisujici ndhodné kétované mozaiky.
Vétu [7] miuzeme pro ndhodné kétované mozaiky prepsat nasledovné.

Véta 9. Necht =y, je staciondrni ndhodnd kétovand mozaika. Potom existuje \ € (0, 00)
a pravdépodobnostni mira Qu, na Kj x M tak, Ze

ES f(E:, M) = )\/ FUE +2,m) do Qu(d(K,m)),
P oxM JR4
kde f je libovolnd nezapornd méritelnd funkce.

Diikaz. Viz|Schneider a Weil (2008), véta 4.1.1.
O

Definice 51. Intenzitou ndhodné kétované mozaiky nazyvame konstantu A z predchozi
véty. Pravdépodobnostni miru Qp, nazyvame staciondrni rozdéleni zrna a jeho koty
kétované mozaiky =p,. Margindlni rozdéleni Py (-) = Qun(K{ X -) nazveme staciondrni
rozdélent kot a ndhodny element s rozdélenim P, nazveme typickou kdtou.

Definice 52. Pro ndhodnou kétovanou mozaiku Zy, = > 2,c7 d(z;,0,) definujeme fakto-

Ei:
N T . 2 v .
ridlng momentovou miru a2 predpisem

+

alP(By x By x Ky x Ko x Ly x Ly) =E Y 1{Z; ~ Z;}1{M; € L, M; € Ly}
1,J€T

l{C(EZ) € Bl,C(Ej) S BQ}]_{EZ — C(El) € Kl,Ej — C(E]’) € KQ}

pro libovolné By, By € BY, K1, Ky € B(K}), L1, La € B(M).
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(2)

Pozndmka. Oznaéme o (- x-) = ag)(~ X - X KC{ x Ky x M x M). Potom mira am’ (- X - X
K1 x K9 X Ly x Lg) je absolutné spojita vzhledem k mire @, Z Radonovy-Nikodymovy
véty (véta []) existuje Radonova—Nikodymova derivace. Potom z véty o desintegraci
(véta o)) plyne nasledujici véta.

Driisledek 3. Necht a(?) je o-koneénd. Potom existuje jadro (z,y) — Py, tak, Ze

o P(By x By x Ky x Ky x Ly x L) = / Pry (K1 X K3 x Ly x Ly) o (d(z,y))
BlXBQ
(3.4)

pro libovolné By, By € BY, K1, Ko € B(K}), L1, La € B(M).

Definice 53. Miru P,, z disledku |3| nazveme rozdéleni sousednich zrn s kétami s re-
feren¢nimi body v x a y.

Pozndmka. Rozdéleni Py, muze byt chdpiano jako podminéné rozdéleni (=; — ¢(5;),
Z; — c(Ej), M;, M;) za podminky, ze Z; a =; jsou sousedni zrna s kétami M; a M;
a maji referenéni body v = a y.
Pozndmka. Pro staciondrni ndhodnou kétovanou mozaiku je mira Py, invariantni vici
diagonalnim posuntim, tedy P,, = P, pro libovolné z,y € R? y —x =h e R%

Navic plati, ze i a(® je invariantni viéi témto posuniim, tedy ol?(B; x By) =
o ((By +z) x (B2 + 1)), By, By € B, x € R% Z toho plyne nasledujici véta.

Véta 10. Méjme staciondrni ndhodnou kétovanou mozaiku =y, s intenzitou X. Potom
existuje mira v na R¢ takovd, Ze
aI(I%)(BlXBQXK1XK2XL1XLQ):)\/ / ny(KIXKQXLIXLZ) V(dy) dx
By JBos—x
(3.5)

pro libovolné By, By € B, K1, Ky € B(K}), L1, Ly € B(M).
Diikaz. Podle Daley a Vere-Jones| (2008), lemma 12.1.IV, existuje mira v takova, ze
o (B x By) =\ [ v(By—z) da.
By

Nyn{ sta¢i pouzit dusledek [3]

3.6.3 Charakteristiky nahodné mozaiky s kétami z prostoru reprezen-
tujici orientace

Déle se omezime pouze na prostor R3. Za prostor két M vezmeme prostor reprezen-
tujici orientace zrn (mtZeme uvazovat prostor Eulerovych whlil, S3 & SO(3)) a uva-
zujme disorientaci ( mezi dvéma zrny, tedy minimalni tthel misorientace mezi jejich
orientacemi, z podkapitoly [2.1.5] Uvedeme zde charakteristiky pro ndhodné mozaiky
s témito kétami (Pawlas a kol., 2020).

Pozndamka. O pravdépodobnostni hustoté disorientace za rozdéleni P, z definice
pojednava |Garcla a Vaudin| (2007) ¢i Beausir a kol.| (2009).
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Definice 54. M¢jme stacionarni ndhodnou kétovanou mozaiku =y, . Stredni disorientaci
dvou nezavislych typickych két definujme predpisem

7:/M/M§(ml,mg) Pr(dmy) Py(dma).

Distribucni funkci disorientace dvou nezavislych typickych kot pak definujeme jako

= [ [ 1{¢tmima) < B} Puldma) Pu(dm)
M JM

pro 3 € [0, Bmax]-
Pozndmka. Cislo Bmax udava maximéalni moznou hodnotu disorientace mezi orientacemi
zrn. Pro kubickou krystalovou soustavu je Bpax = 62,8°.

Pozndmka. Predpoklad stacionarity v definici [54] lze nahradit pfedpokladem nezavisle
kétované mozaiky s kétami rozdélenymi podle Py,.

Pri vypoctu disorientace se miizeme omezit pouze na sousedni zrna a thly disori-

entace navic vazit. To dédva vzniknout nésledujici definici.

Definice 55. Méjme funkci vah w definovanou na K’ x K" spliujici w(K7, K3) = 0 pro
K1, Ky takové, ze H?(K1 N Ks) = 0 a oznaéme Qup(- X -) = Pop(- X - x M x M). Stredni
vdzenou disorientaci sousednich zrn pak definujeme jako

1
A= :/ / w(K17h+K2)<(mlam2) Poh (d(KlaKQ)mlaTnQ)) V(dh)7
w JR3 I X KCH X MIx M

(3.6)
kde
T = / / w(Ky, h + K3) Qon (A(K7, K2)) v(dh).
RS JIKc) x K,
Vizenou distribucni funkci disorientace sousednich zrn definujeme jako
1

F(ﬁ)::/ / w(Ky, h+ K2) 1{{(m1,m2) < B}

W JR3 S x K x MxM (3_7)

P, (d(Kq, K2, m1,ma)) v(dh)

pro 3 € [0, Bmax)-

Tvrzeni 11. UvaZujme staciondrni ndhodnou kétovanou mozaiku Zm = 3 ;c7 0=, M1;)-
Predpoklidejme, Ze pozorujeme zrna s referencnimi body v omezené mnoziné D. Necht

Ap — w (Z:,Z5) ¢ (M;, M;) 1{c(E;) € D}
T Zlﬂ w (E ’:J) 1{C(Hz) S D} ’
() = T (0 S M) < B {e(Z) € D)

25w (i, Ej) H{e(Z:) € D}

Statistiky Ao, resp. Fo(B), jsou podilové nestrannymi odhady charakteristik A (3.6)),
resp. F(8) (B21), tedy

E [0, w(2:,55) ¢ (M, M;) 1{c(Z;) € D}

A J
E ¥, w (2, 5;) 1{c(Z) € D}
. B[S, w(E:, ) 1{¢(M;, My) < B11{c(Zs) € D}
E [Zm w (2, 55) 1{c(5;) € D}} '
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Dikaz. Zacneme jmenovatelem obou statistik. Pro jeho stfedni hodnotu plati

IEZ w (24, Z;) 1{c(Z;) € D} =
1,J

= w(Ky + 2, Ky +y) o2 (d(z,y, K1, K2, m1,ms))
DXR3XC{x K x Mx M

/ / w(Ky + 2, Ko +y) Pry(d(K1, K2, my1,m2)) o (d(z,y))
DxR3 JKxK{ xMxM
= [ el e K ) QA K2) o) ()
DxRrs Ky xK
)\/ / / w(K1 + 2, K2 +y + ) Quyta)(d(Ky, K2)) v(dy) de
D JR3 JKxK})

=D [ [ K+ h) Quad(K, Ka) v(dh)
= \|D|w.

Podobné pro citatel odhadu Ag plati

EZw Ei,Z5) ¢ (M;, M) 1{c(Z;) € D} =

/ w(Kl + Z, K2 + y) C(mlu m?) O[g)(d(l‘, y)Kla KQ)mla m2))
DXR3 x K x Ky x Mx M

:/ / ’w(Kl—{—IL‘,KQ—{—y) C(ml,mg) ny(d(Kl,Kg,ml,mg))
DxR3 X K xMxM

o (d(z,y))
N /\/ / / w(Ky, Kz 4 h) ¢ (m1,ma) Pon(d(K1, K2, m1,ms)) v(dh) dz
D JR3 JICH x Ky x Mx M

_ )\\D|/ / w(EKy, Ko+ h) ¢ (my, ma) Pon(d(K1, Ko, m1,ms)) v(dh)
R3 JK) X I x MM
= M| D|wA.

Analogicky pak pro ¢itatel odhadu Fy(3) plati

—_

IEZ (Zi, Z)1{C(M;, M;) < B}1{c(Z;) € D} = \|D[wF(B).

Z podilti pak plyne kyzeny vysledek.
O

V praxi pozorujeme jen konecné mnoho zrn a jejich két. Mize jit o ndhodnou
kétovanou mozaiku definovanou na omezené mnoziné nebo o vyrez ndhodné kétované
mozaiky definované na celém prostoru.

Definice 56. Méjme ndhodnou kétovanou mozaiku Ey, = ;07 (=, ;) definovanou na

—1

omezené mnoziné D € B3. Dale mé&jme funkei vah w definovanou na prostoru K’ x K’
splnujici w(Z;,2;) = 0 pro =; « =;. Vdzeny prumér disorientace sousednich zrn defi-
nujeme predpisem

(1

E j w Ei7 j)
ZZ’]U)(E'

E

A— Mﬂ‘).

[I]
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Specidlnim piipadem je pii volbé w(ZE;, Z;) = 1{Z; ~ E;} prdmeérnd disorientace sou-
sednich zrn

A, — > HEi ~ Z5 3¢ (M, Mj)
Vidzenou empirickou distribucni funkci disorientace sousednich zrn definujeme pred-
pisem
25 w(Ei, E5)H{C(M;, Mj) < B}

Zi,j w(Eian) ’

F(ﬂ) = B S [Oaﬁmax]~
Specidlnim pfipadem je pii volbé w(=;, Z5) = 1{E; ~ E;} empirickd distribucni funkce
disorientace sousednich zrn

5a) — > W= ~ ;3 {C(M;, M) < B}

£y (B) SolE~ 5, , B €I, Bmaxl-

Zafixujeme-li mozaiku ;o7 0=,, lze {M;} povazovat za ndhodné pole na mfizi, kde
kazdé zrno odpovidé vrcholu mrize. Vazeny prumeér disorientace A pak pripomina Gea-
ryho index definovany predpisem , ve kterém vyraz (Z; — Zj)2 udéva miru podob-
nosti mezi pozorovanimi v sousednich vrcholech. V ptipadé charakteristiky A méf{me
podobnost pomoci disorientace sousednich zrn.
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4. Testy nezavislosti

V této kapitole predstavime neparametrické testy dvou modeld s nezavislymi ké-
tami, a to test nezavislého kétovani a test podminéného nezavislého kétovani. Zamérime
se na testovani nezavislosti kot v pripadé, kdy kéty predstavuji krystalografické orien-
tace trojrozmérnych zrn.

Prvnimu testu odpovidd nulova hypotéza o nezavisle kotované mozaice. Uvazujme
nahodnou mozaiku & = };c7 0=, a nezavislé stejné rozdélené koty {M;, i € T}.
Prifadime-li zrnim mozaiky kéty bez ohledu na mozaiku, hovorime o nezavisle ko-
tované mozaice (definice . Pro takovy model plati A = A, tedy stiedni disorientace
mezi dvéma zrny se shoduje se stfedni disorientaci mezi sousednimi zrny, stejné tak pro
piislugné distribuéni funkce plati v tomto pifpadé rovnost F(8) = F(B).

Nulovéa hypotéza druhého testu odpovidé specidlnimu pripadu podminéné nezavis-
1ého kétovani mozaik (specidlni pripad definice . Predpokladejme, ze mame nahod-
nou mozaiku Z = Y, 0=, a podminéné pii Z jsou kéty {M;, i € T} nezavislé a rozdéleni
M; zévisi jen na piislusném zrnu Z;, specidlné napt. jen na jeho objemu |Z;|. Uvazu-
jeme tedy navzajem nezavislé kéty M;, nikoliv vSak stejné rozdélené. Predpokladejme,
ze riznych rozdéleni kot je koneény pocet, ktery oznacime N,. PrisluSnd rozdéleni
oznacme Pi, ..., Py,. Uvazujme konecné disjunktni pokryti mnoziny ' = U/vaﬁl s

r=1C € K |C| € [tg,tp41)}, kde 0 = t; < --- < ty,41 = 00. Jako nulovy model
potom bereme ndhodnou kétovanou mozaiku ;.7 6=, ar,) s tim, Ze podminéné pii =
mé kéta M; rozdéleni Py, pokud |Z;| € Kj.. Budeme testovat platnost tohoto konkrét-
nfho modelu podminéné nezdvisle kétované mozaiky s predepsanymi hodnotami IV,
a tl, e ,th+1.

Pro sestaveni testti vyuzijeme myslenku Monte Carlo postupu, ktery je zalozen
na generovani velkého poctu nezavislych realizaci z modelu za platnosti nulové hy-
potézy. Pouzijeme dvé rizné testové statistiky, jednu ¢iselnou a druhou funkcionalni.
Pripad ciselné testové statistiky lze resit klasickym Barnardovym testem predstavenym
v [Barnard (1963)). S pripadem funkcionalni testové statistiky se vyporadame vyuzitim
globalniho obéalkového testu zavedeného v Myllymaki a kol.| (2017)).

4.1 Simulacni testy

4.1.1 Barnarduv Monte Carlo test

Méjme jednorozmeérnou testovou statistiku 7. Nejprve spocteme tuto statistiku
z dat a oznacime ji T7. Nésledné provedeme s nezavislych simulaci za platnosti nu-
lové hypotézy a spocteme prislusné statistiky, které oznacime 15, ..., Ts+1. Usporadané
hodnoty od nejmensi po nejvétsi oznacime T(1) < -+ < Tpq).

Uvazujeme-li test hypotézy na hladiné «, uréime g takové, které spliuje

2q
s+ 17

Vhodnou volbou s mizeme zarucit, ze g je prirozené ¢islo. Nulovou hypotézu Hg potom
zamitdme, kdyz T ¢ [T(qﬂ), T(S,qﬂ)] Za platnosti Hy jsou T1,...,Tsy1 zaménitelné
nahodné veli¢iny, takze kazdé jejich usporadani podle velikosti je stejné pravdépodobné.
Predpokladame-li, ze ve spoctenych testovych statistikach nedochézi ke shodam, neboli
Ty < -+ < T(s41), pak nulovou hypotézu zamitame, pokud 73 je mezi ¢ nejmensimi
nebo ¢ nejvétsimi hodnotami, coz ma za platnosti Hy pravdépodobnost presné . M-
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zeme také spocitat p-hodnotu tohoto testu jako

p=2min{p_,p+}, (4.1)
kde
1+ 1T <1y 1+ yn > 1)
s |

Nulovou hypotézu potom zamitame, kdyz p < «. Pokud se T; shoduje s nékterou

z hodnot 15, ..., Tsy1, dostavame dolni a horni mez pro p-hodnotu testu. Polozme
s+1 s+1
1+ > YT, <Ti} 1+ > YT, <Th}
_ i=2 _ i=2
DP—d = s+ 1 y P—h s+ 1 )
s+1 s+1
1+ > YT, > T} 1+ > YT, =T}
_ i=2 _ i=2
P+d = st 1 y  DP+,h sl
Pak

pq =2min{p_q,p4q} a pp=2min{p_,pL s}

jsou dolni a horni mez pro p-hodnotu testu. Kdyz p;, < «a, zamitdme nulovou hypotézu.
Pokud py > «, nulovou hypotézu nezamitame. Ve zbyvajicim pripadé pg < a < pj, neni
jasné, jak se rozhodnout. V nasich simulacich problémy se shodou hodnot nenastavaji,
takZe si vystac¢ime s jednoznaénou p-hodnotou danou vztahem (4.1)).

4.1.2 Globalni obalkovy test

Meéjme na rozdil od predchoziho testu funkciondlni statistiku 7' : I ¢ R — R
a predpokladejme, ze I je interval. Rozdélme I na n podintervali Iy, ..., I,. Primérné
hodnoty statistiky 7" na jednotlivych podintervalech ozna¢me T'(I),...,T(I,).

Nejprve spocteme statistiku T z dat a oznacime ji T;. Nasledné provedeme s ne-
zévislych simulaci za platnosti nulové hypotézy a spocteme prislusné statistiky, které
oznac¢ime Ta, ..., Tsy1.

Pro kazdé | = 1,...,n seradime statistiky T1,...,Tsy1 na kazdém podintervalu I
a uré¢ime jejich extrémni poradi R;:

s+1 s+1 s+1
Ri(1) = min § S 1{T(0) = B0} . o 1{T;m) < T} |52

Znamend to, ze nejmensi a nejvétsi hodnota maji extrémni poradi 1, druhd nejmensi
a drubd nejvétsi maji extrémni poradi 2 atd. Mezi hodnotami T;(I;) muzou nastavat
shody. Vsimnéme si, Ze v tom piipadé volime R;(I;) jako maximélni poradi. To lze na-
hradit poradim prumérnym. V takovém piipadé bychom R;(I;) urc¢ovali pomoci vzorce

s+1 s+1
Ri(L) = min ¢ > 1{T;(L) > Ti(L)}, Y 1{T;(L) < Ti(L)}
P =1

1 s+1 '
+3 (1—1—21{1}([1):7}(11)}), i=1,....,s+1, 1=1,...,n.
7=1
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Potom pro kazdou statistiku 7; spoc¢teme, jak casto (tedy pro kolik podintervala I)
bylo dosazeno k-té extrémni poradi

Ri(l)=Fk I=1,....n, k=1,... |5/

Pocet jednotlivych poradi je reprezentovan vektory
n
Ni: (Nz‘17...,Ni|_s+l/2j)v le:Z]-{Rl(Il) :]{;}’ i:lj__.73+1_
j=1

Vektory Ny, ..., Ns41 pak mezi sebou sefadime néasledovneé:
N; <N, & JK < £5+1/2J : Nj. = Njk Vk < K, Nix > Njk.
Stejnou relaci usporadani uvazujeme mezi prislusnymi statistikami, tedy pro kazdé
i#jje
T; < Tj; < N; < Nj.

Pro i = j dodefinujme T; < T;. Na zdkladé tohoto razeni potom uspordadame statistiky
Tl) s 7T8+1'

Diky takovému sefazeni funkci mizeme spocitat, kolik statistik T; spoctenych ze

simulaci je extrémnéjsich nez datova statistika 717 a také spocitat p-hodnotu testu podle
nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 12. Méjme zaménitelné funkciondlni statistiky 11, ..., Ts11 takové, Ze
P(T; <T; nebo T; <T;)=1, Vi#j.
Necht

1 s+1
p:8+1<1+ZI{Ti<T1}>. (4.2)

. " . v . . . . |a(s+1)]
Test, ktery zamitd nulovou hypotézu, kdyz p < «, md hladinu vjznamnosti “= 7.

Je-li (s + 1) prirozené ¢islo, jednd se o presny test (dosahuje presné hladiny ).

Diikaz. Toto tvrzeni je celkem jednoduché, ale obsahuje podstatu principu Monte Carlo
testovani, a proto zde predvedeme jeho dtikaz, ktery lze nalézt v [Myllymaki a kol.
(2017), lemma 1.

Poradi testové statistiky T; je

s+1
Ry => 1{T; < T}, i=1,...,5+1
7j=1

7 predpokladu tvrzeni plyne, Ze tato poradi jsou navzajem rtzna skoro jisté. Navic
Ty .., Ry, jsou zaménitelné ndhodné veliciny, coz implikuje
1
s+ 1
Jev {p < a} je ekvivalentni jevu {R} < a(s+ 1)} a jeho pravdépodobnost je

P(R} = k) = k=1,...,s+1, i=1...,s5+1

a(s+1
= ! s+1

O
Testu popsanému v tvrzeni [12] se fika globdini obdlkovy test. Specialné se jedna o glo-
bélni obalkovy test na zdkladé extrémni délky poradi, zkracené erl. Pocet simulaci se
doporucuje volit s > 1999. V nasem piipadé uvazujeme s = 1999 a o = 0,05. Jedna se
tedy o presny test.
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4.2 Postup testovani

Pro testovani pouzijeme dva typy testi, a to test s jednorozmérnou a test s funkci-
onalni testovou statistikou s rtiznymi volbami vahové funkce. Data za platnosti nulové
hypotézy generujeme pomoci principu ndhodné realokace.

4.2.1 Nahodni realokace

Uvazujme, ze ndhodnd mozaika = = > ;.7 dz, je pevné dand. Indexovd mnozina 7
je kone¢na a pocet prvki ozna¢me n = |Z|. Princip ndhodné realokace spo¢iva v tom,
ze vygenerujeme nové koty pomoci permutaci puvodnich két {M;,i € Z}. Méjme tes-
tovou statistiku, kterd se da vyjadrit jako funkce nahodné kétované mozaiky, tedy
T = T(Xe1 6=, m;))- Nésledujici tvrzeni zdivodiuje pouziti ndhodné realokace pro
testovani nezavislého kotovani.

Tvrzeni 13. Necht Zn = ) 70z, M) Jje nezdvisle kétovand ndhodnd mozaika.
Oznacme Ty =T(Ew) a

=T <26(5i,Mw (i))) o 1=2s 4]
i€T !

kde o, ..., Ts+1 jsou nezavislé nahodné permutace mnoziny L. Potom T4, ..., Ts11 jsou

zameénitelné.

Dikaz.  Protoze koéty jsou nezavislé stejné rozdélené a nezavislé na =, je sdruzené
rozdéleni {M;),i € T} stejné jako {M;,i € T} pro libovolnou permutaci 7, a tudiz
T1,...,Ts41 maji stejné rozdéleni.

Dodefinujme 7; jako identickou permutaci. Nyni uvazujme permutaci ¢ mnoziny

{1,...,s + 1}. Necht 77;(11) je inverzni permutace k m,(;). Potom W;(ll)wg(l) = m
a 7'('0__(11)7'('0.(2), . ,71'0_,(11)7TU(S+1) jsou nezavislé ndhodné permutace. Odtud jiz dostaneme,
ze sdruzend rozdéleni (T4, ..., Ts11) a (T, -+ To(s11)) splyvaji.

O

V pripadé zamitnuti nulové hypotézy nezavislého kétovani jsme prokazali, ze mo-
zaika je kétovana zavisle. O zplisobu kétovani to vSak nic netfika. Zamitnuti mtze byt
zpusobeno zavislostmi mezi kétami nebo tim, ze koty zavisi na zrnech.

Pri testu hypotézy podminéného nezavislého kétovani, predstavené na zacatku kapi-
toly, na rozdil od testu nezavislého kétovani nepermutujeme kéty v rdmci celé mozaiky,
nybrz po c¢astech dle nulové hypotézy. Zrna rozdélime do tzv. permutacnich skupin
podle objemt. Nahodné permutace pak realizujeme pouze v ramci téchto skupin. Opét
zformulujme odpovidajici tvrzeni, které zaruc¢i opravnénost pouziti simulacnich testa
pri tomto zptisobu nahodné realokace.

Tvrzeni 14. Necht Ep, = ) ,c70(=; M) je podminéné nezdvisle kétovand ndhodnd mo-
N,

zaika. Predpoklddejme, Ze T = Up Iy, je sjednoceni po dvou disjunktnich mnozin a pod-
=1

minéné pri & =Y ;c7 0z, majz'kpro kazdé k =1,...,N, kéty {M;,i € Ii,} stejné rozdé-

leni Pj,. Necht Wék), e ,ﬂi’?l jsou nezdvislé nahodné permutace mnoziny Iy pro kazZdé

k=1,...,Np,. Oznacme T\ =T(En) a

NP
Ti=T|> > 6 . 1=2,...,s+1.
(Ei,Mﬁ(k)(i))
l

k=1i€l}

Potom T1,...,Tsy1 jsou zamenitelné.
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Diikaz. MuZeme postupovat stejné jako pfi ditkazu tvrzeni[13] jen s tim rozdilem, Ze
nyni vyuzijeme toho, ze podminéné pri = permutace v ramci skupiny Z; neméni sdru-
zené rozdéleni prislusnych kot, které je dano souc¢inem mér Py.

O

Pokud nezévisle na = jsou vSechna rozdéleni Py, k = 1,..., N, stejnd, mdme model
nezavislého kétovani. Znamena to, ze v pripadé zamitnuti nulové hypotézy o podminéné
nezavislém kotovani zamitame také hypotézu o nezavisle kétované mozaice.

4.2.2 Jednorozmérnda testova statistika

Prvni typ testu vyuziva Barnardtiv Monte Carlo test s volbou s = 1999. Za testovou
statistiku vezmeme vazenou prﬁmérnou disorientaci sousednich zrn z definice

X w (E4, E5) ¢ (M;, M)
ZZ,] w (24, Z5) 7

kde uvazime dvé vahové funkce

wy (5i,Ej) = {Ei ~ 5}, (4.3)
= = min{[S] 5} 0o o
=i = —————=1{=; ~ =, }. 4.4
B e SN 4
Lemma 15. Pro nezdvisle kétovanou ndhodnou mozaiku Zn = ) ,c70(z, M;) JS0U
31, ... ,AS“ zamenitelné a maji stredni hodnotu rovnu A.

Diikaz. Zaménitelnost plyne z tvrzeni Diky nezavislosti je podminénd stfedni hod-
nota Ay pfi daném ) ;.7 0=, rovna
Ei,jeI w(E;, Z5) for Jyr C(m1, m2) P (dmy) P (dma)

— =A.
Zi,jGI w(Z4, Z5)

Poznamenejme, ze podminéné pri =, maji 32, e ,AS“ diskrétni rozdéleni dané prav-
dépodobnostmi
(A, — >ijer W(Ei, Z5)C(Mrgy, Mr(j)
Ei,je[ w(Z;, Ej)

pro kazdou permutaci m mnoziny Z. Podminéna stfedni hodnota je pak rovna

E(Al‘am):n(n—l ZCMZ?M)

i,j€EL

_ 1
:m> =—, [=2,...,54+1,

coz je empiricky odhad A. Nepodminén stiedni hodnota je A.

O

Test s testovou statistikou

~ 2wy (B, Ej) ¢ (M, M)
Ay = — (4.5)
>ijwe (Zi, Ej)
budeme oznacovat avgy, avg, pak test s testovou statistikou
~ > Wo (Ei, Ej) ¢ (M, Mj)
Ay, = — . (4.6)
> wo (Si, E5)

Test probiha nasledovné. Nejprve spocteme z dat 31. Nésledné vygenerujeme 1999
nahodnych permutaci kot na zrnech pii pevné mozaice a spoc¢teme Ao, ..., Agggo. Na-
konec spoc¢teme p-hodnotu testu podle piedpisu (4.1)). Nulovd hypotéza je zamitnuta,
kdyz A1 je mezi 50 nejvétsimi nebo 50 nejmensimi hodnotami Ay, ..., Asgggo.
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4.2.3 Funkcionalni testova statistika

Druhy typ testu je postaven na globdlnim obéalkovém testu s volbou s = 1999.
Jako testovou statistiku zvolime vazenou empirickou distribu¢ni funkci disorientace
sousednich zrn F' 7 definice [56}

- . Zz,w(EmE])l{C(MMM]) < 6}
F(B) = == . 0@ E,) :

kde budeme stejné jako u jednorozmérného testu volit dvé vahové funkce wy a wy,.

B € [0, Bmax]

Lemma 16. Pro nezdvisle kétovanou ndhodnou mozaiku E,, = > ,c70(z,0,) jsou
Fy, ..., Fep1 zaménitelné a maji stredni hodnotu rovnu F.

Diikaz. Zaménitelnost plyne z tvrzeni a stfedni hodnotu ziskdme z predpokladu
nezavislého kétovani podobné jako v dikazu lemmatu [T5]

O
Test s testovou statistikou
~ w2, Z25)1{C(M;, M) <
Fb(ﬂ):Zw b( i J) {E(: J) 5} (4.7)
Zi,j wy(Zi, Z5)
budeme oznacovat erly, test s testovou statistikou
~ Cowy (E, 2 {(M;, M) <
F(g) = 2 0o Z)HCE, My) < 6} (18)

Zi,j wy(Z5, Ej)

pak erl,.

Test probihd nasledovné. Nejprve spocteme z dat empirickou distribu¢ni funkci
F. Poté, stejné jako u jednorozmeérného testu, vygenerujeme 1999 ndhodnych per-
mutaci orientaci na zrnech pfi pevné mozaice a spocteme empirické distribuc¢ni funkce
ﬁg, een ﬁs+1- Nakonec spoc¢teme p-hodnotu testu podle predpisu . Nulova hypotéza
je zamitnuta, kdyz F je mezi 100 nejextrémnéjsimi funkcemi.

Pro urcéeni poradi podle postupu z podkapitoly jsme interval I = [0, Smax]
rozdélili na & = 51 stejné velkych podintervald I4,..., I, na kterych jsme vazenou
empirickou distribuc¢ni funkei vyhodnocovali.

4.3 Simulac¢ni studie

Silu zminénych test budeme zkoumat na nasimulovanych datech na dvou simulac-
nich mozaikich = = ¥, .7 0=, definovanych na omezené podmnozing D C R3.

Za prvni mozaiku zvolime vybér zrn z Laguerrovy mozaiky, ziskané pri rekonstrukci
realnych dat (viz kapitola[5)), jejichz tézisté lezi v krychli o hrané 40 ym, ¢emuz odpovida
977 zrn. Tento vytez je vykreslen na obrdzku

Druhou mozaikou je Voronoiova mozaika s 500 zrny, jejichz generatory jsou rovno-
meérné rozdéleny v krychli o hrané 40. Tato mozaika byla vygenerovana pomoci softwaru
Neper (Quey a kol., 2011) a je vykreslena na obrazku

Obé mozaiky jsou realizacemi ndhodné mozaiky s odlisnou volbou omezené mnoziny
D C R3. Pi generovani orientaci i testovani nulovych hypotéz budeme tyto mozaiky
uvazovat jako pevné, pricemz pri kazdém testu provedeme 1000 simulaci orientaci.
Bude nas vzdy zajimat, jaké je procento pripadu z téchto 1000 opakovani, ve kterych
zamitneme nulovou hypotézu.
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(a) Laguerrova mozaika s 977 zrny. (b) Voronoiova mozaika s 500 zrny.

Obrazek 4.1: Simulacni mozaiky.

4.3.1 Nezavislé kdétovani

V této casti budeme zkoumat silu testi nulové hypotézy o nezavislém kétovani
mozaik uvedenych vyse. Pfedstavime dva modely zévisle kétovanych mozaik a vysledky
testl pro simulace na obou simula¢nich mozaikéch.

Rovnomeérny bily Sum

Definice 57. Posloupnost {¢;, i € 7} kvaternionu orientaci z rovnomérného rozdéleni
nazveme rovnomerny bily sum.

Rovnomérny bily Sum miuzeme ziskat prevodem Eulerovych thli z rovnomérného
rozdéleni na kvaterniony. Tento pfevod lze nalézt v priloze [B| nebo Rowenhorst a kol.|
(2015). Eulerovy thly @1, ¢, ¢2 z rovnomérného rozdéleni miiZeme generovat nsle-
dovné (]Morawiec| (]2004[), podkapitola 5.3.1). Uhly 1 a @2 vygenerujeme nahodné
z rovnomeérného rozdéleni na intervalu [0, 27). Nésledné vygenerujeme cos ¢ nahodné
z rovnomeérného rozdéleni na intervalu (—1, 1.

Volba fundamentalni zény

Jak jsme jiz zminili v kapitole [2, Euleriv prostor miizeme pro kubickou soustavu
rozdélit na 24 ekvivalentnich podprostort, tzv. fundamentalni zény. Pfi pramérovani
vice orientaci muze byt zadouci brat orientace ze stejné fundamentalni oblasti. My
zvolime nésledujici zénu, odvozenou v Bohlke a kol.| (2006):

p1€[0,2m), p2 € [O,g), ¢ € [¢0,72T},

. (4.9)
COS (2 sin 9

\/1 + cos? g \/1 + sin? ¢
Na obrazku [.2] je tato oblast oznacena jako I.

Pozndmka. Rovnomérny bily Sum {e;, ¢ € Z} z tohoto prostoru generujeme tak, ze na ¢;
aplikujeme kvaterniony symetrie kubické soustavy (viz pfﬂoha a nasledné uvazujeme
pouze orientace, jejichz vyjadieni pomoci Eulerovych thld se nachazi v oblasti .

¢g = arccos min

Model WMA

Jednim z modelu zavislych két je modifikovany MA model, ve kterém generujeme
zavislé posloupnosti kvaternionu orientace. Oproti vseobecné zavedenému MA modelu
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Obrazek 4.2: Rezy fundamentalnimi zénami pfes o1 pro kubickou krystalovou soustavu

jednotlivé ¢leny posloupnosti navic normujeme, nebof orientaci popisuji vyhradné kva-
terniony jednotkové, klasicky MA model by tedy nemél smysl.

Definice 58. Necht {&;, i € Z} je rovnomérny bily Sum z fundamentalni zény (4.9).
Potom definujeme posloupnost két {M;, i € Z} (kvaternionu orientaci) zrn predpisem

— er W(Z5,55)E;
M; = Ljet (_“j)j . ieT,
132 ez w(Ei, E5)E |l

(4.10)

kde w(Z;, ;) je funkce vah spliujici w(Z;,Z5) = 0 pro =; »~ Z;. Tento model nazveme
model vazenych klouzavjch soucti (WMA).

Kromé vah lze také ménit miru korelace mezi zrny. Toho mtzeme docilit nasleduji-
cim zpusobem.

Definice 59. Mg&jme {}M;, i € Z} WMA model. Déle mé&jme {e;, 7 € T} rovnomérny
bily Sum z fundamentalni zény (4.9) nezavisly na {M;, i € Z} a zvolme 0 € [0,1].
Potom definujeme posloupnost kot {M;, i € Z} (kvaternionu orientaci) zrn predpisem

M; =

M; s pravdépodobnosti 6,
g; s pravdépodobnosti 1 — 6.

Tento model nazveme smiseny model vazenych klouzavych soucti (MWMA).

Parametr 6 urcuje velikost zavislé ¢asti két, a tedy i miru korelace mezi nimi. S ros-
toucim 6 tedy roste mira korelace mezi kétami zrn. Pro 6 = 0 generujeme nezavislé
rovnomeérné koéty, zatimco pro 6 = 1 zavislé koty definované predpisem (4.10))

Poznamka. Uvazujme véhové funkce wy, a w, definované vyse predpisy (4.3) a (4.4]).
Déle uvazujme funkci vah w, definovanou vztahem
wa(Ei, 5j) = \/H*(E: NEy) H{E; ~ 5j},

tedy jako odmocninu z plochy stény, kterou sousedni zrna sdileji. Potom prislusné
modely MWMA s témito volbami vahovych funkci budeme znac¢it MWMA,;, MWMA,,
a MWMA,.

Definice 60. Predpokladejme, ze nezavislé bilé sumy {e;, i € Z} a {&;, i € Z} jsou na-

opak z celého prostoru orientaci a uvazujme vahovou funkci wy. Potom model z definice
oznac¢ime jako MWMA.
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Na obréazku [£.3] jsou vykresleny grafy zavislosti procentudlniho poc¢tu zamitdni nu-
lové hypotézy na parametru 6 pro modely MWMA,, MWMA, a MWMA, pro obé si-
mulac¢ni mozaiky. Porovndme-li pro Laguerrovu mozaiku vysledky pro model MWMA 4
(obrazek :@, u kterého nedbdme na volbu fundamentalni zény, a pro model MWMA,,
(obrazek @, vidime, ze korelace mezi zrny jsou silnéjsi v pripadé modelu MWMA,,
nebot pro volbu orientaci ze stejné fundamentalni zény je procentualni zamitani nulové
hypotézy uz pro parametr § = 0,5 v piipadé avg, testu 99,8 a v pripadé erl, 100, za-
timco pro prvni pripad (obr. takovych hodnot nikdy nedosahujeme. To muze byt
zpusobeno tim, ze zavislosti zistavaji vice zachovany v pripadé primérovani v ramci
stejné fundamentalni zény, zatimco pramérovani pres cely prostor muze zavislosti zesla-
bovat. Dale budeme v pripadé modelu MWMA uvazovat vyhradné orientace ze stejné
fundamentalni zény dané predpisem (4.9).

Pro hodnotu parametru 6 = 0 zamitame nulovou hypotézu pro Laguerrovu mozaiku
v 4,9 % piipadech pro avgy a v 4,4 % pro erly. V pripadé Voronoiovy mozaiky jsou tyto
hodnoty 5,0 % v pripadé avgy a 4,7 % v pripadé erly. Jelikoz se pro tuto hodnotu 6 jedn4
0 test nezavislosti na nezavislych datech, méla by se hodnota procentudlniho zamitani
nulové hypotézy pohybovat kolem predepsané hladiny testu, coz je v nasem pripadé
5 %. Hladina testu je tedy dodrZena.

Podivame-li se na obrazek vypadaji na prvni pohled vsechny vysledky pro obé
mozaiky velmi podobné. Ze vSech t¥i modeli je nicméné v pripadé modelu MWMA,
nartist procentualniho zamitani pro Laguerrovu mozaiku nejrychlejsi. Rozdil mezi si-
mulacnimi mozaikami je pro nékteré modely také patrny. V pripadé modelu MWMA,,
se vysledky pro Laguerrovu mozaiku lisi od Voronoiovy maximalné o 9 %. Nejvétsi roz-
dil mezi simula¢nimi mozaikami je v pripadé modelu MWMA,, kde pro Voronoiovu
mozaiku zamitdme nulovou hypotézu az v o 30 % pripadi méné nez pro Laguerrovu
mozaiku pro stejnou hodnotu parametru 6.

Z vysledki vsech uvedenych testi mizeme usuzovat, ze oba zvolené testy (avgp
a erly) jsou citlivé na zménu parametru 6, kterym kontrolujeme silu zévislosti mezi
kétami. Zda se, ze pro tento model je o néco lepsi erly test.

Model WAR

Druhym modelem zavislych két (orientaci) je modifikovany AR model, u kterého
modifikace stejné jako u predchoziho WMA modelu spoc¢ivé v normalizaci kvaternionu
orientace.

Definice 61. Necht opét {g;, i € Z} je rovnomérny bily sum z fundamentélni zény
(4.9) a p € R. Potom definujeme posloupnost kot {M;, i € Z} (kvaterniont orientaci)
zrn predpisem

i 25) M+ €

i Zj) M + il

M, — PZjeIw(
=

103 ez w(
kde w je opét funkce vah splnujici w(Z;,=Z;) = 0 pro =; »~ Z;. Pokud feseni soustavy

rovnic existuje, nazveme model definovany predpisem (4.11)) vdZeny autoregresni model
WAR.

Koeficient p urcuje miru korelace kot. Pro volbu p = 0 dostaneme model nezavislych
két.
Poznamka. Uvazujme opét vahové funkce wy, w, a w,. Prslusné modely WAR oznac¢me
WARy, WAR, a WAR,.

Definice 62. Méjme {e;, i € Z} rovnomérny bily Sum, ktery neni ze stejné fundamen-

talni zény, ale z celého prostoru orientaci, a uvazujme vahovou funkci wy. Potom model
z definice [61] oznacime jako WARg.

ieT, (4.11)

(11| [1]
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(f) MWMA,, pro Laguerrovu mozaiku.

(g) MWMA, pro Voronoiovu mozaiku.

Obréazek 4.3: Zavislost procentudlniho zamitani hypotézy nezavislého kétovani pro mo-

dely MWMAg, MWMA;, MWMA, a MWMA,.
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Na rozdil od modelu MWMA je pfifazeni téchto orientaci komplikovanéjsi, nebot
jde o nelinearni ilohu. Ozna¢me n = |Z|. Potom muzeme vztah (4.11]) zapsat maticové
jako

NuM = pIWM + ¢,

kde M je matice typu n x 4, W = (Wj;)ijez = (w(E;,E;)); jo7 je matice vah, € je
matice typu n x 4 s radky ¢; a

||(pWM+€)1:H 0 0
Nag 0 (VM + ) |
: : . 0
0 0 oo (WM 4 )

kde (pWM + €);. znadi i-ty fddek matice pWWM + €.
Posloupnost zavislych kvaternionii orientace zrn potom ziskdme vyresenim rovnice
f(M) =0, kde f je funkce definovana predpisem

F(M) = N(yM — pWM — e.

Rovnici fesime Newtonovou-Krylovovou metodou (Knoll a Keyes, [2004) s po¢atecnim
odhadem

L, — pW)eg;
MZO — ( n 1 ,
I (I — pW) i

1 €T,

kde I,, zna¢i jednotkovou matici typu n x n. Jde o iteracni metodu, jejimz cilem je
nalezeni dobré aproximace reseni. Dochézi tedy pouze k odhadu feseni soustavy .

Stejné jako v predchozim MWMA modelu se ukazuje, ze korelace jsou silnéjsi v pii-
padé, kdy se omezujeme na stejnou fundamentalni zénu (viz obréazek , nez
kdyz generujeme orientace z celého prostoru Eulerovych thlu (obrézek . V prvnim
pripadé zamitdame témér ve 100 % piipadu jiz pro hodnotu parametru p = 0,05, za-
timco pri primérovani pres cely prostor dosahujeme takovych vysledkt az pro hodnotu
p = 0,2. Pro zbylé testy se tedy omezime na generovani ze stejné fundamentalni zény.

Na obrézku [£.4] jsou vykresleny grafy zavislost{ procentudlniho poc¢tu zamitdni nu-
lové hypotézy na parametru p pro modely WARy, WAR, a WAR, pro obé simulac¢ni
mozaiky. PTi hodnoté parametru p = 0 testujeme opét nulovou hypotézu o nezavislosti
két na nezavislych orientaci. Hodnota procentualniho poctu zamitani nulové hypotézy
by se v tomto piipadé méla tedy pohybovat kolem stanovené hladiny 5%. V pripadé
Laguerrovy mozaiky je tato hodnota 5,6 % pro avg, test a 6,5 % pro test erl,. V piipadé
Voronoiovy mozaiky je tato hodnota 5,0 % pro avgy, test a 4,2 % pro test erl,. Hladina
testu je tedy vice méné dodrzena.

Pro Voronoiovu mozaiku jsou zde vykresleny vysledky pro model WARy se zapor-
nymi hodnotami parametru p. Vidime, ze vysledky jsou velmi podobné tém pro kladné
hodnoty a muzeme se tedy omezit na kladné hodnoty parametru p.

Pro modely WAR;, a WAR,, zamitame ve 100 % ptipadi pro obé mozaiky nejpozdéji
pro hodnotu parametru p = 0,1, nicméné muzeme si vSimnout pomalejsitho nartstu
procentualniho zamitani v pripadé modelu WAR,, oproti WAR,. Nejpomalejsi nartst
pozorujeme v pripadé modelu WAR,,. Tyto rozdily jsou zptusobeny hodnotami vahovych
Funkce wp nabyva pouze hodnot 0 a 1, nebot jde o binarni funkci. Jelikoz je vahova
funkce w, déna podily objemu dvou zrn, nabyvé tato funkce hodnot z intervalu [0, 1].
Nejvétsich hodnot nabyva vahova funkce w,. Histogramy hodnot funkci w, a w, pro
obé simula¢ni mozaiky jsou vykresleny na obrazku

45



100 JR——
s
i
I
80 it
—_ i
R il
— !y
£ 60 $i
= i
s i
E 40 it
© 1!
N if
4
20 )
.- avgy
PO [P S i - erly
000 005 010 015 020 025 030
)
(a) WARg pro Laguerrovu mozaiku.
100 A ST R S— — P -
S Y nd
e AN s
80 4 80 RN i
! & ; :
ol < o o
N ,l ‘= Hi
€ 40 i € 40 » il
ﬁ 1 ﬁ W I
i L
20| 20 I
¥ —e- avg / - avgy
0 l/ -o- erl, } -o- erly
0.00 0.05 0.10 0.15 020 -020-0.15-0.10-0.05 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
P 2

(¢) WARy, pro Voronoiovu mozaiku.

(b) WAR,, pro Laguerrovu mozaiku.
100 100 -
/,II,
80 80 Vi
S ) ¥
£ 60 £ 60 i
z z /1
g g s
E a0 E 40 /4
N N I
I./’
20 20 i
-e- avg, s -*- avg,
-o- erly e - -o- erlp
0 0
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
o o
(d) WAR,, pro Laguerrovu mozaiku. (e) WAR,, pro Voronoiovu mozaiku.
100 jpPa— 100
/.—’/
80 80
g /e g
£ 60 vy £ 60
= o =
e / 8 p
E 40 At E 40
N s N >
$5
20 i 20
A& -e- avgy / - avgp
Pt g -~ erly, -~ erl,
0 0
0.000 0.005 0.010 0015 0.020 0.025 0.030 0.000 0.005 0.010 0015 0020 0.025 0.030
o o

(g) WAR, pro Voronoiovu mozaiku.

(f) WAR,, pro Laguerrovu mozaiku.
Obréazek 4.4: Zavislost procentudlniho zamitani hypotézy nezavislého kétovani pro mo-

dely WARg, WAR,, WAR, a WAR,,.
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Obrazek 4.5: Histogramy hodnot vahovych funkci w, a w, pro sousedni zrna.

Stejné jako u modelu MWMA se zd4, Ze oba testy jsou citlivé na zménu parametru
p, kterym kontrolujeme silu zévislost{ mezi kétami. Oproti modelu MWMA se ale zda,
ze v tomto pripadé o néco 1épe funguje test avgp.

4.3.2 Podminéné nezavislé kdétovani

V této Casti budeme zkoumat silu testi nulové hypotézy o podminéné nezavislém
kétovani mozaik uvedenych drive. V nulové hypotéze predpokladame, ze podminéné
rozdéleni kéty M; pri dané mozaice zavisi na objemu |Z;| prislusného zrna. Pritom
uvazujeme, zZe ruznych podminénych rozdéleni kot Py, ..., Py, je konecny pocet.

Pro podrobnéjsi popis zavedme nejprve pojem empirického kvantilu.

Definice 63. Méjme ndhodny vybér (Xi,...,X,) a oznaéme piislusny usporadany
vybér X(jy < -+ < X(p,). Déle pro k € [0, 1] ozna¢me

) kn, pokud kn € N,
Pr lkn] + 1, jinak.
Potom definujeme k-ty empiricky kvantil uy, jako up = X(,,).

Uvazujme objemy zrn dané mozaiky {|Z;|, ¢ € Z} a prislusné empirické kvantily
ug. Pri testu nulové hypotézy rozdélime zrna do N, pribliZzné stejné velkych skupin
Ky, ... ,Iq\,p podle objemu na zdkladé empirickych kvantili nasledujicim zpisobem

Z; € K, jestlize || € [ug—1,ur), k=1,...,Np, i€TL.

Pri realizaci ndhodnych permutaci se na tyto skupiny omezime a orientace na zrnech
permutujeme oddélené pouze v ramci téchto skupin.
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Predstavime také dva modely, které slouzi jako alternativni hypotéza testu. V prv-
nim budeme uvazovat, Ze ruznych podminénych rozdéleni orientaci je koneény pocet N,.
Jde tedy o diskrétni zavislost. Druhym uvazovanym modelem je pak spojitd zavislost.

Ukazeme vysledky Ctyr typu testl, a to avgy, erly, avg, a erl,. V pripadé modelu
diskrétni zavislosti zvolime dvé ruzné hodnoty N, a rizné rozdéleni orientaci.

Diskrétni zavislost

V pripadé generovani orientaci v ramci diskrétni zavislosti rozdélime zrna do N,
priblizné stejné velkych skupin podle objemu zrna na zakladé empirickych kvantilt
analogicky rozdéleni do IV, skupin uvedeném vyse. Jednotlivym skupindm pfifadime
rozdéleni orientaci P, ..., Pn,.

Volby rozdéleni orientaci pro N, = 3 a N, = 5 jsou uvedeny v tabulkach a
kde 6 € [0,27) a n € [0,1] jsou parametry, které slouzi k regulaci rozptylu rozdéleni
orientaci. Symbol R(z,y) zna¢i rovnomérné rozdéleni na intervalu (z,y).

Stiedni disorientaci mezi jednotlivymi skupinami ozna¢me

Zij == /M/MC(ml,mg)Pi(dml)Pj(dmg), i,j = 1,. . .,NO.

V tabulkach a jsou uvedeny empirické odhady Zij stfednich disorientaci Zij
pro ruzné volby parametri, kde

11=1
iy N , .
> Y (M, M), i=j,
N(N_l)kzll;ék( i M7)

1 N . .
1

kde M{, ..., M} jsou nezavislé orientace generované z rozdéleni P;. Volime N = 1000.
Jednotkou tohoto odhadu je v tomto pfipadé thlovy stuper, znac¢ime [deg]. Parametry
f a n jsou voleny tak, aby disorientace v ramci jednotlivych skupin byly podobné.

Tabulka 4.1: Volby Eulerovych uhla pro N, = 3.

$1 cos(¢) P2
P1 R(O, 9) \/5/2 0

Py 0 R(-n,n) | 0

P || R(0,0) \/5/2 /4

Na obrazku [4.6] jsou vykresleny grafy zavislost{ procentudlniho po¢tu zamitnutych
nulovych hypotéz na poc¢tu permutac¢nich skupin pro prvni volbu orientaci uvedenych
v tabulce 411

Snadno si vSimneme, Ze pro oba testy zalezi na volbé vahové funkce pro testovou
statistiku. Vidime, ze zvolené volby vahové funkce dévaji opacné extrémni hodnoty pro
pripady, kdy N, neni ndsobkem N,. Zatimco testy s vdhovou funkei w,, vétsinou zamitaji
nulovou hypotézu, Ze mozaika je nezdvisle kotovand podminéné pti IV, skupinach podle
objemu zrn, testy s vahovou funkci wy, témér porad tuto hypotézu nezamitaji. Pouzitim
vahové funkce w, jsme tedy schopni rozeznat, kdy pocet skupin neni v nulové hypotéze
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Tabulka 4.2: Odhad stfedni disorientace mezi skupinami uvedenymi v tabulce

= /32, n = 0,05 0 =r/6, n=10,25
P P Py P | P P
P || 1,9 43,7 | 459 P || 97| 41,0 | 40,7
P 1,9 | 51,3 P 9,9 | 429
P 1,9 Py 9,9

Tabulka 4.3: Volby Eulerovych uhlt pro N, = 5.

1 cos(¢) V2
Py ©fa | R(=n,n) | 37/
P RO6) | Va2 | o

Ps 0 R(=n,m) | 0

Py || R(0,6) 1/2 /4

P R(O, 9) 1 7T/4

Tabulka 4.4: Odhad stfedni disorientace mezi skupinami uvedenymi v tabulce 4.3|s vol-
bou 6 = 7/32 a n = 0,05.

Pl | P | P P

P | 1,9 478 | 61,7 | 42,6 | 45,1

P 1,9 | 43,7 | 46,2 | 61,5
Ps 1,9 | 53,1423
Py 1,9 | 59,7
Ps 1,9

zvolen spravné. U této volby pritazujeme vétsi vahu podobné velkym zrniim, jejichz
orientace jsou si blizké. Pro testy s vahovou funkei wy usuzujeme, ze nefunguji v tomto
pripadé optimalné.

V pripadech, kdy IV, je ndsobkem N,, se hodnota procentudlniho zamitdni pohybuje
kolem 5 % pro vSechny typy testi pro obé mozaiky, coz odpovidé predepsané hladiné
testu, nebot v takové situaci plati nulova hypotéza.

Na obrazku [4.7] jsou vykresleny stejné typy graft, ale pro druhou volbu orientaci
uvedenych v tabulce Jak vidime v tabulce disorientace v ramci stejnych skupin
jsou vyssi nez pii prvnf volbé a mezi riiznymi skupinami naopak mensi. Cekali bychom,
ze pro takovy model budeme pro N, # kN,, k € Z zamitat méné, coz se pro vyssi
hodnoty N, napliuje.

Na obrazku jsou vykresleny grafy zavislosti procentualniho poc¢tu zamitnutych
nulovych hypotéz na poctu permutacnich skupin pro volbu orientaci uvedenych v ta-

bulce (4.3
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Obréazek 4.6: Zavislost procentudlniho poc¢tu zamitani nulové hypotézy o podminéné
nezavislém kétovani mozaik pro N, = 3 s volbou 6 = 7/32 a n = 0,05.
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Obréazek 4.7: Zavislost procentudlniho poc¢tu zamitani nulové hypotézy o podminéné
nezavislém kétovani mozaik pro N, = 3 s volbou 6 = 7/6 a n = 0,25.

Na rozdil od ptipadu, kdy jsme uvazovali pouze 3 skupiny orientaci, se vysledky pro
Laguerrovu a Voronoiovu mozaiku lisi. V piipadé Laguerrovy mozaiky jsou vysledky
podobné jako u 3 skupin a opét velmi zélezi na volbé vahové funkce v testové statistice
obou typt testu. Pro Voronoiovu pro N, > N, nepresahuje procentualni pocet zamitani
nulové hypotézy 10 %. Tento rozdil miuze byt zpusobeny poctem zrn v mozaice, ¢i roz-
délenim objemil zrn v mozaice. Histogramy relativnich objemt V,. zrn pro obé mozaiky
jsou vykresleny na obrdzku [£.9] kde relativni objem i-tého zrna uvazujeme jako

=.
=
— =
E: =
zGI“—‘Z‘

Histogram relativnich objemu u Laguerrovy mozaiky (obrazek je zesikmeny do-
leva, vice nez 60 % zrn m4 objem mens${ nez primérny objem. Podobné chovani rozdé-
leni relativnich objemu je u polykrystalickych mikrostruktur obvyklé, viz napr.
. U Voronoiovy mozaiky (obrézek je tvar histogramu vice symetricky.

Nicméné v pripadech, kdy N, je nasobkem N,, se opét hodnota procentualniho
zamitani pro obé mozaiky pohybuje kolem predepsané hladiny testu. Pro N, = 1
testujeme, zda neni mozaika nezavisle kétovana. Neni tedy prekvapujici, ze pro tuto

Vi =1Z|

hodnotu nulovou hypotézu prevazné zamitame.
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(a) Laguerrova mozaika. (b) Voronoiova mozaika.

Obréazek 4.8: Zavislost procentudlniho poc¢tu zamitani nulové hypotézy o podminéné
nezavislém kétovani mozaik pro N, = 5 s volbou 6 = 7/32 a n = 0,05.
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(a) Histogram relativnich objemt zrn La- (b) Histogram relativnich objemt zrn Vo-
guerrovy mozaiky s 977 zrny. ronoiovy mozaiky s 500 zrny.

Obrézek 4.9: Histogramy relativnich objemi zrn.

Spojita zavislost

Uvazujeme-li spojitou zavislost, generujeme orientaci i-tého zrna Z; pomoci Fule-
rovych uhlu jako

Y1 = 07 Y2 = %7 COS¢ ~ R(maX{O, 19’51’ - L}? min{la ﬁ‘EZ‘ =+ L})7

kde |Z;| opét znac¢i objem zrna a 9 a ¢ jsou parametry kontrolujici zavislost. Parametr ¢
volime z intervalu [0, Ymax], kde Imax = 1/ max;e7 |Z;|. Tato volba zarucuje, ze tihel ¢ je
generovan na intervalu (0, 7/2). V ptipadé ¢ = 0 je zavislost ovlivnénd timto parametrem
nejslabsi a s rostouci hodnotou ¥ roste. Pro parametr ¢ je zavislost naopak pro ¢ = 0
nejsilnéjsi a s rostouci hodnotou ¢ slabne.

Na obrazku jsou vykresleny grafy zavislost{ procentudlniho poétu zamitani
v zévislosti na poctu permutac¢nich skupin N, pro Voronoiovu mozaiku pro rizné volby
parametr 9 a ¢. Vidime, ze vysledky test zavisi na volbé vahové funkce. Pro funkci
wyp klesd procentudlni zamitani mnohem rychleji nez pro funkci w,, nicméné v obou
pripadech vysledky odpovidaji intuici, ze s rostoucim poc¢tem permutacnich skupin se
nulovou hypotézou blizime skute¢nému modelu.
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Obréazek 4.10: Zavislost procentualniho poc¢tu zamitani nulové hypotézy o podminéné
nezavislém kotovani mozaik pro model spojité zavislosti pro Voronoiovu mozaiku.
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5. Aplikace na realna data

Vyge uvedené nastroje mizeme vyuzit pro analyzu redlnych dat. Aplikujeme je na
redlnd data anizotropniho superelastického materidlu Nitinol (NiTi) (Sedmak a kol.
s kubickou krystalovou strukturou. Jde o slitinu s tvarovou paméti.

Materiél byl obousmérné naméhan ve sméru osy ND (ve sméru délky drétu) a hod-
noty fyzikalnich veli¢in (jako orientace zrn, tenzor napéti a deformace) byly méreny
pomoci metody 3D-XRD (viz podkapitola . Na obrazku je vykreslen vysledek
meéreni s barevnou skalou odpovidajici normélovému napéti o,,. Jelikoz tato metoda
nepodava tak velky rozsah informaci (napf. nezndme sousedni zrna), byl material zre-
konstruovan Laguerrovou mozaikou metodou popsanou v Petrich a kol (2019) tak,

VVev

rekonstrukce pojednava ¢lanek [Heller a kol.| (2020)).

Data ziskdna metodou 3D-XRD dévaji informaci o polohach tézist zrn, objemech
zrn, orientacich krystalové miizky jednotlivych zrn a tenzoru napéti. Celkem jde o 8063
zrn. Zrekonstruovand Laguerrova mozaika ve valci o priméru 50 pm a s vyskou 100 pm,
obsahujic{ 7685 zrn, je zobrazena na obrazku [5.1] Jak jsme uvedli v podkapitole [3.5]
v pripadé Laguerrovy mozaiky nemusi ze vSech generatort vzniknout zrno. Z tohoto
divodu je pocet zrn zrekonstruované mozaiky nizsi nez v pripadé realnych dat. Na
obréazku je vykreslen histogram objemt zrn pro tuto mozaiku.

5000

4000

Pocet zrn
w
o
o
o

N
o
o
o

1000

0 500 1000 1500 2000
V [um?]

Obréazek 5.1: Laguerrova mozaika pro Obrézek 5.2: Histogram objemi zrn La-
rekonstrukei dat NiTi. guerrovy mozaiky.

5.1 Nahodné pole

Pomoci metody 3D-XRD na redlnych datech ziskdme pro kazdé zrno primérné hod-
noty jednotlivych slozek tenzoru deformace a tenzoru napéti. Zrekonstruovana mozaika
poskytuje podrobnéjsi zkoumani téchto hodnot. Tu totiz mizeme prolozit konecnou siti
CtyTsténu, které nazveme elementy. Téch je v nasem pripadé 1555401. Numericka si-
mulace pak metodou konec¢nych prvka pocitd deformacéni odezvu na vnéjsi namahani
v kazdém elementu mozaiky. Tenzor napéti se uréi z Hookova zdkona , pricemz
elastické konstanty je tfeba prepocitat pro kazdé zrno kvili rtizné orientaci zrn. Vy-
sledné hodnoty tenzoru napéti se pak pro elementy v ramci jednoho zrna lisi. Vice
podrobnosti a diskuzi volby elastickych konstant lze nalézt v (Heller a kol., [2020).

Jednotlivé slozky tenzoru napéti mizeme povazovat za realizaci stacionarniho né-
hodného pole {Z(z) : « € D}. Predpokladejme, Ze polohy tézist elementt jsou pevné
a slouzi jako body, ve kterych je ndhodné pole pozorovano. Jelikoz je pocet elementii
velmi velky, mazeme zvolit ndhodné sito téchto elementii 0 mensim rozsahu a pracovat
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pouze s témito pozorovanimi.

Chceme-li zkoumat prostorové zavislosti tenzoru napéti jednotlivych zrn, zajima nas
jeho variogram 2v(h). Argument h je trojrozmérny vektor a mizeme ho vyjadrit jako
h = ru, kde r = ||h]| a ||u]| = 1. Pfi vykresleni odhadu variogramu nas bude zajimat
nékolik riznych smért u. Odhad v(ru) uvazujeme pro r z intervalu (0, 7max], ktery roz-
délime na k podintervalu stejné délky. Stiedy téchto podintervalu jsou r; = (I — %)Tm%,
l=1,...,k. Definujeme h; = rju a

H = {heR3 SRS ((1—1)”‘:"‘, zr‘“% : HZH -uZCOS;;}, I=1,....k (5.1)
kde a - b znaci skaldrni soucin vektort a a b. Ve skupiné H; uvazujeme vektory, jejichz
velikost se od r; = ||hy|| 1i$1 maximalné o polovinu délky podintervalt intervalu (0, rmax]
a které sviraji se smérem u tthel maximalné 5°. Nyni mizeme spocitat odhad variogramu
podle vzorce pro razné volby u. Pro srovnani budeme uvazovat i situaci, ve které
nezavisi na volbé sméru. Vyuzijeme-li opét rozdéleni na podintervaly, tak izotropni
verze empirického variogramu je

1
24(r) = > (Z(x) = Z(x))?, (5.2)
[N (r0)] ’
N(r1)
Tmax ;Tmax . v,
kde N(r) = (@i, ) : ||lzs — 5] € ((1—1) ’ , e |0 & =1,...,np a n znaci

pocet elementii. V pripadé ndhodného sita, které jsme zvolili, je n = 307 983.

Na obrazku jsou vykresleny empirické odhady variogramu pro normalové
napéti o,, (odliSujeme globalni a lokalni) v riznych smérech valce, a to RD = [100],
TD = [010], ND = [001] a sméru [111], ktery predstavuje preferencni orientaci zrn,
ktera se v naméfenych datech vyskytuje (viz obrazky a . Pro porovnéni je zde
také cervené vykreslena izotropni verze empirického variogramu , u které nezavisi
na volbé sméru a znac¢ime ji ,izo“.

V pripadé globalniho napéti vidime, Ze ve sméru osy ND, coz je smér namahani,
dochézi k néaristu hodnot pomaleji nez v ostatnich smérech, ve kterych se hodnoty
variogramu ustaluji pro vzdalenost zhruba 8 ym. Pro predstavu primérny polomér
zrna je priblizné 4 ym. V piipadé sméru osy ND se hodnota dosahu variogramu (viz
definice pohybuje zhruba az kolem 15 pm. Hodnoty normélového napéti o,, maji
tedy tendenci se vice ovliviiovat ve sméru osy namahani zhruba ob sousedni zrno,
zatimco v ostatnich smérech se ovliviiuji pouze sousedni zrna.

Podivdme-li se na empiricky odhad variogramu pro lokalni napéti (obrazek
vidime, ze dosah variogramu je ve vSech smérech stejny, a to opét zhruba 8 pm.

17500 14000

15000 12000
12500 10000

8000

< 10000 <
> >
~ 7500 ' 6000
— RD — RD
5000 ™ 4000 ™
— \D — ND
2500 iy 2000 — 11
0 — izo 0 — izo
00 25 50 75 100 125 150 17.5 20.0 00 25 50 75 100 125 150 17.5 20.0
r[um] r [um]
(a) Globélni napéti. (b) Lokalni napéti.

Obréazek 5.3: Empiricky odhad variogramu pro normaélové napéti o,.
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5.2 Koébtovany bodovy proces

vy

dového procesu na omezené mnoziné D € B3. Uvazujeme-li navic objem zrna V; jako
kétu prislusného tézisté, jednd se o realizaci stacionarniho kétovaného bodového procesu
P =Dz 0(x,,v;) 8 kétami z prostoru M = R a n = |Z| = 8063.

Chceme-li, podobné jako u ndhodného pole, zkoumat prostorové zavislosti objemi
zrn, zajima nas korelaéni funkce kot x¢(h), nebo jeji normalizovand verze k;(h). Spe-
cidlné se zaméfime na Stoyanovu korelacni funkci kot Ky, (h). Pii vykresleni odhadu
budeme postupovat podobné jako v pripadé odhadu variogramu. Argument h muizeme
opét vyjadrit jako h = ru, kde r = ||h]| a ||u|| = 1. Odhad kpm(ru) uvazujeme
pro r z intervalu (0, 7max], ktery rozdélime na k podintervali stejné délky se stiedy
rp=(l— %)Tm%, l=1,...,k. Definujeme h; = rju a uvazujeme H; definované predpi-
sem . Stejné jako v pripadé variogramu, uvazujeme ve skupiné H; vektory, jejichz
velikost se od r; = ||| 1is{ maximélné o polovinu délky podintervali intervalu (0, 7max]
a které sviraji se smérem v hel maximélné 5°. Nyni muzeme spocitat odhad Ky, (h)
podle vzorce pro rizné volby u. Pro srovnani budeme opét uvazovat i situaci,
ve které nezavisi na volbé sméru. Vyuzijeme-li rozdéleni na podintervaly, tak izotropni
verze odhadu Stoyanovy korelacni funkce két je

— Krnm (T7)
kmm )= —F7=9 9.3
(r1) ) (5.3)
kde
1
= —— > V; 1{X; € D},
Q)m(D x M) (X;,Vi)€supp &m
VZV] 1{Xi — Xj S N(Tl)}
— (Xiz‘/i)v(ijvri)e(supp(I)m)m(DXM)
Kmm(rl): lzl,...,k,

I{Xi — Xj S N(?"l)}
(X3,V5),(X;,V;)€(supp ®m)N(DxM)

kde N(r)) = {h: IRl € <(l - 1)”75", z”;‘;" , 0, j = 1n}

V pripadé téchto dat vychézi hodnota i, tedy primérny objem zrna, zhruba
i = 86,6 um. Na obrazku je vykreslen odhad Stoyanovy korela¢ni funkce két podle
vzorce , tedy s volbou t(m, ma) = mima, stejné jako u variogramu pro rizné volby
u. Cervené je zde opét vykreslena izotropni verze tohoto odhadu , kterou znacime
»izo“. Vidime, ze korela¢ni funkce se ustaluji ve vsech smérech zhruba kolem hodnoty
r = 8 um, coz je stejnd vzdalenost jako v pripadé variogramti na obrazku Dosah
interakci je tedy zhruba stejny jako stredni primér zrna. Z toho muzeme usuzovat, ze
vliv mezi objemy nesousednich zrn je zanedbatelny. Pro mensi vzdalenosti jsou objemy
negativné korelovany, coz odpovida tomu, ze v blizkosti velkého zrna se vyskytuji spise
mensi zrna.

5.3 Koétovana mozaika

Pripojime-li k zrnum zrekonstruované mozaiky nameérené orientace, muzeme na

vysledek nahliZet jako na realizaci ndhodné kotované mozaiky En = > ;7 9=, M)
a n = |Z| = 7685. Pak muzeme aplikovat testy nezavislého kétovani uvedené v ka-
pitole []

Na obréazku [5.5] je pro porovnani vykreslena empirickd distribu¢ni funkce disorien-
tace sousednich zrn ﬁb z definice [56{ a odhad F distribué¢ni funkce disorientace F dvou
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Obrazek 5.4: Odhad Stoyanovy korela¢ni funkce kot pro objemy zrn.

libovolnych zrn z definice kde

=

+
(8) = 5 Y0 UC(M: My) < B), B € [0, ]

1,J€L
Primérna disorientace sousednich zrn je Ay = 34,3°, zatimco empiricky odhad stredni

disorientace mezi libovolnymi zrny je A = 36,6°, kde

= 1 #
A M;, M;).
1) 22, S0

7 toho usuzujeme, Ze orientace maji nejspiSe tendenci byt rozmistény na zrnech tak,
aby prumérné disorientace sousednich zrn byla mensi nez mezi libovolnymi dvéma zrny.
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Obrazek 5.5: Odhad distribuéni funkce F' (¢erné) a empirickd distribuéni funkce F)
(Cervené) pro realnd data.

Nemtzeme ovSem Tici, Zze orientace jsou na zrnech rozmistény tak, aby byla mi-
nimalizovana stredni disorientace A mezi zrny, nebot preuspordaddame-li orientace na
zrnech tak, aby odhad A, byl pro dand data co nejmensi, dostaneme hodnotu odhadu
Ap = 17,6°, coz je témér poloviéni thel nez v pripadé namérenych dat. Na obrazku
jsou pro porovnani vykresleny empirické distribucni funkce F, pro nameérend data a pro
preusporadané orientace tak, aby byla minimalizovana primérna disorientace Aj mezi
sousednimi zrny. Tuto funkci znac¢ime ,,min*.

Na obrazku jsou vykresleny empirické distribucni funkce disorientaci sousednich
zrn. Cervené je vykreslena funkce pro orientace z dat tak, jak byla naméfena, a Sedivé
jsou vykresleny funkce pro zpermutované kéty (1999 permutaci). Vidime, ze datova
funkce je velmi extrémni vzhledem k simula¢nim.
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Obrézek 5.6: Empirickd distribuéni funkce Fj pro namérena data (éervené) a pro pre-
usporadané orientace (Cerné) minimalizujici Ay.

Provedeme-li test nezavislého kétovani, vychazi p-hodnota 0,0005 pro erl, test
a 0,001 pro avgs test. V obou ptipadech tedy zamitdme nulovou hypotézu o nezavislém
kétovani.

1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
o s
0.4 0.4
0.2 0.2
—— data —— data
0.0 simulace 0.0 simulace
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
B [deg] B [deg]
(a) Test nezavislého kdtovani. (b) Test podminéné nezdvislého kétovani
pro N, = 100.

Obréazek 5.7: Empirickd distribuéni funkee disorientace Fj (Cervend) pii testech nezé-
vislosti na realnych datech.

Jelikoz zamitame hypotézu o nezavislém kétovani, nemuzeme pri modelovani této
struktury oddélit modelovani zrn a koét, ale musime brat v tivahu zavislosti. Samotny
vysledek testu nic nefikda o charakteristice téchto zavislosti. Globalni obéalkovy test
ovSem umoznuje grafickou interpretaci vysledku. Obrazek indikuje, ze hypotéza
je zamitnuta, protoze sousedni zrna maji tendenci mit podobnéjsi orientace nez v pri-
padé, kdy by orientace byly pfifazeny ndhodné. V datech se tedy projevuje pritomnost
pozitivnich korelaci mezi orientacemi sousednich zrn.

Aplikujeme-li test podminéné nezavislého kétovani uvedeny vyse, vychazi pro hod-
noty N, =2,...,10,100,500, 1000 p-hodnoty 0,001 pro avgy, a avg, a 0,0005 pro erl,
a erl, testy. I v tomto pripadé tedy zamitame nulovou hypotézu. Duvodem mohou
byt komplikovanéjsi zavislosti orientaci na vlastnostech mozaiky nebo zavislosti mezi
orientacemi zrn. Obrazek indikuje stejny divod zamitnuti nulové hypotézy jako
v pripadé testu nezdvislého kétovani. Vidime, ze obrazky a vypadaji témér
identicky:.
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Z.aver

Zabyvali jsme se studiem ndhodné kétované mozaiky s kétami popisujicimi orien-
tace zrn. Nové jsme definovali charakteristiky této struktury modifikaci charakteristik
jednodussich modeld. Dokazali jsme, Ze ve stacionarnim pripadé jsou prirozené vybé-
rové odhady podilové nestranné (tvrzeni . Hlavnim vysledkem této prace je sestaveni
a studium dvou typua testll, a to testu nezavislého kétovani a testu podminéné neza-
vislého kétovani, které mohou byt dale vyuzivany pfi analyze vlastnosti danych mik-
rostruktur. Ukazali jsme, Ze navrzené testy dodrzuji predepsanou hladinu testu (tvrzeni
a lemmaa.

Kromé testi jsme také predstavili nové modely zavisle kétovanych mozaik, které
nam poslouzily jako alternativa k nulové hypotéze pri zkoumaéani sily zminénych testi.
V simulac¢ni studii jsme zjistili, ze test nezavislosti je citlivy na miru korelace mezi
kétami, a presvédcili jsme se, ze skuteéné dodrzuje predepsanou hladinu. V pripadé
testu podminéné nezavislého kétovani jsme narazili na situace, kdy test nefungoval
optimalné, nebot nulova hypotéza byla zamitana méné Casto, nez bylo tieba.

Po aplikaci uvedenych testt na zrekonstruovanou mozaiku realné mikrostruktury
materidlu NiTi jsme dospéli k zavéru, ze pri modelovani tohoto materialu nelze oddélit
modelovani zrn a jejich orientaci, ale je tfeba uvazovat prostorové zavislosti. O kvanti-
fikaci této zavislosti ovSem ze zavéru testil nic nevime a je zde tedy prostor pro dalsi
zkoumani.
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A. Operatory symetrie pro

krychlovou krystalovou soustavu

Kvaterniony symetrie

s2=(0, 1, 0, 0)

(17 07 07 0)

st

s*=1(0, 0,0, 1)

s3=(0, 0, 1, 0)

e N N N
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B. Prevody mezi popisy orientace

Definice 64. Definujme funkci atan2 : R x R — [0, 27r) predpisem

arctan (£), >0, y>0,
arctan (4) + 7, 2 <0,
atan2(y, x) = firctan (%) +2m, x>0, y<O,
2 =0, y>0,
37”7 z=0, y <O,
0, =0, y=

Eulerovy uhly <— Kvaternion

Eulerovy thly — Kvaternion

go = cos ? cos 2 <p2) q1 = —sin é cos (('01 —¥2
2 2 ’ 2 2 ’
g2 = —sin (2) sin (@1 ; S02) , Q3 = —cCos (2) sin <¢1 ; SOQ)

Eulerovy thly < Kvaternion

i
Oznacme y = \/(qg +@3) (@G +3¢) = %qb Potom rozlisSme t¥i pripady:

x> 0:

@1 = atan2 (—qoq2 + 143, —Goq1 — 4243) ,

¢ = arccos () +43 — 4l — 43)

@2 = atan2 (qoq2 + 143, —qoq1 + G243) ,
q% + q§ =0:

. 2 2 _ _

Y1 = atan2 (2611(]27 q1 — q2) ) ¢ =T, Y2 = 07

gi +5=0:

o1 = atan2 (—2q0g3, 48 — 3) . 6 =0, > =0.
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Eulerovy uhly <— Matice orientace
Eulerovy thly — Matice orientace
Oznac¢me C' = cos ¢, S =sin¢ a ¢; = cos ;, s; = sinp; pro i = 1,2. Potom

c1ca — 8189C s1co +c182C 898
G =] —c189 — 5160C  —8189 +c1c2C ¢3S
815 —615 C
Eulerovy thly < Matice orientace

Rozlisme t¥i pripady:

Gsz e (—1,1):
1 = atan2 (G31, —G3s2) , ¢ = arccos(Gs3), w9 = atan2 (G13, Ga3) ,
Gyz3=1:
1 = arccos(Gr1), ¢ =0, p2=0,
G333 = —1:

1 = arccos(Gi1), ¢=m, p2=0.

Kvaternion +— Matice orientace

Kvaternion — Matice orientace

G+aE—G—-a3 2@ — ) 2(q193 + qoq2)
A +q0p) G-CE+dE -4 2ea—qon)
2(q193 — q0q2) 2(q2q3 + 90q1) @ — ¢ — G+ 3

G

Kvaternion < Matice orientace

1
qo = 5\/1+G11+G22+G337

1

5\/1+G11—G22—G33, G3a > Gas,

—5\/1 + Gu — G22 — G33, G32 < G237

1

5\/1—G11+G22—G33, Gi3 > Gsq,
q2 = 1

—5\/1 — G111+ G — Gs3, Gi3 < G3i,

1

5\/1—G11—G22+G33, Go1 > Gio,
q3 = 1

—5\/1 —Gi1 — G+ Gz3, Ga1 < Gia.
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Osa a uhel rotace «+—— Matice orientace

Osa a thel rotace — Matice orientace

Oznacme s = sinw a ¢ = cosw. Potom

c+(1—c)n? (1 —c)ning —sng (1 —c)ning + sno
G=|(1-c¢c)ning + sn3 c+ (1 —c)n? (1 — ¢)ngng — sny
(1 —c)ning — sna (1 — ¢)nang + sny c— (1+c)nj

Osa a thel rotace < Matice orientace

(Gn + G2 + G33 — 1>
W = arccos ,

2
0,0, 1), kdy? w = 0,
1
n= ﬁ(\/G11+1,\/G22+1,\/G33+1), kdyz w =,
1 ..
% <G32 — Go3,G13 — G31,Go1 — G12> , jinak,

kde s = sinw.

Osa a tuhel rotace +—— Kvaternion

Osa a thel rotace — Kvaternion

( 3 . w)
= COS —. 1nsin —
q 9 2

Osa a thel rotace + Kvaternion

Oznacme
1
§= —
V& + @B+ a3
Potom

w = 2arccos(qp),

(0707 1)7 kdyi qo = 1’
n—
(sq1,5q2,5q3), jinak.
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