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Abstrakt: Cilem této prace bylo vytesit problém proudéni nestlacitelné kapaliny
v trubce, které vznika plsobenim periodické zmény tlaku. K tomuto problému
byly uvazovany okrajové podminky obsahujici ¢asovou derivaci rychlosti modelu-
jici dynamickou odezvu na hranici, které lze uplatnit naptiklad pro modelovani
roztavenych polymeri. V praci se nejprve vénujeme hledani konkrétniho tvaru
reseni pomoci Fourierovy metody, feseni vyjadiujeme vici systému zalozeném na
nulté Besselové funkci. Specialné se dale vénujeme blize tomuto systému. Nasledné
vysettujeme konvergenci feseni v prostoru spojitych a nasledné lebesgueovsky in-
tegrovatelnych funkci. Vyuzivame zde vlastnosti Besselovych funkci, zejména roz-
lozeni nulovych bodi. Prace dale obsahuje tvar aproximativniho reseni vykresleny
pomoci numerického softwaru.
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Abstract: The goal of this work is to find a solution to the problem of incompres-
sible fluid flow in the pipe induced by a time periodic pressure gradient. Boundary
conditions including a time derivative of velocity field are considered. This type of
boundary conditions models a dynamic response of the fluid at the boundary and
such behaviour can be used for example in molten polymers fluid modeling. First
we look for a specific form of the solution using the Fourier method. The solution
is decomposed into a linear combination of functions based on the Bessel function
of zero order. We then study these functions in more details. Then we investigate
the convergence of sequence of approximative solutions in the space of continuous
functions and in the Lebesgue space. In proofs we use the properties of the Bessel
function and in particular we investigate the distribution of the roots of Bessel
function. We also use a numerical software to compute an approximative solution
based on the Fourier method.
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Prehled pouzitého znaceni

Au

div (v)
div (V)
C(a,b]

fn=f

LP(a,b)

konstanty a skalarni funkce znac¢ime nezvyraznénymi pismeny,
vektory a vektorové funkce znacime tuénymi malymi pismeny,
slozky vektortu a vektorovych funkci znac¢ime dolnim indexem
vV = (Ul,UQ,Ug)T,

matice znacime tucnymi velkymi pismeny

oteviena koule se sttedem a a polomérem r,

skalarni souc¢in v a v (konkrétni tvar skalarntho soucinu je
upfesnén v ramci kapitol),

jednotkovy normalovy vektor k plose, plocha bude upfesnéné
v kontextu,

slozka vektoru v v tecném sméru dané plochy (v kontextu
okrajovych podminek je touto plochou hranice prostorové ob-
lasti, na které jsou podminky predepsény),

parcialni derivace vzhledem k proménné x,

druhd parcialni derivace vzhledem k proménné x a y,

tenzorovy soucin 3-slozkovych vektori w a v je matice
3
(uivj)i,j:p

integral pres dvoudimenzionalni mnozinu €2, dxdy v tomto
pripadé odpovida Lebesgueové dvoudimenzionalni mite,
krivkovy integral prvniho druhu pres hranici mnoziny (2,
dl v tomto pripadé odpovida Hausdorffové jednodimenzio-
nalni mite,

gradient skaldrni funkce u(z,y,2,t) je vektor (9,u,0yu,d,u)”
parcialnich derivaci podle prostorovych souradnic,

gradient vektorové funkce v(x,xq,23,t) je matice (azivj)ijzl
(matice obsahuje parcidlni derivace pouze podle prostorovych
souradnic),

Laplaceuv operator skalarni funkce v(z,y,2,t) je vyraz O ,u+
Oyyu + 0. u,

divergence vektoru v(z,y,z,t) = (v1,09,03) je soucet parciél-
nich derivaci slozek podle ptislusnych prostorovich souradnic
div (v) = 0,v1 + Oyvg + 0,3,

divergence matice V(x,y,z,t) = (v1,v2,v3) je soucet parcidl-
nich derivaci sloupcovych vektorti podle prislusnych prostoro-
vych soufadnic div (V') = 0,v1 + 9,v2 + 0,3,

spojité funkce na polouzavieném intervalu (a,b],

posloupnost funkci f,, n € N stejnomérné konverguje k
funkei f (detaily jsou upresnény v ramci kapitol),

prostor funkei (Lebesgueovsky) integrovatelnych s p-tou moc-
ninou na intervalu (a,b),



Uvod

V této praci se budeme zabyvat modelovanim proudéni kapaliny v trubce indu-
kovaného periodicky se ménicim tlakem. Mame tedy predepsany tlak a nekonecné
dlouhy valec reprezentujici trubku. Tento valec uvazujeme protahly ve sméru sou-
fadnicové osy z, mizeme ho proto zapsat jako Q2 x R C R?, kde Q = B(0,1) C R?
je oteviend koule (resp. kruh) v R? s polomérem 1 (viz obrdzek 1).

A

Obrézek 1: Cast vdlce Q x R

Vysledné proudéni popiseme jako rychlost v(x,y,z,t) udavajici vektor rychlosti
pohybu kapaliny pro kazdy bod valce v daném case. Explicitni popis rychlosti v
ziskame jako Teseni soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic ve tvaru

divvo =0 v QxR x(0,T), (1)
Ow+div(v®@wv) —divS = -Vp v QxR x(0,7T). (2)

Rovnice (1) je rovnice kontinuity pro nestlacitelnou tekutinu (kapalinu s kon-
stantni hustotou), vyjadiujici zékon zachovani hmotnosti. Spole¢né s ni dale uva-
zujeme Navierovu-Stokesovu pohybovou rovnici (2) pro nestlacitelnou kapalinu v
tzv. konvektivnim tvaru, kde S je deviatoricka ¢ast Cauchyova tenzoru napéti ve
tvaru

S = (Vv)! + Vo.

Nestandardnim prvkem naseho problému je volba okrajové podminky, ktera
obsahuje ¢asovou derivaci rychlosti a modeluje tak dynamickou odezvu na hranici:

av+ o+ (Sn)_ =0 na[0,T7] x 02 xR, «,f € [0,00). (3)
Tato volba okrajové podminky je dle experimentid vhodnéa pro modelovani prou-
déni nékterych roztavenych polymeru [1]. Vychazime z disertacni prace [%], ktera

se zabyva Navierovymi-Stokesovymi problémy proudéni homogennich nestlacitel-
nych tekutin. V ¢asti uvedené prace se autorka zabyva pravé okrajovou podmin-
kou (3) ve dvou prikladech proudéni mezi rovnobéznymi deskami.



1. Hledani mozného reseni
problému

V této kapitole se budeme vénovat reseni problému formulovaného v tvodu,
konkrétné se pokusime najit kandidata na reSeni za pouziti jistych zjednodusuji-
cich predpokladi. Casové periodicky tlak zminény v tvodu budeme konkrétné

uvazovat ve tvaru p(t,r,y,z) = zcoS (%) Mame tedy zadané mnoziny {2 a
Q = (0,7) x 2 x R a systém rovnic
2t

0w +div(v ®v) —divS = -V (zcos (;)) v Q, (1.1)
dive =0 v Q. (1.2)

K témto rovnicim mame dale zadanou okrajovou podminky a T-periodicitu
av + fov+ (Sn)_ =0 na (0,7) x 09 x R, (1.3)
v(0,2,y,2) = v(T,x,y,2) pro (z,y,z) € Q x R. (1.4)

Pro snadnéjsi nalezeni feseni predpokladejme specidlni tvar. Budeme hledat
funkce rychlosti, kterd je invariantni vi¢i posunuti ve sméru osy z, tedy v(t,z,y).
Specialné predpokladame

v(t,x,y,z) = (0,0, u(t,z,y)) . (1.5)
Uvazujeme tak pouze Teseni, které maji nenulovou slozku pouze ve sméru pravé
strany, tedy gradientu tlaku. Tento fakt nam pomize ke zjednoduseni zadanych
rovnic. Diky tomu, ze pouze tfeti souradnice funkce v je nenulova, bude v ® v
nulovd matice, kromé prvku vsvz = u?(t,z,y). Po aplikaci divergence derivujeme
tento prvek podle souradnice z, ¢len div(v ® v) je pak nulovy. Podobné se ndm
zjednodusi matice S

20,01 OgVa + Oyv1  Oyv3 + 0,01 0 0 OJd.u
S = 8y1]1 + 8$U2 28yv2 8yv3 + 8202 = 0 0 6yu
821)1 + 8361)3 821)2 + ayvg 2821)3 @Cu 8yu 0

Aplikaci divergence pak dostaneme:
div S = (D.ptt, Dyt gt + Dyyu)” . (1.6)

Vektorovou rovnici (1.1) muzeme chapat jako systém tii skaldrnich rovnic,
napiseme tyto rovnice po slozkach a pouzijeme predpoklad (1.5) spoleéné s tvarem
(1.6):

azmu =0 A% Q, (17)
Oyu =0 v Q, (1.8)
Ou — Au = — cos (2T7Tt> v Q. (1.9)

Rovnice (1.7) a (1.8) jsou trividlné splnény nezavislosti u(t,z,y) na proménné z,
rovnost (1.2) je také splnéna diky tvaru feSeni (1.5). Déle fesime pouze jednu
rovnici o jedné neznamé skalarni funkei.

Prepsanim okrajovych podminek s pouzitim predpokladu (1.5) dostaneme
okrajovou podminku pro w:

au+ Bou+ 0, u+yoyu = au+ fou+Vu-n =0, na[0,7]x0QxR. (1.10)
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1.1 Nalezeni reseni

Reseni budeme hledat Fourierovou metodou, cilem této préce je najit feseni ve
o0

tvaru u(t,z,y) = > ¢;(t)u;(z,y). Cheeme tedy separovat prostorové proménné od
i=1

casu a funkce ¢; a u; explicitné vyjadrit v zavislosti na poc¢atecnich podminkéch.
Nejprve prejdeme k integralni formulaci problému. Déle budeme predpokladat
radidlni symetrii funkei wu;, kterd ndm pomize k dalsimu zjednoduseni rovnic.
Nésledné budeme predpokladat, ze u; splnuji vhodné podminky, diky kterym zis-
kame explicitni tvar funkei ¢;. V dalsi kapitole se budeme vénovat praveé témto
podminkam, které povedou na hledani vlastnich ¢isel jistého diferencidlniho ope-
ratoru.

Vynasobenim rovnice (1.9) libovolnou funkei ¢ € V, kde V = C*(Q) dosta-
neme integralni formulaci problému:

2
/ Oyup dxdy —/ Aup dxdy = —/ cos (mf) pdxdy. (1.11)
0 Q Q T

Pouzili jsme prepis O,,u + Oyu = Au. Je-li funkce u TeSeni rovnice (1.9), pak
mus{ spliiovat také rovnost (1.11) pro kazdou funkei! ¢ € V. Hleddme tedy FeSeni
u € V rovnice (1.9), ktera pro kazdé ¢ € V splituje predchozi integraln{ rovnost
(1.11), na zavér ukazeme, ze Tesi i ptivodni rovnici (1.9). Dale mtizeme pouzit
vztah

div(Vuy) = Aup + Vu - Vo (1.12)

a Gaussovu vétu o divergenci (véta 8) pro prevedeni integralu pres (2 na plosny
integral pres 02:
2mt
/ Oyup dxdy — / (Aup + Vu -V — Vu - Vo) dedy = —/ cos (T) o dxdy,
Q Q Q
2t
/ Oyup drdy — / (Vup) -ndl + / Vu - Vydrdy = — cos (W) / o dxdy.
Q o0 Q T ) Jo

Vnéjsi normalu k 02 mizeme konkrétné vyjadrit, protoze 02 je jednotkova kruz-
nice:
'I’L(SL’,y,Z) = <x7y70> pro (Jc,y,z) c R x 09.

Tvar funkce u na hranici muzeme také vyjadrit konkrétné pomoci okrajovych
podminek (1.10):

(1.10)

/BQ(Vu-n)godl:/m(a:@xu—i—yﬁyu)cpdl = AQ(—au—ﬂﬁtu)godl.

Shrnutim predchoziho mame rovnost

/&ugpd:cdy—l—ﬁ/ atzupdl—i—/VwV(pdxdy—l—a/ oudl =
Q 09 Q o9

27t
= — — dzdy.
cos<T)/Qgpxy

Oblast 2 je symetrickd podle osy z, budeme proto hledat pouze symetricka
reseni problému (invariantni vuci otoCeni kolem osy z). Predpokladame tedy, ze

(1.13)

'Rovnost v integralnim tvaru pfipomind slabou formulaci problému (1.9), ale prostor
funkci V' je v nasem pripadé jiny.



funkci v muzeme vyjadrit jako u(t,x,y) = u(t,r(x,y)), kde r je vzdalenost od osy z
dand vyrazem r = /22 + y2. Stejnym zptisobem budeme funkce ¢ uvaZovat ve
tvaru ¢(t,z,y) = p(t,r(z,y)). Stale pozadujeme, aby byly funkce u a ¢ spojité
diferencovatelné na 2, proto musi nutné byt jednostrannd derivace pro r = 0
nulova.

Pozndamka. Pokud by jednostranna derivace f(r(z,y)) podle r pro r = 0 byla
nenulova (f'(0) = d # 0), pak by parcialni derivace podle x nebyla spojita:

T

lim 0. /(r(2.0)) = rlg&f’(r)m =4
Jim 0. (r(2.0)) = lim ) = ~d.

Misto prostoru V funkef dvou proménnych budeme uvazovat prostor
={feco1],f(0)=0}

funkci pouze jedné redlné proménné a budeme pozadovat u(t,-), € V. Nakonec
v polarnich souradnicich miizeme oblast 2 vyjadrit jako

Q={(r0):rel0,1),0e[02m)}.

Abychom mohli plné prejit do polarnich souradnic, upravime vyraz Vu - Vo tak,
aby neobsahoval parcialni derivace podle = a y.

Vu - Vi = 0,udpp + 0yudyp = 0,ud, ¢ ((83;7“)2 + (8yr)2) = O,udrp.  (1.14)

S predpokladem symetrie pouzijeme v predchozi rovnosti (1.13) substituci do
polérnich soufadnic a Fubiniovu vétu[6, véta 13.32] (integrujeme omezenou funkci
pres omezenou mnozinu).

2 pl 2 rl
/ / royup drdf + 27 B(Oyup)(t,1) + / / rOyuly drdf + 2ma(pu)(t,1) =
o Jo o Jo

Ot p2m ol
= — oS (T)/o /0 ry drdf.

Vzhledem k radialni symetrii zddna funkce nezévisi na proménné €, proto vsechny
integrace podle této proménné odpovidaji ndsobeni konstantou 27. Pouziti vlast-
nosti (1.14) pak vede na:

1 1
/0 royup dr + B(Owup)(t,1) + /0 roudyp dr + a(pu)(t,1) =

2t
= — CO0S (;)/ r dr.

Reéeni u vyjadiime vuéi systému funkei {w;(r)};~, v prostoru V jako sou-

(1.15)

Cet u = Z ¢i(t)u;(r). Takto vyjadiené feseni dosadime do (1.15), za funkci ¢

zvolme funkc1 u; pro fixni j € N a predpokladejme, Ze miZeme prohodit fadu a
integral:

150310; (/01 ruju; dr + (uju;)( ) * i G </ it dr a<umj)(1)> ) (1.16)

B <27Tt> /1 J
= — cos T ; ru;dr.



Pro zjednoduseni rovnosti (1.16) chceme zvolit systém funkci z prostoru V
tak, abychom dostali diferencialni rovnici pouze pro koeficienty ¢;. Definujeme na
prostoru V' skalarni soucin:

1

(uv)y = / ruv dr + B(uv)(1). (1.17)
0
Budeme-li pozadovat ortonormalitu systému {u;(¢)};~, vici skaldrnimu soucinu
definovaném v (1.17), zfejmé z prvni sumy v rovnosti (1.16) zbyde pouze c.
1 -
Dale budeme pozadovat takové podminky, ze / rugul dr + a(u;ug)(1) = Xidi; pro
- 0
néjaka \;.
Funkce u; budeme hledat tak, aby splnovaly

= Ly, (1.18)
r
aui(1) +uj(1) = A2 Bu,(1). (1.19)

Proc¢ jsme zvolili pravé tyto podminky, mizeme vidét v nasledujicim vypoctu,
kde déle pouzijeme u; € V' (tedy u}(0) = 0):

L (1.18) Lo L,
rAjusujdr =" — [ rujujdr — [ wyu;dr
0 0 0

Per partes 1

w/(0)=0 1 / /
/ Huj 4+ ru; )d’r’ — (wju;)(1) —/0 w;uj dr

—/ rugu dr — (uzug) (1)

(1.19)

= / U dr — N} B(ugu;) (1) + a(uuy)(1),

0

Vyslednou rovnost miizeme upravit na tvar

A (/01 TUU; ﬂ(uzuj)(l)) = /01 ru;u; + a(uuy) (1), (1.20)

ktery potom mizeme vyuzit v rovnosti (1.16). Pomoci (1.17) a ortogonality sys-
tému {u;(r)};2, dostdvame z (1.16) nasledujici identitu:

() + A2ej(t) = —cos (2;t> /01 ;. (1.21)

. ’ ’ . ., ’ o . , N v 1 .
Jde o linedrni diferencidlni rovnici prvniho faddu, oznac¢me b; = [, ru;, pak b; je
konstanta a mtizeme najit explicitni feSeni rovnice

¢(t) + Xoe;(t) = —b, cos(Q;Tf). (1.22)

Obecny tvar Teseni této rovnice je:

2 b, T . (2wt 27t
¢i(t) = K;e Nt — m (27? sin (T) + 5T cos (T)) , (1.23)
J

kde K je realnd konstanta. Z podminky periodicity (1.4), jiz nutné K; = 0 (dale
ukdzeme, ze A\; # 0 pro vSechna j € N).



Nyni dopocitame konstanty b; za pouziti (1.18) a per partes:

1

1 1 1
(1.18) oy 1 ; Dper partes r o,
N 0 )\?u] 0 /\iuj l)\?u(r)L
1 ,,.. (19 ( a)
= "2 (- 2 Y.
22 X2

Shrnutim dosavadnich vypoctt dostaneme nésledujici zavér. Hledame feseni sou-
stavy rovnic (1.1) a (1.2) ve tvaru v(z,y,z,t) = (0,0, u(r(z,y),t)), kde

U= i ci(t)ug(r),

=1

mnozina {u;(r)};, je vhodny systém funkei a ¢;(t) jsou funkce ve tvaru:

ci(t) = <6)\?T%2_1:7(;)T <27r sin <2T7rt> + AT cos <2T7rt)> . (1.24)

Celd tato sekce byla pouze navod, jak najit Tfeseni. Zbyva nam ale ukézat
nasledujici.

1. Existuje systém funkei {u;}°, C V, ktery je ortonormdlni vuci skalarnimu
soucinu (1.17) a splinuje rovnice (1.18) a (1.19).

2. Funkce u, definovana jako

u(t,r) = Z ci(t)u;(t),

i=1

kde ¢; maji tvar (1.24), je definovand smysluplné a fesi ptivodni rovnici (1.9).



2. Existence a vlastnosti u;

V predchozi ¢asti jsme predpokladali jisté vlastnosti systému {u;(r)};-,, v této

kapitole dokazeme, Ze takovy systém existuje, a ukazeme jeho klicové vlastnosti.

2.1 Vlastnosti funkci u;

Vlastnosti, které pozadujeme, jsou:

—uj — lu; = My, (2.1a)

ui(1) = (7B — a)ui(1), (2.1b)

u;(0) =0, (2.1c)

(i uj)yy = /1 rugw; dr + f(uu;) (1) = 65 (2.1d)

Nejprve se podivame na funkce w;, které resi (2.1a) s podminkou (2.1¢). Ukédzeme,
ze existuje jedind spoleénd funkce B splnujici u;(r) = a;B(\;r) pro a; € R. Na
zaver této Casti ukazeme platnost (2.1d) pro dvojici rozdilnych funkef u; a u; za
predpokladu platnosti zbylych ti vlastnosti. Vlastnosti (2.1b) se budeme hloubéji
vénovat v ¢éast 2.2, kde také ukazeme volbu a; pro tplnou platnost (2.1d).
Misto hledéni funkei u; splnujicich (2.1a), hledejme nyni funkci B(r) spliujic
1

~B"--B'=B. (2.2)
T

Oznaéme By, (r) = B(\;r). Budeme-li mit takovou funkci B, pak u; = B, bude
spliovat (2.1a). Tento fakt muzeme snadno ovérit z vlastnosti derivace slozené
funkce B} (r) = \iB'(\ir):

1 Ai A .
—BY (r) = =B, (r) = =X!B"(\r) = 2B (ur) ) NZBOr) = XIBy, (r).

i T

Predpokladejme, ze je hledand funkce B(r) vyjadiena jako mocninna rada

o0
U= Z an,r".
n=0

Nyni dosadme toto vyjadieni do rovnice (2.2):

) -G

tato fada konverguje absolutné na svém poloméru konvergence p danym ptepisem

1
P= 77—
lim sup {/|a,|

n—oo
s konvenci % =00 a é =0 [3, Véta 219]. Nyni derivujme tuto fadu ¢len po ¢lenu,
podle véty o derivaci mocninné fady [3, Véta 223| vznikne fada s polomérem

9



konvergence p, jejiz soucet je na prislusném kruhu konvergence roven derivaci
puvodni fady. Rovnost (2.3) timto zptisobem muzeme upravit na néasledujici tvar:

o0 1 o0
=Y n(n—1)a,r"?* - ; Z na,r"t =Y a,r", (2.4)
n=2 n=0
Z n(n — Da,r" 2 + Z na,r" = — Z Ay _or" 2. (2.5)
n=2 n=1 n=2

Vlastnosti pro a, pak dostaneme porovnanim koeficienti u cleni se stejnymi
mocninami 7 v rovnici (2.5) :

n(n — 1)a, + na, = —a,_s,
amnn—1+1) = —a,

Dostaneme tak rekurentni vztah pro a,. Polozme prvni derivaci v bodé 0 podle
podminky (2.1¢) rovnou 0, dostaneme a; = 0. Prvni podminku pro koeficienty
muzeme prepsat do tvaru

Ay = —ﬁan_g.
Vsechny liché ¢leny jsou proto nutné nulové, pro sudé cleny pak plati

ag, n =20,

W(L(]? n > 0

Vidime, Ze pro feSeni rovnice (2.1a) na volbé ay nezélezi, zvolime tedy ay = 1.
Hledan4 funkce B je ve tvaru tzv. nulté Besselovy funkce!:

Bir) =3 (r)zn (=" (2.7)

= \2 (n!)?

Oznaéme p polomér konvergence této rady, dokazeme, Ze p = oo, proto je B
definovand na R a podle véty o derivaci mocninné tady [3, Véta 223] existuji

derivace vSech fadi na R. Pro dikaz p = 0 ukdzeme lim sup {/|a,| = 0 s pouzitim

n— oo
odhadu n! < (%)2

1
— limsup — = 0.
2 = P an

limsup ¢ ———
n~>oop 22”(n')2 T n—ooo

Funkce B i jeji derivace jsou definované na R a spojité, B navic spliuje (2.2)
na R, B(0) =1a B'(0) =0.

Nyni méjme dvojici nenulovych funkei u;, v; Tesici (2.1a), (2.1b) a (2.1¢) pro
stejné \; déle splnujici v;(0) # 0 a u;(0) # 0. Oznac¢me nyni:

wi(r) = v (0)u(r), v;(r) = u;(0)v;(r). (2.8)

Funkce u; a v; jsou resenim systému linedrnich diferencidlnich rovnic, proto je i
Y

jejich libovolna linearni kombinace feSenim. Specidlné u; a v; jsou Teseni a dale

w = u; — v; je Teseni. Pro dalsi postup zformulujeme nésledujici lemma.

Funkce B je nultd Besselova funkce prvniho druhu, v literatuie té% oznacovana jako Jy [viz
napf. 10]

10



Lemma 1. Necht w € C?[0,1] je Teseni (2.1a) spliujici w(0) = w'(0) = 0. Pak
w =0 na [0,1].

Diikaz. Vynéasobime rovnost (2.1a) funkei w’ a ziskdme:

Loone _y2 w1y o n2Y

—;(w) = Nww +w'w —§<)\iw + (w') ) :

Z nekladnosti levé strany je A?w? + (w’)? nerostouci na intervalu (0,1]. Protoze

podle predpokladu w € C?[0,1] a w(0) = w'(0) = 0, mame A\?w? + (w')? < 0 na

[0,1]. Funkce M?w? a (w')? jsou ale nezdporné, proto \w? + (w')? = 0 na [0,1].
[

Z definice w dostaneme w(0) = v;(0)u;(0) — u;(0)v;(0) = 0, z rovnice (2.1c)
dostaneme také w'(0) = 0. Podle Lemmatu 1 je nutné w = 0 na [0,1]. Pro ptivodni
funkce proto nutné plati:

i (0
uil )u (r) ¥rel0,1].

=0

Mame-li tedy dvé funkce Tesici soustavu rovnic (2.1a), (2.1b) a (2.1¢) pro stejné
i, pak se tyto funkce lisi pouze o nasobek konstantou.

Méjme nyni u; a u; feSeni rovnic (2.1a), (2.1b) a (2.1c) pro A; # ;. Odvodime
platnost ortogonality (2.1d) podle skalarniho soucinu (-,-)y. Funkce u; a u; splnuji
piislusné rovnice (2.1a):

1
" I \2
—u; — —U; = AU,
T
1
" I \2,, .
uj — U= Ajug.

Vynasobime prvni rovnici vyrazem ru; a druhou rovnici ru;, upravime do vhod-
ného tvaru a nasledné odec¢teme druhou rovnici od prvni:

(rul)u; = —rXiuuy,
(ruf) u; = —r)\iujui,
(ru;) uj — (Tu;)’ui = rujui()\? —A9). (2.9)

Déle obé strany rovnice (2.9) integrujeme pres cely interval (0,1) podle r a na
levou stranu pouzijeme per partes:

1 1
'~uz} L / rugul; — rulul dr = / ruju;(AF — A7) dr. (2.10)
o Jo ! 0

/
[ruiuj T, j J

Ve vysledné rovnici (2.10) muzeme vidét, ze na levé strané je integral z nulové
funkce, hodnota casti priristku pro » = 0 je diky vyskytu r v obou ¢lenech také
nulova. Leva strana se proto vyrazné zjednodusi, navic muzeme pouzit (2.1b):

(428 — @) wsuy)(1) — 36 = a)zue) (1) = (% =) [ g,
(O = X)BGua)(1) = (8 = X0) [ rugucdr,

(AF = A9 (/01 ruju; dr + ﬁ(umﬂ(l)) =0. (2.11)

Méame tedy platnost ortogonality funkef u; a w; (prislusné riznym \;, A;) vzhle-
dem ke zvolenému skalarnimu soucinu (-,-)y.
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2.2 Rozlozeni koeficienti )\; a ortonormalita

V této casti ukdzeme, Ze A; tvoii rostouci posloupnost. Uvazujme v; feseni
rovnice (2.1a) spliujici v;(0) = 0,v;(0) = 1. Hodnotu v;(0) muzeme volit libo-
volné, protoze feSeni muzeme vynasobit libovolnou konstantou (dle predchozich
vysledkt). Vime, ze rovnici s touto poc¢atecni podminkou splnuje funkce B(A;r).
Jako v pfedchozi kapitole pouzijeme lemma 1 na funkci w(r) = B(Nr) — v;(r).
Predpoklady lemmatu 1 jsou splnény:

Pr1i vypoctu jsme pouzili vlastnosti funkce B odvozené v predchozi kapitole. Zavér
lemmatu pak plati a dostavame 0 = w(r) = B(\;r) — v;(r) na [0,1], neboli

v;(r) = B(Ar) na [0,1].

Po feseni ddle pozadujeme platnost rovnosti (2.1b). Jelikoz zndme tvar feseni
v;(r) = B(\;r), dostaneme tak podminky pro koeficienty A;:

B'(\) = ()\Zﬂ - s‘) B(\). (2.12)

Funkce v; tedy mohou splnovat podminky (2.1) pouze pro A; spliujici (2.12).
Takto zvoleny systém je ortogonalni vuci skaldrnimu soucinu (-,-)y (podle vy-
sledku (2.11) z predchozi kapitoly), ortonormalitu dostaneme normalizaci funkef
v;(r) = B(A\;r) v normé || - ||y generované skaldrnim soucinem (-,-)y .

Oznacme:

1
@ = lluilly = [ retdr+ 070,
vi(r) _ B\ r).

Pak funkce 2 —-v; tvoif ortonormalni systém, polozme proto u,(r) = o = o
Nez se Vsak budeme hloubéji vénovat rozlozeni koeficient \;, vSimneme si,
ze A; = 0 rovnici (2.12) nefesi. Déale diky vlastnosti, ze vsechny ¢leny s lichou
mocninou v (2.7) jsou nulové, je funkce B sudé. Jeji derivace na levé strané rov-
nice (2.12) (pokud vyrazy v rovnici chdpeme jako funkce argumentu \;) je proto
lich4 funkce, na pravé strané je soucin liché a sudé funkce, tedy licha. Spliuje-li
Ai € R rovnici (2.12), splnuje ji také —\;. Ze sudosti funkce B vsak \; a —\;
definuji stejnou funkei u;, omezime se proto dale pouze na kladné koeficienty ;.
Nyni se podivejme na rozlozeni koeficient \; splnujicich rovnost (2.12). Tyto
koeficienty nespocitame explicitné, ale mizeme dokazat, ze v pravidelné rozmis-
ténych intervalech je vzdy pravé jeden koeficient. Tento fakt zformulujeme jako

vetu:
Véta 2. Ezxistuje r9 € (0,00) takové, Ze:
(1) Na (0,ro] existuje pouze konecné mnoho \; Tesicich rovnici (2.12).

(7i) Na [rg,00) je mezi kazdymi dvéma nulovgmi body funkce B prdvé jedno cislo
i, které 1esi rovnici (2.12).

Specidlné {\;};-, je rostouct posloupnost redlngch cisel splriugici:

12



(A) lim \; = oo,

1—00

(B) lim 2 =1,

i—o00 T

Pro ditkaz této véty budeme potiebovat nasledujici lemmata:

Lemma 3. Necht a > 0 je nulovy bod funkce B, pak B'(a) # 0. Specidlné B(r) #
0 na néjakém prstencovém okoli bodu a.

Diikaz. Sporem necht B(a) = B’(a) = 0. Pak podobné jako v dikazu lemmatu 1
vynasobme rovnici (2.2) funkei B":

1
(B/>2:BB/+B1/B/:

r

(B B)
Tedy B?+ (B’)? je nerostouci kladna funkce na (0,00), specidlné B = 0 na [a,00).
Tento fakt je ve sporu s vétou 9 o kofenech mocninné rady, podle které nabyva
mocninnd fada nulové hodnoty na intervalu [0,a + 1] pouze v konefné mnoha
bodech.

Druhou ¢ast jiz dostaneme snadno, necht sporem pro kazdé prstencové okoli
bodu a existuje bod, na kterém je funkce nulova. Pak ale z okoli o velikostech
1/n vybrat posloupnost bodi z,, na kterych je B nulova a 7111_}11010 Tn = a. Pomoci

definice limity a Heineho véty [5, véta 3.2a] dostaneme:
B(x)—- B B - B
i 2E) = Bl@) _ ) Bl = Ble) _

T—a T — Q n—00 Ty, —Q

coz je spor s predpokladem.
m

Lemma 4. Necht a,b > 0 jsou sousedni nulové body funkce B a B > 0 na
(a,b), pak existuje pravé jeden bod ¢ € (a,b), Ze B nabyjvd svého ostrého lokdlniho
mazima na B. Funkce B je navic ostte monoténni na (a,c) a (¢,b).

Diikaz. Dukaz je zaloZen na platnosti rovnice (2.2) pro funkei B. Nejprve pred-
pokladejme, Ze pro d € (a,b) plati B'(d) = 0, pak z platnosti (2.2) dostaneme
B(d) —;B’(d) — B(d) = —B(d) < 0.
Funkce B je proto konkavni v bodé d a proto d je ostré lokalni maximum.
Necht nyni existuji body ¢; a ¢g body lokalniho maxima v intervalu (a,b). Pak
ale funkce B musi na [¢1,c] nabyvat svého minima, specidlné, jelikoz jsou body
c1 a ¢ lokalni maxima, nenabyva se minima na okrajich. Existuje tedy lokalni
minimum d € (¢1,c2) funkee B, plati proto B'(d) = 0, coZ je ale spor s tim, Ze d
je ostré lokalni maximum.
Monotonii na (a,c) a (¢,b) dostaneme snadno z nenulovosti B’ na téchto inter-
valech, ze spojitosti musi byt funkce B’ na celém intervalu kladn&, nebo na celém

intervalu zaporna.
m

13



Poznamka. Mtuzeme vidét, ze predchozi dikaz funguje i pro funkci —B na inter-
valech, kde je B zaporna.

Diikaz. (Véta 2)

Zvolme libovolné ry > \/%, plati tedy Vr € R, 7 > 1 : 723 — o > 0. Uké&Zeme,
ze na [0,7¢] existuje pouze koneéné mnoho nulovych bodi. Pouzijeme vétu 9, podle
které existuje pro mocninnou radu s polomérem konvergence p = oo konecné
mnoho nulovych bodi na intervalu [0,79]. Ozna¢me

o(r) = (2 — @) B(1)
£() = 9(r) ~ B().

Vsimneme si, ze funkce

h(r) {Tf(?”) pro r # 0,

« pro r = 0.

je spojita a ma stejny pocet nulovych bodi, jako f. Nyni staci ukazat, ze h lze
vyjadrit jako mocninnou fadu. V predpisu funkce h vyjadiime funkce B a B’
mocninnou fadou

h(r)=—rY (n+1)anr" + (r*B — a) > apr™,
n=0 n=0

kde a,, jsou koeficienty ve tvaru (2.7), specialné liché ¢leny jsou nulové. Pravou
stranu nyni vyjadiime jako jednu sumu (pouze prvni ¢len napiseme zvlast):

h(’f’) = (ﬁa,g — Oéao) + i (na/n + Ban—o — aan) ",

kde dodefinujeme a_s = a_; = 0. Funkci h tedy lze zapsat jako mocninnou radu.
Polomér konvergence je nutné p = oo, protoze leva strana je pro kazdé r > 0
definovand, suma vpravo proto musi konvergovat. Koeficient konstantniho ¢lenu
je nenulovy, predpoklady véty 9 jsou splnény.

Nakonec pouzijeme lemma 4, oznac¢me a,b > ry dvojici sousednich nulovych
bodi B a ¢ € (a,b) lokdlni maximum funkce B. Bez (jmy na obecnosti zde
predpokldddme B > 0 na (a,b), v opactném pripadé lze prejit k —B. Spocteme
derivaci funkce g:

90) = (8+ 5) B+ 075 - @) B(), (2.13)

Predpokldddme a > ro, pak je 7?8 — a > 0 na (a,b). Rovnost B'(r) = g(r) nyni
miuze nastat pouze na (a,c), kde jsou obé funkce kladné. Zaroven na pravé strané
(2.13) jsou pouze kladné ¢isla, g je proto rostouci. Nyni staéi ukézat, ze B’ je
nerostouci na (a,c). Pouzijeme rovnici (2.2):

B'(r) = —iB’(T) _B(r).

Pro r € (a,c) je prava strana jisté zdporna, B’ je tedy klesajici. Celkem se B’ a g
protnou v jednom bodé.
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Pro dikaz limitnich vlastnosti {\;};, pouzijeme znalost rozlozeni nulovych
bodlt Besselovy funkce. Z [J]* vime, Ze vSechny nulové body funkce B lezi v
intervalech typu

2
specialné na kazdém takovém intervalu je pravé jeden nulovy bod. Oznacme i-ty
kladny nulovy bod B jako a; a dale zvolme k tak, ze A\ry; lezi mezi a; a a;11 pro
r > rg. Pak:

(<m—|—1> T, (m+1)7r>,m€N, (2.14)

1—00 1—00

1
lim A\gy; > lim a,, > lim (z + ) T = 00,
i—00 2

¢imz jsme dokazali prvni vlastnost posloupnosti {A;},-,, druhou vlastnost dosta-

neme analogickym vypoctem s pouzitim véty o tfech limitach [2, véta 61]:

C1
PV 1+ )T
lim 22 > Jim 7( , 2) =1,
i—00 LT 1—00 1T
Akt a 1+ 2)m
lim bt < lim mil < lim ! =1.
i—00 T 1—00 T 1—00 1T

2Clanek [9] obsahuje pouze diikaz, 7e na intervalech (2.14) je vzdy pravé jeden koien. Ne-
existence kofeni mimo tyto intervaly byla dokdzdna diive, dikaz je napf. zde [10, kapitola
15.2].
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3. Konvergence reseni

V predchozich kapitolach jsme nalezli funkci ve tvaru u(t,r) = Y22, ¢;(t)w;(t),
budeme chtit ukazat, ze takto definovana fada konverguje stejnomérné a splnuje
ptvodni rovnici. Nez ovsem zac¢neme s konvergenci, budeme potiebovat podrob-
néjsi pochopeni chovani funkei u; (resp. B).

3.1 Odhady a limitni chovani Besselovy funkce

V této casti se budeme zabyvat chovanim funkce B, zejména omezenosti a
limitami pro argument \;, kde ¢ jde do nekonecna. Vysledky zformulujeme jako
lemmata.

Nésledujici lemma déva nahled na posloupnost {u;(1)}2;.

Lemma 5. Pro funkce w; resici rovnice (2.1) plati:

1
RERSICE N

ui(1)] =

Specidlne
|ui(1)]
zliglo V2 =1
B

Diikaz. Vime, ze funkce u; specidlné splnuji ortonormalitu viic¢i skalarnimu sou-
¢inu (-,-)y (2.1d). S pouzitim integrace per partes a rovnosti (2.1a) pak muzeme
upravovat:

1_/1 2(r) dr + B(u2)(1)
= [y m g
per partes uf(l) + Bu2(1) — /01 2 (uz (M)l dr

= <; + /8) u? (1) + )12 /01 7“22 ((u;(r))2)/ +r(ul(r))? dr



S pouzitim (2.1b) pak dostaneme

1= (5+8) 20 + 3 (1)’ (3.1

1 NB — a)?
= (2 + B+ (BWO‘)> u2(1).

Z toho jiz po odmocnéni plyne prvni dokazovana rovnost

us(1)] = 1
B R O )

Opétovnou aplikaci rovnosti (2.1b) pak také

Nyni spoc¢itame limitu lim ‘“—g)', vyuzijeme zde vlastnosti posloupnosti \;
11— 00

BA;
lim Ll(l” = lim @ ! =
i—00 V2 _i 00 « 2
T TTYA\pse (- )
iy P L _
= o 2 =1

Lemma 6. Funkce B a B’ jsou omezené na intervalu [0,00).

Diikaz. Pouzijeme stejny postup jako v dikazu lemmatu 3, vynasobime rovnici
(2.2) funkei B

1 1
—*(B/)QIBB/‘FB”B/:i(B2+(B/)2)/‘

. (3.2)
Vidime tedy, ze B? + (B’)? je nerostouci funkce, specialné V¢ > 0 plati
B*(t) 4+ (B')*(t) < B*(0) + (B')*(0) = 1.
Z toho jiz plyne omezenost |B(t)] <1 a |B'(t)] <1 prot > 0.
]

Lemma 7. Mé&me koeficienty a? = [} rB*(\ir) dr + B(B?)(\:), pak plati pro
kazdé v € N:
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. o \2
@) at =300 (5+5+3 (3x-2))
.. L, . v , c
(ii) Existuje konstanta C' € (0,1), Ze pro kazdé i € N plati a; > x
(iii) Ezistuje konstanta C € (0,1), Ze pro kazdé i € N plati a; < C

(iv) Pro kazdé r € [0,1] plati odhady

Specidlné pro a > 0 a r € [a,1] muZeme na pravijch strandch nahradit r
za a.

Diikaz  Cést (i) je disledkem identity pro |u;| z lemmatu 5. Po umocnéni a

2

; B2(\; - .
dosazeni uF (1) = % dostéavame pozadovanou rovnost.

Nyni podobné jaiio v dikazu predchoziho lemmatu pouzijeme rovnost (3.2) a
odhad shora vychézejici z nezdpornosti vyrazu B2.
(32) (2 n2\ | 2, e 2 n2\' | 2 "2 2
0 ="(B B —-(BY* < (B B - ((B B
(B2 +(BY) + (B < (B +(B)) + — ((B) + B°)
1
=5 (P (B2 +(8)?))

2
Z nezépornosti derivace dostdvame, ze funkce r? (B% + (B’)?) je neklesajici. Spe-

cialné pro r > % Vét>a ? 0 plati nerovnost:
r? (BX(r) + (B'(r))?) = At (B*(\) + (B'(\))?) = C2.
Specidlné diky lemmatu 3 dostaneme C' € (0,00). Tuto nerovnost mizeme zapsat

nasledujicim zpiisobem:

By + (B 2 & (33

r2’

Cast (ii) pak dostaneme pomoci nerovnosti (3.3), kterou pouZijeme na vyraz

vznikly z rovnosti (3.1) po dosazeni u;(r) = %j” aui(r) = %;\"):
9 (3.1) (1 2 Lo 2
1 (33) C?
= BB (\) + 5 (B> )+ (B'(\)*) = 0+ v

Na obou strandch nerovnosti jsou nezaporna cisla, mizeme proto obé strany
odmocnit.
Cast (iii) dostaneme snadno z definice a; odhadem B < 1:

a? = /01 rB*(\r)dr + B(B*)(\) <148

Nakonec z vlastnosti, Ze je viraz r? (B%(r) + (B'(r))?) nerostouci, dostaneme
speciélné pro r € [0,1] odhad

A (B2 () + (B'(r))?) < X2 (BX(N) + (B'(V))?) < 2Mfa}.
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Ze vzniklé nerovnosti mame

2a;
BowI < Y24 o) < ¥

Necht a € (0,1), pak na kazdém intervalu ve tvaru [a,1] dostaneme odhad:

) = PO V2 ) - MEQ] V2,

a; a a;

3.2 Konvergence v C[0,1]

Hleddme feseni ve tvaru u(t,r) = 2% ¢;(t)u;(t), v predchozich kapitolach
jsme ukézali tvar funkci ¢; a u;. Nyni mizeme explicitné napsat tvar funkce w.
V této kapitole se budeme zabyvat stejnomérnou konvergenci (konvergenci ve
smyslu C[0,1]) sumy definujici u a jejich derivaci. Na konci této ¢asti ovSem
ukazeme, ze suma druhych derivaci nekonverguje ve smyslu spojitych funkci.

Pouzijeme (1.24) a vysledky predchozi kapitoly, dostaneme tvar

u(t,r) = i fi(rt), (3.4)

kde funkce f; jsou ve tvaru

() = (5 - AQQ> u;(1)T (27T i (?) + AT cos (T)) u; (7).

NIT? + 472

Nyni ukazeme, zZe je tato fada stejnomérné konvergentni na {(r,t) € [0,1] x [0,7}.
Budeme vysetfovat fadu § 0;, kde 0; = sup | fi(r,t)]. Jestlize tato fada
i=1 (r,t)€(0,1)x(0,T)
suprem konverguje, pak (3.4) konverguje stejnomérné podle Weierstrassova kri-
téria (veéta 13). Na tuto fadu budeme chtit pouzit srovnavaci kritérium. Prvnich
kone¢né mnoho ¢lentt mizeme zanedbat, predpokladejme tedy \; > rg, kde r¢ je
z véty 2. Odhadneme nejprve | f;| pomoci trojithelnikové nerovnosti a omezenosti

goniometrickych funkef:

- ) l(LIT

NIT? + 472

[BOr)|
(27r + )\?T) E—

€
Déle pouzijeme omezenost funkce B podle lemmatu 6 a odhad (ii) z lemmatu 7:

| fi(r,t)] < (5 B ;) (V)T

(27 + NPT ?; (3.5)

Prava strana nerovnosti jiz nezavisi na ¢ ani na r, proto tento odhad plati i pro
suprema:

(8- 5) lus()IT
. < ¢
7= TTNT A A2

(27 + AIT) é
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Pomoci limitniho srovnévaciho kritéria mizeme nahradit vyraz |u;(1)| podle
lemmatu 5. Zjednodusili jsme problém na vysSetfovani konvergence rady

. (5 _ ;) Novs
2 BN (T2 1 4n?

(o +XT) &

Nyni pouzijeme limitni srovnavaci kritérium s fadou
(3.6)

Pro platnost limitniho srovnavaciho kritéria ovérime, Zze nasledujici limita je
kladna vlastni.

A
i 2 i e

5 B (MiT2+472) @r+NT) & 2 <B - /\$> V2T <27r ) 1 V2
lim ' S S
o ¥ TEN () ¢

Pti vypoctu jsme vyuzili vliastnost (A) z véty 2, podle vlastnosti (B) z téze véty

pak mame konvergenci fady (3.6). Diky pouzitym srovnavacim a limitnim srov-
[e.°]

navacim kritériim mame konvergenci fady . o; a tedy stejnomérnou konvergenci
i=1

rady (3.4).

Nyni chceme ukézat, Ze muzeme prohodit sumu a derivaci na intervalu (0,1)
podle véty 10. Za¢neme s derivaci dyu, body (i) a (ii) véty 10 jsou splnény, staci
pouze ukazat stejnomérnou konvergenci derivaci. Derivujme funkce f; podle ¢:

o (5—%)u,~(1)T ot (27t B(\ir)
(1) = gy g (2meos () = s (7)) =0

Pouzijeme Weierstrassovo kritérium stejnomérné konvergence, kde supremum de-
rivace 0, f; mizeme odhadnout stejnym zpusobem jako v (3.5) a dostaneme

2
sup (9L fu(rt)] < o
(r,t)€(0,1)x(0,T)

Jiz. vime, ze fada >°:°, 0; konverguje, fada >_°, 0, f,, je stejnomérné konvergentni
a podle véty 10 miizeme prohodit fadu a parcidlni derivaci.

Déle ukazeme, ze muzeme prohodit fadu a derivaci podle r, stejné jako v
ptipade derivace podle t jsou splnény body (i) a (ii) véty 10. Staci ndm opét
ukazat stejnomérnou konvergenci fada parcialnich derivaci >°:°, 0, f. Zderivujeme
tedy funkci f; podle proménné r:

it = U ) (B, o

Tentokrat ovsem nebudeme vétu 10 pouzivat na cely interval (0,1), ale na inter-
val (a,1), kde a € (0,1). Pokud muzeme prohodit derivaci a fadu pro libovolné
takové a, je to mozné i na celém intervalu (0,1). Opét pouzijeme Weierstrassovo
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kritérium stejnomérné konvergence, odhadneme supremum funkce |9, f;|. Opét
predpokladdame \; > 7y a vyuzijeme podobné odhady jako v (3.5), ovsem na
odhad |u}| nyni pouzijeme (iv) z lemmatu 7:

(27 + NIT) @ (3.8)

a

, (8- %) butir
sup  Fa(rt)] < z
(r,t)€(a,1)x[0,17) ’ J ( )| )\?TQ + 42

Vidime, Ze jsme dostali odhad stejny, jako (3.5), az na ndsobek konstantou, podle
predchozich poznatki tato fada stejnomérné konverguje na intervalu (a,1). Speci-
alné muzeme ukazat konvergenci r0,u na celém intervalu [0,1] za pouziti odhadu
(iv) z lemmatu 7. V takovém pripadé dostaneme misto nerovnosti (3.8) néasledujici
nerovnost

(6 %) oir
sup 7O fr(r,t)| < :
(r,t)€(0,1)x[0,T] ’ / ( >’ )\ng2 + 472

(2 + XT) v2\;, (3.9)

kterda nam dava stejnomérnou konvergenci na celém intervalu.

Nakonec ukazeme, ze pokud je u FeSeni, pak druha derivace podle r nekonver-
guje ve smyslu spojitych funkei (a nemizeme tedy ani druhou derivaci zaménit
za sumu). Pfedpokladejme pro spor stejnomérnou konvergenci fady Y22, Oy fi.
Prevedenim puivodni rovnice do polarnich souradnic méame rovnici pro funkei w:

1 2mt
oy — Opptt — ;&u = —CoS <T) ) (3.10)

Doplnénim v = >>7°, c;u; pak dostaneme

> 1 2t
i — ciuy — —ciul = — : 3.11
;czu Gty — i COS<T> (3.11)
Nyni pouZijeme rovnost (2.1a):
> 2mt
> du; + Ncju; = — cos (;) , (3.12)

=1

a fakt, ze ¢; z definice splnuji rovnici (1.22):

> 2t 2t
—bicos [ 22}y = — , 313
; jcos(T)u cos(T) (3.13)

kde b; = fol ru; a leva strana je spojitd, protoze leva strana (3.11) je stejnomérné
konvergentni. Reseni u ale musi spliovat také okrajové podminky pro r =1

Bowu(t,1) + au(t,1) +u'(t,1) = 0.

Dosazenim tvaru reseni dostaneme

> Bcui(1) + acui(1) + ciui(1) = 0.
=1
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Déle pouzijeme postupné rovnost (2.1b) a vlastnosti ¢; (1.22)

io: ( c 4+ Aey) + ac; — ozcz) u;(1) =0,

=1

Slozenim ptedchozich dvou zavéra dostaneme podminku

1 mna (0,1),

3.14
0 pror=1. ( )

Z bjui = {
=1

Tato podminka vsak nemutze byt pro spojitou funkci splnéna a tedy nemuzeme
prohodit fadu a druhou derivaci.

3.3 Konvergence v L*(0,1)

Jelikoz nelze ukazat konvergenci druhé derivace nalezené funkce u ve smyslu
spojitych funkei derivaci ¢len po ¢lenu, dokazeme korektnost u jinym zptisobem.
V této casti ukdzeme, ze u splnuje integralni formulaci piivodniho problému a
zaroven mé dostatecnou hladkost, diky c¢emuz bude tesit i diferencialni formu-
laci ptivodniho problému. Pro prehlednost budeme v této kapitole pouzivat zna-
¢eni v/ (t,r) = O,u(t,r). Ozna¢me dale ¢astecné soucty nalezené funkce

u(t,r) = zn;cz(t)uz(r)

Nejprve ukézeme, ze pro kazdé j = 1,2,...,n funkce u” splnuje rovnost (1.15), tedy
plati

1 1
/ royu”u; dr + f(0u"u;)(t,1) + / r(u") ' dr + a(uuy)(t,1) =
0 0

<2m) /1 I
= —coS | — ;ar.
T ) "

S pouzitim definice u™, linearity integralu a (1.20) dostaneme tvar

(3.15)

;:;cg (/01 rugu; dr + ﬂ(umﬂ(l)) + A (/01 rugu; dr + ﬂ(uiuj)(l)) = 516)

(27rt) /1 J
= —cos|— ru;dr.
T 0 J

Z ortonormality funkei u; (2.1d) pak
27t 1
c + cj)\Q = —COoS (;) /0 ru;dr,

coz je platna rovnost z volby funkei ¢(t). Z ekvivalence pouzitych tprav jsme doka-
zali platnost (3.15). Nyni zafixujeme j a pouzijeme na (3.15) limitni prechod nh_{& :
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V predchozi kapitole jsme ukézali, ze rd,u™ a r(u")" konverguje stejnomeérné a u,;
je omezend proto miizeme prohodit limitu a integral podle véty 12:

1 1
/ royuug dr + B(Oyuu;)(t,1) + / ru'u dr + a(uju)(t,1) =
0 0

(27Tt) /1 J
= —cos|— ru; dr.
T 0 I

Jelikoz j € N mohlo byt voleno libovolné, dostali jsme platnost integralni formu-
lace ptivodniho problému pro kazdé u;.

Nyni ukazeme, zZe u je feseni ptivodniho problému. Pro n € N fixni vynasobime
rovnost (3.15) postupné funkcemi ¢; pro j = 1,...n a vzniklé rovnosti secteme.
Z linearity integrala a definice u™ dostaneme pro libovolné t € [0,77:

/01 r((W™))? dr = cos (2T7Tt> /01 ru” dr — (o (t,1) + au”(t,1)) u"(t,1)

1
—/ rou"u" dr.
0

(3.17)

Prava strana je omezena pro kazdé t € [0,T] ze stejnomérné konvergence funkei u”
a Ju™. Existuje tedy C' > 0 takové, ze pro kazdé t € [0,T] an € N:

/01 r (™)) dr < C

Z Fatouova lemmatu [7, véta 8.15] diky platnosti lim (u™) = pror € (0,1) pak
ziskame

1 1
/ r(W)? dr <lim inf/ r (™)) dr < C. (3.18)
0 n—o0 0

Podle tvrzeni 16 v ptiloze A.1 pro kazdé ¢ € C1[0,1] existuje posloupnost redlnych
cisel {a;}, takovd, ze pro funkce ¢ = 3" | a;u; plati

[ r( =@ dr (o) = )+ [ 1"~ @) dr = 0. (319

Chceme ukézat platnost rovnosti (1.15) pro funkci u a libovolné ¢ € C*[0,1],
zvolme proto takové ¢ pevné. Pak dle predchoziho mtizeme tuto funkci vyjadrit
jako soucet ¢ = (p — ¢") + >, a;u;. Dosazenim do (1.15) ziskame

1
/ royup + ru' @’ + cos (2T7rt> rodr + (Bou(t,1) + au(t,1)) ¢(1)
0

— /1 rowu(e — ") +ru' (¢ — (¢")) + cos (T) r(e—¢")dr
0
+ (BOwu(t,1) + au(t,1)) (¢ — ¢")(1)
+ 3 a; (/0 ropuu + ru'u; + cos (2;75) ru; dr + (Boyu(t,1) + au(t,1)) ui(t,1)> .

‘ (3.20)

1

Z rovnosti (3.17) vidime, Ze suma na pravé strané je nulova. Integral na pravé
strané konverguje k nule diky Holderové nerovnosti [7, véta 10.3] a vlastnosti ¢™:

[ re = | < [ Vi vie - )
< ([ ) ([ e - o)
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Prvni integral na pravé strané je omezeny podle (3.18) a druhy konverguje k nule
podle (3.19). Analogicky pak z omezenosti dyu diky spojitosti na [0,1] a (3.19)
dostaneme i ostatni ¢leny z Holderovy nerovnosti

< (/017“(@7,026%)é (/Olr(go—gon)Z d'r’)é,
/()lr(so—(so”))df < (/017“6i7“)é (/017“(90—(90”))2%)%-

Dokazali jsme, ze pro kazdé t € [0,T] plati nasledujici rovnost

1
’/0 rowu(e — ") dr

1 o\ 1
/ royue + ru'e’ dr + (Boyu(t,1) + au(t,1)) ¢(t,1) = — cos (;) / rodr.
0 0
(3.21)
Zvolme nyni neklesajici funkci ¢ € C1(0,1),;e >0as>0tak,Zes+e<1la
funkce ¢ splnuje

0 pror € [0,s],
p(r) =
1 pror€[s+e¢,l]

Po dosazeni takto zvolené funkce do rovnosti (3.21) dostaneme

ste 1 2mt
/ ru' dr = —/ rOyup + cos <T> redr — (Bowu(t,l) + au(t,1)) (3.22)

Levou stranu muzeme rozlozit na dva integraly nasledujicim zptisobem

[y = [Tee) - sy dr [T su()el ) dr

Druhy integral mizeme dale upravit:

su/(s) [ ) dr = sl () [0]: 7 = su(9)

Argument prvniho integralu pak muzeme odhadnout supremem a vyuzit spoji-
tosti ru/(r):

ste / / / / / s+e =0
[ 0w ) = su o)) dr < sup el (r) = su'(s)| [l =50
s re(s,s+e)

Necht ¢ — 0, vyuzijeme spojitost (a tedy omezenost) na intervalu [0,1] integrandi
na pravé strané rovnice (3.22). Dostaneme

su'(t,s) = — /1 royu + cos (T) rdr — (Bowu(t,1) + au(t,1)), (3.23)

Vidime, ze prava strana je spojité diferencovatelnd podle s, leva strana rovnice
proto také musi byt spojité diferencovatelna. Derivaci rovnice (3.23) podle s do-
staneme platnost ptivodni rovnice na (0,1):

1 2mt
O —u" — ;u’ = — cos (T) : (3.24)

Kone¢né pro s — 1 v rovnici (3.23) dostaneme ze spojitosti rovnost

u'(t,1) = —B0wu(t,1) — au(t,1).
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Mame tedy nabyvani okrajové podminky.
Dale analogickym zpiisobem zvolime nerostouci funkci ¢ € C*(0,1), € > 0 a
s > 0 tak, ze s + ¢ < 1 a funkce ¢ splnuje

1 pror € [0,s],
p(r) =
0 prore[s+el].

Stejnym zptisobem jako vyse pak dostaneme

u'(t,s) = 1 /OS r (&u + cos (?)) dr (3.25)

S

82

[u/(t,s)| < —(C'+1).

s
Pfi dpravé jsme vyuzili odhad |cos(r)| < 1 a spojitost dyu na [0,1], kterd im-
plikuje omezenost néjakou konstantou C' na tomto intervalu. Pro s — 0, diky
spojitosti pravé strany dostaneme u'(¢,0) = 0. Nyni muzeme vyjadfit «” pomoci
rovnosti (3.25)

/
U,H<t70) — llm U (t78)
s—0 S
‘ 1 s Oru(t,0) + cos (%) s
= Ll_rf(l] —?/0 r (Ou — Opu(t,0)) dt — 52 /0 rdr
2mt
= Qyu(t,0) + cos (T>

P1i vypoctu jsme vyuzili podobny postup jako vyse a nasledujici vlastnost

lim
s—0

1 s 1
< [ (@ = Bu(t.0)) dt’ < lim — 5% |Ou(t€) — Du(t,0)] dt,
0 s—0 §

52

kde £ € [0,s] je ¢islo, kde |0pu(t,£) — Opu(t,0)| nabyva maxima. Ze spojitosti dyu a
véty o tfech limitach pak dostaneme nulovost odhadované limity. Funkce u” tedy
existuje na [0,1] a je zde spojité.
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4. Numerické vykresleni reseni

Jiz vime, ze funkce u definovand fadou (3.4) je feSenim puvodni tdlohy. V
této kapitole ukazeme graf tohoto feseni vykresleny s pouzitim programovaciho
prostfedi MATLAB!. Zejména chceme ukizat srovnani tvart feSeni pro rizné
hodnoty parametri o a 3.

Vypocet probiha ve dvou krocich. Nejprve aproximujeme koeficienty A; jako
Feseni rovnice (2.12), v druhé éasti pak aproximujeme tvar feSeni (3.4) pomoci
sou¢tu funkénich hodnot prvnich koneéné mnoha? ¢lentt sumy v pravidelné roz-
misténych bodech.

Zvolme nyni T' = 10, porovname trojici feseni pro rizné parametry. Konkrétné

reSeni H « ‘ 15} ‘ T
uq (t,) 1 1 |10
ug(t,r) || 0,1 | 30 | 10
ug(t,r) || 30 | 0,1 | 10

Na grafu 4.1 ukazujeme ¢asovy pribéh feseni pro r = 0 (tedy uprostied trubky),
v grafu 4.2 pak pro r = 1 (na okraji trubky), oba grafy jsou pak doplnény o tieti
slozku gradientu tlaku (pravéd strana rovnice (1.9)).

Resen{ u(t, ) pro r = 0

1 T T T T T T T T

0.8 [ 1

0.4 y

0.2 .

-0.4 E

-0.6

w(t,r),a=1,6=1 4
us(t,7), « =0.1,8 =30
-0.8 uz(t,r), « =30,8=0.1 |
(Vp)s(t)

1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obrézek 4.1: Srovnani rychlosti proudéni uprostied trubky pro rtzné volby pa-
rametri.

Vidime, ze velikost rychlosti ugz je obzvlasté u hranice nizsi nez ve zbylych dvou
pripadech, proto uvedeme situaci na grafu 4.2 znovu, ale zamétrime se tentokrat
na funkci ug. Na grafu 4.3 tedy mizeme vidét detailnéji chovani funkce ws.

Funkei pro vykreslovani fesen{ lze najit jako piflohu této prace (soubor SpoctiReseni.m).
2Ve vypoétech této kapitoly bylo pouzito prvnich 200 ¢lent.
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Resenf u(t,r)pro r =1

u(t,r)

Obrézek 4.2: Srovnani rychlosti proudéni na okraji trubky pro rtizné volby para-
metri.

%1073 Resen{ u(t,r)pror =1
o .
1 L 4
S of 1
]
qF u(tr),a=18=1 4
us(t,r), a =0.1,8 =30
uz(t,r), a = 30,8 =0.1
21 (Vp)s(t) l
L L L L L L L | L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t

Obrazek 4.3: Srovnani rychlosti proudéni na okraji trubky pro rtzné volby para-
metril.
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5. Pouzité véty

Véta 8. (Gaussova o divergenci ve dvou dimenzich) Necht Q C R? je omezend
oteviend neprdzdnd podmnoZina a [y 1dl < oo, O je hladkd krivka'. f : R* —
R? je tridy C* na oteviené mnoZiné obsahujici Q. Pak

/ f-ndl:/divfda:dy
o0 Q

Diikaz. Jde o disledek obecné véty o divergenci [0, véta 15.5 a dusledek 15.1]
[

Véta 9. (Véta o kotenech mocninné tady [3, véta 224]) Necht Z a,r™ je moc-
ninnd tada s polomérem konvergence p > 0, necht R € (0,p). Pak v kruhu Ir| < R

lezi nejuyse konecény pocet koteni® mocninné fady . a,r™

n=0

Véta 10. (O zamené rady a parcidlni derivace) Necht I C R je interval Y22, fi(x1,22)]
je rada funkci z R? do R spliujici

(i) fn md vlastni derivace podle x1 na omezeném intervalu (a,b) pro kazdé x4 €
I

(71) pro kaZdé fixni xo € I ezistuje xy € (a,b), Ze je ciselnd rada Y72, fi(zo,x2)
konvergentni

(1ii) pro kaZdé fizni xo € I Tada Y272, f!(-,x2) stejnomérné konverguje na (a,b)
Pak je pro kazdé fizni x4 € I stejnomérné konvergentni na (a,b) a plati
> 0

o (5) v = (S v

Diikaz. Necht je xo € I fixni, pak mizeme pouzit jednorozmérnou podobu této
vety pro funkci g,(z) = f(z,x2) [0, véta 12.10]
]

Lemma 11. Necht f € C*([0,1]) , f(0) =0 f@ =0 proi=12,..,k — 1. Pak:
f(h)

im
h—0+ hF

1
= /70

Diikaz Pouzijeme notaci malé o: Rekneme, Ze g = o(h), pokud hm+ W% 0.

Déle funkci f mtizeme napsat jako:

f=f0)+hf0)+ h;f"(()) +ot Z!f(’“)(o) +o(hF) = Z!ﬂk)(()) +o(h¥). (5.1)

Kiivka je hladkd, pokud je, jako zobrazeni z I C R do R?, tifdy C*(I).
2Kofenem (v algebraickém smyslu) funkce f je mysleno ¢islo a € R takové, Ze f(a) = 0.
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Vétsina ¢lent je nulova podle predpokladu nulovych hodnot v bodé 0.
Nyni pocitejme samotnou limitu

Cfh) G TR0 FohR) 1
hlg(r)lJrW N hlggl+ hk k! ©+o.

O

Véta 12. Necht f, jsou spojité na [0,1] a f, = na [0,1]. Pak je f integrovatelnd

a plati
1
/0 f(z)de = lim / fu(®

Diikaz. Ze stejnomérné konvergence plati Bolzano-Cauchyova podminka, speci-
alné existuje ng splnujici:

Vn > noVr € [0,1] 1 | fo, () — fu(z)] < 1.
Zvolme pro h(z) = max {|f1(x)|,|f2(2)], - | foo1(@)],| fro(x)] + 1} pro z € [0,1].
Pak h je omezena na [0,1], tedy integrovatelnd majoranta. Podle Lebesgueovy

véty [0, véta 13.27] plati zaveér.
[

Véta 13. (Weierstrassovo kritérium stejnomeérné konvergence) Necht f, je po-

sloupnost funkci na M. Oznacme ddle o, = sup fn(x) a necht 1ada Y70, oy,
zeM
konverguje. Pak f, konverguje stejnomérné na M.

Diikaz. Véta je specidlnim piipadem véty [0, véta 12.4].
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Z.aver

Podarilo se ndm najit explicitni vyjadieni pole rychlosti v. Nalezené tfeseni
zavisi pouze na case a vzdalenosti od osy valce a konverguje jako rada funkci v
C'(0,1). Vytesili jsme tedy problém nestlacitelného proudéni, kterym se, diky ne-
nikdo nezabyval. Pokud c¢tenate zajima, jak vypada feseni problému pro jed-
nodussi geometrii (proudéni mezi dvéma rovinami), je k nalezeni v disertaéni
praci [8].
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A. Prilohy

A.1 Uplnost systému u;

V této casti dokazeme, 7z {u;}°, je tplny ortogonalni systém funkei v pro-
storu C?(0,1] se skaldrnim soucinem (-,-) (viz ddle). Budeme pouZivat nasledujici
znaceni

(uw) = /01 ruv dr + f(uv)(1), (A1)
(uw) = /01 ru'v dr + a(u,w)(1), (A.2)

déle budeme pouzivat oznaceni ¢ pro obecnou konstantu (ne nutné vzdy stejnou).
Déle symbolem C¥(a,b] budeme znacit prostor funkef v € C*(a,b] takovych, ze
nosi¢ v je kompaktni podmnozina (a,b] (analogicky pro ostatni typy intervali).
Necht M C R, pak symbolem C°°(M) znaéime funkce v takové, Zze v € C*(M)
pro kazdé k € N, funkce z prostoru C*°(M) budeme nazyvat hladké.

Nejprve dokazeme nasledujici pomocné tvrzeni.

Tvrzeni 14. Necht u € C%(0,1] je resend

—u" — — = N\, (A.3)
r
takové, Ze
1
/ r(u')? dr < oo, (A.4)
0
a pro kazdé p € C3[0,1) plati
1 1
/ ru' dr = / rupA? dr. (A.5)
0 0
Potom u € C[0,1] a v/'(0) = 0, specidlné
u(0)
= B(A .
ulr) = BOW D

Diikaz. 7 rovnice vime, 7ze u € C*(0,1] pro kazdé k € N (Ize dokézat indukéné
postupnym derivovanim rovnice), problém muze nastat pouze u 0.
Dale ukazeme platnost |u(r)| < ¢(1 + |In(r)|). Diky tomu, ze u € C'(0,1]
1

muzeme napsat rovnost u(r) = — / u'(s)ds + u(1). Nyni odhadneme pomoci

vhodné konstanty c € R:

lu(r)] < e(1+ /7,1 [u'(s)|ds) = ¢ (1 + /Tl ((u’(s))2 3)1/2 311/2 ds)

([ o) (] 1)) 9

<1+ (n)?)
<e(1+|In(r)))? <e(1+|n(r)]),
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kde jsme posledni nerovnosti ziskali z odhadu 1+ /2 < 2y/1 4z, pro x > 0, a
Ve <z proz > 1.
Déle vyjdeme z predpokladu (A.5):

1 1
/ ru’o dr :/ rup\’dr Vo € Cy(—1,1).
0 0
Necht € > 0 je pevné, pak
1 1 e 1
/ rup? = / ru' o dr = / ru'' dr +/ ru'¢’ dr.
0 0 0 e
Nyni s pouzitim per partes, predpokladu (A.3) a vlastnosti ¢(1) = 0:
1
—/ ru'¢’ dr + [ru' o)} / (ru') o dr
€
1
:/ ru'¢ dr —eu'(e)p(e) +/ rA%up dr.
0 €
Prepsanim celé rovnosti dostaneme:
€ 1 1
eu'(e)p(e) :/0 ru'¢’ dr—i—/ r)\2ug0dr—/0 rupA? dr
€
> &€
= /0 ru' o' dr — /0 rA\%up dr.

S pouzitim trojihelnikové a Holderovy nerovnosti mizeme pravou stranu odhad-
nout:

/ ru'gp’dr—/ rupXdr| <
0 0

( ) (Oer(w’)2>é+x2 (/067’“2)%(/06902)%

ce

M\)—l

kde posledni{ nerovnost ziskdvdme diky predpokladu (A.4) a faktu, ze ¢ € C*[0,1).
Dokézali jsme tedy:

. / -
El_l)%l_l_ eu'(e)p(e) = 0.

Specidlné muzeme volit ¢ = 1 na intervalu [0,0] pro 0 < ¢ < 1, ¢imz dostaneme:

lim eu'(e) = 0. (A7)

e—0+

Opét pouzijeme rovnici (A.3) ve tvaru (—ru’)’ = A\?ru a integrujeme od € ro r

ru'(r) —eu'(e) = — /ET M su(s) ds

Nyni diky (A.7) pro € — 0+ a po vydéleni rovnice r dostaneme:

1 A
"(r) = —f/ N su(s) ds
r Jo

Nyni vidime, ze In(z) je zaporné pro x € (0,1), 1 — In(z) je tedy kladna funkce a

plati odhad:

1
1 —In(z) <e'™® ==
T
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Pouzijeme déale odhad (A.6) a predchozi nerovnost, diky kterym dostaneme

2

A 1 )\2 1
W) < 5 [T n(s)] ) ds < [t ds < et
r Jo r Jo
Diky pfedchozimu odhadu nyni dostaneme
TR
'rligl—l- u (T> = 0.

/

A tedy u € C'[0,1], w/(0) = 0 Fesi —u” — % = Nu. Z vysledki kapitoly 2.1 vime,
B(Ar)
0).

ze toto Teseni je prave jedno, a to
[

Nyni formulujeme a dokdzeme nésledujici klicové lemma, ze kterého pak jiz
snadno dokazeme pozadované.

Lemma 15. Necht n € N a u je takové, Ze (u,u) = 1 a (u,u) < oo, spliu-
jici pro kazdé i = 1,2,...,n rovnost (u,u;) = 0, kde funkce u; jsou definované
v kapitole 2.2. Pak (u,u) > A2,

Diikaz. UkéZzeme, %e pokud pro u € C1(0,1] plati (u,u) = 1 a (u,u) < oo, pak
(u,u) > A2, zbytek dikazu pak dodéldme indukei.
Definujeme A\ = inf (u,u). Cilem je ukdzat, ze A\ = A\
u€C1(0,1]
(u,u)=1
Z vlastnosti infima vezméme minimalizujici posloupnost u™ € C*(0,1],n € N
takovou, Ze (u™, u") =1 a \? = T}Lngo(u”, u™). Tato posloupnost je minimalizujici,
proto existuje ¢ > 0 takové, ze pro kazdé n € N plati:

/01 r (@) dr + a(w?(1) < ¢ a /01 rW2dr + Bw)?(1) = 1. (A8)

Ukéazeme déle, ze u™ = u na [g,1] pro kazdé € € (0,1) a ze plati

Stejnomérnou konvergenci dokédzeme pomoci Arzelovy—Ascoliho véty [3, véta
163]. Stejné jako v dikaz tvrzeni 14 muzeme dokazat stejnou omezenost pomoci
rozepsani u” = — [ (u™)(s)ds + u"(1). Dostaneme pak

™ (r \<c+/ (™) (5)]ds < ¢ (1+ In(r)).
Stejnou spojitost pak dostaneme podobné:

/:(u”(t))’dt’ <[ (t () L St < ‘m( )’

Predpoklady Arzelovy—Ascoliho véty jsou splnény, proto pro u™ vybranou z u"
plati «™ = w na [e,1], pouzivejme nyni znaceni u™ pro tuto vybranou posloupnost.

ju(r) —u"(s)] <
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Stejnomérnou konvergenci nyni pouzijeme v nasledujicim vypocétu. Dokazeme
(u,u) = 1, muzeme psat:

1
L= lim (o) = lim [ () dr 4+ B )(1) =

1
= lim [ r(u")*dr+ lim [ r(u™)*dr+ Jim B(u")?(1)

n—oo 0 n—oo £

stejnomérna
konvergence
na (e,1]

lim OE r(u™)? dr + /61 r(u)? dr + B(u)?(1).

n—o0

Nyni miizeme limitné prejit € — 0 a predchozi rovnost prepsat na
>

1 1
6u2(1)+/0 ridr = fu*(1) + lim [ redr=1— lim lim | r(u)?dr

e—=0+ J¢e e—0+ n—o0 Jo

Diky konvergenci integrélu pres interval (0,1), podle (A.8), dostaneme horni od-
had integralu

/E r(u™)? dr < ce.
0

Dokazali jsme tedy (u,u) = 1.
Déle z definice A vime, Ze pro kazdé v € C1(0,1], (v,v) = 1, (v,v) < oo plati
A2 < (v,w). Z definice A a volby u™ vime, Ze Ve > 03ng¥n > ny:

M < (Wu™) < N4 e < (v) e
u 4ty
Jiur + toun + te)

Bud nyni ¢ € C3(0,1) libovolnd, volme v = , po dosazeni do
predchozi nerovnosti Vn > ngVt > 0 plati

(u" + tp,u"™ + tp)
(um + to,um + ty)

- (unvun) 2 _57

dale pak z linearity skaldrniho soucinu

(u"u") 4 2t(u" ) + 2 (p,)
(urum) + 2t(um ) + t2(p, ¢)
_ (W) £ 24w 0) E(p) oy L 2UT0) + Bl )
1+ 2t(u™,p) + t2(p, ) T+ 2t (ump) + 2, )
R 2t(u"0) + 3, ) ( 2(u"p) + t(p,p) )
T4 2t (ump) + 2, ) 1+ 2t{u™,p) + t2{p,p) |

—e <

- (un7un) =

Vyslednou nerovnost miizeme prepsat na

2(u" ) +t{p, @) 2(u" ) + t(p,p)
L4 2t(up) +t2(p,0) 1+ 2t(u™p) +t2(p, )

9
_7<_nn
- < ()

Nyni zvolme ¢ > 0 libovolné, k tomu zvolme ¢ = 4/, nyni pouzijeme limitn{
prechod li%l a budeme volit ng — 0o a n = ng. Leva strana predchozi nerovnice
e—0+
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ma v limité hodnotu 0, na pravé strané z aritmetiky limit zbydou ve jmeno-
vateli pouze konstanty. Dostaneme vyslednou nerovnost kterou dale upravime s
pouzitim vlastnosti u"

0 < —2X\*(u,p) + lim 2(u"p). (A.9)

Zvolme nyni specidlné funkci ¢ € C2(0,1], pak vyslednou nerovnost (A.9) miizeme
napsat jako

A (u, ) < lim (u",p) =

n—oo

= lim (/01 r(u™) ¢ dr + au”(l)gp(l))

n— oo

per partes
=0 na (0,0

) lim <u"(1)<p’(1) — /01 u"(rcp’)’dr+ozu”(1)gp(1)>

n—00
1

= u(1) (¢'(1) + ap(1) = [ u(ry) dr.

Diky tomu, ze misto ¢ muzeme dosadit —¢p, dostaneme i opaCnou nerovnost,
proto po kazdé ¢ € CZ(0,1] plati:

1
N (u, ) = u(1) (¢'(1) + ap(1)) —/O u(re') dr. (A.10)
Nyni ukdzeme, Ze z (A.10) plyne u € C?(e,1) pro kazdé € € (0,1) a

—(u'r) = XNur na (e,1),
u'(1) = (BA? — a)u(l).
Tento fakt dokazujeme, abychom mohli pouzit tvrzeni (14) na funkci u.
Bud ¢ > 0 hladk4' funkce takova, Ze ¢» = 0 na (—oo, —1)U(1,00) a [, ¢ dr =
1. Volme nyni ¢(r) = 14 (%), kde ¢ je libovolné takové, 7ze 2e <t <1 —e. Pak
= ¢'(1) = 0. Dosazenim této funkce do (A.10) méme

diky této volbé mame (1)
A2 /01 Tu(r)lg/) (T — t) dr = — /O1 u(r)0, (rlw' (7" — t)) dr. (A.11)

€ € g2 €

Nyni ukdzeme uzitecnou vlastnost funkce 1. Integral s tvarem funkce v jako
v (A.11) miZeme upravit pomoci substituce

/01 ’Y(T)Lﬂ <r ; t) dr = /tHE’Y(T)lw (r ; t) dr = /117(15 +e2)Y(z) dz.

g —e £

Z toho jiz pro v spojitou funkei na (0,1] plati

/01 1@/) (7’ — t) v(r)dr = ~(t) na (0,1).

e £ e—0

'Hladkou funkei je myslena funkce tifidy C°(R).
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Prepsanim rovnosti (A.11) déle dostaneme
R Lo (=) e (=
AQ/ru(r)w<r2)dr:—/ u(r)( (2)+ ( ) dr =
0 € £ 0 € £

3
da o () e W
:dt/o u(r)gdr—dtQ/O u(r)r .

Nyni zvolme a < b takové, ze a > 2¢ a b < 1 — e. Predchozi rovnost nyni
integrujeme pres (a,b) podle ¢:

Az//ru ddt
_/ =) v (=)

dr.

r
3
1 d}(’"?") a o v ()
db ; u(r)r . dr—l-%/o u(r) . dr.
Nyni rovnost integrujeme pres (4,29) podle a a pres (24,s) podle b.
26
)\2/6/ //ru drdtdadb—
2
s 20 1 P (T=2) —qp (=2
:///u(r) <E> E)drdadb
255 Jo 5

(
—5/01u(7~)rw(;)_w( = )dr

1 r=26\ _ r=94
+(s—25)/0 u(r)d)( = ) ¢(E )dr.

Nyni mtzeme limitné prejit e — 0+

s 20 b
A2/5/6 / tu(t) dt dadb =
2 a
_/6/ ) dadb
2

—d (su(s) — 26u(25)) (s —28) (u(2) — u(9)).

Diky této rovnosti mame Vs > 24 rovnost

</25 /2(S dadb—V/ /2(S /abtu(t) dt da db

+26u(26) + (s — 26) (u(20) — u(a))>.

Vidime, ze prava strana rovnosti ma spojitou derivaci podle s, proto i u/(s) exis-
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tuje a je spojita. Specialné mizeme derivovat celou rovnici podle s:
1/ 26 25 s
u'(s) +u(s) = 5 </5 (u(s) —u(a)) da — )\2/5 / tu(t) dt da
+ (u(20) — u(d)))

1 26 1
=5 [ ula) da+ 5 (u(20) — u(9))

—)(\; /66 /aS tu(t) dt da.

Prepsanim tedy dostaneme pro néjakou konstantu C' € R vyraz

2 0 rs
—Eé/m@mm+a (A.12)

Prava strana je opét diferencovatelna integraly mitizeme prohodit podle Fubiniho
véty [0, véta 13.32], protoze jde o integral z omezené funkce pies omezenou mno-
zinu. Dale miizeme rovnici opét derivovat a dostaneme

(su/(s)) = == [ su(s)da = —N?su(s). (A.13)

Vratme se nyni k (A.10):

W{usp) = u(1)(e (1) +ap(1)) = [ ulr) (g (1)) dr

Uz vime, Ze u € C*(0,1], pro ¢ € C2(0,1] integrujeme pomoci per partes:

A2 (u,0) PTETE (1) (1) + ap(l +/ ru' dr —u(1)¢'(1) =
1
—ou(Vp() + [ raleldr P E au(1)p(1) — [ (Yo dr + ' (1)p(1)
0

Tuto rovnost mizeme nyni diky (A.13) a rozepsani levé strany z definice skalar-
niho souéinu (-,-) napsat jako

Bo(Du(1) = p(1)(au(1) + u(1)). (A.14)

Pokud zvolime ¢(1) = 1, dostaneme, Ze u spliuje okrajovou podminku v bodé 1.
Jesté ukdzeme, ze pro w plati (A.5) a (A.4) predpoklady tvrzeni 14. Pak
z tvrzeni 14 dostaneme v € C'[0,1], «/(0) = 0 a u = Jg()g;)u(O), specidlné A je
vlastni ¢islo (tedy spliuje (2.12)), z definice je pak A nejmensi vlastni ¢islo a tedy
A2 = )\2.
Dokézeme nyni, 7e [y r(u/)>dr < oo (piedpoklad (A.3)). Zvolme ted ¢ > 0
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a 0 < h < ¢ libovolné, pak mizeme vyuzit stejnomérnou konvergenci u":

[ (HERY g (B,

h n—o00 h

‘ e (1 pr4h 2

= lim_ o E/ (u™)(s)ds| dr

Jensen 1—¢

< limsup / 2 dsdr
n—oo IS5 h

r<s 1-e 1

< lim sup 5((u”)’(3)) dsdr
n—oo £ h I8

substituce == 1
P im sup — [ (r+s) (WY (r+s)” dsdr

n—00 € h 0

Fubini

h<e

< limsup — / / ? drds.
n—0o0

Funkce u" jsou voleny tak, ze u™ € C'(0,1] (tedy (u™)’ je omezend na [e,1] a
mé smysl pouzit Fubiniovu vétu) a spliuji (A.8). Celkem tedy dostaneme:

/6167“(1/(1"))2 dr < lim sup 1 r (W™ (r)? dr < C

n— o0 0

Podle Leviho véty [7, véta 8.11.] pak po limitnim prechodu ¢ — 0 dostaneme:

/017" (/' (r))? dr < co.

Nyni dokdzeme, Ze plati pro kazdou ¢ € C'(0,1] (je-li totiz ¢ € C}(—1,1),
pak |1y € C1(0,1]) takovou, Ze (p,i) < oo, plati

2 (u,p) = (u,p),

z ¢ehoz jiz plyne splnéni predpokladu (A.5). K tomu stac¢i diky (A.9) ukazat

lim (u",) = (u,p).

n—oo
Neboli, diky stejnomérné konvergenci u™, stac¢i pouze ukazat, ze

1 1
lim [ r(u™)'¢ dr= / ru'¢’ dr.
0 0

n—oo

Prepisme nyni tvar v limité nasledujicim zptisobem:

1 e 1
/ r(u")’go’dr:/ r(u”)’go’dr+/ r(u™) dr+/ "(p — ) dr,
0 0 €

kde ¢ je hladka funkce. Déle mizeme predchozi rovnici upravit pomoci per
partes:

1
per Er“’s/ dfr+/ (o — 1) dr—/ u"(phr) dr + [ruo))!

€

(4) (B) (©)

Nyni postupné odhadneme vsechny ¢leny v rovnosti.
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(A) S pouzitim Holderovy nerovnosti, omezenosti (u",u™) (A.8) a (¢,p):

’/Oer(un)/wl dr| < (/OET((U”)’)Q d'r’) 1/2 (/0570“01)2 dr> 1/2
=¢ (/067”(9‘”2) — 0.

(B) Z omezenosti (A.8) na [g,1] dostaneme

[ Yo - ey ar

< |l = villoren)-

(C) Pron — oo ze stejnomérné konvergence funkei u™ na [e,1] dostaneme misto
vyrazu (C') vyraz

1
— [ ulghr) dr + gl
IS
Nyni pouzijeme per partes a dostaneme puvodni vyraz, ale uz pro funkei u:
1
/ ru' @), dr.
€
Integral muzeme rozdélit podobné jako v predchozim kroku:
1 1 €
/ ru'(p), — ') dr —i—/ ru' o dr —/ ru' o dr.
5 0 0

Prosttredni ¢len nechame, ostatni mizeme odhadnout stejné jako v predcho-
zich pripadech:

1
[ ek = ¢ ar| < ellgi = @l
3 3
‘/ ru' dr| < C (/ T(u/)2>
0 0

Zvolme {p}72, tak, aby platilo ||¢" — ¢} ||l m 0.

Pozndmka. Podle véty 16.3 [1] pro 1-periodickou funkci f € C'[0,1] konverguji
funkce tvaru f,,(z) = ao+>5_; (ax cos(kz)+by sin(kz)) (kde ay, by jsou koeficienty
prislusné funkei f), k funkci f stejnomérné. Déle ndm véta ddva stejnomérnou
konvergenci derivaci f/ k f’. Funkce f,, jsou ovsem hladké funkce. Zvolime-li tedy
napi. pp = fn pro f = ¢ (kde @ je ¢|1 hladce periodicky dodefinovand na R),
je predchozi volba validni.

Konecéné po postupném limitnim prechodu nejprve pro n — oo, nasledné
k — oo a nakonec ¢ — 0+ dostaneme pozadované.
Mame tedy, ze pro kazdé ¢ takové, ze (¢, ) = 1 plati

(p.p) = AT = (ur,uq).

Resme nyni problém
M= inf (uu).

ueC1(0,1]
(u,u)=1
(u,u1)=0
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Stejné jako v pfedchozim piipadé odvodime, Ze \? = nhﬁrglo (u"u™), kde u" = u, a

dale pro kazdé ¢ € C?(0,1] takové, Ze (@, u;) = 0 plati

W) = ull) (P0) +ap() - [ uGrg() . (A1)

Necht v € C?%(0,1] je libovolna, pak funkce ¢ = 1 — (4, u1)u; splituje podminku
kolmosti (p,u;) = 0. Z rovnice pro u; specidlné vime

(uug) ™ partes u(1) (uy (1) + auy (1)) — /01 u(ruy(r)) dr = N{u,u;) = 0.

A tedy rovnice (A.15) plati pro kazdé ¢ € C?(0,1]. Opét miizeme analogicky
odvodit, ze \? = \3.
K platnosti tvrzeni pro A, 11 se dostaneme indukéné opakovanou aplikaci stej-
ného postupu.
m

Konecné bud ¢ € C*(0,1] takové, ze

(0,0) + () <00 a (pyp) =1.
Bud dale (p,u;) = 0 pro kazdé i € N. Pak dle lemmatu 15 plati pro kazdé i € N

(pap) > A%

A tedy pro i — oo dostaneme (p,p) = 00, coz je spor s predpokladem. Takové ¢
tedy nemuze existovat, systém {u;};en je tedy uplny ortogonalni.

Necht nyn{ je ¢ € C*(0,1] tak, Ze (¢,p0) < 00, (p,p) = 1. Pak definujeme
projekci P" jako

Py = Z(%u»u

Nyni vyuzijeme ortonormality funkei §%,7 € N viici skaldrnimu soucinu (-,-), rov-
nost (1.20) a Besselovu nerovnost [/, Veta 16.8].

n n n 2 Desselova
(P, P"0) = (pui)?(uiu;) =D A (o,u;)? Z( ) < (o).

i=1 i=1 i=1
Oznaéme nyni ¢" = P, pak plati pro kazdé ¢ < n:
(¢ — " u;) = 0.
Nyni diky (¢ — ¢™,p — ¢") < ¢, kde ¢ nezavisi na n, a lemmatu 15 dostaneme
c2(p—¢"p—¢") = Ao — ¢ 0 — ")

A tedy diky nhﬁrgo An = 00 dostaneme

Jim (p — ¢"p = ¢") = 0.

Tento fakt ndm specidlné davd zvlast bodovou konvergenci lim ©"(1) = (1) a
déle také lim Ji (e — ") dr = 0.
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Nakonec se podivame na vyraz (¢ — ¢", — ¢"):
(0= @"p = ¢") = (pp) + (¢"9") = 2("0) < 2pp) = 29" ) =
1
= 2(p0) — 20" (Np(1) =2 [ Vi)V dr.

Diky bodové konvergenci lim ©"(1) = ¢(1) dostaneme z predchozi nerovnosti

1 1
lim (o — "0 — ¢") < 2/ ro'¢ dr — 2a0*(1) — 2 lim | 7' (o") dr
0 0

n—o0 n—oo

1
<2lim [ r¢'(¢" = (")) dr.
n—oo 0
Ukazeme nyni, ze plati nasledujici:
1 1
lim ro' (") dr = / roedr.
0

n—oo Jo

Necht £ > 0 je pevné, pak existuje podle [1, véta 18.7, bod 5)] pro kazdé k € N
funkce p=*F € C°°(0,1] tak, Ze

=

e = ™|l 12(en) <
Nyni upravime vyraz v limité:
! / ny\/ € / n\/ ! / ny\/
/O re' (") dr:/O re' (") dr+/€ re' (") dr.

Diky faktu, ze (¢",¢") < (¢,) < oo a Hélderové nerovnosti dostaneme odhad
prvniho integralu:
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Na odhad druhého integralu pouzijeme funkei p**:

1 1 1
/6 TQO’(QO”)/dT‘ :/8 T(QO/ _ps’k)<90n)/dr+/€ Tps’k(gon)/dr.

Prvni ¢len na pravé strané predchozi rovnosti miizeme odhadnout stejné jako
vyse:
Hoélder C
k
s Ol =" llz00 < 7
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Nyni na druhy integral pouzijeme per partes

1 1
/ rp™ (") dr = — / (rp™ )" dr + [rp™*e].
Vime, ze [ r(p — @) dr —— 0, existuje tedy néjaké ng, ze pro n > ng:
1
/ r(p — ") dr < é.
0

A tedy (¢ —¢")? < ¢y na [e,1], kde ¢; nezéavisi na n. Dale z (¢ — ¢, — ¢") < Gy
mame |(p — ¢")'| < 3 na [g,1], funkee p — ™ je tedy co-lipschitzovské pro kazdé
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n € N. Podle Arzelovy-Ascoliho véty tedy existuje vybrana posloupnost ¢™, Ze
© — ™ = 0. Zvolme tedy ¢™ nové jako tuto vybranou posloupnost. Po aplikaci

nh_}rglo tedy miuzeme prohodit limitu a integral, dale integrujeme per partes:

1 1 1
—/ (rp=*Y o dr + [rpa’ktpk :/ rpfodr
g

13
1 1 5
:/ r(p=F — ')y dr—i—/o rcp’gp’dr—/o ro' o dr.
I3

Integraly muzeme opét odhadnout jako v predchozi ¢asti pouzitim (¢,p) < oo
a Holderovy nerovnosti :

Holder C
< Ol = p"* iz < %

‘ /0 V(e = p M) dr
5 Holder
‘ / Vg dr
0

< Cll¢|l20,) ot 0.

Tedy celkem po aplikaci n — oo, k — o0 a € — 0+:

1 1
lim [ r¢'(¢") dr = / ropdr.
0 0

n—oo
Dokéazané vysledky nyni zformulujeme jako tvrzeni:

Tvrzeni 16. Funkce {u;}° = 1 tvort uplny ortogondlni systém vici skaldrnimu
soucinu (-,-). Navic pro kazdé ¢ € CY(0,1] , spliujici (p,p) < oo, existuje po-
sloupnost redlngjch cisel {a;}?_ | takovd, Ze pro funkce ¢ = > | a;u; plati

(=" o—¢")+{(p—¢ " —¢") —=0. (A.16)

n—oo
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