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Abstrakt: V pfedlozené praci studujeme vliv dynamickych okrajovych podmi-
nek na Couettovo a Poiseuilleovo proudéni, kterd predstavuji dva typy proudéni
mezi dvéma nekoneénymi nepropustnymi deskami. Nejdiive uvazujeme Navier-
Stokesovy rovnice, které popisuji proudéni nestlacitelné newtonovské tekutiny,
a dynamické okrajové podminky pro proudéni v libovolnych omezenych tiiroz-
meérnych oblastech. Poté se divame, jakym zptisobem se nase uloha a energetické
odhady redukuji ve zvolené zjednodusSené geometrické situaci. Druha ¢ast prace
je vénovana vybranym fesenym prikladim, z nichz nékteré jsou doplnény o nu-
merickou simulaci.
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Abstract: In the presented work we study the effect of dynamic boundary condi-
tions on Couette and Poisseuille flows that represent two types of flow between
two parallel impervious plates. In the firts part, the Navier-Stokes equations are
considered describing flows of an incompressible Newtonian fluid, and dynamic
boundary conditions in general three-dimensional setting. Then we look at how
our problem reduces in the simplified geometrical setting. In the second part,
we study several selected problems, some of them are supported by numerical
simulations.
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1. Navier-Stokesovy rovnice a
okrajové podminky

1.1 Uvod

Historie mechaniky tekutin se datuje jiz od starovéku. Jako priklad mizeme
uvést Archimédiv zakon, o némz se uci déti na zakladni skole. Rozvoje se tato
véda dockala v druhé poloviné druhého tisicileti. Ze vsech védcii, ktefi se zajimali
o tekutiny, uvedme treba Isaaca Newtona, Daniela Bernoulliho, Jean le Ronda
d’ALemberta anebo Leonharda Eulera.

V prvni poloviné 19. stoleti odvodili francouzsky inzenyr Claude Navier a irsky
fyzik a matematik George Stokes rovnice popisujici proudéni vazké newtonovské
tekutiny. Tehdy urcité netusili, ze za jejich vyTeseni bude na pocatku 21. stoleti
vypsana odména ve vysi jednoho milionu dolart, viz Fefferman (2006). V dnesni
dobé je pri praktickych aplikacich nutné pouzivat numerické vypocty. Analyticky
umime rovnice proudéni fesit pouze ve velmi jednoduchych ptipadech, a to i pres
skutecnost, ze vyuziti Navier-Stokesovych rovnic je obrovské. At uz se jedna o
navrhovani lodi a letadel anebo tfeba o modelovani koute v pocitacovych hrach.

Dalsim védcem, ktery se zapsal do historie mechaniky tekutin, byl francouzsky
fyzik Maurice Couette, po némz je pojmenovano Couettovo proudéni. Jedna se
o proudéni s konstantnim tlakem mezi dvéma koncentrickymi vélci anebo dvéma
rovnobéznymi deskami, které je zptisobeno rotovanim jednoho z valci, respektive
pohybem jedné z desek. Poiseuilleovo proudéni, pojmenované po francouzském
fyzikovi a fyziologovi Jeanu Poiseuilleovi, je proudéni v trubici ¢i mezi dvéma
rovnobéznymi deskami, které jsou v klidu a proudéni je generovano predepsanym
tlakovym spadem. Proudéni zptisobené zaroven pohybem hranice a tlakovym spa-
dem se nazyva Couette—Poiseuilleovo.

V této praci budeme zkoumat vliv riuznych okrajoviych podminek na rovinné
Couettovo a cdstecné i Poiseuilleovo proudéni popsané Navier-Stokesovymi rov-
nicemi. Okrajové podminky zahrnuji standardni podminky typu tplného ¢i ¢as-
tecného skluzu nebo podminku popisujici aplné ulpivani tekutiny. Dlraz vsak
bude kladen na nestandardni dynamické podminky, které se v literature objevily
az ve 20. stoleti, viz Hatzikiriakos a Dealy| (1991)).

Schéma prace je nasledujici. V prvni kapitole zformulujeme Navier-Stokesovy
rovnice zachycujici ¢asové se ménici proudéni v obecnych omezenych t¥irozmeér-
nych oblastech. Zformulujeme poc¢atecni podminku a obecny tvar okrajovych pod-
minek na nepropustné hranici. Uvedeme také nékolik specialnich pripadt okra-
jovych podminek a odvodime energetickou rovnost. Rovnéz uvedeme, jak se tyto
rovnice, okrajové podminky a energeticka rovnost redukuji v pfipadé nami studo-
vaného proudéni mezi dvéma rovnobéznymi deskami. Pro tplnost uvedeme odvo-
zeni stacionarnich feseni, tedy Teseni, ktera nezavisi na case. Uvedeme presny tvar
reseni pro rizné okrajové podminky pro desky pohybujici se konstantni rychlosti.
Zde Cerpame z prace Hron a kol.| (2008).

Druha kapitola je vénovana studiu vlivu rtznych okrajovych podminek na
proudéni mezi dvéma rovnobéznymi deskami. Uvedeme tii ptiklady Couettova
proudéni a jeden priklad Poiseuilleova proudéni, ptricemz na zavér kazdého pri-



kladu ukazeme, k jakému stacionarnimu feseni nami nalezené reseni konverguje.
Prvni priklad Couettova proudéni bude nejjednodussi, nebof bude obsahovat
pouze stacionarni okrajové podminky. Ve zbylych prikladech Couettova prou-
déni jiz budeme na horni desce uvazovat dynamické okrajové podminky, pricemz
priklady se budou lisit predepsanou statickou okrajovou podminkou na spodni
desce. K teseni uloh pouzijeme Faedo-Galerkinovu metodu. Tyto priklady bu-
dou doplnény numerickymi simulacemi. Priklad na Poiseuilleovo proudéni bude
obsahovat pouze statické okrajové podminky:.

Hlavnim zdrojem a motivaci této prace je predevsim disertace E. Maringové
(Maringoval 2019, kapitola 2), na kterou tento text navazuje a rozsifuje ho o
nekteré dalsi pripady.

1.2 Definice zakladnich pojmit a znaceni

Tuto c¢ast vénujeme definicim zakladnich pojmii a znaceni, které bude v na-
sledujicich kapitolach vyuzivat.
Reélna ¢isla budou ozna¢ena symbolem R, pficemz R? =R x - -+ x R,
~———

d-krat
Skalary budeme znacit italikou a malymi pismeny, vektory tuéné a malymi

pismeny a tenzory tucné a velkymi pismeny.

O mnoziné A C R? fekneme, Ze je souvisld, pokud neni sjednocenim dvou
neprazdnych, otevienych a disjunktnich mnozin. Otevienou souvislou podmno-
zinu R? budeme znaéit €, jeji uzavér Q a hranici 9. Vnéjsi normalovy vektor k
hranici bude znacen n. Prumét vektoru x do te¢né nadroviny hranice definujeme
jako x, = x — (x - n)n.

Casovy interval, ve kterém budeme rovnice fesit, bude oznacen (0,7),T > 0.

Necht f: R* = R, f = f(t,x) je diferencovatelna funkce v (0, T') x Q. Casovou
proménnou budeme znacit ¢ a prostorovou proménnou x = (z,y, z). Parcidlni
derivace funkce f dle téchto proménnych, které se obvykle znaci %{, %, %5 a g—ﬁ,
budeme znacit 0, f, 0, f,0,f a 0.f. Prostorovym gradientem funkce f rozumime
vektor Vf = (0, f,0,f,0.f). Pokud je f dvakrat diferencovatelnd, pak Laplacetv
operator aplikovany na f je definovdn predpisem Af = 92 f + 8§y f+0%f.

Je-li A matice typu n x m, pak AT zna¢i matici transponovanou, kterd je typu
m X n.

Necht f : R* — R3, f = f(¢,x) je diferencovatelné vektorové pole v (0,T) x Q.
Jacobiho matici vektorového pole f rozumime matici Dyf = (V{f,, V£, VI,)T.
Divergenci funkce f definujeme jako divf = 0,f, + 0,f, + 0.f.. Je-li £ navic
dvakrat diferencovatelné, pak Af = (Af,, Af,, Af,)T.

Necht u, v € R? jsou vektory. Tenzorovy souéin vektorti u a v definujeme jako
u®v =uv’. Vyrazem div (v ®v) budeme rozumét vektor definovany predpisem

div (v ® V) 1= v,0,v + v,0,v + v,0,v + vdiv v.

Necht F : R* — R3*3 je diferencovatelné tenzorové pole v (0,7) x Q. Diver-
)

ox y oz
, , , . | oF,. , 0F,, , OF,.
genci tenzorového pole F rozumime divF = | =52 + 5 +

OF .o OF 2y OF .
ox + dy + 0z



Prostor vsech spojitych funkci na otevieném intervalu I C R budeme znacit
C(I). Pro I uzavieny definujeme C(I) obdobné, v krajnich bodech I vsak poza-
dujeme pouze spojitost zleva, respektive zprava. Prostor funkci, které maji spojité
derivace k-tého fadu na otevieném intervalu I C R budeme znacit C*(I). Pro I
uzavieny definujeme C*(I) analogicky. Prostorem L?(I), kde I C R je interval,
budeme rozumeét vsechny lebesgueovsky méritelné funkce, které splnuji

s = ([ ) <o

1.3 Rovnice proudéni, okrajové podminky a for-
mulace pocatecni a okrajové tlohy

Nyni prejdeme k popisu proudéni a okrajovym podminkam. Uvazujme ho-
mogenni nestla¢itelnou tekutinu proudici v oblasti Q C R? a ménici se s ¢asem
t € (0,T). Hustota homogenni tekutiny je konstantni a lze ji pro tcely této prace
normalizovat na hodnotu 1. Proudéni takovéto tekutiny je mozné popsat nésle-
dujicim systémem nelinearnich parcialnich diferencialnich rovnic

ov +div(ve v) —divS = —Vp, (1.1a)
divv =0, (1.1b)

kde v(t,x) : R* — R3? je vektorové pole udavajici rychlost proudéni, p(t,x) :
R* — R je skaldrni funkce reprezentujici tlak, a S(t,x) : R* — R3*3 je Cauchyiiv
tenzor napéti. Diferencidlni operdtory a symboly vyskytujici se v rovnici
jsou zavedeny v predchazejici sekci.

Na pravou stranu rovnice bychom mohli pfidat dané vektorové pole
f reprezentujici vnéjsi objemové sily. V této praci se ale soustfedime na vliv
okrajovych podminek a proto klademe f = 0.

Newtonovské nestlacitelné tekutiny jsou charakterizovany vztahem

S = v(Dyv + (Dv)T), (1.2)

kde v > 0 je viskozita tekutiny, ktera predstavuje vnitini tfeni. Tekutina s vyssi
viskozitou je méné tekutd nez tekutina s viskozitou nizsi. Ze vztahu (1.2) plyne,
ze tenzor S je symetricky. Dosadime-li vztah (1.2)) do rovnic (1.1)), pak dostavame

Navier-Stokesovy rovnice:

OV +v,0,v + v, 0, v+ v, 0,v — vAv = =Vp, (1.3a)
divv = 0. (1.3b)

K formulaci matematicky resitelného problému spojeného s evolu¢nimi Navier-
Stokesovymi rovnicemi (|1.3)) musime specifikovat pocatecni a okrajové podminky.
Pocateéni podminku zaddvame pro rychlost v ve tvaru

v(0,x) = vo(x) prox € €, (1.4)

kde vy : © — R3 je dand funkce spliiujici divvg =0 v Q a vo-n = 0 v 99, kde
n : 9Q — R? znadi vnéj$i normalovy vektor v daném bodé hranice.



Okrajové podminky budou dvojiho typu. Jako prvni budeme ptredpokladat,
ze hranice je nepropustna. Plati tedy

v.-n=0 v (0,7) x 0. (1.5)

Druhy typ okrajovych podminek popisuje interakci hranice s proudici tekutinou.
V této praci budeme uvazovat okrajovou podminkou ve tvaru

Oa(v—w)+50(v—-—w)),+(1—-6)(Sn), =0 v (0,7) x 09, (1.6)

kde > 0,3>0,0€[0,1] aw(t): (0,T) — R3 je dané vektorové pole udavajici
rychlost, s jakou se hranice pohybuje. VSimnéme si, Zze w je v daném case vSude
stejné. Pozadujeme, aby w(t) -n = 0 na 02 pro V¢t € [0,7] a w(0) = 0. Je-li
f = 1, budeme navic predpokladat, ze

w.(0) = (vp), mna S (1.7)

Vektor (Sn), predstavuje ,tfeni“ mezi hranici a tekutinou a reprezentuje projekci
normalové treci sily do teéné nadroviny. Pro libovolny vektor x symbol x,
oznacuje prumét x do tecné nadroviny, tj. X, = x — (x - n)n.

Dynamicka okrajova podminka je motivovana chovanim nékterych roz-
tavenych polymert, kdy se viskoelastické vlastnosti téchto latek promitnou do
interakce s hranici, zatimco uvnitt oblasti se latka chova jako viskozni Navier-
Stokesova tekutina. U téchto latek experimentalni pozorovani skluzu ukazala, ze
rychlost muze zaviset na minulych stavech napéti, coz mize vést ke zpozdéni
skluzu, viz napfiklad Hatzikiriakos a Dealy| (1991), Pearson a Petrie| (1965)).

Vhodnou volbou parametri «, § a 6 budeme schopni docilit riznych okrajo-
vych podminek. Pro § = 0 se podminka redukuje na

(Sn), =0 v (0,7) x 0N. (1.8)

To nam dava dokonaly skluz, neboli situaci, kdy tekutina volné klouze po hranici
a hranice tekutinu nijak nebrzdi. Naopak pro § =1 a «, f > 0 dostavame

a(v—w), +B0(v—w), =0 v (0,7) x I (1.9)
Oznacme si y(t) = 2|(v—w),(t,x)|? pro x € 9Q pevné, libovolné. Pak ndsobenim
rovnice ([1.9) skalarné vektorem (v — w), dostavame

ay + 58ty = 07

coz je ekvivalentni
di(er'y) =0

a po integraci pres ¢as od 0 do ¢ dostavame
y(t) = yoe_%t = 07
kde posledni rovnost plyne z (|1.7)). Za pfedpokladu (1.7)) tedy (1.9) implikuje

v, =w, na (0,7) x 09,



respektive, vyuzijeme-li informaci, ze v-n =w-n = 0na (0,7) x 0L,
v=w na (0,7) x 09.

Jedna se tedy o pripad, kdy tekutina ulpiva na hranici a nedochazi ke skluzu.

Je-li B =0 v (1.6), pak dostdavame tzv. Navieruv skluz:
ba(v—w), + (1 —60)(Sn), =0 v (0,T) x 09, (1.10)

kde parametr # € (0,1) popisuje ruzné stupné skluzu. Pro § — 0 dostavame
aproximaci dokonalého skluzu a pro # — 1 mame aproximaci zadného skluzu.

Definice 1.3.1 (Klasické feSeni pocateéni a okrajové tlohy). Necht v > 0, >
0,8 >0a#6 € [0,1] jsou ddny (pevné, ale libovolné) a oblast Q C R? je omezena.
Necht w : (0,7) — R3 je dand vektorova funkce ¢asové proménné. Bud vq : Q —
R3 dand hladka funkce. Rekneme, 7ze (v,p) : (0,T) x Q — R* fesi pocatecni a
okrajovou tlohu (P) v klasickém smyslu, pokud

o (v,p) jsou dostatec¢né hladké v [0,T) x Q,
« rovnice ([1.3)) jsou splnény bodové v (0,7") x €,
» pocatecni podminka ([1.4)) plati v €2,

« okrajové podminky (1.5 a (1.6)) jsou splnény v (0,7") x 0fQ.

Tvrzeni 1.3.1 (Energeticka bilance). Necht w = 0 v (0,T) a (v,p) je klasické
resent ulohy (P) ve smyslu predchdzejici definice. Pak plati:

1. Je-li 0 =0 nebo 0 = 1, pak pro kazdét € (0,T):
E(t) = |lv(t)llz0tv /Ot I(Dxv+(Dxv)")(5)[3.0ds = [Ivollzq = Eo. (1.11)
2. Je-li 6 € (0,1), pak pro kazdé t € (0,T]:
E@)+ 2 [0 [ v ) Boods + 81v, oo = Fo (112

Diikaz. Nejdiive vynasobime rovnici ([I.1a]) skalarné s v. S vyuzitim div (Sv) =
v-divS + S - Dyv dostaneme

1

5(8t|v|2 +v-V|v[*) =div(Sv) + S - Dyv = —v - Vp.

Vyuzijeme-li rovnici ((1.1b)), tak dostaneme (po vynésobeni 2)
Ov|? + div (([v]* + 2p)v) — 2div (Sv) + 2S - Dyv = 0.

Nyni tyto rovnice zintegrujeme pies €2 a vyuzijeme Gaussovu vétu ([, divgdx =
S50 8-1ndS). S pouzitim véty o zaméné derivace a integralu zavislém na parametru
dostavame

(i/Q|V(t’)|2dx+/89(|v|2+2p)<vn)dS_Q/agsvndS‘i’Q/QSvad)zlzlzi



Nyni vyuzijeme symetrie S a identity
Sv-n=Sn-v=(Sn), + (Sn-n)n = (Sn),-v,+ (Sn-n)(v-n)

(normalovy vektor je kolmy na vektory v te¢né nadroving). Protoze v-n = 0 dle

(1.5), tak (1.13)) vede ke vztahu
dt/ [v(t.-)] dx—2/ (Sn), deSJr/ S (Dxv + (Dxv)")dx = 0. (1.14)
Nyni pouzijeme (1.2) a (1.6). Je-li @ =0, pak Sn, = 0, pokud § =1 a (vq). = 0

na 092 (viz podminka (1.7))), pak (1.9) dava v, = 0. V obou piipadech hraniéni
¢len v posledni identité vymizi a tak

dt/ [v(t,)]2dx + 1// |Dyv + (Dyv) T P dx = 0,
coz po integraci pres cas od 0 do t dava, s vyuzitim (1.5]), prvni ¢ast tvrzeni (1.11)).

Je-li 0 € (0,1), tak (L.6) (s w = 0) implikuje —(Sn), = & (av, + B0;v,), coz
po dosazeni do (|1.14)) a uvahach vyuzitych vyse dava

— dx t,-)]*d
= vt ) Pax+ 7= [ et fas
200 T2
g et dS+z// IDyv + (Dyv)2dx = 0,
coz implikuje (|1.12)). Tvrzeni je tedy dokazano. O]

Ackoliv v nasledujicich sekcich budeme nadale pracovat s hladkymi funkcemi,
tak vidime, ze pro danou ulohu jsou prirozené prostory, kde

sup ]V(t x)[?dx < oo / / [(Dyv)(t,x) 4+ (Dxv) " (¢, x)|2dxdt < oo

t€[0,T]

a sup [v.(t,x)|*dS < oo.
t€[0,T] /02

1.4 Zjednodusena geometrie

V této praci se zamérime na studium vyse uvedené tlohy ve specidlni geo-
metrii. Budeme vysetrovat proudéni mezi dvéma rovnobéznymi deskami, pricemz
budeme rozlisovat dvé ulohy.

Prvnim pripadem je rovinné Couettovo proudéni, kdy je tlak p konstantni a
spodni deska je v klidu a horni deska generujici proudéni se pohybuje rychlosti
w = w(t). Druhy pripad predstavuje Poiseuilleovo proudéni, kdy obé desky jsou
v klidu a proudéni je dano predepsanym tlakovym gradientem.

Jako nasi geometrii zvolime dvé rovnobézné nepropustné nekoneéné desky
vzdélené o h popsané mnozinami {(z,y,z) € R*,y = h} a {(z,y,2) € R* y = 0}.
Nase oblast 2 méa tedy tvar R x (0,h) x R.

Budeme predpokladat, ze vektor rychlosti v bude mit pouze jednu slozku

nenulovou:
v(t,x) = (u(t,y),0,0). (1.15)
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w = (w, 0, 0)

h - ., v=(u,0,0)

Obrazek 1.1: Tlustrace volby souradnicovych os u proudéni mezi dvéma rovnobéznymi deskami.
Dvé rovnobézné desky jsou vzdalené o h, pricemz u Couettova proudéni se horni pohybuje
rychlosti w = (w, 0,0), coz zpusobuje proudéni tekutiny o rychlosti v, které pak hleddme ve
specidlnim tvaru v = (u, 0,0); tlak je konstantni. U Poiseuilleova proudéni je w = 0 a proudéni
je generovano tlakovym spadem.

Vektor rychlosti v tomto tvaru automaticky spliuje (1.1b)) a (1.5). Dosadime-li
(1.15) do (1.3) a pouzijeme-li vySe zminéné predpoklady, pak dostavame

Owu(t,y) — voyu(t,y) = —0zp, 0= —0,p, 0= —0,p. (1.16)

Odsud plyne, Ze funkce p nemuze zaviset na y a z. Tedy leva strana prvni rovnice
v (|1.16)) zavisi pouze na t a y a prava strana na t a x, z ¢ehoz vyplyva, ze

p(t,x) = g(t)z + h(t). (1.17)

Pro Couettovo proudéni dle jeho definice plati Vp = 0 a systém ((1.16)) se redukuje
na skaldrni rovnici
Ou — voyu = 0.

O vektoru rychlosti hranice w budeme predpokladat, ze je roven
w(t) = (w(t),0,0).

Déle se podivame, jak se zméni okrajovd podminka (1.6) v nasi geometrii.
Upravou Sn dostaneme okrajovou podminku pro funkci u. S postupnym pouzitim

@3 » @19

20,V OpVy + O0yvy 0.V, + 0V, 0

Sn =v|0,v, + v, 20,v, 0.vy + 0yV. 1
0.Vy + 0,v, 0,vy +0yv, 20,v, 0
OpVy + 0yv, dyu(t,y)
=y 20,v, =y 0
Oyv, + 0.V, 0

Pro spodni desku musime uvazovat normélovy vektor (0, —1,0), coz se projevi
opacnym znaménkem, pricemz pro spodni desku budeme uvazovat pouze statické
okrajové podminky, tj. = 0. Vysledny vektor je zfejmé kolmy na normélovy



vektor a jedna se tedy o tec¢ny vektor. Okrajovd podminka na horni desce mé
tvar

O(a(u —w) + o (u —w)) + (1 — O)rd,u =0, (1.18)

zatimco na spodni desce dostavame
fo(u —w) — (1 —0)ro,u = 0. (1.19)

Podivejme se na energetickou bilanci (analog Tvrzeni [1.3.1)) v nasi geomet-
rii. Poznamenejme, Ze sice formalné muzeme dosadit do energetickych rovnosti

(1.11)) a (1.12), ale tento postup neni tplné v poradku, nebot v Tvrzeni byla

uvazovana oblast omezenda. Zde studujeme proudéni v neomezené oblasti. Pred-
poklady na geometrii a tvar feseni vSak nakonec prevedou redukovanou tlohu na
omezeny interval. Dalsi vyznamny rozdil oproti Tvrzeni spoc¢iva v zahrnuti
funkei g = ¢g(t) a w = w(t) do energetické bilance.

Nejdiive vSak zadefinujme funkei w, : (0,7) x (0,h) — R predpisem

1
we(t>y) = Ew@)y
Pak ziejmé w,(t,0) = 0 a w.(t, h) = w(t) a w, je tak definovana na celé oblasti a
splnuje predepsané pohyby obou desek.

Tvrzeni 1.4.1. Nechl pro dané hladké funkce uy : (0,h) = Riw: (0,7) > R, g :
(0,7) - R,v > 0 jeu: (0,T) x (0,h) — R dostatecné hladkd funkce bodové
splnugici rovnici

Oru — voyu = —g(t) (1.20)

s pocatecni podminkou
w(0,y) = uo(y) y€Q (1.21)

a okrajovymi podminkamsi

On(con(u — w) + Brop(u —w)) + (1 — Op)vo,u =0, y=h,te(0,T),

1.22
Goovou — (1 — Op)voy,u =0, y=0,te(0,7). (122)

Pak plati:

1. Je-li 0y = 0 nebo 0y =1 a 0, = 0 nebo 0, = 1, pak pro kazdé t € (0,T]:

t h
E(t) =E, — V/O /0 Oywe0y(u — w,)dydr

U (1.23)
— [ [ @+ g(0)) (= wodyar,

kde



2. Necht 6y,0, € (0,1)

. Oznacme ky,
€ (0,77:

On
i, @ ko

12090' Pak pro kazZdé

¢
t) + / knou, (u(T, h) — we(7, h))* + koagu? (7, 0)dr
0

1 9 t rh
+5knBh (u(t, h) —we(t, h))” = Ey — V/o /0 Dywed,(u — we)dydr (1.24)

t rh
[ @+ g(0)(w = w.)dydr.
kde E(t) a Ey jsou stejné jako v (1.23]).

Vsimnéme si, Ze ¢len fi [ 0,w.0,(u — w.)dydr = 0, pokud u = w, pro y = 0
a y = h. To plyne ze skutecnosti, ze 0,w, = %w(t) nezavisi na y a mizeme pouzit
Newtontv vzorecek a hrani¢ni podminky:.

Diikaz. Nasobme rovnici (|1.20) funkci v — w,. Dostdvame

Oru(u — we) + 0y (Yoyu(u — we)) + voyudy(u — w,.) = —g(t)(u — we).
Odsud

DN | —

Oi(u — we)? + |0, (u — we) > + 9, (vo,u(u — w,))
—v(Oywe )0y (u — we) —
Integraci pres y od 0 do h dostaneme

Oywe(u — w,) — g(t) (v — we).

h
dt/ dy—i—u/ 10y (u — we)|*dy — [vdyu(u — we)];
= —V/O Oywe0y(u — we)dy — /0 (Oywe + g)(u — we)dy.

Je-li nyni 6y = 6, = 0 nebo 6, = 0, = 1, tak pfirtstek [vd,u(u — we)]g =0a
integraci pres ¢as dostaneme ([1.23)).

Jsou-li 0,0, € (0,1), tak z (1.22) vyjadiime —vOu proy = 0ay = h a

dosadime do vyse uvedené rovnice. Dostaneme

dt/ dy+y/ |0y u—we)| dy + kpag (u(t,h) —

we(t, h))?
+l€hbh§t(u(t, h) —

we(t, h))* + koaou?(t, 0)
h h

2
—1//0 Oywedy(u — we)dy — /0 (Opwe + g)(u — we)dy~.

Integraci pres cas dostavame ((1.24). Dukaz je hotov.

1.5 Stacionarni reseni

Stacionarni feSeni je Teseni, které nezavisi na case. V této casti se podivame na

feseni stacionarni tlohy pro Couettovo a Poisseuilleovo proudéni. Rovnice (|1.16|)
ma tvar

—v0yu = —g, (1.25)
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Hodnota 6, ‘ Hodnota 6, ‘ Hodnota a ‘ Hodnota b ‘ Rychlostni profil

0o =0 0, € (0,1) a=0 b=w u=w
Opapw Opapw
0o = 1 0ne(0,1) |a=gaistizow | =0 | u=gaittizanwy

Oy =1 0, =1 a=73 b=0 u= 3y

Tabulka 1.1: V této tabulce jsou ukézany TeSeni staciondrni tlohy Couettova proudéni pro
nékteré specidlni hodnoty parametru 6y a 6.

kde g je konstanta a jeji obecné Teseni dava parabolicky rychlostni profil, tj.
u(y) = %yz +ay + b, (1.26)

kde a, b jsou konstanty, které uré¢ime z okrajovych podminek. Okrajové podminky
budeme predpokladat ve tvaru

Orap(u —w) 4+ (1 — 0,)vd,u =0 na horni desce, (1.27a)
Goovou — (1 — 0p)vOyu = 0 na spodni desce. (1.27b)

Pro Couettovo proudéni plati g = 0. Rychlostni profil je tedy linearni (viz
(1.26)) a po dosazeni do (|1.27)) dostavdme soustavu 2 rovnic o 2 neznamych a 7
parametrech:

Oran(ah +b—w)+ (1 —0p)va=0
QoOéob - (]_ - Qo)Va, =0
Jeji Teseni ma tvar
(ghOéh’LU
" G (h+ 92y 4 (1= 0p)v

oo
(1 — 90) Ohah
Ooco Opay (h+ U2) 4 (1= 6,)v

Boco

(1.28)
b=

Pro Poisseuilleovo proudéni plati, ze w = 0 a soustava rovnic (1.27) ma tedy
podobu

Qhah(%hz Fah+b)+(1— eh)y(% ta)=0
Ooapb — (1 — bp)va = 0.
Reseni této soustavy ma podobu
Bocv ( Opanh® — gh(l — 90))
vOnan(hboao + (1 — 0o)v) + (1 — 0)v(1 — 6y)’
B (1= 6o) (—Onangh? — gh(1 — fo))
Onan(hboag + (1 — Op)v) + (1 — 0,)v(1 — 6p)

(1.29)

Hodnota 6, ‘ Hodnota 6, ‘ Hodnota a ‘ Hodnota b ‘ Rychlostni profil
O =1 ‘ 0, =1 ‘ a=—9 ‘ b=0 ‘ u=2Lyly—h)

2v

Tabulka 1.2: Tato tabulka obsahuje stacionarni feSeni Poisseuilleova proudéni pro hodnoty
parametru 6, a 6, které dale pouzijeme.
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Reseni pro hodnoty parametrii 6, a 6y, které budeme v dalsi kapitole potie-
bovat, jsou ukizana v tabulce pro Couettovo proudéni a v tabulce pro
Poisseuilleovo proudéni.
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2. Proudéni mezi dvéma
rovnobéznymi deskami

Tato kapitola obsahuje ¢tyri vyresené priklady. TTi jsou vénovany Couettovu
proudéni a jeden Poisseuilleovu proudéni. U vsech prikladi predpokladame po-
¢atecni podminku (1.4) s vo = 0 v €, coZ vede na podminku

u(0,y) =0 proy € (0,h). (2.1)

2.1 Uvodni Gvahy

Nejdiive si shrime nasi ulohu. Hledame hladkou funkei u(t,y) : (0,7) x R —
R, splnujici rovnici
Ou—voyu=—g v (0,T)x(0,h), (2.2)
s pocatecni podminkou u(0,y) = 0 v (0, h) a okrajovymi podminkami
O(an(u(t,h) —w(t)) + Broi(u(t,h) —w(t))) + (1 — O)vo,u(t,h) =0, te (0,1),
Oagu(t,0) + (1 — O)ro,u(t,0) =0, te (0,7),
kde g(t) : (0,T) — R,w(t) : (0,T) — R jsou dané funkeda h, T,v > 0, ap, ag >

0,5, > 0,0 € [0, 1] jsou dané konstanty.
Uvazujme nyni ulohu, kde w(t) = 0:

Ou — vOyu=—g v (0,T) x(0,h), (2.3a
(

)
u(0,y) =0, Vye€(0,h), 2.3b)
On(anu(t, h) + Browu(t, h)) + (1 — 0, )vo,u(t,h) =0, Vte (0,7), (2.3¢)
Gocvou(t,0) — (1 — Og)voyu(t,0) =0, Vte (0,T) (2.3d)

a hledejme Teseni ve tvaru u(t,y) = c(t)v(y). Rovnice ma pak tvar
¢(t)oly) — vel®" (y) = —g(t). (2.4)

Okrajova podminka implikuje

On(anc(t)v(h) + Brd (t)v(h)) = —(1 — Oy)ve(t)v'(h). (2.5)

Pro jednoduchost uvazujme 6, € (0, 1), zatimco na spodni desce uvazujme 6y = 0
nebo #y = 1, coz odpovida i pozdéji studovanym pifpadim. Z tak dosté-
vame

0p=0 = 0'(0)=0 mnebo =1 = v(0) =0. (2.6)
Nyni vynasobime funkci v, integrujeme pies y od 0 do h, pouZijeme integraci
per partes, vyuzijeme a a dostaneme

/ h 2 Bheh
/0| [ o+ 2%

a0,

h
20| +el0) v [ a2

. (2.7)
= — [ g®iy)dy =: ().

Pro Couettovo proudéni g(t) = 0, pro Poisseuilleovo proudéni w(t) = 0.
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Pokud by funkce v splnovala podminku

v [eeran e 2o =a ([N 2%0) e

kde A > 0, tak se (2.7) redukuje na obycejnou diferencialni rovnici
d(t) + Ac(t) = z(t) s c(0) =0, (2.9)

kde po¢atecni podminka plyne z (2.3b). Uloha (2.8)) nés vede na tilohu na vlastni
¢isla, pricemz se jako prirozend jevi integralni formulace: nalézt A; > 0 a w;,
1=1,2,..., tak, ze

o [ eithet + o) = 3 [ et + o))

pro vSechna ¢ : (0, h) — R hladké. Nalezeni {w; }ien a {\; }ien se budeme vénovat
v dalsich ¢astech podrobnéji ve ¢tytech konkrétnich situacich. Budeme pak teSeni
psét ve tvaru nekonecné fady Y52, ¢;(t)w;(t), aniz bychom blize specifikovali kon-
vergenci téchto fad. Reseni lze také hledat ve tvaru konetné sumy SN, ¢;(t)w;(t),
které je také vyuzivano v ilustrativnich simulacich a které chdpeme jako konec-
nérozmérnou aproximaci hledaného reseni.

2.2 Couettovo proudéni se statickymi okrajo-
vymi podminkami

Zactneme jednoduchym pripadem Couettova proudéni se statickymi okrajo-
vymi podminkami. Spodni deska ztstava v klidu a horni se pohybuje rychlosti
ws(t) = min{%,1},0 < § < 1. Jako okrajové podminky budeme predpokladat, Ze
nedochazi ke skluzu a tedy

u(t,0)=0 v (0,7), (2.10a)
u(t,h) =ws v (0,7). (2.10Db)

Vidime, Ze pro t > § se horni deska pohybuje s konstantni rychlosti u(t,h) = 1
a ocekavame, ze nalezené feseni bude pro t — oo konvergovat ke stacionarnimu
feseni u(y) = #. V této ¢asti se pokusime vyjasnit, jak pracovat s nehomogenni

Dirichletovou podminkou ([2.10b]).
ReSeni budeme hledat ve tvaru

u=u+U
kde 0
w
Ult,y) = 6h y.

Rovnice (2.2) mé po dosazeni podobu

/
- - Wg
Ot — VOt = ——=

Py (2.11)
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Jak jiz bylo Teceno v casti , feSeni budeme hledat ve tvaru u(t,y) =
S0, ci(t)ug(t). Oznacme {u;}52, bazi prostoru W = C?((0, h))Ne([0, h]) spliujict

—ul(y) = Mui(y), y € (0,h), (2.12a)
wi(0) =0, (2.12b)
wi(h) =0 (2.12¢)

) )

|
S—
>
—
[\
—
[\}
(oW

(wi, u; vu d = 0;j.

Z (2.12a) a (2.12b)) dostéavame
w;i(y) = A;sin(\y), (2.13)

pri¢emz bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze A;, \; > 0. Z (2.12d])
plyne
Aisin(0h) = 0 —> sin(Ah) =0 — A € {kZ} . (2.14)

keZ
Koeficient A; mtzeme vypocitat z (2.12d)):

h | . |
L= [0 A2 co )y = vA? VR —|—48/1\n(2h)\2)
’ %

1 2
= —vAZN’h A= | ——
Vi = \| vz

Integralni verze (12.2)) byla jiz odvozena v sekci viz (2.7). V tomto pripadé
ale misto (2.2)) mame (2.11)) a integralni rovnice ma tedy tvar

(2.15)

/

h & / Rl /o1 h W
/ Z CUiu; + VZciuiujdy = —/ Iyujdy
0 =1 i=1 0
oo h oo h hw)
Zcé/ wuidy + Zcz/ l/u;u;-dy = —/ —yu;dy
i=1 V0 =1 Y0 o h

Prostiedni integrél je definice skaldrniho soucinu (2.12d|) a proto je roven 9;;. K
upravé prvniho integralu pouzijeme (2.12¢|), (2.12b]) a per partes:

1 h 1
/ uudy = —/ wujdy = Y ([u;u]]g —/0 uéu}dy) = E@-j.

Z K

Integral na pravé strané rovnice upravime podobnym zptsobem:

!/

" w5 _ W h "

/

hA3

(’w (h) = ’<(h) +15(0) = 575 (i (h) +15(0) — wj(h)

h/\J

Dostédvame tedy nésledujici diferencidlni rovnici pro c;:

/
/

1
WC]-—FCJ' h}\Q(

Ai (es()e¥) = 3 Aj (hu (h) + ) (0) — uy(h))eN*

hu's(h) + uj(0) — uj(h))
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Tuto rovnici mizeme jednoduse vyTtesit

2tV Lo Nur
e;t) = e 2 (i (h) + ) (0) — ) () /0 wheXTdr
“2uV 1 A2ut
=e E(hu;(h) +u3(0) — u;-(h))é/\%(e 1) t<o,

D

—
~

N—
|

5 ¢
= e‘Ai”t%(hu;(h) + u(0) — uj(h)) </0 whe T +/5 wgeAi”TdT>

eV, 1 2,
= Y () 4+ (0) = () oy (7 1) 125

uj(0) = wj(h)) gz (X = Duily),  t € (0,9),
wj(0) = i (h) sy (X0 = Dwily), ¢t € [6,00).
(2.16)
Toto feseni zfejmé konverguje k nulovému teseni, tedy « 2o g = 0.
Nalezli jsme tedy funkci @ takovou, Ze @ + U Tesi nasi rovnici se zvolenymi
okrajovymi podminkami.

2.3 Couettovo proudéni s dynamickymi okrajo-
vymi podminkami I

Nyni budeme oproti predchazejici kapitole predpokladat dynamické okrajové
podminky. Priklad, ktery je nize vytesen, byl jiz ¢dstecné vyresen v (Maringoval,
2019, kapitola 2, s. 23-28). My ale uvazujeme obecnéjsi okrajovou podminku
na horni desce (ptivodni text neobsahuje parametr #) a obecnou viskozitu (v
ptuvodnim textu je v = 1) a pouzijeme jiny skalarni soudin.

Stejné jako v predchozim prikladu predpokladejme, Ze se horni deska pohybuje
rychlosti ws = min{1, £},4 > 0.

Na horni desce budeme predpokladat obecnou okrajovou podminku

O(o(u — ws) + PO (u —ws)) + (1 —O)vdyu=0 v (0,7) x (0, h),

pricemz budeme predpoklddat, ze § € (0,1). Na spodni desce budeme uvazovat
pripad, kdy nedochézi ke skluzu a tedy

w=0 v (0,T)x (0,h).

Cely nas systém je tedy mozné formulovat nasledujicim zptsobem:

0w — vOyu = 0, v (0,T7) x (0,h), (2.17a)

u(0,y) = 0, v (0, h), (2.17b)

u(t,0) =0, v (0,7), (2.17¢)

O(a(u — ws) + PO (u — ws)) + (1 — §)rd,u =0, v (0,7) x {h}. (2.17d)
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Pokusime se najit fesen{ (2.17a]) ve tvaru fady na prostoru W = C?((0,h)) N
C([0, h]). Ozna¢me {u;}3°, bazi tohoto prostoru spliujici

—vu, = v\, € (0,h), (2.18a)

Oau;(h) + v(1 — O)uj(h) = )\2951%( ) (2.18b)

u;(0) = (2.18¢)

(Ui, uj)y = /Oh vOyu;Oyu;dy + 19_069 i(h)uj(h) = Vi,j € N, (2.18d)

Z (2.18a) a (2.18¢) plyne, ze
u;(y) = A;sin(\y), (2.19)
pricemz bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze A;, \; > 0. Z (2.18b)

a dostavame
OaA;sin(\h) + v(1 — 0) A\ cos(\ih) = A0S A; sin(\;h)
O(a — BAT) sin(Ah) = —v(1 — )\ cos(Ash),
coz muzeme spolu s vyuzit k tomu, ze spocitame koeficient A;:

(2.20)

h
(ug, uz) = Af/ vA? cos(\y)dy + 19_05914% sin?(\;h)

in( )\ a1 6a
= Af/\fl/§ [ + sin( Zy))\(?os( Zy)] + T GA? sin®(\;h)

212 0O6-0) 2 Aih
_ AT N v (h—i— v(I=0)X; (A:h) + fa A? sin?(\;h) (2.21)

2 Yy 1—-0 "

_ MNvh  0(N28 + a)sin®(\h)
S 2 2(1 —6)

[NIES

2 2 VA
. Ai:</\iyh O(N; B + ) sin ()\Zh)>

2 21— 0)
Integréln{ verze rovnice ([2.174)) jiz byla odvozena v ¢asti[2.1] viz (2.7)). Oproti

odvozeni v Casti ale uvazujeme pohybujici se horni desku, coz se projevi na
pravé strané rovnice.

;c; < / uiujdy—l—le_ﬁeui(h)uj(h))
0

+ il it (/h vuu dy + &uﬂh)w(h}) = m(aw(;(t) + Bwi(t))u;(h).

(2.22)

Druhy integral v rovnici ([2.22]) neni nic jiného nez definice skalarniho soucinu

(2.18d) a proto je roven ¢;;. Prvni integral upravime pomoci (2.18af), (2.18b)) a
per partes.

n 9 1 9

/0 wiu;dy + Fﬁguz(h)u](h) = —)\?/ w;ujdy + . —BG i(h)u;(h)
1 1 rh 0

= () + 5, / iy + <2 () 1)

1 rh O 1
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Po dosazeni dostavame diferencialni rovnici

(1) + 65 (1) = g us(r) + ek )y ()

g by 2.23
1 A2t/ 0 vt ( . )
12, (€ (0eN) = T (aws(t) + Buj(t) u;(R)e ™,
J
jejiz teseni ma nasledujici podobu:
v 22y OéT—{—B 2m_
c;(t) = muj(h))\?e A t/o 5 eNvTdr
—\2v -2y
_ Ot (g Zooe T S e
(1—-6) Nv
_ Ou(h) N
= =05 (at—(a—ﬁ)\ju)_)\?l/ prot <9
0 2 2
ci(t) = ﬁw(h)k?e_’\f”t (/ m—; b iTdr +/ ae J”Td7'>
- 0
_ Oui(h) ey A2v6 QO NN et — N
— (1_9>5e ade™i”’ + (B — )\zy)(e 1) +aé "y
= Lu(h) (a + (BA3v — Oz)e_’\?”tw) prot >4
1—-6" J A5vo -
(2.24)
Nyni uz mizeme napsat vysledné feseni:
—22ut
1y = | R (et O == uiut) e€ 0.0
ut,y) = ~ A2u(—t)_ ~A2ut
=) i (a + (= )L wuily) ¢ e 5, 00).
(2.25)

Podivejme se na chovani feSeni pro y = h a 6 — 07. Z (2.20)) dostdvame

31— 0)*\?
A= 07 + (N — )

sin®(\;h) =

Spolu s predplsem pro bazi ( - - limitou limgs_,o+ € /\2 5 = 1 a vzorcem
pro reseni ) dostdvame
— 0 2 —A2ut\ | 2
u(t, h) = Dy (a+ BNV — @)™ ) u2(h)
_ i 6 20202(1 — 0)* 4 207 (BN} — a)?
B 1= 0Xhv(ArA(1—0)2 4+ 02(BAF — )?) + 0\ 8 + a)v?(1 — 0) A7
31— 0)2\2
ANy(1—60)2 4 02(BA? — «a)?

B i 20v(1 —0)
2 h(A2(1 = 0)2 + 02(BAF — a)?) + (N6 + a)v(l —6)

=1

(a+ (BA2V — a)e N7,

(a+ (BN — a)e vt

(2.26)
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Tento vzorec je pro 6 = % a v = 1 totozny se vzorcem v Maringovd| (2019).

Na zavér se podivame na konvergenci naseho feseni k feSeni stacionarnimu.
Oznacme si proto funkei u(y) = Ay, kde A je konstanta. V nasi bazi ji mizeme
vyjadrit jako u(y) = Y30, Gu,(y). Ke spocitani koeficientu vyuzijeme toho, ze
(W, u;) = ¢. S pouzitim definice skalarniho soucinu tedy dostavame

h
¢ = / vAA;N; cos(Ay)dy + leaAhAi sin(Aih) = wi(h)A <10ah€ * V) '
0 - -

Pro urceni konstanty A se podivame na rozdil naseho a stacionarniho reseni pro
t — o0.

o0

ultan) =) = 3lest) = @) > 3 (255 = 4 ({2 )ty

=1

Vidime tedy, Ze rozdil pujde k nule pro A = Woﬁ—e) a tedy u(t,y) — u(y) =
Woﬁ—e)y' Toto stacionarni feseni mtzeme nalézt i v tabulce .

2.3.1 Simulace

V této sekci provedeme nékolik simulaci chovani na horni desce, pricemz bu-
deme uvazovat v = 1, 6 = % a h = m. Nejdrive se ale podivame na rozlozeni
vlastnich ¢isel. Definujme si pro kazdé ¢ pomocnou funkei f; : [0, 2{] — R nésle-

dujicim predpisem:

fily) = (a -3 <y + 222>2> sin(yh) + <y + zQD cos(yh). (2.27)

Takto definované funkce jsou spojité a plati pro né, ze lim, ,o+ fo(y) = 0,
fi(F) = —=(2i41)% < 0a f;(3) = fi11(0) = (i+1)2F > 0. Tedy pro kazdy interval
(22—“ (1 +1)27) platl ze existuji alespon 2 feseni rovnice f;(y) = 0. Zaroven z

21

fily) =0 <= cot(yh) =p <y+ih> _

[0
- 2T
y‘i‘lf

dostavame, ze feseni mohou byt nejvyse dvé, protoze funkce na pravé strané
je rostouci a kotangens je klesajici na (0,7) a (7, 2”) Celkem tedy pro kazdé
piirozené i existuje praveé jedno A; € ((i — 1)7,4% ), které splituje (2

7, tvaru Teseni plyne, Ze nejvétsi vliv na reSeni maji nejmensi vlastni
¢isla, tedy ta s malym indexem ¢. V numerickych simulacich proto budeme po-
¢itat pouze prvnich 10 vlastnich ¢isel a ¢leny prislusné ostatnim vlastnim ¢islim
zanedbame.

Nyni se uz mizeme podivat na numerické simulace. Nejdrive uvedeme prvnich
deset vypocitanych vlastnich ¢isel \; (¢isla budou ufiznuta, ne zaokrouhlena) a
poté ukdzeme grafy pro 1 — u(t, h), coz odpovida ws(t) — u(t, h) pro 6 — 0%,

Na obréazku studujeme chovani pro kratké casy, konecény cas T je proto
roven 1. V prvni simulaci jsme volili a = 1 a § = 4. Prvnich deset vlastnich ¢isel
A; je priblizné rovno

{0,5;1.089; 2,041; 3,026; 4,020; 5,016; 6,013; 7,011; 8,009; 9,008} .
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rychlost skluzu, 1 -u(t, h)
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Obréazek 2.1: Srovnani rychlosti skluzu 1 — u(t, h) pro rizné hodnoty a a . Teckovand ¢ara
predstavuje («, 8) = (1,4), plna ¢ara (o, 8) = (10;0,5) (dva pifklady dynamického skluzu) a
¢arkovana Cara reprezentuje (o, 8) = (10,0) (Navierav skluz).

Pro druhou simulaci jsme zvolili « = 10 a § = 5. Vypocet prvnich deseti vlastnich
c¢isel dopadl takto:
{0,967; 1,926; 2,856; 3,720; 4,493; 5,293; 6,189; 7,137, 8,108; 9,089 }.

V poslednim pripadé bylo a nastaveno na 10 a 8 na 0, coz odpovida Navierovu
skluzu. Prvnich deset vlastnich ¢isel:

{0,969; 1,939; 2,909; 3,882; 4,856; 5,831; 6,809; 7,789; 8,770; 9,753 }.

Druhé simulace ukazuje vliv # na skluz a konvergenci. Hodnota parametru
a byla zvolena jako 30. V obrazku je vidét porovnani grafia 1 — wu(t, h) pro
B € {5,30,150} a staciondrniho feseni u(h) = azflu‘ Prvnich 10 vypocitanych
vlastnich ¢isel je priblizné rovno:
{0,987;1,944; 2,461; 3,057; 4,025; 5,016; 6,012; 7,010; 8,008, 9,007} pro 8= 5,
{0,929; 1,073; 2,007; 3,003; 4,002; 5,002; 6,001; 7,001; 8,001,9,001} pro 8= 30,
{0,447; 1,002; 2,001; 3,000; 4,000; 5,000; 6,000; 7,000; 8,000, 9,000} pro 5= 30.

2.4 Couettovo proudéni s dynamickymi okrajo-
vymi podminkami II
Nyni budeme misto podminky v = 0 na spodni desce uvazovat podminku

(Sn), = 0, tedy pripad, kdy tekutina po desce volné klouze. Pomoci funkce u
pak mizeme cely systém formulovat néasledujicim zptisobem:

Ou—vOyu=0 v (0,7)x (0,h), (2.28a)

u(0,y) =0 v (0,h), (2.28Db)

0,u(t,0) =0 v (0,T), (2.28¢)

O(c(u — ws) + PO (u —ws)) + (1 = O)vdyu=0 v (0,T) x {h}. (2.28d)
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Obrézek 2.2: Srovnédn{ rychlosti skluzu 1 — u(¢, h) pro fixn{ hodnotu @ = 30 a rizné hodnoty 3.
Carkovand ¢ara predstavuje 8 = 5, plna ¢dra 8 = 30 a teckovand Cara reprezentuje 5 = 150.

Jako prostor budeme volit W = C?(0,h) N C([0, h]) se skaldrnim soucinem
(1, v5) = Ji vy v10,vody + L1 (h)va(h). Oznacme {u;}3°, bazi W splitujici

—vul = vAlu,, v (0,h) (2.29a
(

h O

Z (2.294) a (2.29¢) plyne, ze

U; = Bz COS(/\iy).
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze B;, \; > 0. Z (2.29b)) plyne
O(a — BAF) cos(Ah) = \v(1 — 0) sin(\;h). (2.30)

Analogicky jako v (2.21) pouzitim definice skaldrniho soucinu a ([2.29d)) do-

stavame

Nvh o O(a + BA?) cos*(A\:h)
(5 )

h 0
(us, u;) = B? (/ vA? sin?(\y)dy + 1 ae cos2()\?h)>
0

— B2

)

(2.31)

[ I

Nvh Qo+ BA2) cos2()\ih)>

:>&:<2 2(1 - 0)

Integralni verze (2.284a)) jiz byla odvozena v ¢asti Uvodni Gvahy. Podobné
jako v pfredchozim ptikladé je jedinym rozdilem pohyb horni desky. Vysledna
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rovnice ma proto podobu
el (  wa + 12 g0
00 h 0 0
+ Z ci(t) (/0 vujudy + 1_aeui(h)uj(h)> = m(@wé(t) + Bwg(t))u;(h).

Dalsi vypocet je stejny jako v predchazejicim pripadé a proto ho pouze slovné
popiseme. Vhodnou upravou integraltt dostaneme diferencialni rovnici pro koefi-
cienty c¢;

= (i)™ = &(O&Ua(t) + Buj(t))u;(h)e™, (2.32)

jejiz Teseni ma nasledujici podobu:

_ Ouy(h) ) eVt —
c;i(t) = 1—6) (at—(a—ﬁ)\ju)_)\gy prot <d
; s (2.33)
2 Y
¢j(t) = 75wl (a + (BAY — a)e™ t/\?WS) prot >4
Nyni uz mizeme napsat vyslednou podobu fesSeni:
—A2ut
oy | TR (at+ (33— = whuty) 1€ (0,0)
U 7y = 21/
=112 (0 (0N — )W EE ) w(huy) 1 e [5,00)
(2.34)

Stejné jako v minulé sekci se podivame na chovani feseni na horni desce. Necht
tedy y=had — 07. Z (2.30) dostdavame

A22(1 — 6)2
(= pAZ? + A2 (1 - 0)*

cos*(\h) = 7

Vyuzijeme-li tento vztah spolu s (2.31]) ve vzorci pro nase teseni (2.34]), pak
nam vyjde

u(t,h) = P (a + (BN2v — a)e’)‘?”t) u3(h)

7 3

_ i 20%(a — A2)2 4+ 2X\202(1 — 0)?
NV (02 (o — BAE)? + A202(1 — 0)2) + 0(a + BAD)NI2(1 — 0)
AN22(1—6)
02(c — BA2)2 + A2v2(1 — 6)?
& 200(1 — 0)
N ; R(A202(1 — 0)2 + 62(BA2 — )?) + (N33 + a)v(1 — 6)

(a + (BAv — a)e”\zz”t) :

7 (oz + (BA2v — oz)e_)‘?”t)

(2.35)
Tento vzorec je totozny s (12.26)).
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Na zavér se podivame na konvergenci ke stacionarnimu feseni. Definujme si
konstantni funkci © = A, A € R. Tuto funkci mizeme v nasi bazi vyjadrit jako
u = >3, Gu;(y). Pro urceni koeficient vyuzijeme definici skaldrntho soucinu:

Konstantu A ur¢ime tim, ze se podivame na chovani rozdilu u(t,y) — @(y) pro
t — o0:

B s o 0 o o
ulto) =) = 3leie) = @) 3 (2 gulh) = 7 ) )
i=1 i=1

Rozdil tedy jde k nule, pokud A = 1. Nase Teseni tedy konverguje ke stacionar-
nimu feSeni u(y) = 1. Toto staciondrni feseni odpovida staciondrnimu feseni z

tabulky [I.1]

2.4.1 Simulace

Tato ¢ast bude velmi podobnéd minulé sekci o numerické simulaci. I zde nés
bude zajimat vliv parametri a a [ na chovani tekutiny na horni desce. Pro
porovnani vlivu podminky na spodni desce na proudéni budeme uvazovat stejné
hodnoty parametri, jako v minulé simulaci. Nechf tedy v =1, 0 = % ah=m.

Znovu se nejprve podivejme na rozlozeni vlastnich ¢isel A;. Definujme pomocné
funkee f; : [0, 2%] — R piedpisem

fily) = (5 (y + 22]?)2 — a) cos(yh) + (y + 22}?) sin(yh).

Tyto funkce jsou zfejmé spojité a spliuji, ze fo(0) = —a a f;(35) = f;11(0).
Zéroven plati, ze f;(2) = (4 +42F) a fi(3r) = — (3% + i2F). Tedy na kazdém
- 2T 3T
oy

intervalu (i2% 4 Z-,i2" + 37) existuje alespon jedno y, ze f;(y) = 0. Takové y je

pravé jedno, jak mizeme vidét z néasledujiciho vyrazu:

.7-r2
5(?4‘1'227) Q
y+ i3t y+i3r

fily) =0 < tan(yh) = —

Tangens je rostouci na intervalu (g, 3—2), zatimco funkce na pravé strané je kle-
sajici pro kazdé i. Celkem tedy dostavame, ze pro i € N existuje pravé jedno
Ai € (3% — 37 i2% — 2 které splituje ([2.30)).

7 téchto uvah tedy vyplyva, ze vlastni ¢isla jsou sefazena dle velikosti. Z tvaru
feseni plyne, ze vétsi vlastni ¢isla maji na vysledné feSeni mensi vliv. V
numerickych simulacich se proto omezime pouze na prvnich 10 vlastnich c¢isel a
ostatni zanedbame.

Nyni se podivame na samotné simulace. Struktura bude stejné jako v minulé
sekci o numerické simulaci. Celkem uvedeme 6 rtiznych simulaci chovani tekutiny
na horni desce, ptricemz pro kazdou uvedeme hodnoty parametri v a § a prvnich
10 vlastnich cisel (desetinnd ¢ést neni zaokrouhlena, ale odseknuta).

V prvnich trech simulacich, viz obrazek zkouméame vliv riznych hodnot
parametri na chovani v kratkém casu a proto 7' = 1. Nejdrive jsme zvolili « = 10

a [ = 0. Vlastni ¢isla vysla nasledovné:

{0,484; 1,454; 2,424; 3,395; 4,368; 5,343; 6,320; 7,299; 8,279; 9,262}
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Obréazek 2.3: Porovnan{ rychlosti skluzu 1 — u(¢, h) pro rtzné hodnoty « a 3. Cérkovana ¢éra
predstavuje a« = 0 a 8 = 0, plna ¢ara o = 10, § = 0,5 a teckovand cara reprezentuje « = 1 a

8 = 4.

V druhém pripadé bylo o rovno 10 a 8 0,5. Vlastni ¢isla v tomto pripadé jsou
priblizné rovna

{0,484; 1,448; 2,396; 3,300; 4,113; 4,881; 5,731; 6,659; 7,621; 8,598}
A na zavér jsme zvolili @« =1 a § = 4. Vlastni ¢isla:
{0,330; 0,700; 1,556; 2,532; 3,523; 4,517; 5,514; 6,512; 7,510; 8,509}

V dalsich 3 simulacich, viz obrdzek 2.4] nas zajimé vliv parametru  na prou-
déni. « je proto vzdy rovno 30 a parametr S nabyva hodnot 5, 30 a 150. Pro lepsi
znazornéni konvergence ke stacionarnimu feseni je 7' = 7. Vypocitand vlastni
¢isla jsou rovna:

{0,494; 1,475;2,308; 2,651; 3,534 4,519; 5,514; 6,511; 7,509; 8,508} 3 = 5

{0,493; 1; 1,512; 2,505; 3,503; 4,502; 5,501; 6,501; 7,501; 8,501} 5 = 30
{0,432;0,516; 1,501; 2,500; 3,500; 4,500; 5,500; 6,500; 7,500; 8,500} 3 = 150

2.5 Poisseuilleovo proudéni se statickymi okra-
jovymi podminkami

V posledni ¢asti se podivame na Poiseuilleovo proudéni. Budeme predpoklé-
dat, ze tlakovy gradient ma tvar gs(t) = min{1, £}, > 0.
Jako okrajové podminky pro obé desky budeme uvazovat, ze tekutina na des-
kach ulpiva a tedy
u(t,0) =u(t,h) =0 te(0,7).

24



rychlostskluzu, 1-u(t, h)

Obréazek 2.4: Porovndni vlivu parametru 8 na rychlost skluzu 1 —wu(¢, h). Parametr « je ve vSech
tfech pripadech roven 30. Carkovana ¢ara predstavuje 8 = 5, plna 8 = 30 a teckovana 3 = 150.

Definujme ortonormalni bazi na prostoru W nésledujicim zptisobem:

—vuf = Nvug, y € (0,h),

Z (12.36a) a (2.36b|) plyne, ze bazové funkce u; jsou tvaru

w;i(y) = A;sin(\y),

kde A; a \; jsou konstanty, pficemz bez jmy na obecnosti muzeme predpokladat,
ze jsou kladné. Z ([2.36¢)) dostdvame

Ai Sln(Alh) =0 = M\NhE€ {k"ﬂ'}kez — )\ € {];:Lﬂ-}

kEZ

Koeficient A; lze spocitat z (2.36d|). Vypocet jsme jiz provedli v ¢asti vénované
Couettovu proudéni se statickymi okrajovymi podminkami (viz (2.15))) a proto
zde uvedeme pouze vysledny tvar:

2
A= \ vhA?

Integralni verzi rovnice (|1.16)) byla ¢astecné odvozena v ¢asti (2.1) Uvodni
tvahy, viz (7?). Jedinym rozdilem je funkce —gs na pravé strané rovnice. Rovnice
ma tedy tvar

h oo h
/ > cugug 4+ vy cupuldy = —/ gsu;dy. (2.37)
0 3 i=1 0

=1
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Dalsi vypocet je obdobny jako v casti vénované Couettovu proudéni se sta-
tickymi okrajovymi podminkami a proto pouze struc¢né okomentujeme postup.
Jediny rozdil je ve funkci na pravé strané integralni rovnice . Integrély vy-
skytujici se v rovnici upravime a dostaneme obycejnou diferencialni rovnici pro
C;.

[ st )y = g5(6) 5y [y = g5(0) 5 05 ) i (0))

Po dosazeni do integrélni rovnice (2.37)) dostaneme

1 1
EC; +cj = gg(t))\—?(u;(h) — u3(0))

i (Cj(t)e)\gut)’ _ gé(t)(u;(h) — u;(o))ekiyt‘

Reseni této rovnice méa nasledujici tvar:

—A\Zy / / tr 2yr
¢j(t) = e tu(u-(h)—u.(O))/O e

J J

A2tV 6)\?” 2
= 9 () — 0 0) (t (- 1))
v / t A2t
= g(uj(h) —u3(0)) <)\?V +e " — 1> , t<,
c;(t) = e_ki”ty(u’»(h) —u’(0)) (/6 TeXNvrdr + /t GA?VT(h')
¢ J J 00 5

I A2ut A2u8
A2y €I 2,5 e J e
= e () (h) — u}(0)) ( i (em _ 1) + o~ e )
J J

. f)\?ut / o € i )\?mS i
= e " w(u(h) — u(0)) ( 2 (e 1)) )
Vysledné feseni ma tedy podobu

=) () — wf0) (5 + e = 1) uily), ¢ <6,

"0 e ) o) (252 ()l 26

Naposledy se podivame na konvergenci ke staciondrnimu feseni. Oznac¢me
u(y) = Ay? + By, A, B € R. V& bézi mitzeme tuto funkci vyjadfit jako u =
>0, Gu;. Vyuzitim definice skaldrniho soucinu ([2.36d|), okrajovych podminek
(2.36¢]) a (2.36b) a per partes dostavame

h h
(T, u;) =¢ = / v(2Ay + B)A;\; cos(Ny)dy = 2VAAZ~/ y\; cos(Ay)dy
0 0
h
+ vB(u;(h) — u;(0)) = 2vAA,; <[y sin(\y)]0 —/ Sin()\iy)dy>
0

B cos(Ah) 1) 1, /
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Podivejme se nyni na rozdil u — u pro t — oc:

e i 1 _ 21/ 21/ _ 2A ’ /
v = 3= 32 (53— O - S )l — 0 )
=1 =1 ? i

Vidime, zZe rozdil vymizi pro % = 2A, z ¢ehoz vyplyva, ze A = i Koeficient B
dopocitame z podminky w@(h) = 0:

—AR2 h

Ah* + Bh = B = =—.
+ 0 = . 5y

Resen{ tedy konverguje ke staciondrnimu feseni u(y) = L y(y — h), coz odpovidéd
feSeni z tabulky [1.2]

2.6 Zavér

V praci jsme studovali rovinné Couettovo a Poisseuilleovo proudéni, ktera
predstavuji dva typy proudéni mezi dvéma rovnobéznymi deskami. Diraz byl
vénovan nestandardnim a doposud maélo studovanym dynamickym okrajovym
podminkam.

Prvni kapitola obsahuje obecny popis proudéni nestlacitelné newtonovské te-
kutiny v omezené nepropustné trirozmérné oblasti, formulaci dynamickych okra-
jovych podminek, energetickou bilanci a redukei rovnic, okrajovych a pocatecnich
podminek pro proudéni ve zjednodusené geometrii (proudéni mezi deskami).

Druha kapitola obsahuje feseni ¢tyr specifickych tloh. Jednu pro Poisseu-
illeovo a tfi pro Couettovo proudéni, z nichz ty, které se tykaji dynamickych
okrajovych podminek na horni desce, jsou doplnény numerickymi simulacemi.
Studované priklady je mozné déle zobecnit.

Mohli bychom napftiklad uvazovat, misto nami uvazovaného ulpivani a doko-
nalého skluzu, obecnou dynamickou podminku na spodni desce, nebo Tesit tilohu
s pohybujici se nejenom horni, ale i spodni deskou. Oteviené také zistalo reseni
obecnéjsiho Couette-Poisseuilleovo proudéni.

Jak bylo naznaceno v sekci 2.1], bylo by prirozenéjsi fesit tilohu v Lebesgueo-
vych a Sobolevovych prostorech. Toto rozsiteni presahovalo ramec a rozsah této
préce.
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M1

[lustrace volby souradnicovych os u proudéni mezi dvéma rov-
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