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Abstrakt: V roce 1950 dokazal Kenneth Arrow slavnou veétu, kterad 1ika, ze za
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existovat diktator. Jinymi slovy, zadny volebni systém neni bezchybny. V této
praci nejprve formalizujeme pojem volebniho systému a zformulujeme podminky,
které na néj klademe. Nasledné vylozime pomocnou teorii a poté pristoupime
k modernéjsimu dikazu Arrowovy véty pomoci mnozinovych ultrafiltrii. Nako-
nec se budeme vénovat situaci, kdy je voli¢ti nekone¢né mnoho. Ukazuje se totiz,
ze v takovém pripadé uz existuje volebni systém splnujici veskeré nase poza-
davky vcetné neexistence diktatora. Problém diktatury vSak ani v nekone¢ném
pripadeé zcela nemizi. Ukédzeme, Ze za jistych podminek namisto diktatora existuje
libovolné mala diktatorska skupina a také jedinec, kterého nazveme neviditelny
diktétor.
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Abstract: In 1950 Kenneth Arrow proved a famous theorem which states that if
we impose certain rather natural conditions on an electoral system, then there
must be a dictator amongst the voters. In other words, no electoral system is
flawless. In this thesis we first formalise the notion of an electoral system and
formulate the conditions we impose thereon. After laying out and proving the
auxiliary theory, we show a more modern proof of Arrow’s theorem which uses
set ultrafilters. On the last pages we look into the case of infinite number of
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Uvod

Ve vétsiné dnesnich demokracii se spole¢nost rozhoduje na zakladé vysledki
voleb. Pfiméa demokracie (o kazdém rozhodnuti hlasuji v§ichni ob¢ané s volebnim
pravem) jako takova neexistuje v zddném staté. Namisto toho se praktikuje za-
stupitelskd demokracie (obc¢ané ve volbach zvoli své zastupce, jejichz naplni prace
je pravé Cinit spolecenska rozhodnuti) s prvky pfimé demokracie (o jistych otaz-
kéach rozhoduji vSichni ob¢ané v tzv. referendu), pricemz mira primé participace
ob¢anu je napfi¢ staty ruzna. Af uz o daném spolecenském rozhodnuti hlasuji
vsichni obc¢ané, nebo jejich dfive zvoleni zastupci, vzdy jde o volby, v nichz se
urc¢ity pocet lidi rozhoduje mezi nékolika alternativami.

Prirozené se nabizi otazka, které volebni systémy jsou dobré ¢i Spatné. Jako
priklad uvazujme jednoduchy systém, ve kterém spole¢nost pri volbé mezi dvéma
alternativami zvoli tu z nich, kterou si pfeje vétsina voli¢i. Reknéme, Ze probihé
hlasovani o nepodminéném zakladnim piijmu (pravidelnd penézni dévka vypla-
cend ve stejné vysi vSem lidem a bez jakychkoli podminek). Alternativami mohou
byt napriklad zavedeni zdkladniho prijmu (A), nezavedeni zakladniho prijmu (B)
a jeho zavedeni, ale v riizné vysi pro ruzné skupiny lidi (C'). Predpokladejme, ze
se ve spolecnosti (pfipadné mezi zastupiteli, ktefi o tomto hlasuji) vytvorily tii
nazorové skupiny.

Skupina 1, kterou tvori 40 % volict, je pro zavedeni zakladniho prijmu, a tak
uprednostnuje alternativu A. Pokud by tato alternativa nebyla k dispozici, tak
by radéji zékladni prijem nezavadéli (B), nez aby pak dochézelo ke svarim mezi
jednotlivymi skupinami dostévajicimi rizny mésiéni obnos (C'). Preference této
skupiny dohromady zapisme jako A = B > C. Relace > je zfejmé tranzitivni,
takze platii A = C.

Skupina 2, tvorend rovnéz 40 % volici, zastava nazor, Ze by si na sebe mdél
kazdy vydélavat sim svou praci, takze zakladni prijem nepovazuji za férovy a ne-
zavedli by ho v zadné podobé, tudiz ze vSech alternativ preferuji B. Jako horsi
alternativu pak vidi zavedeni rizné vysokého zékladniho prijmu pro rizné sku-
piny (naptiklad podle dosavadni pracovni historie, kterd podle nich alespon z¢dsti
reflektuje to, kolik penéz si kdo zaslouzi), tedy alternativu C', zatimco tplné nej-
horsi je podle nich platit vSem stejny obnos penéz (A). Preference této skupiny
jetedy B = C = A.

Zbylych 20% volicu ve skupiné 3 se domniva, Ze nejlep$im FeSenim je z&-
kladni prijem zavést, ale v rozdilné vysi pro ruzné skupiny lidi, procez preferuji C.
Jako pripadnou druhou nejlepsi alternativu pak radéji vidi platit vSem stejné (A)
a nejméné oblibenym je u nich nezavedeni zadného zakladniho piijmu (B). Tato
skupina tudiz preferuje C' = A > B.

Celkova situace vypada takto:

Skupina Podil Preference

1 40% A= BsC
2 40% B~C= A
3 20% C= A= B




Protoze 60% volicu upfednostiiuje alternativu A pred B, spoleénost musi
také uprednostnit A pred B. Plnych 80 % voli¢u pak preferuje B pred C, tu-
diz i spole¢nost musi preferovat B pred C. Dohromady tak ve spolecnosti musi
platit A = B >~ C.

Zaroven ale plati, ze 60 % volicu uprednostnuje C pred A a taktéz 60 % voli¢a
preferuje A pred B. Preference spole¢nosti tak musi byt téz C = A > B. Obdobné
lze ukéazat, ze ve spolecnosti musi platit také B »= C' > A.

Pokud uvazujeme, zZe spolecnost by méla zavést nejvice preferovanou alter-
nativu, tak ndm pravé vyslo, ze ,by mély byt zavedeny vsechny tii alternativy
najednou“. Jde o priklad tzv. Condorcetova paradoxu. Ackoliv se tak systém, ve
kterém spole¢nost pri volbé mezi dvéma alternativami vybere tu, kterou upred-
nostnuje vétsina volicl, muze zdat dobry, v nékterych pripadech, které realné
mohou nastat, selhava. Podafi se nam najit néjaky jiny systém, ktery neselze
nikdy?

Zésadni matematickou vétou odpovidajici na tuto otazku je tzv. Arrowova
véta pojmenovana po americkém ekonomovi a matematikovi Kennethu Arrowovi.
V tomto textu ukdZeme diukaz Arrowovy véty poprvé dokézané v ¢lanku [I]
a jejtho zobecnéni pro nekonecné mnoho voli¢tt dokdzaného Peterem Fishburnem
v ¢lanku [2]. Vyuzijeme vsSak elegantnéjsi pristup z clanku [3] Alana Kirmana
a Dietera Sondermanna, ve kterém je jak Arrowova, tak i Fishburnova véta do-
kazana pomoci téze teorie, a to pomoci ultrafiltri. Kirman se Sondermannem
navic v ¢lanku [3] dokézali jesté dalsi tvrzeni tykajici se vefejné volby v piipadé
nekonecéné mnoha volici, ktera zde rovnéz uvedeme.

7 hlediska matematického je tudiz cilem tohoto textu zejména vylozit ves-
kerou pomocnou teorii potiebnou k pochopeni ¢lanku [3] a detailné rozpracovat
ditkazy vét z tohoto ¢lanku, které jsou misty pomérné strucné. Myslenky dikaz
veskerych tvrzeni, ktera jsou v této praci oznacena jako ,,véty“, pochézeji prave
z ¢lanku [3]. Déle si tento text klade za cil ¢tenafi poskytnout komentar objas-
nujici to, jaké dusledky plynou z dokézanych vét pro volby ve spolecnosti.



1. Zakladni definice, znaceni a
formulace problému

V dalsim budeme pismenem V' znacit mnozinu vsech volich a pismenem X
mnozinu vsech alternativ, které jsou na vybér. V celém textu budeme predpokla-
dat, ze V' je neprazdna.

Mnozinové operace budeme zapisovat nasledovneé:

« Potenéni mnozinu mnoziny A budeme pséat jako P(A).

Kardinalitu (mohutnost) mnoziny A budeme znacit |A|.
o Zapisem A€ budeme rozumét doplnék mnoziny A.

o Sjednoceni, prunik a rozdil mnozin A a B budeme psat po ftadé
jako AUB,ANBa A\ B.

Necht A je systém mnozin. Zapisem |J.A budeme rozumét sjednoceni vsech
mnozin v A, zatimco (A bude znamenat prunik vsech mnozin v A.

Symbolem — budeme znacit operdtor negace vyroku.

Déle potrebujeme néjak matematicky zapsat, ze dany clovek ¢i celd spolecnost
uprednostnuje jednu alternativu pred jinou. K tomu nam poslouzi tzv. relace ostré
preference. PTi zkoumani preferenci se obvykle definuji celkem tii binarni relace,
pricemz relace ostré preference je jednou z nich.

Definice 1. Bindrni relaci R na X nazveme relact neostré preference, pokud
splnuje:

e Vz,y€e X :zRyV yRz. (tuplnost)
e Vx,y€ X :(zRy NyRz) — xRz. (tranzitivita)

Dile definujeme relaci ostré preference P na X predpisem xPy = — (yRx)
a relaci indiference I na X predpisem xly = (xRy A yRx).

Relace neostré preference R znamena ,x je uprednostnovano pred nebo je
stejné oblibeno jako y“, relace ostré preference P 1ikd ,x je uprednostnovano
pred y* a relace indiference (mizeme Tici téz lhostejnosti) pravi ,alternativy x a y
jsou stejné oblibeny*, neboli dotyé¢nému jedinci ¢i spole¢nosti je jedno, ktera
z alternativ x a y bude vybrana.

Déle v tomto textu vsak budeme pouzivat alternativni definici relace ostré
preference.

Definice 2. Bindrni relaci P na X nazveme relact ostré preference, pokud
splnuje:

e Vx,y € X : 2Py = —(yPux). (antisymetrie)

e Vx,y€ X : - (xPy) N\ =~ (yPz) = —(zP=z). (negativni tranzitivita)



Lemma 1. Definice[l] a[9 relace ostré preference jsou ekvivalentnd.

Dikaz. e[l = [ : Méjme relaci neostré preference R a prislusnou relaci ostré
preference P z definice [T} Necht z,y € X jsou libovolné. Z definice P vime, Ze
plati xtPy = - (yRz). Z tuplnosti R mame - (yRzr) = xRy, coz muzeme
zapsat jako = (= (zRy)). To z definice P znamend, ze plati = (yPzx). Tedy P je
antisymetricka.

Necht nyni z,y,z € X jsou libovolnd a necht plati = (zPy) a —(yPz).
Z definice P dostavame — (xPy) A = (yPz) = —(=(yRz)) A = (= (zRy)),
a tedy yRx A zRy. Diky tranzitivité R plati yRx A zRy = z Rz, coz lze zapsat
také jako — (= (zRx)). Nyni pouzijeme definici P a dostaneme, ze plati = (zPz).
Tim je dokézana negativni tranzitivita P.

¢ [J =[] : Nyni méjme relaci ostré preference P z definice 2] Ukazeme, Ze
relace R definovand jako yRz = - (xPy) spliuje axiomy definice [I] Nejprve
dokézeme platnost podminky Vz,y € X : 2Ry V yRz, kterd je ekvivalentni
podmince Vz,y € X : = (yPz) V = (zPy). Necht toto pro spor neplati, tj. existuji
z,y € X takovd, ze yPx A xPy. Z antisymetrie P mame Py — - (yPx).
Zaroven ale vime, ze plati yPz, coz je spor.

Necht z,y, z € X jsou libovolna a necht plati x Ry A yRz, coz lze ekvivalentné
zapsat jako = (yPx) A= (2Py). Z negativni tranzitivity P plyne = (zPzx), coz z de-
finice dava xRz. Tedy R je tranzitivni.

0
Lemma 2. KaZda relace ostré preference P na X splnuje:
Va,y,2 € X : 2Py = (xPzV zPy). (1.1)
Va,y,2 € X : (xkPyANyPz) = zPz. .
Va,y,2 € X : [ (yPx) NyPz|V [xPy A —(zPy)] = xPz. (1.3)

Dikaz. e : Necht z,y,2z € X jsou libovolné tri alternativy. Z negativni
tranzitivity P mame - (xPz) A = (2Py) = - (xPy). Prechodem k obmé-
néné implikaci dostavame — (= (zPy)) = - (= (xPz)) V = (= (2Py)), neboli
plati xPy = (xPzV zPy).

e ({1.2)): Necht pro spor existuji alternativy z,y,z € X takové, ze xPy a yPz
a - (zPz). Z (L.1) vime 2Py = (zPzV zPy).

Je-li Pz, potom zaroven plati 2Pz a = (zPz), coz je spor.

Pokud z Py, pak z antisymetrie P dostdvame — (yPz). Zaroven vsak plati y Pz,
coz je spor. Obé moznosti x Pz a 2Py vedou ke sporu, ¢imz je tato ¢ast dokazana.

e (L.3): Necht pro dané tfi alternativy z,y,z € X plati [=(yPz) A yPz]
nebo [z Py A = (2Py)].

Pokud plati vyrok v prvni hranaté zavorce, pak z tvrzeni pouzitého na
fakt y Pz dostavame yPx V xPz. Moznost y Px nastat nemuze, ponévadz vime, ze
plati = (yPx), a tudiz nutné zPz.

Jestlize plati vyrok ve druhé hranaté zavorce, pak opét z tvrzeni pou-
zitého tentokrate na xPy dostavame Pz V zPy. Varianta zPy nastat nemuze,
jelikoz plati — (2 Py), takze nutné xPz.

O



Mnozinu vsech relaci ostré preference na X budeme znacit P.

Déle se ndm bude hodit funkce f : V' — P, ktera jako vstup dostane daného
volice a jejimz vystupem bude jemu prislusna relace ostré preference. Mnozinu
vSech takovych funkci budeme znacit F'.

Funkce f € F zcela popisuje preference vSech voli¢u ve spolecnosti (chceme-li
znat preference volice v, staci se podivat na relaci f(v)), proto ji budeme fikat
také situace (ve spolecnosti).

Definice 3. Necht f,ge F az,y € X.
o Necht U C V. Rekneme, Ze xf(U)y, jestlize Vv € U : xf(v)y.

o Necht v € V. Rekneme, Ze f(v) = g(v) na {x,y}, jestlize plati ndsledugici:
[2f(v)y <= wzg(v)y] A lyf(v)r <= yg(v)z].

o Rekneme, Ze f = g na {z,y}, jestlize Vv € V : f(v) = g(v) na {z,y}.

Zapis xf(U)y jinymi slovy 11k, Ze vSichni voli¢i v mnoziné U uprednostiiuji
v situaci f alternativu z pred y. Skutecnost f(v) = g(v) na {z,y} znamena, Ze
nazor voli¢e v na to, kterou z alternativ x a y upfednostnit, je v situacich f a g
stejny. Obdobné zapis f = g na {x,y} pravi, ze kazdy voli¢ v € V m4 v situaci f
stejny nazor na volbu mezi alternativami z a y jako v situaci g.

Nasim cilem je na zdkladé preferenci vsech volict vytvorit relaci ostré pre-
ference celé spolecnosti, ktera uz v sobé obsahuje veskeré potiebné informace
k naslednému uskutecnéni spolecenské volby. Hledame tedy funkci o, kterd dané
situaci f € F' (neboli dané kombinaci preferenci jednotlivych voli¢i) priradi relaci
ostré preference o(f) € P (jaké preference by méla zaujmout spole¢nost). Tuto
funkci budeme nazyvat volebnim systémem.

Poznamenejme, ze funkci o se v anglickojazycné literature povétsinou rika
social welfare function, tedy funkce spolecenského blahobytu. Pokud totiz predpo-
kladame, ze blahobyt spolec¢nosti jako celku se odviji od blahobytu vsech jejich
¢lenu a ze k dosazeni blahobytu jedince je treba uspokojit jeho prani, tak se na
funkci ¢ muzeme divat tak, ze jejim tkolem ma byt co nejlépe uspokojit prani
vSech voli¢li a tim maximalizovat blahobyt spolec¢nosti.

Déle zadefinujeme slovni spojeni o(f) = o(g) na {x,y}, které znamend, ze

volba spolec¢nosti mezi alternativami x a y bude v situacich f a g stejna. Definice
bude velmi podobnd definici [3]

Definice 4. Necht f,g € F a z,y € X. Rekneme, Ze o(f) = o(g) na {z,y},
jestlize plati [xo(f)y <= xo(g)y] A [yo(f)x <= yo(g)z].

Nyni je nacase zformulovat jisté pomérné prirozené pozadavky na volebni
systém. Predné predpokladejme, ze na vybér jsou alespon tii alternativy (nemusi
jich byt kone¢né mnoho).

| X| > 3. (A1)

Od volebniho systému bychom nejspise cekali, Ze si poradi s libovolnou kombi-
naci preferenci voli¢a. At uz si jednotlivi voli¢i alternativy podle svych preferenci
usporadaji jakkoliv, volebni systém by z toho vzdy mél byt schopen urcit, jak maji
byt alternativy preferovany ve spolecnosti. Funkce o by tudiz méla byt definovana
pro kazdou situaci f € F.

Funkce o : F — P je definovana pro vsechna f € F. (A2)

6



Rovnéz se zda rozumné pozadovat, aby v pripadé, ze vSichni voli¢i uprednost-
nuji jednu alternativu pred druhou, také spole¢nost uprednostnila tuto alterna-
tivu.

Ve,ye X Ve F:xf(V)y = zo(f)y. (A3)

Preference volict v situacich f a g mohou byt jiné, takze i vysledna volba
spolecnosti muze byt jinad. Pokud se ale preference jednotlivych voli¢a tykajici se
volby mezi alternativami x a y v obou situacich shoduji, tak by i vysledna volba
spolecnosti mezi alternativami x a y méla byt v obou situacich stejna. Muzeme
si to predstavit tak, ze probiha opétovné hlasovani. Volici si véc promysleli a ze
starych preferenci (situace f) presli k novym preferencim (situace g). Nazor na to,
kterou z alternativ x a y uprednostnit, si ale nikdo nerozmyslel. Bylo by pomérné
podivné, kdyby nas volebni systém po novém hlasovani presto fekl, zZe spole¢nost
musi mezi alternativami z a y ucinit jinou volbu nez predtim.

Ve,ye X Vf,geF: f=gna{z,y} = o(f) =0(g) na {z,y}. (Ad)

Jako posledni budeme pozadovat, aby mezi voli¢i neexistoval diktator, ktery
v libovolné situaci svou volbou diktuje volbu celé spolec¢nosti bez ohledu na pre-
ference ostatnich volict.

Bv eV takové, zeVa,y € X VfE F:af(v)y = zo(f)y. (A5)

Pro rozvoj teorie bude dtlezitda mnozina vsech volebnich systémt o splnujicich
axiomy (Al]) az (A4]). Tuto mnozinu ozna¢me symbolem 3.



2. Pomocna tvrzeni

2.1 Teorie mnozinovych ultrafiltra

Zavedeni mnoziny ¥ nebylo samoucelné. Jak si pozdéji ukazeme a radné zfor-
mulujeme, ke kazdému volebnimu systému o € ¥ existuje pravé jeden soubor U,
podmnozin V' (tedy soubor skupin voli¢l) zvany ultrafiltr s tou vlastnosti, ze
libovolna skupina voli¢t v tomto ultrafiltru uz diktuje volbu celé spolec¢nosti, to
jest jakmile jista skupina volicti v tomto ultrafiltru uprednostnuje alternativu x
pred y, tak uz ji musi upfednostnit i celd spolecnost. Navic ukazeme, ze ke kaz-
dému ultrafiltru & na V existuje (ne nutné pouze jeden) volebni systém o € %
tak, ze U = U,. Pomoci ultrafiltrii na V' tak velmi dobte charakterizujeme volebni
systémy spliujici axiomy az , nacez uz nebude prilis tézké urcit, které
volebni systémy ze ¥ splnuji i axiom nediktatorstvi .

Pro teorii v této ¢asti neni ve vétsiné pripadi podstatné, zda je mnozina V'
konec¢nd ¢i nikoliv. Nebude-li explicitné fec¢eno jinak, kardinalita mnoziny V' miize
byt libovolna.

Nejprve zavedme pojem mnozinového filtru F na V. Podobné jako filtry v kaz-
dodennim zivoté, mnozinovy filtr v jistém smyslu oddéluje ,velké mnoziny“ od
téch ,malych“. Alespon nékteré z pozadavkl na mnozinovy filtr potom intuitivné
davaji smysl.

Nadmnozina velké mnoziny je velka, neboli:

VUEFVYWCV:UCW = WeF. (F1)

Uzavienost na konecné priniky uz tolik intuitivni neni, nebot neni ihned vidét,
pro¢ by prunik dvou velkych mnozin mél byt velkda mnozina.

VUWeF : UNnW e F. (F2)

Prazdna mnozina neni velka:
0¢F. (F3)
Definice 5. Necht F je neprazdnij systém podmnozin V. Rekneme, Ze F je filtr

na V, pokud splnuje , a .

Pozadavek neprazdnosti rika, zZe alespon jedna podmnozina V' je velkéa. Nékteri
autori rovnou pozaduji V' € F, coz je s neprazdnosti ekvivalentni.

Definice 6. Necht F,F' jsou dva filtry na V. Rekneme, Ze filtr F' je striktné
jemnéjsi nez F, pokud F C F'.

Definice 7. Necht U je filtr na V. Rekneme, Ze U je ultrafiltr na V, jestliZe
na V' neexistuje Zddny filtr striktne jemnéjsi nezZ U.

Pojem ultrafiltru je pro celou teorii velmi dilezity, a proto nas jako prvni
budou zajimat jeho ekvivalentni definice. Pro diikaz lemmatu o charakterizaci
ultrafiltru vSak nejprve dokazme nasledujici pomocné lemma, které muze byt
uziteéné samo o sobé.



Lemma 3. Necht U je ultrafiltr na V, B CV a B ¢ U. Potom existuje U € U
takovd, Ze BNU = .

Diikaz Necht pro spor VU € U : BNU # 0.

Oznatme S = {BNU |U € U}.

Protoze VU € U : BNU # (), tak 0 ¢ S.

Necht nyni BN U;, BNU, € S, kde Uy,U, € U jsou libovolna. Zirejmé plati
(BNU)N(BNUy)=BnN (U NUy). Z plyne U; N U, € U, tudiz z definice
systému S dostavame (BN U;) N (BNUs,) € S.

Systém S tak spliuje axiomy a definice filtru.

Nyni uvazme systém &’ = {D C V | 3C € § : C C D} v8ech nadmnozin
prvku systému S. Tvrdime, ze S’ je filtr:

o U je filtr, tedy je neprazdny. Z toho plyne, ze i S je neprazdny. Libovolné
zvolme S € §S. Potom S CV — V € §'. Systém &’ je tudiz neprazdny.

o (F3): 0 je nadmnozinou pouze prazdné mnoziny, ale ) ¢ S, tudiz ) ¢ S'.

« (F1): Necht D € &’ a D C E C V. Chceme ukézat, ze £ € S

Z definice &’ existuje C' € S takové, ze C C D C E. Tedy3C € S:C C E,
coz z definice S’ znamend F € §'.

« (F2): Necht D', E' € §'. Chceme D'NE' € §.
7 definice 8’ mdme D' € 8’ = ID € S : D C D'. Obdobné plati také
EFeS — dFEe€S:ECFE.Ziteimé DNE C D' NE".

Protoze uz vime, Ze systém S spliiuje (F2)), plati DN E € S. Celkem tak
ADNE)eS: (DNE)C(D'NE). Tudiz D'NE €8

Dale ukazeme, ze S’ je striktné jemnéjsi nez U.

Ziemé YU e U : (BNU € S a BNU C U). Pfimo z definice systému S’ tak
mame U € &', a tedy U C S'.

DéleVU e U : (BNU € SaBNU C B), tudiz B € §'. Jelikoz B ¢ U, tak
jeBeS'\U.

Celkem mame Y C &' a B € &'\ U, tudiz U C S'. To z definice znamena,
ze S’ je striktné jemnéjsi filtr nez U, coz je vSak spor s tim, ze U je ultrafiltr.

O

Nyni jiz zminovana charakterizace ultrafiltru.

Lemma 4. Necht U je filtr na V. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
i. U je ultrafiltr na V.
1. Pro kazdé A C'V nastane prdve jedna z moznosti A€ U a A € U.

iti. VA BCV:AUB€eU = (AcUV BeU).

Diikaz. e (i) = (ii) : Sporem, nechf dokazované tvrzeni neplati, tedy existuje
mnozina A C V takovd, ze (A € U AN A° € U) nebo (A ¢ U N A° ¢ U).
Pokud A € U a A° € U, tak z také AN A°=0 €U, coz je spor s (F3).



Necht A ¢ U a A° ¢ U. Z faktu A ¢ U a predchoziho lemmatu (3| mame,
ze existuje U; € U takovd, ze AN U, = 0, neboli U; C A°. Aplikaci téhoz
lemmatu na fakt A¢ ¢ U dostavame, Ze existuje Uy € U takova, ze AN Uy = 0,
a tudiz Uy C A. Celkem tak vime, ze existuji U;,Us € U takové, ze U; C AC
al, CA atedy UynNUs =0 €Uz (F2), coz je spors (F3). Jak A e UNA® e U,
tak i A ¢ U N A° ¢ U tudiz vede ke sporu, ¢imz je tato implikace dokazéana.

e (ii) = (i) : Necht pro spor existuje filtr &’ na V takovy, ze U C U’. Potom
nutné existuje mnozina U € U’ \ U. Protoze U ¢ U, z predpokladu plati U € U.
Tedy U € U C U', z ¢ehoz plyne, ze U € U'.

Celkem tak plati U e U’ a U¢ e U, tudiz z také UNU® =0 eU’, coz je
spor s (F3).

e (ii) = (iii) : Necht dokazované tvrzeni neplati, to jest existuji A, B C V
takové, ze AUB €U a A¢ U a B ¢U. Z predpokladu pak nutné plati A° € U
a B¢ € U. 7 De Morganovych zakonu a plyne AN B¢ = (AUB)c €U.

Opét z dostavame (AU B) N (AUB)* =0 € U, coz je spor s (F3).

e (iii) = (ii) : Necht A C V. Protoze U je filtr, mdme V € U (filtr je ne-
prazdny a V' je nadmnozinou libovolné podmnoziny V', a tak podle patri
doU). Tedy AUA® =V € U, tudiz z predpokladu A € U nebo A° € Y. K dikazu
toho, Ze nastane pravé jedna z moznosti A € U a A° € U, tak staci ukazat, ze
soucasné nemuze nastat A € U a A° € U. Pokud by toto nastalo, tak z plati
také AN A°=0 €U, coz je spor s (F3).

O

Jelikoz mnozina volici V' obvykle byva konecnd, bylo by dobré védét, jak vy-
padaji ultrafiltry na konec¢né mnoziné. Za timto tcelem zadefinujeme tzv. trividlni
ultrafiltr.

Definice 8. Necht U je (ultra)filtr na V. Rekneme, Ze U je trividlnd, jestlize
plati U # 0. Pokud U neni trividlng, nazveme ho metrividlnim (ultra)filtrem.

Lemma 5. Je-li V' konecnd, pak je kazdy ultrafiltr U na V' trividlni.

Diikaz.  Protoze V je koneénda, i jeji potenéni mnozina P(V) je konecna.
Jelikoz U C P(V), tak také U je kone¢ny systém mnozin. Z vime, ze U je
uzavieny na konecné pruniky. Jelikoz U obsahuje pouze koneéné mnoho prvki,
tak plati NU € U. Z pak ihned plyne NU # 0.

O

Lemma 6. Ultrafiltr U na V je trividlni <= Ja €V :U={U CV |a€U}.

Diikaz. = : Nechf U je trivialni ultrafiltr na V. Ozna¢me A = NU. Z definice tri-
vidlnfho ultrafiltru mame A # (), a tak zvolme a € A libovolné. Podle lemmatu
nastane pravé jedna z moznosti {a} € U a {a} = V \ {a} € U. Jelikoz A je
prinikem vsech mnozin v U, tak je to podmnozina kazdé mnoziny v U.

Tvrdime, ze {a} € U, k cemuz sta¢i ukazat V \ {a} ¢ U. Necht pro spor
V\{a} € U. Protoze a € Aaa ¢ V\{a}, plati A € V' \ {a}. Jenze A je
podmnozina kazdé mnoziny v U, takze A C V' \ {a}, coz je spor. Tudiz {a} € U.

Ponévadz A je podmnozina kazdé mnoziny v U, plati A C {a}. Zaroven a € A,
tj. {a} C A. Tudiz A = {a}.

Tvrdime, ze d ={U CV |a € U}.
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e DO: Necht U C V,a € U. Potom {a} C U a {a} € U, tudiz z Uel.
o C:Necht U eld. Vime a € A=NU, tudiz a € U.

Nasli jsme tedy a € V takové, ze d = {U CV |a € U}.
< : Necht U je ultrafiltr a existuje a € V' takové, ze d = {U CV | a € U}.
Potom a € NU, tudiz ziejmé NU # 0, takze U je trividlni.
[

Na neprazdné mnoziné V existuje alespon jeden trividlni ultrafiltr. Zvolime-li
totiz a € V libovolné a polozime-li Y = {U C V | a € U}, tak snadno ovéiime,
ze tento systém mmozin splinuje vsechny axiomy ultrafiltru. Z pravé dokazaného
lemmatu pak vime, zZe tento ultrafiltr je trivialni. Jak je to s existenci netrivialnich
ultrafiltra? Na tuto otdzku nam daji odpoveéd nasledujici dvé lemmata.

Lemma 7. Kazdy filtr F na V' lze rozsirit na ultrafiltr, to jest existuje ultrafiltr U
na V' takovy, Ze F CU.

Dikaz. Dukaz je ryze technicky a spociva ve standardni aplikaci Zornova
lemmatu, proto jej vynechame (viz [4], Theorem 1.8).
O

Lemma 8. Necht V je nekonecnd. Potom na V' existuje netrivialni ultrafiltr.

Diikaz. Uvazme systém mnozin F = {U C V takové, ze |V \ U| < oo}. Tomuto
systému se tika Fréchetuo filtr ¢i filtr kofinalnich mnoZin. Ovérime, ze jde skutecné
o filtr, a ukazeme, zZe tento filtr je netrivialni.

e Necht v € V. Potom |V \ (V\{v})| = [{v}| =1 < co. Tedy pro kazdé v € V
plati V'\ {v} € F, specidlné F je neprazdny.

e ([F3):0¢ F, jelikoz [V \ 0| =|V| =00 £ .

« (F2): Necht Up,U, € F. Chceme Uy N Uy € F. Z De Morganovych za-
kont plati %4 \ (U1 N UQ) = (V \ Ul) U (V \ UQ) Jelikoz Ul,UQ € f,
mame |V \ Uy < 0o a |V \ Us]| < 0.

Tudiz [V \ (U, N U)| = [(V\ U UV \Us)| < [V\UL| + [V \ Us] < oo

« (F1): Necht U € FaU C W C V. Potom V\W C V\U. Ponévadz U € F,
plati [V \ U| < co. Tudiz |V \ W| < |V \ U| < .

o F je netrividlni: Jiz vime, ze pro kazdé v € V je V' \ {v} € F. Oznacme
A =Nyev(V\ {v}). Tvrdime, ze A = (). Pokud by totiz existovalo w € A,
tak specidlné w € V' \ {w}, coz zfejmé nemuze nastat.

Protoze prunik vsech mnozin ve filtru je podmnozina priniku vybranych
mnozin ve filtru, plati N F C A = 0, a tudiz NF = (). Tedy F je netrividlni.

Podle pfedchoziho lemmatu [7] existuje ultrafiltr & na V takovy, ze F C U.
Tvrdime, ze tento ultrafiltr je netrivialni. Necht pro spor existuje v € NU.

11



Potom specidlné v € N F, coz je vSak spor s tim, ze F je netrivialni.

[]

Nasleduje posledni lemma této sekce. Az do konce tohoto textu budeme mno-
zinu prirozenych c¢isel znacit jako N, pricemz ¢islo 0 nebudeme povazovat za pri-
rozené cislo.

Lemma 9. Necht U je ultrafiltr na V' a necht n € N. Méjme libovolnou n-tici po
dvou disjunktnich mnoZin Ay, ..., A, CV takovou, Ze AU ...UA, € U. Potom
plati, Ze v U leZi prdve jedna z mnozin Ay, ..., A,.

Diikaz. Indukei podle n.
e n=1:Necht Ay CV a Ay € U. Ztejmé v U lezi prave jedna z mnozin A;.

e n = 2: Necht Ay, Ay C V jsou disjunktni a A; U Ay € U. Z lemmatu
mame, ze A; € U nebo A; € U. Kdyby zaroven platilo A; € U a Ay € U,
tak z také A1 N Ay =0 € U, coz je spor s . Tudiz v U lezi prave

jedna z mnozin A;, As.

e n — n + 1: Necht dokazované tvrzeni plati pro pevné n € N. Mé&jme po
dvou disjunktni mnoziny A;,... A,.1 € V anecht Ay U...UA, ;1 € U.
Potom jsou mnoziny A;U...UA, a A, disjunktni a jejich sjednoceni lezi
v U, tudiz podle dikazu pron =2 bud A U...UA, €U a A1 ¢ U, nebo
naopak Ay U...UA, ¢U a A, €U.

Uvazme nejprve piipad A1 U...U A, ¢ U a A1 € U. Ukdzeme, Ze pro
kazdéi € {1,...,n} plati A; ¢ U. Necht pro spor existuje i € {1,...,n} tak,
ze A; € U. Ziejmé A; C AjU...UA,. Z tak mame A1U...U A, € U,
coz je spor. Plati tedy Vi € {1,...n}: A, ¢ U a A,y €U, tudiz v U lezi

pravé jedna z mnozin Ay, ... A, 1.

Nyni uvazme pripad A; U...U A, € U a A,,1 ¢ U. Podle indukéniho
predpokladu vime, ze v ultrafiltru U lezi pravé jedna z mnozin Ay, ... A,.
Protoze A,+1 ¢ U, tak plati, ze v U lezi pravé jedna z mnozin Ay, ... A,41.

Tim je tvrzeni dokazano.

O

2.2 Charakterizace mnoziny X

Jak bylo predeslano na zacatku této kapitoly, pomoci ultrafiltrii na V' lze dobre
charakterizovat vsechny volebni systémy o € X, tj. volebni systémy splnujici

axiomy az .

Za ucelem diikazu této charakterizace zavedme pro dané o € ¥ nasledujici tii
systémy mnozin.

U={UCV |de,ye X FfeF:af(U)yNyf(U)x ANzo(f)y}. (2.1)

U={UCV|Iz,ye X VfeF:zf(UyNyf(U)x = zo(f)y}. (2.2)

U' ={UCV |Vo,ye X Vfe F:zf(D)yAyf(U)r = xo(f)y}. (2.3)
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Systém U tvori ty skupiny volich U C V| pro které existuji néjaké dve
alternativy x,y a kombinace preferenci volici f € F' takova, ze vSichni ¢lenové
skupiny U upfednostnuji x pred y, vSichni ostatni voli¢i naopak uprednostnuji y
pred x a spole¢nost na zakladé volebniho systému o € X ucini stejnou volbu jako
skupina U, tedy uprednostni x pred y.

Ostatni dva systémy uz jen vyuzivaji jiné kvantifikatory. V systému U’ po-
zadujeme oproti U navic to, aby pro vSechny situace f € F' platilo, ze kdykoliv
skupina U uprednostni x pred y a zaroven vsichni ostatni uprednostni y pred z,
tak uz spole¢nost uprednostni x pred y. V systému U” jesté pridavame pozadavek,
aby totéz platilo nejen pro vsechny situace f € F, ale také pro vSechny dvojice
alternativ z,y € X, a ne jen pro néjakou dvojici.

Nyni vyslovime a dokazeme dvé pomocna lemmata. Ackoliv je podminka na
nalezeni do U” zdanlivé silnéjsi nez podminka na nélezeni do U' a U, ukazuje
se, ze vsechny tyto systémy jsou si rovny, tedy zZe jde o jeden systém se tremi
ekvivalentnimi definicemi, mezi kterymi muzeme prechézet, jak se nam zrovna
hodi. Dale ukazeme, ze U (a tudiz i U" a U") je ultrafiltr.

Lemma 10. U =U"'=U".

Dukaz. 7 (Al) vime, ze existuji alespon tii ruzné alternativy. Déle predpokla-
dame, Ze ve spolecnosti existuje aspon jeden voli¢, tudiz existuje také aspon jedna
situace f. Z pouzitych kvantifikatori v definicich systému U, U’ a U” tak ziejmé
plati U” CU" CU. Zbyva tedy dokazat dvé inkluze.

Jako prvni dokazme U C U'. Necht U € U. Z definice U vime, Ze exis-
tuji alternativy z,y € X a f € F tak, ze plati zf(U)y A yf(U%)x A xzo(f)y.
Meéjme situaci g € F takovou, ze plati zg(U)y a yg(U¢)z. Chceme ukazat,
ze xo(g)y. Zejmé f = g na {z,y}, a tak podle také o(f) = o(g) na {x,y}.
Protoze xo(f)y, tak i xo(g)y. Tudiz podle Uel atedyU CU".

Nyni budeme az do konce dikazu dokazovat U’ C U". Platnost podminky pro
nalezeni do ultrafiltru &” budeme postupné ovéfovat pro ruzné specialni dvojice
alternativ, z ¢ehoz nakonec ziskame platnost pro libovolnou dvojici alternativ.

Necht U € U" a mé&jme x,y € X takova, ze plati:

VieF :zf(UyAyf(UYx = zo(f)y. (2.4)

Existenci téchto z,y mame z (2.2)). Necht z € X \ {z,y}. Takové z existuje
diky (Al]). Nyni dokdzeme nasledujici tvrzeni:

VieF:xf(UzAzf(U)s = zo(f)z. (2.5)

Mgjme situaci f € F takovou, ze zf(U)z a zf(U¢)x, a uvazme situaci g € F,
ktera splnuje nasledujici:

zg(U)y Ayg(U)z [a tedy z tranzitivity také zg(U)z] (2.6)
yg(U)z A zg(U)x [a tedy z tranzitivity také yg(U°)z] (2.7)

Diky (2.4) plati zg(U)y A yg(U%)z = zo(g)y. Z (2.6) méme yg(U)z,

z (2.7) potom yg(U€)z. Tedy yg(U U U®)z, neboli yg(V')z. Z axiomu (A3]) tudiz

plati yo(g)z.
Dohromady tak vime, ze xo(g)y a yo(g)z. Z tranzitivity o(g) tedy zo(g)z.
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Pripomenme, ze predpokladdme zf(U)z a zf(U)zx. Z (2.6) médme zg(U)z
az (2.7) pak zg(U¢)z. Tudiz f = g na {z, z}. Podle (Ad) i o(f) = 0(g) na {z, z}.
Ponévadz zo(g)z, tak také zo(f)z.

Celkem jsme tak ukazali, ze xf(U)z A 2f(U)x = xo(f)z, ¢imz je dukaz
tvrzeni (2.5) hotov.

Jako dalsi krok dokazeme toto pomocné tvrzeni:

VieF:zf(UyNyf(U)z = zo(f)y. (2.8)

Necht tedy f € F spliuje zf(U)y a yf(U)z. Méjme situaci g € F spliujict:

2g(U)x AN zg(U)y [a tedy z tranzitivity také zg(U)y] (2.9)
yg(U)z A zg(U)x [a tedy z tranzitivity také yg(U€)z] (2.10)

Diky vime zg(U)y A yg(U®)x = xo(g)y. Déle z (2.9) mame 29(U)z,
z pak zg(U¢)z. Tudiz zg(U U U¢)z, neboli zg(V)x. Z axiomu tak
plati zo(g)x.

Dohromady tedy vime, ze xo(g)y a zo(g)z. Z tranzitivity o(g) tedy zo(g)y.

Pripomenme, ze predpokladame zf(U)y a yf(U)z. Z (2.9) vime zg(U)y

a diky (2.10) mame yg(U€)z. Takze f = g na {y, z}. Podle (A4) tak o(f) = o(g)
na {y, z}. Jelikoz zo(g)y, tak také zo(f)y.
Celkem jsme ukézali, ze zf(U)y A yf(U%)z = zo(f)y. Tim je dikaz

tvrzeni (2.8) zavrsen.

Necht a,b € X jsou libovolné dvé alternativy majici nasledujici vlastnost:
Ve F:af(UbANbf(U)a = ao(f)b. (2.11)
Potom jsme pravé dokéazali, ze pro libovolné ¢ € X \ {a, b} plati:

VieF:af(UcANcf(U)a = ao(f)ec. (2.12)
Ve F:cf(UbANbf(U)e = co(f)b. (2.13)

Konkrétné jsme védeéli, ze existuje jedna dvojice a = x,b = y, kterd mé vlast-

nost (2.11), a dokézali, Ze pro z € X \ {z,y} plati (2.12) a (2.13)), ale v dikazu

mohlo jit stejné tak dobfe o libovolné vybranou dvojici alternativ s touto vlast-
nosti. Stejné tak z bylo vybrano jako libovolna alternativa rtzna od dvojice z,y.

Diky platnosti (2.5) vime, Ze dvojice a = x a b = z ma vlastnost .
Z pak pro libovolné w € X \ {z, 2z} dostavame:

VieF:wf(UzAzf(UYw = wo(f)z. (2.14)
Specidlné pro w =y € X \ {z, z} méme:
Ve F :yf(U)zAzf(UYYy = yo(f)z. (2.15)

Déle uz vime, ze plati (2.8), tudiz také dvojice a = z a b = y ma vlast-
nost (2.11)). Z (2.12)) pak plyne, Ze pro libovolné w € X \ {y, z} plati:

VieF:zf(D)wAwf(U%z = zo(f)w. (2.16)
Volbou w =z € X \ {y, 2z} pak dostavame:

VieF:zf(UxNzf(U)2 = zo(f)x. (2.17)

14



Jako dalsi krok dokédzeme néasledujici pomocné tvrzeni:

VieF:yf(UxANxf(U)y = yo(f)x. (2.18)
Necht f € F, yf(U)x a xf(U)y. Uvazme g € F splnujici:

yg(U)z A zg(U)x [a tedy z tranzitivity také yg(U)z] (2.19)
zg(U%)z A zg(U)y [a tedy z tranzitivity také zg(U°)y] (2.20)

Z vime yg(U)z A zg(U%)y = wyo(g)z. Diky pak dostavame,
ze plati zg(U)x A zg(U%)z = zo(g)z. Protoze relace o(g) je tranzitivni,
mame yo(g)z A zo(g)r = ya(g)

Z vime yg(U)z, z 0) pak zg(U*)y. Jelikoz predpokladame zeyf(U)x
a xf(U%y, tak ziejmé f = g na {z,y}. Tudiz podle (A3) také o(f) = o(g)
na {x,y}. Ponévadz yo(g)z, tak téz yo(f)z.

Celkem tak yf(U)x Az f(U)y = yo(f)x, ¢imz je tvrzeni dokézéno.

Abychom ukézali, ze U € U" (a tim i ze U’ C U"), musime podle definice
ovérit platnost podminky Va,b € X Vf e F:af(U)bAbf(U)a = ao(f)b.

e a=xANbe X\ {z}: Prob =y tovime z (2.4), prob =z € X \ {z,y}
platnost dostavame z ({2.5]).

e a € X\ {z} ANb=z: Platnost pro moznost a = y mame z (2.18]), platnost

proa =z € X \ {z,y} pak déava (2.17).

e a=yAbe X \{y}: Prob=ztoplynez (2.18), pro b = z € X \ {z,y}
platnost dostavame z ([2.15]).

e a € X\ {y} ANb=y: Platnost pro a = z € X \ {z,y} dava (2.8]), platnost

pro a = z vime z (2.4)).

e a=ze X\ {r,y} ANb=w e X\ {z,y,z}: Mame z (2.16).
e a=we X\ {x,y,z} ANb=2€ X \ {z,y}: Vime z (2.14)).

Tim je ovéfena platnost pro vSechna a,b € X, tudiz U € U”, a tedy U’ C U".
O

Lemma 11. U je ultrafiltr na V.

Dukaz. Nejprve ovérme, ze U je neprazdny, k ¢emuz postaci V € U. Zvolme dveé
ruzné alternativy z,y € X a situaci f € F takovou, ze zf(V)y. Z axiomu
mame, ze xo(f)y. Jelikoz V< = (), tak jsme ukézali existenci alternativ x,y € X
a situace f € F, pro které plati xf(V)y a yf(V)x a xo(f)y, tedy podle ({2.1))
skutecné V e U.

Nyni ovéfime platnost . Necht pro spor () € U. Potom podle existuji
alternativy z,y € X a situace f € F tak, ze zf(0)y a yf(0°)x a zo(f)y. Protoze
vSak (¢ = V, mame y f(V)x. Z toho podle plyne yo(f)z. Z antisymetrie o (f)
pak mame yo(f)x = —[zo(f)y]. Zaroven ale plati xo(f)y, coz je spor.

Jako dalsi ukédzeme, Ze systém U spliuje . Necht U, W € U. Chceme
ukazat, ze plati UNW € U.
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Zadefinujme néasledujici disjunktni rozklad mnoziny V:

Vi=UNW
Vo=Unwe
Vs =WnUe
Vi=(UUW)

Zvolme tri ruzné alternativy z,y,z € X, coz miuzeme z (Al), a mé&me
situaci f € F splnujici:

zf(V)xz Nxf(V)y [a tedy z tranzitivity také zf(V1)y] (2.21)
zf(Va)y Nyf(Va)z [a tedy z tranzitivity také z f(V2)z] (2.22)
yf(V3)z A zf(V3)x [a tedy z tranzitivity také yf(V3)z] (2.23)
yf(Vi)x ANxf(Vy)z [a tedy z tranzitivity také yf(Vy)z] (2.24)

Z (2.21) mame xf(V})y, zatimco z vime z f(V3)y. Tudiz zf(Vy U Va)y.
Jelikoz Vi UV, = U, plati 2 f(U)y.

Dale z vime yf(Vs)x a z mdme y f(Vy)x. Dohromady tak dosta-
vame y f (V3 U Vy)z, z ¢ehoz diky V3 UV, = U€ plyne yf(U°)x.

Z lemmatu vime U = U". Tudiz U € U = U". 7 definice tudiz
plati 2 f(U)y Ay f(US)x = zo(f)y.

Z (2.21) méme zf(V})z a z plati zf(V3)x. Celkem tak zf(V; U V3)x.
Protoze V; U Vs = W, tak zf(W)x.

Podle plati z f(V3)z a diky je xf(Vy)z. Tudiz xf(Vo U Vy)z. Po-
vSimnéme si, ze Vo UV, = W€ a proto xf(W°)z.

JezstoW el =U", 2 plati zf(W)z Az f(W)z = zo(f)z.

Vime tedy, ze zo(f)z a xo(f)y. Z tranzitivity o(f) tudiz také zo(f)y.

Vsimnéme si, ze UNW =V, a (UNW)c =1V, U VU V.

Z (2.21)) vime zf(V1)y, tudiz zf(U N W)y.

Z (2.22)), (2.23) a (2.24) mame postupné yf(V2)z ayf(Vs)z a yf(Vy)z. Z toho
dostavame, ze yf (Vo U V3 U Vy)z, neboli yf (U NW)<)z.

Celkem Jy,z € X Ife F:zf(UNW)y AN yf(UNW))z A zo(f)y.

To podle definice (2.1) znamend U N W € U, ¢imz je podminka ovéfena.

Déle ukazeme, zZe pro systém U plati nésledujici:

Pro kazZdou U C 'V nastane pravé jedna z moznosti U e U a U € U.  (2.25)

Necht tedy U C V. Zvolme a € X libovolné a necht P je relace ostré preference
na X \ {a} takova, ze kazdé dvé rizné alternativy jsou porovnatelné, to jest pro
kazdou dvojici ruznych alternativ x,y € X \ {a} plati Py nebo yPz.

Uvazme situaci f € F' spliujici:

VvoeV: f(v)=PnaX)\{a}. (2.26)
Vee X \{a}:zf(U)a. (2.27)
Vee X\{a}:af(U%x. (2.28)

Podle (A1) je |X| > 3, takze X \ {a} obsahuje prinejmensim dvé ruzné
alternativy = a y, které zvolme libovolné. Dle predchoziho jsou kazdé dvé rizné
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alternativy z mnoziny X \ {a} porovnatelné, a tak bez ijmy na obecnosti pred-
poklddejme =Py (jinak preznacime alternativy).

Z a x Py dostavame, ze Vv € V : x f(v)y, neboli z f(V)y. Diky tak
ziskdvame, ze plati zo(f)y.

Z vlastnosti ((1.1)) vSech relaci ostré preference pouzité na relaci o(f),
alternativy z,y, z = a a fakt xo(f)y vime, Ze xo(f)a nebo ac(f)y.

e Necht zo(f)a. Z (2.27) vime xf(U)a, z (2.28) pak mame af(U)z. Celkem
tak dz,a e X Ife F:af(U)anaf(U%)x Axo(f)a. To viak podle (2.1

znamena, ze U € U.

o Necht ao(f)y. Z (2.28)) vime af(U)y, z (2.27)) pak plyne yf(U)a. Celkem
tedy mame, ze Ja,y € X If € F:af(UYyAyf(U)aAao(f)y. Jelikoz
ziejmé (U€)¢ = U, tak z definice (2.1)) mame U° € U.

Z predchozich dvou bodu a toho, ze plati zo(f)a nebo ac(f)y, uz plyne, ze
nastane alespon jedna z moznosti U e U a U® € U.

Nyni ukazeme, ze nemuze zaroven nastat U € U a U € U. Predpokladejme
pro spor, ze tento ptipad nastane. Pripomenme, ze jsme jiz ovérili, ze U splnuje
podminky a (F3). Z plyne UNU® =0 € U, coz je viak spor s (F3).
7 toho uz spolu s predchozim odstavcem dostavame platnost tvrzeni .

Nyni ovérme, ze U splnuje . Necht U e daU CW C V. Chceme W € U.

Z vime, Ze nastane praveé jedna z moznosti W € U a W€ € U. Staci tak
ukazat, ze W€ ¢ U. Necht pro spor W€ € U. Potom z takée UNWe =0 e U,
coz je spor s (F3).

Systém U je tedy neprazdny a spliuje podminky , a , tudiz je
to filtr. Navic vime, ze U splnuje , coz podle lemmatu 4| znamena, ze je to
ultrafiltr.

O

Nyni ptichazi na radu slibené véta charakterizujici mnozinu Y. V prvni ¢asti
této vety ukazeme, ze ke kazdému volebnimu systému o € ¥ existuje pravé jeden
ultrafiltr U, na V, jehoz kazdy prvek je tzv. rozhodujici skupina voli¢i, tj. sku-
pina, ktera uz pri zavedeni volebniho systému o € ¥ svou volbou diktuje volbu
spole¢nosti. Timto ultrafiltrem je navic presné systém U”. Ve druhé casti véty
si polozime v zdsadé opacnou otazku. Existuje ke kazdému ultrafiltru 4 skupin
volicli néjaky volebni systém o € X2, jehoz rozhodujici skupiny jsou pravé skupiny
v ultrafiltru & 7 Odpovédi je, ze ano.

Véta 1. (Alan Kirman, Dieter Sondermann)

1. Pro kaZdy volebni systém o € X existuje pravé jeden ultrafiltr U, na V
majict nasledugjici vlastnost:

VUeU, Ve,ye X VfeF:xf(Uy = xo(f)y. (2.29)

i. Oznacme mnozinu vsech ultrafiltri na V- jako V.
Zobrazeni r : ¥ — V' definované predpisem r(o) = U, je surjekce.
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Diikaz. (i): Necht o € . Zadefinujme néasledujici systém mnozin:
U, ={UCV |Ve,ye X Vfe F:axf(UyANyf(U)r = zo(f)y}. (2.30)

Povsimnéme si, ze jde presné o systém U” z definice . Diky lemmatu
vime, ze U, = U" = U. 7Z lemmatu |11] pak mame, 7e U, = U je ultrafiltr na V.
Chceme ukézat, ze takto definovany ultrafiltr U, ma vlastnost .

Méjme tedy libovolnou U € U, alternativy x,y € X, situaci f € F' a necht
plati x f(U)y. Chceme ukazat, ze xo(f)y.

Uvazme nasledujici disjunktni rozklad mnoziny V:

Vi={veV|zf(v)y}.
Va={veV|yflv)z}.
Vi = (ViU Vy)S.

V1 a Va jsou disjunktni z antisymetrie f(v). Je-li totiz z f(v)y (neboli v € V;),
pak z definice [2| plati = [y f(v)z], a tedy v & V4.
Zvolme z € X \ {z,y}, coz miuzeme z (Al]). Méjme situaci g € F' splnujici:

xg(Vi)z A zg(Vi)y. [a tedy z tranzitivity také zg(V})y] (2.31)
yg(Va)z A zg(Vo)x.  [a tedy z tranzitivity také yg(Va)z] (2.32)
Vo e Vs =lzgv)yl A—lyg(v)z] A zg(v)z. (2.33)

Pripomenme, ze pro kazdou relaci ostré preference P na X plati ((1.3)), tj.
Va,b,c € X : [ (bPa) ANbPc|]V [aPbA = (cPb)] = aPec.
Volbou P = g(v),a = y,b = z,c = z dostavame:

[= (zg(v)y) ANzg(v)2] V [yg(v)z A= (29(v)r)] = yg(v)z.

Z (2.33) vime Vv € V3 : = [zg(v)y] A xg(v)z, tudiz podle pfedchoziho fadku
plati Vv € V3 : yg(v)z, neboli yg(V3)z.

Pfimo z definice mnozin V; a V5, mame zf(V})y a yf(Va)x. Pro prvky mno-
ziny V3 pak z jeji definice plati Vo € V3 : = [zf(v)y] A = [yf(v)z]. Pii pohledu
na (2.31)), (2.32) a (2.33)) vidime, Ze presné tytéz preference zaujimaji volici také
v situaci g, tudiz f = g na {z,y}.

Jelikoz predpokladame xf(U)y a Vi je mnozina vsech takovych v € V|
ze xf(v)y, tak plati U C Vj. Déle predpokladdme U € U,. Protoze z predchoziho
uz vime, ze U, je ultrafiltr, z U C Vj a mame V; € U,.

Z (2.32) mame yg(V3)z a uz diive jsme ukazali, Ze yg(V3)z. Z toho plyne, ze
plati yg(Vo U V3)z. Jelikoz V' = V4 U Vo U V3 je disjunktni rozklad V, plati téz
rovnost Vo U V3 = V. Tudiz yg(V)z. Z mame zg(V1)y.

Vime, ze Vi € U,. Z definice mame zg(V1)y Ayg(VE)z = zo(g)y.

Ozna¢me W =V} U V3. Ponévadz Vi € U, a V; C W, z (F1)) mame W € U,.

Z (2.31) mame zg(V1)z, z pak zg(V3)z. Tedy celkem zg(Vi U V3)z,
neboli zg(W)z. Diky vime zg(Va)z, tudiz zg(We)x.

Protoze W € U,, z plati zg(W)z A zg(W)z = z0(g)=.

Celkem uz jsme ukézali, ze zo(g)z a zo(g)y. Z tranzitivity o(g) tak plyne
také zo(g)y. Uz difve jsme dokazali, ze f = ¢ na {z,y}. Podle tak také
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o(f) = o(g) na {z,y}. Jelikoz z predchoziho fadku zo(g)y, tak téz zo(f)y, coz
jsme chteli ukazat. Nami zadefinovany systém U, tak ma vlastnost .

Zatim tedy mame, ze existuje alespon jeden ultrafiltr U, na V majici
vlastnost . Zbyvéa ukazat, ze tento ultrafiltr je jednoznacné urceny.

Necht pro spor existuje U, € V rizny od U,, ktery ma také vlastnost .
Ponévadz U, # U,, z neprazdnosti ultrafiltri plyne, ze existuje U C V takova,
ze UeU. aU ¢ U,. Podle lemmatu {4 bod (ii) tak nutné U¢ € U,.

Zvolme dvé ruzné alternativy z,y € X a situaci f € F spliujici zf(U)y
ayf(U)x.

Protoze U! ma vlastnost a U el dostavame yf(U)r = yo(f)z.

Jelikoz U, ma vlastnost a U €U, méme zf(U)y = zo(f)y.

Z antisymetrie o(f) a yo(f)x mame — [zo(f)y]. Zaroven vime, Ze plati xo(f)y,
coz je spor. Tedy U, je jednoznacné urceny.

(ii): Necht U je ultrafiltr na V. Musime najit volebni systém o € 3 takovy,
ze U, = U. Zadefinujme funkci o nasledujicim zptusobem:

zo(fly={veV |zf(v)yt €U, kdex,ye X a f € F. (2.34)

7, definice mnoziny ¥ musime ukézat, ze toto o splnuje , a .

e (A3): Necht z,y € X, f € Faxzf(V)y. Potom {v €V |zf(v)y} =V €U,
nebot z 0 ¢ U, tudiz diky lemmatu [d| plati 0 =V € U. Z (2.34)) je xzo(f)y.

e (Ad): Necht z,y € X a f,g € F a f = g na {z,y}. To z definice [3| znamené:

VoeV :jzf(v)y <= zg(v)y] Ayf(v)r < yg(v)z]. (2.35)
Chceme ukéazat o(f) = o(g) na {z,y}, k ¢emuz z definice {4| staci ovéfit toto:

[zo(f)y <= zo(g)y] A yo(flz < yo(g)z]. (2.36)

Z (2.35) mame mnozinové rovnosti {v € V | xf(v)y} = {v € V | zg(v)y}
a{veV]yf(v)a} ={veV|yg(w)r} Tudiz

zo(fly <= {veV]azflvyt €U < {veV|zg(v)y} €U <= z0a(g)y.
yo(flz <= {veV|yflv)z} el < {veV |yglv)z} €U > yo(g).

Tim je platnost podminky ovérena.

e (A2): Z je funkce o zfejmé definovand pro vsechna f € F. Zbyva
ukazat, ze pro kazdé f € F je o(f) relace ostré preference na X. K tomu podle
definice [2] postaci dokazat, ze o(f) je antisymetrickd a negativné tranzitivni.
Necht f € F je libovolna situace.

Nejprve antisymetrie. At z,y € X a zo(f)y, tj. {v € V | zf(v)y} € U. Vime,
ze relace f(v) jsou antisymetrické, takze zf(v)y =— —[yf(v)z]. Mnozinové
zapsano, {v € V | zf(v)y} C{v e V | = [yf(v)z]}. Jezto U je ultrafiltr, z (F'1)
plyne {v € V | = [yf(v)z]} € U. Z lemmatu[d a mame:

{veVI-lyfel} ={veV]yflv)e} ¢U < —[yo(f)z].

Tedy pro libovolnd =,y € X plati zo(f)y = —[yo(f)x].
Nyni negativni tranzitivita. Necht x,y,z € X a = [zo(f)y] a = [yo(f)z]. Podle

definice (2.34)) tudiz plati:
Bi={veV|zflv)y} U a By={veV|yf(v)z} ¢U.
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Tvrdime, ze také By U By ¢ U. Pokud by totiz platilo By U By € U, tak
z lemmatu 4| bod (iii) nutné By € U nebo By € U, coZ je spor.
Ponévadz f(v) jsou relace ostré preference, z (1.1)) mame:

rf(v)z = zf()yVyflv)z.
To znamena, ze:
Bs={veV|af(v)z} C{veV|zf(v)ytU{veV |yf(v)z} = By U Bs.

Odsud nutné Bz ¢ U. Kdyby totiz platilo By € U, tak z axiomu (F1)
a faktu By C By U By uz plyne By U By € U, coz je vSak spor s By U By ¢ U
dokézanym vyse.

Tedy By = {v € V | zf(v)z} ¢ U, neboli =[zo(f)z]. Tim je negativni
tranzitivita relace o(f) dokdzdna a spolu s ni i to, ze o € 3.

K dokoncéeni ditkazu surjektivity r je treba ukéazat, ze U, = U. K tomu postaci
dokazat, ze U, C U. Pokud by totiz nastalo U, C U, tak by U byl striktné jemnéjsi
filtr nez U,, coz by byl spor s definici ultrafiltru.

Necht U € U,. Méjme dvé rtzné alternativy z,y € X asituaci f € F splnujici
zf(U)y a yf(U%)x. Z antisymetrie plati Vv € U : =[x f(v)y]. Diky tomuto
faktu, platnosti z f(U)y a tomu, ze V = U U U*® je disjunktni rozklad mnoziny V,
dostavame U = {v € V | zf(v)y}.

Jelikoz U € U,, z plyne xf(U)y = xo(f)y. Z definice nami
vytvoreného volebniho systému o tak plati U = {v € V | zf(v)y} € U. Tudiz
dostavame U, C U. Podle diskuse vyse tak U, = U.

O

Vsimnéme si, ze systém U, je tvofen pravé vSemi rozhodujicimi skupinami.
Pokud by totiz existovala rozhodujici skupina W ¢ U,, tak z lemmatu [3| vime,
ze existuje U € U, takova, ze U N W = (). Potom vSak existuje situace f € F
takovd, Ze pro vybrané dvé alternativy z,y € X plati zf(U)y a yf(W)x, a tak
nutné také xo(f)y a yo(f)x, coz je spor s antisymetrii o(f).

Vsechny rozhodujici skupiny (pfislusné danému volebnimu systému o € ¥)
tedy tvor{ ultrafiltr. Diky tomu o nich z axiomu filtru a lemmatu[do charakterizaci
ultrafiltru vime nasledujici:

(i) Kazda skupina voli¢t obsahujici rozhodujici skupinu je také rozhodujici.
(ii) Prunik dvou rozhodujicich skupin je rozhodujici skupina.
(iii) Pro kazdou skupinu voli¢u plati, ze bud tato skupina, nebo jeji doplnék
je rozhodujici.
(iv) Rozdélime-li rozhodujici skupinu na dvé (ne nutné disjunktni) podskupiny,

alespon jedna z nich je rozhodujici.

Zejména to, ze prunik dvou rozhodujicich skupin je také rozhodujici skupina,
je pomérné neintuitivni a prekvapujici vysledek. Cesta k nému také nebyla tuplné
jednoduché. Nejprve jsme lemmatem [10| dokézali, ze systémy U, U" a U" defino-
vané po radé predpisy , a se rovnaji, tedy ze jde jen o tii ekviva-
lentni definice jednoho mnozinového systému. Poté jsme v lemmatu |11} ukazali,
ze tento mnozinovy systém je ultrafiltr (tedy specidlné ze prunik dvou jeho prvki
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v ném také lezi). Nakonec jsme v ¢asti (i) véty [I| a v odstavci ihned za vétou
ukazali, ze tento ultrafiltr je tvoren pravé vSemi rozhodujicimi skupinami.

Cast (ii) pravé dokazané véty 1| nam slovy Fiké nasledujici: ,,Vyberme né-
jaké skupiny volicti. Pokud tyto skupiny tvoii ultrafiltr, tak uz existuje volebni
systém o € ¥ takovy, Ze jemu piislusné rozhodujici skupiny jsou presné nami vy-
brané skupiny.“ Jesté jinymi slovy: ,Predepisme, které skupiny voli¢ti maji byt
rozhodujici. Pokud takto predepsané rozhodujici skupiny tvori ultrafiltr, tak uz
existuje volebni systém o € X, jehoz rozhodujici skupiny jsou presné ty skupiny,
které jsme predepsali.“ Vzorec z dikazu ndm navic davé, jak tento vo-
lebni systém o zkonstruovat. Jako volebni pravidlo staci vzit jednoduse ,jakmile
si néco preje libovolna z predepsanych rozhodujicich skupin, tak uz tutéz volbu
musi ucinit i spolecnost.“ Podle ditkazu pak takto definovany volebni systém o
skutecéné spliuje az (Ad), tedy o € X. VSimnéme si, ze ¢4st (ii) véty
iika pouze to, ze k danému ultrafiltru predepsanych rozhodujicich skupin do-
kéZeme najit (dokonce piimo zkonstruovat) asporl jeden volebni systém o € 3
s presné témito rozhodujicimi skupinami. Volebnich systémt s tymiz rozhoduji-
cimi skupinami vsak mize byt vice, o tom uz véta nic nerika.

Poslednim tvrzenim této kapitoly bude véta charakterizujici vSechny volebni
systémy o € 3, které splnuji také axiom nediktatorstvi (A5]).

Véta 2. Volebni systém o € X spliuje (Ab) < U, je netrividlni.

Diikaz. = : Necht o € ¥ splnuje (A5) a necht pro spor U, je trividlni. Podle
lemmatu @ existuje vg € V tak, ze U, = {U CV | vy € U}. Tudiz {vo} € U,.
Z vlastnosti (2.29) ultrafiltru U, tak plyne:

Ve,ye X VfeF :xf(v)y = zo(f)y.

To znamena, ze voli¢ vq je diktator, coz je spor s ((AD)).
< : Necht 0 € . At U, je netrividlni a necht pro spor neplati (A5)), tj.

Jug € V takové, ze Ve,y € X Vf e F:af(vg)y = xzo(f)y. (2.37)

Tvrdime, Ze {vg} € U,. Necht pro spor {vy} ¢ U,. Potom z lemmatu 4| nutné
plati {vwo}¢ € U,. Zvolme dvé ruznd z,y € X libovolné a uvazme situaci f € F
splnujici xf(vo)y a yf({vo}<)z. Z (2.37) plati zf(vg)y = zo(f)y. Protoze U,

méa vlastnost (2.29), plati téz yf({vo})r = yo(f)z. Z antisymetrie o(f) pak
dostavame — [zo(f)y]. Zaroven vsak xo(f)y, coz je spor.

Nyni ukdzeme, ze U, = {U CV | vy € U}.

e DO: Necht U CV awy € U. Vime, ze {vo} € U, a {vg} C U, takze z
dostavame U € U,,.

e C: Necht pro spor existuje U € U, takova, ze vy ¢ U. Potom vsak
ziejmé U C V' \ {vy}, tudiz podle plati V' \ {vo} € U,. Zaroven vime,
ze {vo} € U,. Diky tak {vo} N (V' \ {vo}) =0 € U,, coz je spor s (F3).

Tedy U, = {U C V | vg € U}, coz podle lemmatu [6] znamena, ze U, je

trivialni. To je vSak spor s predpokladem toho, ze tento ultrafiltr je netrivialni.

]
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3. Arrowova véta a otazka
diktatury

3.1 Konecny pripad

Na zacatku tohoto textu jsme zformulovali jisté pozadavky na prijatelny vo-
lebni systém a dali si za cil zjistit, které volebni systémy témto pozadavkim
vyhovuji. Odpovédi na tuto otdzku je Arrowova véta.

Véta 3. (Kenneth Arrow)

Necht 'V je konecnd. Potom pro kaZdy volebni systém o € X plati — (A5). Jingmi
slovy, zavedeni libovolného volebniho systému spliujiciho axiomy az (Ad)
ma nutné za nasledek nastoleni diktatury jednoho clovéka.

Diikaz. Necht o € ¥ a U, je prislusny ultrafiltr z véty [Il Podle véty [2] splnuje
volebni systém o € ¥ axiom pravé tehdy, kdyz je U, netrividlni. Podle
lemmatu [5] je ale kazdy ultrafiltr na konecné mnoziné V' trivialni, tedy i U, je
trividlni. Volebni systém o tak nespliiuje, neboli plati = (A5).

O

Na prvni pohled jde o pomérné sklicujici vysledek. Poznamenejme vsak, ze
jsme v celém textu predpokladali (a nejednou toho vyuzili v dukazech) plat-
nost podminky , tedy Ze na vybér jsou alespon tfi alternativy. Je dokazano,
ze pokud jsou na vybér dvé alternativy, problém diktatury nenastava.

Déle si uvédomme, ze véta dokazuje neexistenci volebniho systému, ktery by
fungoval vZdy, coz vsak nemusi ihned znamenat, ze dany volebni systém je veskrze
Spatny. Pokud se nespokojime s diktaturou a dale trvame na tom, Ze na vybér jsou
alespon t1i alternativy, pak dostavame, ze pro dany volebni systém neplati alespon
jedna z podminek , a . To vsak také muze znamenat pouze to, ze
existuje jedna mozna ,Spatna“ situace (tedy kombinace preferenci voli¢i), pro
kterou dany volebni systém selhava, zatimco ve vsech ostatnich moznych situacich
bude tento volebni systém uspokojivy. Navic muze byt velice nepravdépodobné, ze
tato Spatnd situace skuteéné nékdy nastane. O kazdém volebnim systému (alespon
tak, jak jej chdpeme v tomto textu) vsak s jistotou vime to, Ze pro néj néjaka
takova Spatna situace existuje. Podobné jako u lidi tudiz také u volebnich systémi
plati, ze nikdo neni dokonaly.

3.2 Nekonec¢ny pripad

3.2.1 Diktatura jedince

Ponékud jiny pristup k Arrowové vété zvolil Peter Fishburn, ktery predpokla-
dal platnost axiomu az a ukdzal, Ze z toho nutné plyne |V| = oo, tedy
ze nutnou podminkou je, aby voli¢t bylo nekone¢né mnoho (viz [2]). Kdyz tohle
vime, prirozené se nabizi otdzka, zda nahodou nejde i o podminku postacujici.
Odpovédi je, ze ano.
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Véta 4. (Peter Fishburn)
Necht V je nekonecnd. Potom existuje volebni systém o € X spliujici aziom (AD)).

Dikaz. 'V je nekonecna, a tak diky lemmatu [§] vime, ze na V existuje netrivi-
alni ultrafiltr U. Podle véty |1 ¢ast (ii) existuje volebni systém o € ¥ takovy,
ze U, = U. Protoze U = U, je netrividlni, z véty 2 mdme, Ze tento volebni sys-
tém o splinuje axiom nediktatorstvi .

O

S trochou nadsazky se tak da rici, ze jako lidstvo mame smulu, nebot je nés jen
kone¢né mnoho. Dokonce ani tento vysledek vSak neni uplné uspokojivy. Ukazali
jsme sice, ze v pripadé nekonecné mnoha volicti existuje volebni systém splnujici
veskeré nase pozadavky, jenze nevime, jak vypadd. V dikazu Fishburnovy véty
jsme totiz pouzili lemma [8] které vyuzilo platnosti lemmatu [7] o rozsifen filtru na
ultrafiltr, jez je aplikaci Zornova lemmatu. Nevyhoda pouziti Zornova lemmatu
spoc¢iva v tom, ze nam dava pouze existenci daného ultrafiltru, ale uz ne jeho
popis. Na zakladé tohoto ultrafiltru jsme tak sice schopni zkonstruovat volebni
systém (a to pomoci z ditkazu ¢asti (ii) véty [1)), ale abychom takto defi-
novany volebni systém mohli redlné pouzit, musime védét, jak prislusny ultrafiltr
vypada, coz bohuzel nevime.

3.2.2 Diktatura skupiny

7 jistého uhlu pohledu neni vysledek Fishburnovy véty {4 tolik prekvapivy.
Zatimco v kone¢ném piipadé (|V] < oo) tvori jeden voli¢ jistou nenulovou Cast
mnoziny vsech voli¢t, v nekoneéném piipadé (|V| = co) bychom ¢ekali, ze jedinec
bude zanedbatelny. Miizeme si to neformalné predstavit bud tak, ze kardinalita
mnoziny V' se v nekoneéném ptipadé odstranénim jednoho voli¢e nijak nezméni
(00 —1 = 00), takze si ani nevSimneme, Ze dany voli¢ uz se voleb netcastni, nebo
tak, ze kazdy voli¢ tvori ,nulovou ¢ast* mnoziny vsech voli¢u (é =0).

Od jediného volice bychom tak nejspise neocekévali, ze bude diktovat spole-
¢enskou volbu. Prislusna formulace diktatury by spise znéla tak, Ze existuje néjaka
mala skupina tvorici nenulovou ¢ast mnoziny vSech volici, kterd uz v kazdé situaci
svou volbou diktuje volbu celé spole¢nosti (tento pozadavek fadné zformulujeme
pozdéji). K vysetfeni toho, zda v nekonecném pripadé nastane diktatura takové
skupiny, vsak nejdiiv musime zavést néjaky model, ktery by nam tekl, jak velkou
¢ast mnoziny V' vSech voli¢ct dana skupina tvori, pricemz specidlné kazdy jeden
voli¢ by v tomto modelu mél tvorit nulovou ¢ast mnoziny V.

Urcit, jak velkou ¢ast mnoziny vSech voli¢i dana skupina tvori, neni v prti-
padé, ze |V| < oo, tak tézké. Pro skupinu U C V mizeme Tici, ze tvori ¢ast
o velikosti % Tomuto ¢islu budeme dale v textu fikat rozsah. Naptiklad roz-
sah 0,5 v koneném piipadé znamend, Ze dana skupina tvori 50 % vSech vo-
lici. V pripadé |V| = oo bychom chtéli mit néco podobného. Pokud vsak také
|U| = oo, tak vySe uvedeny postup selhdva, nebot neni vidét, kolik by 22 mélo
byt. Potrebujeme tudiz néco sofistikovanéjsiho.

Za tim ucelem si vypujcime myslenku, kterou poprvé pouzil Robert Aumann
v ekonomii, kdyz se snazil vytvorit model tzv. dokonalé konkurence (viz [3]).
Stejné jako v nasem problému ma totiz i v dokonalé konkurenci byt jedinec za-
nedbatelny.
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Nejprve vsak pripomenme nékolik pojmi z teorie miry.

Definice 9. Necht V je mnoZina. Rekneme, Ze systém S podmnoZin mnoZiny V
je o—algebra na V, jestlize plati:

e DeSs.
o AcS = (V\A)eS. (uzavrenost na dopliiky)

o A A... €S = (U An> € S. (uzavrenost na spocetnd sjednocent)
n=1

Definice 10. Necht V je mnozina a S je o—algebra na V. Rekneme, Ze zobrazeni
p: S — [0,00| je mira, jestlize spliuje:

« u®) =0

o Méjme spocetne mnoho po dvou disjunktnich mnozin A, € S. Potom:

1 ( An> =" u(4,). (spocetnd aditivita)
1 n=1

n—=

Trojici (V,S, 1) budeme nazgvat prostor s mirou. MnoZinam v systému S
budeme rikat meritelné mnozZiny.

Definice 11. Necht (V,S, ) je prostor s mirou. Rekneme, Ze mira u je:
» konecnd, jestlize (V') < oo;

» neatomickd, jestlize pro kazdé U € S, u(U) > 0 existuje W C U takovd,
zZe 0 < p(W) < p(U).

Modelem, ktery pouzijeme, bude pravé prostor (V,S,u) s konetnou neato-
mickou mirou. Systém & bude soubor skupin volic¢i, tzv. koalic, a mira p bude
mnozinova funkce, ktera témto koalicim pritadi jejich rozsah. Budeme predpo-
kladat, ze kazda jednoprvkova podmnozina V' (jeden voli¢) je méfitelna. Déle
budeme pozadovat, aby p byla nejenom konecnd, ale také aby u(V) # 0 (jinak
by slo o identicky nulovou miru). V takovém pripadé uz lze lehce zafidit, aby
(V) = 1. Rozsahy koalic pak budou opét mezi 0 a 1 jako v kone¢ném pripadé.
Diky neatomicnosti miry mame navic zajisténo, ze rozsah jedince bude nulovy.
Kdyby totiz existoval voli¢ v € V o rozsahu p({v}) > 0, tak z neatomicnosti
existuje A C {v} takovd, ze 0 < p(A) < p({v}). Jedingmi podmnozinami mno-
ziny {v} jsou vSak 0 a {v}. Pfimo z definice miry mame 0 £ 0 = u(0) a zfejmé
plati u({v}) £ p({v}). Nutné tak u({v}) = 0.

Vsimnéme si, Ze nejen jedinec, ale také kazda spocetnd (tudiz i konecna)
koalice K = {v, | n € N} C V md nulovy rozsah. To snadno nahlédneme diky
spocetné aditivité miry pu:

) =1 (U o)) = St = 00

Z toho plyne, ze pokud je V spocetnd, tak uz nutné p(V) = 0, neboli u
je identicky nulovda mira. Tento model je tedy pouzitelny pouze tehdy, kdyz
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je V nespocetna. I z tohoto divodu se také pri modelovani dokonalé konkurence
v ekonomii, které bylo zminéno vyse, predpoklada, ze V' ma velikost kontinua, to
jest |[V] = |R].

Podminku diktatury ve spolecnosti nyni zformulujeme takto:

Pro kazdé € > 0 existuje koalice K € S o rozsahu u(K) < € takovd, Ze plati
Ve,ye X Ve F:af(K)y = zo(f)y. (D)

Jinymi slovy, at uz zvolime libovolné maly rozsah, vzdy existuje skupina voli¢ii
mensiho nebo téhoz rozsahu, ktera uz diktuje volbu celé spolec¢nosti.

K vysetreni takto zformulované diktatury se ndm budou hodit nasledujici dvé
pomocna lemmata.

Lemma 12. Necht (V,S,u) je prostor s konecnou mneatomickou mirou.
Necht E € S, u(E) > 0. Potom pro kazdé redlné ¢islo a > 0 existuje B’ C E
takovd, Ze 0 < u(E') < a.

Diikaz. Necht E € S, u(E) > 0,a > 0. Jestlize u(F) < a, polozme E' = E.
Necht a < p(FE). Z neatomic¢nosti miry p existuje A; € S, A; C E takova,
ze 0 < u(Ay) < p(E). Zejmé A; a E'\ A; jsou disjunktni, a tak z vlastnosti
miry plyne pu(E) = p(AyU(E\ A1) = p(Ar) + p(E\ Ay). Protoze z predchoziho
vime 0 < u(A;) < u(E), nutné musi platit také 0 < p(E \ Ay) < u(E).
Tvrdime, ze pu(A;) < p(E)/2 nebo pu(E \ Ay) < u(E)/2. Necht toto pro spor
neplati, tedy (A1) > p(E)/2 a p(E\ A1) > p(E)/2. Potom dostavame:

#(B) = (A U (B \ A1) = p(Ar) + u(E\ Ay) > u(B)/2 + p(E) /2 = ju(E).
Tedy pu(E) > p(E), coz je spor.
o Pokud pu(A;) < u(E)/2, polozme By = A; C E.

o Pokud pu(A;) > wu(E)/2, tak z predchoziho nutné p(E \ A1) < p(FE)/2.
Polozme B; = E\ A; C E.

Tim jsme ukazali existenci By C E' s mirou 0 < u(By) < u(E)/2.
Opakovanou aplikaci tohoto postupu tak pro kazdé n € N dokdzeme najit
mnozinu B,, C B,y C ... C E takovou, ze 0 < u(B,) < p(E)/2". Naleznéme
¢islo N € N takové, ze u(E)/2N < a, a polozme E' = By. Zfejmé E' m4 poZa-
dované vlastnosti.
[

Lemma 13. Necht (V,S,u) je prostor s konecnou mneatomickou mirou.
Potom pro kazZdé € > 0 existuje konecny disjunktni rozklad Ay U...U A, =V
mnoziny V takovy, ZeVi € {1,....n}: u(4;) <e

Diikaz. Necht € > 0. Je-li u(V) <e¢, pak A; =V je hledany rozklad.

Necht € < pu(V), specidlné p(V) > 0. Naleznéme mnozinu A; C V takovou,
ze plati 0 < p(A;) < e. Tuto mnozinu ziskdme pouzitim predchoziho lemmatu
pro E=V (u(V)>0)al0<a=c¢e

Déle postupujeme indukci. Pfedpokladejme, ze mame po dvou disjunktni mé-
fitelné mnoziny Ay, ..., A, C V takové, ze D,, = A;U...UA, ma miru u(D,) < e.
Pro n = 1 toto zaridit umime diky vyse fec¢enému.
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Zadefinujme systém mnozin F,, = {C C (V\ D,,) | 0 < u(C) < e — u(D,)}.
Protoze w(V \ D,) = p(V) — (D) > p(V) —e >e—e=0ae— u(D,) >0,
z lemmatu (12| pouzitého na F = V' \ D,, a a = € — u(D,,) dostavame, ze F, je
neprazdny.

Déle zadefinujme systém G, = {C' C (V\ D,) | + < u(C) < e — pu(Dy)}-

Mnozinu A, ;1 zvolme nésledovneé:
o Je-li G, # 0, zvolme A, jako libovolnou mnozinu v G,,.

o Jeli G, =0, zvolme A, jako libovolnou mnozinu v F,,. Podle predchozi
diskuse takova mnozina vzdy existuje.

Protoze A,y lezi v F, nebo G,, plati A,.1 € (V \ D,), a tedy D, a A,1
jsou disjunktni, tudiz také Ay, ..., A, jsou po dvou disjunktni.

Jelikoz kazdd mnozina v F, a G, méa miru mensi nez € — u(D,), tak také
p(Ans1) < € —pu(Dy). Protoze Dypyy = A1 U...UA, 11 = D, UA,,1, z vlastnosti
miry plati:

(Dni1) = p(Dy U Anjr) = (D) + i(Ani1) < p(Dy) + € — pu(Dn) = €.

Celkem tedy mame po dvou disjunktni méritelné mnoziny Ay, ... A, 1 takové,
ze plati u(Dy41) < €, ¢imz je indukéni krok dokoncen.

Nyni polozme A = U A,.

n=1

Z vlastnosti miry plati p(A (U A ) => u(A,)

Podivame-li se na n-ty castecny soucet, dostaneme:
Z w(Ag) = (U Ak> = u(D,) < €, tudiz nutné p(A) = Z w(Ay,) <e.
k=1 k=1 n=1

Tvrdime, ze p(A) = €. Necht pro spor pu(A) < e.

Potom plati u(V\ A) = u(V) —uw(A) >e—e=0a¢e¢—pu(ld) >e—e=0.
Podle lemmatu [12] pouzitého na E =V \ A a a =€ — pu(A) existuje B C (V' \ A)
takovd, ze 0 < u(B) < € — u(A). Potom Vn € N: B C (V' \ D,), nebot:

BC(V\A) =V\ (k[:]lAk> cCV\ (kQAk> =V \ D,.

Déle plati Vn e N: 0 < u(B) < e — u(A) < e — u(D,,), jelikoz:

u(Dy) = g (U Ak) <y (G Ak) — u(A), neboli — u(A) < —u(D,)

Naleznéme N € N takové, 2e O <+ < u(B).

Potom Vn > N,n € N: & < & < u(B) < e —p(D,), a tudiz B € G,.
To znamend, ze Vn > N,n € N G, # 0. Z konstrukce mnozin A, tak vime,
zeVn > N,n € N plati A,, € G,, tedy specidlné p(A,) > % Potom vsak:

. ([’j An> - f: u(AL) > f;v (A i

1
n
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Tudiz u(A) = oo, coz je spor s u(A) < € € R, takze skutecné pu(A) = e.

Celkem jsme tedy zacali s mnozinou V nenulové miry vétsi nez e a nasli jeji
méfitelnou podmnozinu A takovou, ze p(A) = e.

Polozme B; = A. Mnozina V' \ By je méfitelnd diky tomu, ze o-algebra je
uzaviend na dopliiky. Pokud je pu(V \ B;) < €, jsme hotovi a hledany rozklad
je V.= B U(V\ By). V opa¢ném piipadé aplikaci vyse uvedeného postupu na
mnozinu V' \ By ziskdme By C (V' \ By) takovou, ze p(By) = €. Protoze o-algebra
je uzaviena na spocetnd sjednoceni a doplinky, mnozina V'\ (B, U Bsy) je méfitelna.
Pokud je mira této mnoziny < e, tak je hotovo. V opa¢ném pripadé opét najdeme
mnozinu By C V' \ (B; U By) takovou, ze u(Bs) = e.

Budeme-li takto pokracovat, tak ponévadz (V') < oo, po koneéné mnoha kro-
cich, jejichz pocet ozna¢me K, bude pro Bg,; = V \ (By U ... U Bg)
platit u(Bgi1) = (V) — Ke < e. Rozklad V. = By U ... U Bgy je ziejmé
disjunktni a z konstrukce mnozin ziejmé Vi € {1,... K + 1} : u(B;) <e.

O

Povsimnéme si, ze jsme dokazali o trochu silnéjsi tvrzeni. Ukazali jsme, ze pro
kazdé € > 0 jsme schopni najit disjunktni rozklad mnoziny V', ve kterém maji
vsechny mnoziny miru < e, pricemz mira vSech mnozin v tomto rozkladu az na
jednu je navic presné rovna e.

Véta 5. Necht (V,S,u) je prostor s konecnou mneatomickou mirou.
Potom pro kaZdy volebni systém o € X plati @

Diikaz. Necht o € ¥ a € > 0. Podle predchoziho lemmatu [13| existuje konecny
disjunktni rozklad K; U ... U K, = V takovy, ze Vi € {1,...,n} : u(K;) < e.
Necht U, je prislusny ultrafiltr z véty [I} Ziejmé Ky U ... UK, =V € U,,
jinak by nutné V¢ = () € U,, coz by byl spor s . Podle lemmatu |§| existuje
pravé jedno i € {1,...n} takové, ze K; € U,. Protoze U, ma vlastnost ,
platiVae,y e X Vf e F:zf(K;)y = xo(f)y. Pro dané € > 0 tudiz plati:

dK € S, u(K) < e takovd, ze Vo,y e X Vfe F:af(K)y = zo(f)y.

]

Ukéazali jsme tedy, ze pokud je V nespocetnd a u(V') # 0, tak ve spole¢nosti
nastava diktatura ve smyslu podminky @ Mnozinu voli¢i V' jsme schopni roz-
lozit na kone¢né mnoho navzajem disjunktnich skupin o rozsahu mensim nebo
rovno libovolné zvolené € > 0 a pravé jedna ze skupin v tomto rozkladu uz svymi
preferencemi diktuje preference celé spolec¢nosti.

Nyni uvazme pripad (V) = 0. Podle pravé dokazané véty je i tehdy spl-
néno @, coz ale neni nic prekvapivého. ,Diktaturu® mnoziny V pozadujeme
piimo v axiomu , a protoze pu(V) = 0, podminka @ je tim trivialné spl-
néna. Je-li V konecna, tak z Arrowovy véty [3| uz vime, ze nastava diktatura
jedince. Pokud je V' spocetna, mizeme vyuzit podobnou myslenku jako v dikazu
predeslé véty. Rozlozime-li V' na konecéné mnoho disjunktnich skupin voli¢i, tak
nam lemma [9 fka, Zze préavé jedna z téchto skupin lezi v U,, tedy Ze uz svou vol-
bou diktuje volbu celé spole¢nosti. Totéz plati i pro pripad, kdy je V nespocetna
au(V)=0.
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3.2.3 Neviditelny diktator

V posledni ¢asti tohoto textu si ukdzeme, Ze i v nekonecném pripadé v jistém
smyslu pretrvava diktatura jedince, kterému budeme fikat ,neviditelny diktator®.
K zadefinovani a dikazu existence tohoto jedince bude treba vyuzit nékolika
pojmu a poznatkil z obecné topologie, které zde nejprve shrneme.

Definice 12. Necht Y je mnoZina a T C P(Y).
Dwojici (Y, T) nazveme topologicky prostor, jestlize plati nasledujici:

e DY ET.
o Ul,UQGT:> UnUy,eT.
e WCT = UWeT.

Systém T se nazyvd topologie a jeho prvkim rikame otevrené mmnoZiny.
Doplnky otevrengch mnoZin se nazyvaji uzavrené mnoziny.

Zatimco v metrickych prostorech jsou oteviené mnoziny urceny zvolenou me-
trikou, v topologickych prostorech primo predepisujeme, které mnoziny budeme
povazovat za oteviené. Takto zvolené oteviené mnoziny vsak musi splnovat vyse
uvedené podminky. Volba téchto podminek neni ndhodnd, jelikoz presné tytéz
vlastnosti maji oteviené mnoziny v metrickych prostorech (a tudiz kazdy met-
ricky prostor se svymi otevienymi mnozinami je také topologicky prostor). Muze
se ovsem stat, ze nami predepsané oteviené mnoziny spliuji vSechny axiomy to-
pologického prostoru, ale pritom na Y neexistuje metrika, kterd by generovala
presné tytéz oteviené mnoziny, neboli ne kazdy topologicky prostor je takzvané
,metrizovatelny .

Definice 13. Necht'Y, Z jsou mnoZiny, F je filtrna Y a f :Y — Z je zobrazeni.
Symbolem f.JF rozumime systém f.F ={AC Z | f~1(A) € F}, kde f~'(A) znaci
vzor mnoziny A pri zobrazend f.

Lemma 14. Necht Y, Z jsou mnoziny, U je (ultra)filtr na Y a f 1Y — Z je
zobrazeni. Potom f.U je (ultra)filtr na Z.
Diikaz. Nejprve ukazeme, ze pokud je U filtr, tak i f. U je filtr.

e Vime, 7e [~H(Z) =Y €U, tudiz Z € f.U, tedy f.U je neprazdny.

e« (F3): f7'0)=0¢Uz pouzitého na filtr U, tudiz 0 ¢ f. U.

e (FI): Necht ACBC ZaAe f.U. Cheeme B € f.U.

Jelikoz A C B, tak téz f~'(A) C f~Y(B). ProtoZe z definice systému f, U
je f71(A) € U, z axiomu pouzitého na filtr & mame f~'(B) € U,
neboli B € f,U.

o (F2): Necht Ay, Ay € f.U. Potom z definice f~1(A;) eU a f71(Az) €U.
Z pouzitého na filtr 4 mame f~1(A;) N 71 (Ay) = fH(AI N Ay) €U,
tudiz plati Ay N Ay € f.U.
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Nyni predpoklddejme, ze U je ultrafiltr. Uz jsme ukazali, ze f.U je filtr. Podle
lemmatu [4] tak k dikazu toho, ze f.U je ultrafiltr, sta¢i dokdzat, ze pro kazdou
mnozinu A C Z nastane pravé jedna z moznosti A € f,U a A° € f,U.

Pokud A € f,U a A° € f.U pro néjakou A C Z, tak protoze f,U je filtr,
z axiomu dostdvame AN A = 0 € f.U, coz je spor s , takze tento
pripad nastat nemuze.

Jestlize pro néjakou A C Z plati A ¢ f.U a A° ¢ f.U, tak z definice plati
také f7H(A) ¢ U a f7H(A°) ¢ U. Avsak:

FHAUFHA) = FHAVA) = f1(2) =Y el

Podle lemmatu [4] bod (iii) pak nutné f~'(A) € U nebo f~'(A) € U, coZ je
spor. Pro kazdou mnozinu A C Z tak skutectné nastane pravé jedna z moznosti
Ae f.Ud a A € f.U, tudiz f. U je ultrafiltr.

m

Definice 14. Necht (Y,T) je topologicky prostor.
o Rekneme, Ze systém mnozin O C T je otevrené pokryti, jestlize JO =Y.

o Rekneme, Ze (Y,T) je kompaktni, jestlize pro kaZdé oteviené pokryti O
existuje konecny systém Q C O tak, Ze | JQ =Y.

o Prostor (Y,T) nazveme Hausdorffiv, jestlize plati ndsledujici:

V:U,yEY,x#y,EIUl,UQGT:xEUl/\yEUg/\Ulﬂngﬂ).

o Necht F je filtr na Y. Rekneme, Ze F konverguje k boduy € Y, jestliZe:

YUeT :yelU = U € F.

Lemma 15. Necht (Y,T) je kompaktni Hausdorffiv topologicky prostor a U je
ultrafiltr na Y. Potom U konverguje k prdve jednomu bodu.

Dukaz. Predpokladejme nejprve, ze U nekonverguje k zadnému y € Y. Potom
z definice (ne)konvergence filtru plati Vy € Y 3U, € T :y € U, AU, ¢ U.

Ziejme Y = U Uy. Z kompaktnosti existuji yi,...,y, € Y tak, Zze Y = U Uy,-
yey =1

Protoze Uy, U (U, U...UU,,) =Y € U, z lemmatu {4 vime, ze U, € U
nebo Uy, U...UU,, € U. Jelikoz vSak z pfedchoziho Vi € {1,...,n} : U, ¢ U,
nutné Uy, U...UU,, € U. Obdobnym zpisobem dostaneme U,, U...UU,, € U
a tak déle, az nakonec Uy, , UU,, € U, a tedy podle lemmatu [ nutné U,, , € U
nebo U, € U, coz je vSak spor. Tudiz U konverguje k alespon jednomu bodu.

Predpokladejme nyni, ze U konverguje ke dvéma riznym bodim z,y € Y.
Ponévadz Y je Hausdorffuv, existuji Uy, U, € T takové, ze x € Uy ay € U,
a Uy NUy = . Protoze U konverguje k x, z definice konvergence mame U; € U.
Daéle U konverguje k y, tudiz z definice konvergence Us € U. Podle axiomu (F2))
plati Uy NU; =0 € U, coz je spor s (F3).

O
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Definice 15. Necht (Y,Tp) je topologicky prostor. Topologie Tp se nazgvd
diskrétni, jestlize Tp = P(Y), tedy pokud je kazdd podmnozina mnoziny Y ote-
vrend. Prostor (Y,Tp) s diskrétni topologii budeme nazjvat diskrétni prostor.

Je-li Y konecnd mnozina a uvazujeme-li na Y diskrétni topologii 7p, pak je
prostor (Y, 7p) kompaktni a Hausdorffuv. Koneénd mnozina méa totiz pouze ko-
necné mnoho podmnozin, a tak je kazdé oteviené pokryti konec¢né, tudiz je ihned
splnéna definice kompaktnosti. Protoze kazda mnozina v diskrétnim prostoru je
oteviend, tak pro kazdé z,y € Y,z # y existuji oteviené mnoziny {z} a {y}
takové, ze x € {z},y € {y} a {z} N {y} =0, tj. prostor je Hausdorffuv.

Definice 16. Necht (Y, T1),(Z,T2) jsou topologické prostory a f 1Y — Z je
zobrazeni. Rekneme, Ze f je spojité, pokud YU € Ty : f~(U) € Ti.

Kazdé zobrazeni f : (Y,Tp) — (Z,T) je spojité, protoze kazd4d podmnozina
diskrétniho prostoru je oteviend, tedy i VU € T : f~Y(U) € Tp.

Definice 17. Necht (Y,T) je topologicky prostor a A C Y. Uzdvérem mno-
ziny A rozumime mnozinu cl(A) ={F CY | AC F A F je uzaviend}.
Rekneme, Ze A je hustd v'Y, jestlize cl(A) =Y.

Z obecné topologie vime, Ze pro kazdy topologicky prostor (Y, T) existuje
topologicky prostor (Y, T) zvany Stone-Cechova kompaktifikace, pro ktery plati
nasledujici:

« (Y,T) je kompaktni Hausdorffv.
e Yijehustd vY.

o Necht (K,S) je kompaktni Hausdorffiv prostor. Kazdé spojité zobrazeni

f 1Y = K lze jednoznacné rozsirit na spojité zobrazeni f : Y — K,
tj. f=fnaY.

Zavedme na mnoziné volicu V diskrétni topologii, tj. kazdda podmnozina V'
bude oteviend (a tim padem i uzaviend). Pfedpokldadejme, zZe mnozina X vsech
alternativ, které jsou na vybér, je kone¢nd. Na mnoziné P vsech relaci ostré pre-
ference na X uvazujme taktéz diskrétni topologii. Protoze V' je diskrétni prostor,
podle predchozi diskuse bude kazdé zobrazeni f : V' — P (neboli kazdé f € F)
spojité. Jelikoz X je konecna, tak i P je konecnd, coz dle drive fecené¢ho znamena,
ze P s diskrétni topologii bude kompaktni Hausdorffiiv prostor. Diky existenci
Stone-Cechovy kompaktifikace vime, Ze existuje prostor (V,T) takovy, ze:

o (V,T) je kompaktni Hausdorffiiv.
o V je hustd ve V (specidlné V C V).
o Kazdé f € F lze jednozna¢né rozsifit na spojité zobrazeni f : V — P.

Prostor V si miiZeme piedstavit tak, Ze jsme k nasi mnoziné voli¢i V' vhodné
pridali dalsi jedince odjinud, ktefi se sice netucastni voleb, ale také maji své prefe-
rence. Kazdou situaci f : V' — P, kterd volicum ve V' priradi jim prislusnou relaci
ostré preference (tj. jaké preference zaujali), pak rozsifime na funkci f: V — P,
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ktera nam navic fekne, jaké preference v dané situaci zaujali nové pridani jedinci
ve V\ V.

Podobné jako difve se nabizi otdzka, zda existuje néjaky jedinec vy € V,
ktery svymi preferencemi diktuje volbu spolec¢nosti, v niz vsak voli pouze volici
z mnoziny V. Tuto formu diktatury matematicky zapiseme nasledovneé:

Jug e V tak, zeVa,ye X Vfe F:af(v)y = zo(f)y. (ND)

Véta 6. Necht

X| < 00. Potom pro kazdy volebni systém o € ¥ plati (ND)).

Diikaz. Necht o € ¥ a U, je ultrafiltr z véty [I} U, je sice ultrafiltr na V, avSak
na V to nenf ani filtr, nebot napt. V' ¢ U,, tj. U, neni uzavieny na nadmnoziny.

Zadefinujme systém U, = {W C V | U € U, : U C W} viech nadmnozin
prvkt v U,. Tvrdime, ze to uz je ultrafiltr na V.

e VCVaVel,, tudiz V € U,, tedy U, je neprazdny.

(F3)): Prdzdnd mnozZina je nadmnoZinou pouze prazdné mnoziny, ale () ¢ U,
tudiz 0 ¢ U,.

« (FI): Necht W C T CV a W € U,. Potom z definice systému U, existuje
mnozina U € U, takova, ze U C W C T, specidlné U C T. Tudiz T € U,.

« (F2): Necht Wy, Wy € U,. Potom podle definice existuji Uy, Us € U, tak,
ze Uy CWyaUy, CWs,. Z (F2) pouzitého naﬂg plati Uy NU; € U, a zfejmé
plati U1 N U2 Q W1 N WQ, tudiz W1 N W2 € Ua.

Tedy U, je filtr na V. K ditkazu toho, Ze jde o ultrafiltr, staci dle lemmatu
ukazat, Ze kdykoliv W, U W, € U,,, tak W, € U, nebo Wy € U,,.

Necht tedy W, U Wy € U,. Potom z definice existuje U € U, takovd,
e UC Wi UWy Plati U =UNV C (W uWe) NV =W inV)yu (WynV).
Protoze U € U, a (W1 NV), WonNV)CV, z je (WiNV)Yu(WonV) elU,.
Podle lemmatu @ tak plati Wi NV € U, nebo WonNV € U,. Jelikoz WiNV C W,
a WynNV C Ws, z definice U, dostavame W, € U, nebo Wy € U,.

U, je tak skutecné ultrafiltr na V. Protoze (V,T) je kompaktni{ Hausdorffiv,
z lemmatu vime, ze U, konverguje k pravé jednomu bodu vy € V, tedy Ze
existuje pravé jedno vy € V takové, Ze:

VIWET ivgeW = W ell,. (3.1)

Necht f € F a f:V — P je ptislusné jednoznacné uréené spojité rozsifeni f.
Z lemmatu [14 vime, 7e f.U, = {R € P | F '(R) € Uy} je ultrafiltr na P.
Jelikoz prostor P je kompaktni Hausdorffiv, podle lemmatu [15] tento ultrafiltr
konverguje k pravé jednomu Py € P, neboli existuje pravé jedno P, € P tak, ze:

VR C P otevienou plati: Py € R = R € f,U,.
Ponévadz na P uvazujeme diskrétni topologii, kazda podmnozina P je ote-

viena, a tedy:
VRCP:RheR = Ref.U,. (3.2)
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Nyni dokazeme nasledujici pomocné tvrzeni:
VRCP:Rh¢R = R¢&[f.U,. (3.3)

Necht pro spor existuje R C P tak, ze Py ¢ RaR € f,U,. Ziejmé Py € { Py},
takze dle plati {P} € f,U,. Podle tak RN{Py} =0 € f,U,, coz je
ale spor s . Tim je platnost tvrzeni dokazana.

Jako dalsi ukadZeme platnost nasledujiciho tvrzeni:

VRCP:wef (R) = PR eR. (3.4)

Dokazeme obménénou implikaci. Necht R C P a By ¢ R. Podle pak
plati R ¢ f.U,, neboli f (R) ¢ U,. ProtoZe f je spojitd a kazdd R C P
je oteviend, z definice spojité funkce mame fﬁl(R) € 7. Obménéna implikace
v tvrzeni (3.1) ndm davd vy € f(R). Celkem tak Py ¢ R = vy ¢ f (R).
Tim je dikaz tvrzeni (3.4) zavrsen.

Necht P € P je relace ostré preference na X p¥islusnd jedinci vy, tj. f(vo) = P.
Potom vg € f  ({P}). Dle tak plati Py € {P}, tudi? zfejmé P = P,

Podle plati {Py} € F,U,, neboli f ({P,}) € U,. Z definice systému U,
existuje U C V,U € U, takovd, ze U C F ({P}). Jelikoz f prifadf kazdému
jedinci pravé jednu relaci ostré preference, plati f(U) = F.

Ukdzali jsme tedy, Ze f(vo) = Py a také f(U) = Fy. Tudiz f(U) = f(vo).
Protoze f = f na V, plati téz f(U) = f(U), tedy celkem f(U) = f(vy).

Jelikoz U € U,, z vime Vz,y € X :xf(U)y = xo(f)y.

Avsak f(U) = f(vg), takze Va,y € X : xf(vo)y = zo(f)y.

Vsimnéme si, ze f € F bylo zvoleno libovolné. Pro rizna f € F muze dle
diikazu vyjit riznd mnozina U a rozdilné Fy, ale vy na volbé f nijak nezavisi.

Tudiz plati:

Jug € V tak, zeVa,y e X Vfe F:af(v)y = zo(f)y.

O

Jestlize je V konec¢né a zavedeme-li na ni diskrétni topologii, tak je z predchozi
diskuse vysledny prostor kompaktni Hausdorffiv, a tak miizeme polozit V = V.
Potom nam préavé dokdzana véta [0 iik4, Ze existuje diktétor ve V, tedy jde o jiny
dukaz Arrowovy véty [3] pro koneéné mnoho alternativ.

Pokud je vSak V nekoneénd a alternativ je konecné mmnoho, tak z véty [6]
vime, Ze existuje diktator vy € V ve smyslu podminky . Diky Fishburnove
vété || navic vime, Ze tento jedinec nemtze byt z V, takze vy € V' \ V. Za téchto
podminek tak jinymi slovy existuje jedinec ,jodjinud®, ktery svymi preferencemi
diktuje volbu celé spole¢nosti, ackoliv se pfimo netcastni voleb (nelezi ve V'), ale
misto toho ,nepozorované jedna v zakulisi“. Tento jedinec je tedy neviditelny
diktdtor.
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Z.aver

V tvodu tohoto textu jsme si polozili otdazku, zda dokazeme najit néjaky
volebni systém, ktery ,nikdy neselze“. Na prijatelny volebni systém jsme vznesli
pozadavky az a zjistili jsme, ze pokud je ve spolecnosti koneéné mnoho
volicl, tak neexistuje zadny volebni systém spliujici tyto podminky. To sice jesté
nutné neznamena, ze zvoleny volebni systém bude zcela Spatny, ale s jistotou
o ném vime to, ze pro néj existuje podobna Spatna situace jako pro volebni systém,
v némz spolecnost pri volbé mezi dvéma alternativami zvoli tu z nich, jez je
preferovana vétsinou volictl, ktery jsme uvedli jako priklad na zacatku tohoto
textu. Presnéji jsme ukézali, Ze volebni systém splnujici az uz nesplnuje
podminku , tedy ze mezi voli¢i v takovém pripadé nutné existuje diktator.

Pro volebni systém splnujici az jsme také charakterizovali vSsechny
rozhodujici skupiny volict, tj. skupiny, které uz v kazdé situaci svymi preferen-
cemi diktuji preference celé spole¢nosti. Zjistili jsme, ze rozhodujici skupiny tvori
ultrafiltr na mnoziné vsSech voli¢t, z ¢ehoz plyne nasledujici:

(i) Kazd4 skupina voli¢ti obsahujici rozhodujici skupinu je také rozhodujici.
(ii) Pranik dvou rozhodujicich skupin je rozhodujici skupina.
(iii) Pro kazdou skupinu voli¢u plati, ze bud tato skupina, nebo jeji doplnék
je rozhodujici.
(iv) Rozdélime-li rozhodujici skupinu na dvé (ne nutné disjunktni) podskupiny,

alespon jedna z nich je rozhodujici.

Pokud je voli¢i nekonecné mnoho, tak problém diktatury jedince nenastava,
tj. existuje ,,dokonaly“ volebni systém splnujici vSechny pozadavky az .
Nevime ovsem, jak tento volebni systém vypada. Diktatura navic pretrvava
v jinych forméch. Je-li voli¢ti nespocetné mnoho a pouzijeme-li model s kone¢nou
neatomickou mirou, ktera neni identicky nulové, tak dochéazi k diktature libovolné
malé skupiny ve smyslu podminky @ Jakmile je mnozina voli¢ti nekonec¢nd
a alternativ je konecné mnoho, tak navic existuje neviditelny diktator, tedy jedi-
nec odjinud, ktery se sice voleb netcastni, ale presto je schopen ,v tstrani tahat
za nitky“ natolik dobre, ze uz v kazdé situaci diktuje volbu spolec¢nosti, neboli

plati podminka (ND)).
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