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Kapitola 1

Úvod

Celulární automaty jsou třídou diskrétních deterministických dynamických systémů se ši-
rokou škálou dynamických vlastností. Celulární automaty prvně použil John Von Neu-
mann pro modelování složitých systémů v přírodě (Neumann [1]). Celulární automaty se
skládají, podobně jako přírodní systémy, z velkého počtu jednoduchých spolupracujících
buněk, které vzájemnou interakcí vytvářejí složité dynamické chování. Jejich využití spo-
čívá především v modelování fyzikálních systémů a v současnosti také v modelování vysoce
paralelních výpočtů.
Celulární automat se skládá z obousměrně nekonečného několikadimenzionálního pole

stejných buněk. Každá buňka může být v jednom z konečného počtu stavů. Buňky mění
svůj stav vždy všechny najednou podle tak zvaného lokálního pravidla, které je pro všechny
buňky stejné. Lokální pravidlo určuje nový stav buňky v závislosti na stavech buněk v jejím
okolí. Funkce určující stav všech buněk celulárního automatu v jednom časovém okamžiku
se nazývá konfigurace. Lokální pravidlo může být rozšířeno na globální funkci na množině
všech možných konfigurací. Tato funkce určuje, jak se v jednom kroku změní libovolná
konfigurace.
O chování celulárních automatů bylo již mnohé dokázáno. Mezi nejzajímavější výsledky

například patří, že je možné i mezi elementárními celulárními automaty nalézt automat
(s kódem 110), který dokáže simulovat výpočet Turingova stroje. Je tedy výpočetně uni-
verzální, ekvivalentní s Turingovým strojem. To ukazuje, že i velice jednoduché přírodní
systémy by mohly být výpočetně univerzální a mnoho otázek o jejich dynamickém chování
bude tedy algoritmicky nerozhodnutelných (popsáno v Cook [2]).
Byly vyzkoušeny různé metody popisující dynamiku celulárních automatů. V této práci

jsou celulární automaty zkoumány pomocí limitních množin, respektive atraktorů. Limitní
množiny byly zavedeny Stephanem Wolframem jako množiny všech konfigurací, které se
mohou objevit po libovolně dlouhém výpočtu daného celulárního automatu (popsáno ve
Wolfram [3]). Limitní množina dané obojetné invariantní množiny konfigurací se nazývá
atraktor. Limitní množina celého prostoru konfigurací daného celulárního automatu se na-
zývá maximální atraktor. Dynamický systém, tak jak je studován v dynamice nebo v teorii
chaosu, může v průběhu času konvergovat k jednomu pevnému bodu, k periodickému cyklu,
nebo k obecnému atraktoru.
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Mnoho problémů týkajících se limitních množin zůstává stále otevřených. U některých
se podařilo ukázat, že jsou algoritmicky nerozhodnutelné. V následujících odstavcích jsou
stručně shrnuty dosavadní výsledky, na kterých je tato práce založena.
Kůrka v [4] studoval dvě možné konstrukce limitních množin. Zavedl pojem signálního

posunu pro posun konečného typu, jehož všechny konfigurace jsou slabě periodické. Uká-
zal, že kvazi-atraktor, což je průnik všech posunně-invariantních atraktorů, je neprázdný,
invariantní a za určitých podmínek ekvivalentní limitní množině. Dále ukázal, že jediným
posunným atraktorem surjektivního celulárního automatu je celý prostor, na kterém je
automat definován.
Některé atraktory celulárních automatů jsou posuny a některé nejsou. Formenti a Kůrka

v [5] ukázali, že posunné atraktory celulárních automatů jsou generovány invazivními mno-
žinami. Posunné atraktory obsahují periodické konfigurace, jsou řetězově mísící a jazyk
jejich doplňku je rekurzivně spočetný. Dále ukázali, že každý mísící posun konečného typu
je atraktorem nějakého celulárního automatu, ale nemusí být nutně jeho limitní množinou.
Tato práce vychází zejména z článku Formenti a Kůrka [6], ve kterém autoři popsali

algoritmus Omega, který hledá limitní množiny speciální třídy celulárních automatů, jejichž
limitní množinou je sofický posun. Algoritmus je založen na vyhledání signálních posunů,
což jsou snadno spočitatelné posuny konečného typu obsažené v limitní množině. Signální
posuny jsou dále speciálně spojeny tak, že jejich spojení je stále ještě obsaženo v limitní
množině. Na spojení aplikuje algoritmus Omega funkci celulárního automatu, dokud se
výsledný posun mění. Tento proces se může, ale nemusí, zastavit. Pokud se proces zastaví,
je výsledný posun stále obsažen v limitní množině. Pokud má navíc tento posun speciální
vlastnost klesajících vzorů, obsahuje limitní množinu a limitní množina daného celulárního
automatu tak byla nalezena. Důležité je, že tento algoritmus je pouze heuristický. Neboť
otázka, zda daný sofický posun je atraktorem daného celulárního automatu, je, jak autoři
ukázali, nerozhodnutelná.
Algoritmus Omega byl v této práci a v článku Formenti, Kůrka, Zahradník [7] zobecněn

na třídu celulárních automatů definovaných na obecnějším stavovém prostoru - na mísícím
posunu konečného typu. Zobecnění je umožněno algoritmem Spread, který hledá inva-
zivní množiny daného celulárního automatu. Limitní množina invazivní množiny vrácené
algoritmem Spread je maximálním atraktorem stejného celulárního automatu na menším
prostoru konfigurací. Tento menší prostor konfigurací vznikne průnikem původního pro-
storu s posunem konečného typu, jehož zakázanou množinu slov tvoří slova, která právě
nejsou obsažena v invazivní množině.

Hlavním cílem této diplomové práce je implementace algoritmů Spread a Omega a
jejich praktické vyzkoušení na elementárních celulárních automatech. Problém hledání in-
vazivních množin, který se snaží řešit algoritmus Spread, i problém hledání maximálního
atraktoru, který se snaží řešit algoritmus Omega, se ukázaly být algoritmicky neřešitelné.
Proto mohou být oba algoritmy pouze heuristické a není zaručeno, že pro daný celulární
automat vydají nějaký výsledek. Přesto jsou algoritmy použitelné na mnoho jednoduchých
celulárních automatů a je možné jejich prostřednictvím některé atraktory spočítat. Nebo
alespoň lépe porozumět dynamice konkrétního celulárního automatu.
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Prvním krokem byla implementace algoritmu Omega podle Formenti a Kůrka [6]. Při
implementaci se ukázalo, že je třeba vyřešit, jak efektivně pracovat s obrovskými nedeter-
ministickými konečnými automaty, které byly zvoleny jako reprezentace sofických posunů.
Tento problém byl vyřešen implementací algoritmů, které dokáží redukovat velké konečné
automaty. Program byl následně spuštěn na všechny třídy elementárních celulárních auto-
matů. Při tomto výpočtu se podařilo objevit některé maximální atraktory. Dalším krokem
bylo zobecnění algoritmu Omega na konfigurace patřící do nějakého mísícího posunu koneč-
ného typu. Následovala implementace algoritmu Spread. Oba algoritmy Spread a Omega
byly spojeny dohromady a znovu použity na všechny třídy elementárních celulárních au-
tomatů, tentokrát za účelem získání posunných atraktorů.

1.1 Organizace textu

Obsah diplomové práce je v následujících kapitolách řazen následovně. Kapitola 2 obsahuje
základní použité definice a tvrzení, o které se opírá implementace a správnost algoritmů
Spread a Omega. V kapitole 3 jsou oba algoritmy podrobně popsány včetně použitých
datových struktur, složitostí jednotlivých kroků a problémů, které musely být při jejich
implementaci vyřešeny. V kapitole 4 jsou popsány vybrané příklady elementárních celulár-
ních automatů, jejichž atraktory se podařilo pomocí algoritmů Spread a Omega spočítat.
V příloze A jsou shrnuty dosažené výsledky na elementárních celulárních automatech a
příloha B obsahuje stručnou uživatelskou a programátorskou dokumentaci.
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Kapitola 2

Základní pojmy

Dynamika zkoumá, jak se systémy vyvíjejí v čase. Zkoumaný systém může být v určitém
časovém okamžiku popsán svým stavem. Stavem systému může být jedno číslo, reálný
vektor, sekvence písmen nebo nepřeberné množství dalších reprezentací. Stavový prostor
zkoumaného dynamického systému tvoří všechny stavy, ve kterých se může systém nachá-
zet. Dynamika zkoumá a popisuje vlastnosti trajektorií bodů (stavů) stavového prostoru.
V deterministických dynamických systémech platí, že, pokud je znám stav systému v ně-
jakém časovém okamžiku, je možné odvodit stav systému v libovolném následujícím a
v některých případech i v libovolném předchozím okamžiku.
Na základě podrobného prozkoumání a popsání vlastností jednoduchých dynamických

systémů je často možné popsat dynamiku složitějších systémů. Je totiž možné složitější
systémy převést na jednodušší tak, aby si zachovaly část svých vlastností. Tomuto převodu
při zachování některých vlastností se říká konjugace nebo faktorizace.
Mezi dobře prozkoumanou skupinou dynamických systémů patří symbolické dynamické

systémy. Stavový prostor symbolických dynamických systémů je tvořen sekvencemi sym-
bolů. Užitečnost zkoumání symbolických dynamických systémů vyplývá z fundamentálního
tvrzení, že každý dynamický systém je faktorem nějakého symbolického dynamického sys-
tému, jak píše Balcar a Simon [8] nebo souhrnně Kůrka [9].
Celulární automaty jsou příkladem jednoduchých symbolických dynamických systémů,

jejichž dynamické vlastnosti je možné relativně podrobně popsat.
Na následujících stránkách je rozpracována teorie, na které jsou založeny zkoumané al-

goritmy Spread a Omega. Tyto věty a tvrzení zároveň dokazují korektnost obou algoritmů.
Některé věty i tvrzení se již objevily ve Formenti a Kůrka [6] a v této práci jsou jenom
zobecněny, některé pocházejí z článku Formenti, Kůrka, Zahradník [7].

2.1 Symbolické dynamické systémy

Abeceda A je konečná množina symbolů s alespoň dvěma prvky. Prvky abecedy se na-
zývají písmena. Slova jsou konečné sekvence písmen nad nějakou abecedou A. Nechť
A∗ :=

⋃

n≥0A
n značí množinu všech slov nad abecedou A a nechť A+ :=

⋃

n≥1A
n označuje
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množinu všech neprázdných slov nad abecedou A. Délka slova u = u0 . . . un−1 ∈ An je
značena |u| = n. Slovo délky nula se nazývá prázdné slovo a značí se λ. Slovo u ∈ A∗ je
podslovem slova v ∈ A∗, značeno u ⊑ v, pokud existuje k takové, že ui = vi+k pro i < |u|.
Nechť u = u0 . . . un a [a, b) ⊆ Z, [a, b] ⊆ Z, 0 ≤ a ≤ b ≤ n, pak u[a,b) := ua . . . ub−1 a

u[a,b] := ua . . . ub značí podslova slova u na intervalech [a, b) a [a, b]. Jazyk L je jakákoliv
podmnožina množiny všech slov A∗.

Definice 2.1 Neprázdný jazyk L ⊆ A∗ se nazývá rozšiřitelný, pokud pro každé slovo
u ∈ L a každé slovo v ⊑ u platí v ∈ L a pokud pro každé slovo u ∈ L existují a, b ∈ A
takové, že ua ∈ L a bu ∈ L.

Příklad: Nechť A = {0, 1}. Jazyk {x ∈ A∗ : 11 6⊑ x} je rozšiřitelný, kdežto jazyk
{x ∈ A∗ : 11 ⊑ x} rozšiřitelný není.

Nechť AZ značí množinu všech obousměrně nekonečných sekvencí písmen abecedy A.
Prvky množiny AZ se nazývají konfigurace nad abecedou A.

Definice 2.2 Množina AZ a metrika d(x, y) := 2−n, kde

n = min{i ≥ 0 : xi 6= yi nebo x−i 6= y−i},

tvoří kompaktní metrický prostor nazývaný prostor konfigurací nad abecedou A. Jaká-
koliv uzavřená podmnožina množiny AZ doplněná metrikou d(x, y) se nazývá symbolický
prostor.

Definice 2.3 Symbolický dynamický systém je dvojice (X, F ), kde X je symbolický
prostor a F : X → X spojitá funkce.

Definice 2.4 Spojitá bijekce π : X → Y mezi prostory dvou dynamických systémů (X, F )
a (Y, G), pro kterou platí π◦F = G◦π, se nazývá konjugace a dynamické systémy (X, F )
a (Y, G) se nazývají konjugované.

Cylindr slova u ∈ A∗ na pozici l ∈ Z je množina [u]l := {x ∈ AZ : x[l,l+|u|) = u},
čili slovo u = u0 · · ·un−1 je podslovem začínajícím na pozici l všech konfigurací obsažených
v cylindru slova u. Cylindr konečné množiny slov U ⊆ A∗ na pozici l je

[U ]l := {x ∈ AZ : ∃u ∈ U, x[l,l+|u|) = u} =
⋃

u∈U

[u]l.

Dále nechť [u] := [u]0 a [U ] := [U ]0. Je-li u ∈ A2l+1 a x ∈ [u]l, pak [u]l = {y ∈ AZ :
d(x, y) < 2−l+1}, tedy [u]l je otevřená množina. Doplněk [u]l je konečným sjednocením
cylindrů, tedy také otevřená množina. Proto je každý cylindr [u]l obojetná množina.
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2.2 Sofické posuny

Zobrazení posunu σ : AZ → AZ nad abecedou A je definováno jako σ(x)i := xi+1.Úplný
posun je dynamický systém (AZ, σ), kde σ je zobrazení posunu. Konfigurace x ∈ AZ se
nazývá periodická (σ-periodická), jestliže σp(x) = x pro nějaké p > 0. Nejmenší takové
p se nazývá periodou (σ-periodou) konfigurace x. Pro každé u ∈ A+ je σ-periodická
konfigurace u∞ definována jako (u∞)i := u|i|mod |u|.

Definice 2.5 Posun je jakákoliv neprázdná podmnožina Σ ⊆ AZ, která je uzavřená a
silně invariantní vzhledem k zobrazení posunu, tj. σ(Σ) = Σ.

Existuje přímá korespondence mezi rozšiřitelnými jazyky a posuny. Jazyk posunu
Σ ⊆ AZ je L(Σ) := {u ∈ A∗ : ∃x ∈ Σ, u ⊑ x}. Ln(Σ) značí jazyk L(Σ) ∩ An. Posun Σ
může být též definován množinou zakázaných slov D ⊆ A∗ tak, že Σ = SD := {x ∈
AZ : ∀u ⊑ x, u 6∈ D}. Pokud je x ∈ AZ konfigurace a I ⊆ Z interval, pak x|I : I → A
značí omezení konfigurace x na interval I. Rozšířený jazyk posunu Σ ⊆ AZ je definován
jako

L(Σ) := {x|I : x ∈ Σ, I ⊆ Z je interval}.

Definice 2.6 Nedeterministický konečný automat (NKA) nad abecedou A je čtve-
řice A = (Q, δ, I, F ), kde Q je konečná množina stavů, δ : Q × A → P(Q) je přechodová
funkce z Q × A do množiny všech podmnožin množiny Q, I ⊆ Q je množina startovních
stavů a F ⊆ Q je množina přijímajících stavů.

Slovo u ⊆ A∗ je přijímáno NKA A, pokud existuje q ∈ Q|u|+1 takové, že q0 ∈ I,
qi+1 ∈ δ(qi, ui) pro i < |u| a q|u| ∈ F . Nedeterministický konečný automat se nazývá de-
terministický konečný automat (DKA), pokud množina startovních stavů I a množiny
δ(q, a), q ∈ Q, a ∈ A jsou jednoprvkové množiny. Jazyk L ⊆ A∗ je regulární, pokud obsa-
huje všechna slova přijímaná nějakým NKA. Reverzní automat k NKA A = (Q, δ, I, F )
je NKA A′ = (Q, δ′, I ′, F ′), kde q ∈ δ′(p, a) ⇐⇒ p ∈ δ(q, a), I ′ = F a F ′ = I. To
znamená, že reverzní automat vznikne obrácením všech přechodů a prohozením startovní
a přijímací množiny.

Definice 2.7 Posun Σ ⊆ AZ se nazývá sofický, pokud je jeho jazyk L(Σ) regulární.

Je nutné si uvědomit, že jazyk sofického posunu musí být regulární, ale zároveň ne
každý regulární jazyk musí být jazykem nějakého sofického posunu. Platí, že regulární a
rozšiřitelný jazyk je jazykem nějakého sofického posunu.
Sofické posuny se většinou reprezentují konečnými automaty nebo označenými grafy.

Definice 2.8 Označený graf nad abecedou A je pětice G = (V, E, s, t, l), kde V je ko-
nečná množina vrcholů, E je konečná množina hran, s, t : E → V jsou zdrojové a cílové
zobrazení a l : E → A je označovací funkce. Konečná nebo nekonečná sekvence hran
π = π0 · · ·π|π|−1 je cestou v grafu G, pokud t(πi) = s(πi+1) pro všechna 0 ≤ i < |π| − 1.
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Zdrojem a cílem konečné cesty π v grafu G jsou s(π) := s(π0) a t(π) := t(π|u|−1). Ozna-
čení l(π) ∈ AZ ∪ A∗ cesty π je definováno jako l(π)i := l(πi). Nechť ΣG je množina všech
označení všech obousměrně nekonečných cest v označeném grafu G.

Definice 2.9 Označený graf G = (V, E, s, t, l) se nazývá zprava-rezolventní, pokud jsou
všechny hrany vedoucí z nějakého vrcholu v ∈ V označeny jiným písmenem. Jinými slovy
pro každý vrchol v ∈ V a každé dvě různé hrany e, f ∈ {e ∈ E : s(e) = v} platí l(e) 6= l(f).
Minimální zprava-rezolventní prezentace posunu Σ je zprava-rezolventní prezentace
posunu Σ taková, že žádný vlastní podgraf grafu G negeneruje stejný jazyk.

Tvrzení 2.1 (Lind a Marcus [10]) Je-li G označený graf, je ΣG sofický posun a G se
nazývá jeho prezentace. Každý sofický posun má zprava-rezolventní prezentaci.

Důkaz: Nechť je Σ sofický posun, A = (Q, δ, {i}, F ) je DKA rozpoznávající jazyk L(Σ) a
nechť R := Q\F značí množinu nepřijímacích stavů. Jazyk L(Σ) je rozšiřitelný. Protože λ ∈
L(Σ), i 6∈ R. Dále pokud výpočet v DKA A přejde do nepřijímajícího stavu (q ∈ R), musí
již dále pokračovat pouze nepřijímajícími stavy. Je tedy možné všechny nepřijímající stavy
q ∈ R sloučit do jednoho jednoho stavu r. Navíc je možné předpokládat, že všechny stavy
q ∈ F jsou dosažitelné ze stavu i. Kdyby tomu tak nebylo, bylo by možné nedosažitelné
stavy z automatu odstranit, aniž by se změnil jeho jazyk.
Nechť q ∈ F . Protože je stav q dosažitelný, existuje slovo u ∈ L(Σ) takové, že δu(i) = q.

Pokud δv(q) ∈ F , platí, že δuv(i) ∈ F a tedy uv ∈ L(Σ). Protože L(Σ) je rozšiřitelný
jazyk, v ∈ L(Σ) a není tedy nutné rozlišovat startovní stav. Lze sestrojit označený graf
G = (V, E, s, t, l), kde

V = Q \ {r}, E = {(q, a) ∈ Q × A : a ∈ A, δ(q, a) ∈ F},

s((q, a)) = q, t((q, a)) = δ(q, a) a l((q, a)) = a. Graf G je navíc zprava-rezolventní, protože
DKA je zprava-rezolventní.
Dále nechť je G = (V, E, s, t, l) označený graf a Q je množina všech podmnožin V .

Nechť je přechodová funkce δ : Q × A → Q definována následovně:

δ(M, a) = {q ∈ Q : ∃e ∈ E, s(e) ∈ M, t(e) = q, l(e) = a}.

Startovní stav je I = {V } a přijímající jsou stavy F = Q \ {∅}. Je třeba ukázat, že
NKA A = (Q, δ, I, F ) přijímá L(ΣG). Jestliže je

q0
u0−→ q1

u1−→ · · · un−2−→ qn−1
un−1−→ qn

cesta v grafu G, pak qn ∈ δ(V, u), δ(V, u) 6= ∅ a u je přijato.

Definice 2.10 Posun Σ ⊆ AZ se nazývá posun konečného typu (SFT - subshift of
finite type), pokud existuje konečná množina zakázaných slov D ⊆ A∗ taková, že Σ = SD.

12



Zakázaná slova v množině D mohou být brána všechna stejně dlouhá. Tato délka se
nazývá řád posunu konečného typu Σ a značí se o(Σ). Konfigurace x ∈ AZ patří do SFT Σ
právě tehdy, když x neobsahuje zakázané slovo z D jako své podslovo, tj. x[i,i+o(Σ)) ∈ L(Σ)
pro všechna i ∈ Z.

Tvrzení 2.2 Každý posun konečného typu Σ je sofický.

Důkaz: Nechť p = o(Σ) − 1. Lze sestrojit kanonický graf G = (V, E, s, t, l), kde V =
Lp(Σ), E = Lp+1(Σ), s(e) = e[0,p), t(e) = e[1,p] a l(e) = ep.

Protože sofický posun ΣG obsahuje označení všech obousměrně nekonečných cest v grafu
G, je možné graf G zjednodušit iterativním odstraněním vrcholů, ze kterých nebo do
kterých nevedou žádné hrany. Kanonický graf sestrojený z množiny slov D je zprava-
rezolventní prezentací posunu SD.

Příklad: Nechť A = {0, 1}. Posun S{00,01} = {1∞} je konečný posun konečného typu se
zakázanými slovy 00 a 01. Posun S{11} je příkladem nekonečného posunu konečného typu.
Sudý posun S{012n+10: n≥0} je sofický, protože jeho jazyk je regulární, ale není posunem
konečného typu, protože má nekonečnou množinu zakázaných slov. Posun S{01n01n0: n≥1}

není sofický, protože jeho jazyk není regulární. Grafy zmíněných posunů jsou zachyceny na
obrázku 2.1.

1 0

1

0
0 1

0

1

0

0
1

1

(1) (2) (3)

Obrázek 2.1: (1) Kanonický graf konečného posunu konečného typu S{00,01} = {1∞}. Hrana
označená nulou může být z označeného grafu vynechána, aniž by se posun změnil. (2)
Kanonický graf nekonečného posunu konečného typu S{11}. (3) Graf sofického posunu
S{012n+10: n≥0}, který ale není posunem konečného typu.

Tvrzení 2.3 Posun Σ ⊆ AZ je konečný právě tehdy, když obsahuje pouze periodické kon-
figurace. Navíc platí, že konečný posun je posunem konečného typu.

Důkaz: Je-li x ∈ Σ, pak také σn(x) ∈ Σ. Protože je posun Σ konečný, existuje m 6= n
takové, že σm(x) = σn(x). To znamená, že σn−m(x) = x.
Obráceně nechť pro spor je Σ nekonečný posun obsahující pouze periodické konfigurace.

Nechť per(x) značí periodu konfigurace x ∈ Σ. Pak existuje posloupnost (xn)∞n=0 ⊆ Σ
taková, že limn→∞per(xn) = ∞. Protože Σ je kompaktní prostor, existuje konvergentní
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vybraná podposloupnost (xni
)∞i=0 taková, že limi→∞xni

= x ∈ Σ, ale x nesmí být periodická
konfigurace, což je spor.
Je-li n nejmenší společný násobek period konfigurací x ∈ Σ, pak je posun Σ posunem

konečného typu řádu n + 1. Je-li totiž D = An+1 \ Ln+1(Σ), je Σ ⊆ SD. Je-li x ∈ SD,
existuje y ∈ Σ a y[0,n) = x[0,n). Protože je konfigurace y σ-periodická s periodou n, musí
obě slova y[0,n) = x[0,n) pokračovat doprava písmenem y0 a doleva písmenem yn−1. Slova
x[0,n] = x0 . . . xn−1a a x[−1,n) = bx0 . . . xn−1, kde y0 6= a a yn−1 6= b, jsou totiž zakázaná
množinou D. Platí x = y. To znamená, že x ∈ Σ a Σ = SD.

Perioda konečného posunu je nejmenší celé číslo p(Σ) > 0 takové, že σp(Σ)(x) = x pro
všechna x ∈ Σ.

Tvrzení 2.4 Posun konečného typu Σ ⊆ AZ řádu n+ 1 je konečný právě tehdy, když pro
každé slovo u ∈ Ln(Σ) existuje právě jedno písmeno a ∈ A takové, že ua ∈ Ln+1(Σ).

Důkaz: Nechť nejprve podmínka není splněna. To znamená, že existuje slovo u ∈ Ln(Σ)
a písmena a, b ∈ A, a 6= b takové, že ua, ub ∈ Ln+1(Σ). Pak existují konfigurace x ∈ [ua]
a y ∈ [ub], pro které platí x(−∞,0) = y(−∞,0). Z toho plyne, že alespoň jedna z konfigurací
x, y není periodická a proto posun Σ není podle tvrzení 2.3 konečný.
Jestliže je podmínka naopak splněna, tak také pro každé u ∈ Ln(Σ) existuje právě jedno

b ∈ A takové, že bu ∈ Ln+1(Σ). Existují i 6= j taková, že x[i,i+n) = x[j,j+n) a z předpokladu
plyne, že x[i,∞) = x[j,∞). Na druhou stranu také x(−∞,i+n) = x−∞,j+n). Proto σj−i(x) =
x, tedy posun Σ obsahuje pouze σ-periodické konfigurace. Podle tvrzení 2.3 je posun Σ
konečný.

Sjednocení dvou sofických posunů Σ1,Σ2 ⊆ AZ je sofický posun. Průnik dvou sofických
posunů Σ1,Σ2 ⊆ AZ je sofický posun, pokud není průnik prázdný. Existují algoritmy, které
sestrojí z prezentací pro Σ1 a Σ2 prezentace pro Σ1 ∪Σ2 a pro Σ1 ∩Σ2. Pomocí konečných
automatů rozpoznávajících jazyky L(Σ1) a L(Σ2) je také rozhodnutelné, zda Σ1 ⊆ Σ2,
protože L(Σ1) ⊆ L(Σ2) právě tehdy, když L(Σ1)∪L(Σ2) = L(Σ2). Pro daný označený graf
G je rozhodnutelné, zda ΣG je posun konečného typu, jak píše Lind a Marcus v [10].

Tvrzení 2.5 Nechť SD1 a SD2 jsou dva posuny konečného typu a nechť množiny D1 a D2
obsahují pouze slova stejné délky. Jejich průnikem je SD1∪D2 a jejich sjednocením je SD1∩D2.

Důkaz: SD1 ∩ SD2 obsahuje slova, která nejsou zakázaná množinou D1 ani množinou D2,
proto SD1 ∩ SD2 = SD1∪D2 . Podobně SD1 ∪ SD2 obsahuje slova, která nejsou zakázaná
množinou D1 nebo množinou D2, proto SD1 ∪ SD2 = SD1∩D2

Definice 2.11 Jazyk minimálních zakázaných slov (first offenders) posunu Σ ⊆ AZ

je
D(Σ) := {u ∈ A+ \ L(Σ) : u[0,|u|−1) ∈ L(Σ), u[1,|u|) ∈ L(Σ)}.
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Jazyk minimálních zakázaných slov posunu Σ obsahuje všechna nejkratší slova, která
nepatří do jazyka L(Σ). Všechna podslova v slova u ∈ D(Σ), |v| < |u| do jazyka L(Σ)
již patří, protože slovo v je podslovem slova u[0,n−1) nebo slova u[1,n). Následující tvrzení
je potřeba k explicitnímu sestrojení NKA rozpoznávajícího jazyk minimálních zakázaných
slov nějakého sofického posunu Σ.

Tvrzení 2.6 Pokud je L ⊆ A∗ regulární jazyk a a, b ∈ N, potom je jazyk

L[a,b) := {v ∈ A∗ : |v| ≥ a+ b, v[a,|v|−b) ∈ L}
regulární a

1. pokud je q počet stavů nedeterministického konečného automatu přijímajícího jazyk
L, pak existuje nedeterministický konečný automat přijímající jazyk L[a,b) s nejvíce
a+ b+ q stavy.

2. pokud je q počet stavů deterministického konečného automatu přijímajícího jazyk L,
pak existuje deterministický konečný automat přijímající jazyk L[a,b) s nejvíce a+q+2b

stavy.

Důkaz:
1. Nechť je A = (Q, δ, I, F ) nedeterministický konečný automat přijímající jazyk L. Lze

sestrojit NKA A′ = (Q′, δ′, I ′, F ′) přijímající jazyk L[a,b), který zapomene prvních a − 1
písmen slova v ∈ L, a pak přejde do všech počátečních stavů automatu A, čímž zapomene
dohromady prvních a písmen. Z přijímajících stavů automatu A jde do b závěrečných
(přeskakovacích) stavů. Nechť R = Q \ F je množina nepřijímajících stavů automatu A.
Nechť

Q′ := Q ∪ {0, 1, . . . , a+ b − 1},

I ′ :=

{

{0} pokud a > 0
I pokud a = 0,

R′ :=

{

Q′ \ {a+ b} pokud b > 0
R ∪ {0, . . . , a+ b − 1} pokud b = 0,

δ′ rozšiřuje δ o nové přechody následovně:

δ′(q, x) :=















{q + 1} pokud q ≤ a − 2 nebo q ≥ a
I pokud q = a − 1 a a > 0
δ(q, x) ∪ {a} pokud q ∈ Q \ R a b > 0
δ(q, x) pokud q ∈ R

Je-li F ′ = Q′ \ R′, rozpoznává NKA A′ jazyk L[a,b).
2. Deterministický konečný automat má místo b závěrečných stavů v každém stavu

binární registr r délky b, který udržuje informaci o b předchozích stavech. Pokud nebyl itý
předchozí stav přijímající, pak rb−i = 0, jinak rb−i = 1. Slovo je při dosažení svého konce
přijato, pokud r0 = 1, a odmítnuto, pokud r0 = 0.
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Tvrzení 2.7 Jazyk minimálních zakázaných slov D(Σ) sofického posunu Σ ⊆ AZ je regu-
lární.

Důkaz: Platí D(Σ) = (A+ \ L(Σ)) ∩ L(Σ)[0,1) ∩ L(Σ)[1,0).

Definice 2.12 Posun Σ ⊆ AZ se nazývá tranzitivní, pokud pro libovolná dvě slova u, v ∈
L(Σ) existuje slovo w ∈ L(Σ) takové, že uwv ∈ L(Σ). Posun Σ ⊆ AZ se nazývá mísící,
pokud pro libovolná slova u, v ∈ L(Σ) existuje n > 0 takové, že pro všechna m > n existuje
slovo w ∈ Am a uwv ∈ L(Σ).

Definice tranzitivního a mísícího sofického posunu se dají přeformulovat kombinatoric-
kými vlastnostmi, které musí splňovat označený graf. Označený graf G = (V, E, s, t, l) se
nazývá silně souvislý, pokud pro každé dva vrcholy x, y ∈ V existuje cesta z x do y a z y
do x. Podgraf grafu G je graf G′ = (V ′, E ′, s′, t′, l′), kde V ′ ⊆ V , E ′ = {e ∈ E : s(e) ∈
V ′, t(e) ∈ V ′} a s′, t′, l′ jsou omezeny na E ′. Silně souvislá komponenta grafu G je ma-
ximální silně souvislý podgraf grafu G. Příklady netranzitivního, tranzitivního a mísícího
posunu jsou zachyceny na obrázku 2.2.

1
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0

1

0
1

0

(1) (2) (3)

Obrázek 2.2: (1) {0k1∞, k ≥ 0} ∪ {0∞} není tranzitivní posun. (2) {(01)∞, (10)∞} je tran-
zitivní posun, ale není mísící. (3) Posun zlatého řezu S{11} je mísící.

Tvrzení 2.8 (Lind a Marcus [10]) Sofický posun Σ je tranzitivní právě tehdy, když je jeho
minimální zprava-rezolventní prezentace silně souvislá.

Důkaz: Nechť G = (V, E, s, t, l) je minimální zprava-rezolventní prezentace posunu Σ.
Nejprve se ukáže, že pro každý vrchol p ∈ V existuje slovo up ∈ L(Σ) takové, že každá
cesta π v grafu G označená slovem up obsahuje vrchol p. Nechť tomu tak pro nějaký vrchol
p ∈ V není. Nyní je možné vytvořit novou prezentaci H posunu Σ tak, že se z grafu G
odstraní vrchol p a všechny hrany tento vrchol obsahující, což je spor s minimalitou grafu
G.
Nechť jsou p, q ∈ V dva vrcholy grafu G a up, uq dvě slova popsaná výše. Protože je

graf G silně souvislý, existuje slovo w takové, že upwuq ∈ L(Σ). Nechť π, l(π) = upwuq je
cesta v grafu G, pak π = τpωτq a l(τp) = up, l(τq) = uq, l(ω) = w. Protože cesta τp obsahuje
stav p a cesta τq obsahuje stav q, existuje cesta ze stavu p do stavu q.
Obráceně nechť G = (V, E, s, t, l) je silně souvislý označený graf, Σ = ΣG a u, v ∈ L(Σ).

Pro u a v existují v grafu G cesty π a τ takové, že l(π) = u a l(τ) = v. Jelikož je graf G
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silně souvislý, existuje v něm cesta ω taková, že t(π) = s(ω), t(ω) = s(τ) a l(ω) = w. πωτ
je cesta v grafu G a l(π)l(ω)l(τ) = uwv ∈ L(Σ).

Označený graf G = (V, E, s, t, l) je aperiodický, pokud množina vrcholů V nemůže
být rozdělena do disjunktních množin Vi, pro které by platilo V = V0 ∪ . . .∪ Vp−1, p ≥ 2 a
pokud s(e) ∈ Vi, pak t(e) ∈ V(i+1)mod p.

Tvrzení 2.9 Sofický posun Σ ⊆ AZ je mísící právě tehdy, když je jeho minimální prezen-
tace silně souvislá a aperiodická.

Důkaz: Nechť je Σ mísící sofický posun a graf G = (V, E, s, t, l) jeho minimální prezentace.
Pak G je silně souvislý, protože mísící posun je tranzitivní. Nechť G není aperiodický, tj. lze
V rozdělit na disjunktní V0, . . . , Vp−1 tak, že pro všechny hrany e ∈ E platí s(e) ∈ Vi =⇒
t(e) ∈ V(i+1) mod p. Nechť q ∈ V0 a nechť uq je slovo jako v důkazu tvrzení 2.8, tj. uq ∈ L(Σ)
a každá cesta v grafu G označená slovem uq obsahuje vrchol q. Je-li uqwuq ∈ L(Σ), pak
|wuq| je dělitelné p, což je spor s předpokladem, že graf G je mísící.
Naopak nechť G = (V, E, s, t, l) je silně souvislý, aperiodický, označený graf. Ukáže

se, že posun ΣG je mísící. Pro pevné q0 ∈ V se definuje množina P := {p > 0 :
existuje cesta z q0 do q0 délky p}. Nechť p je největší společný dělitel množiny P . Nechť
pro spor je p > 1 a nechť

Vi = {q ∈ V : existuje cesta z q0 do q délky mp + i, m ≥ 0}, i = 0, . . . , p − 1.

Kdyby Vi ∩ Vj 6= ∅ pro i 6= j a q1 ∈ Vi ∩ Vj, pak by délka jedné z cest q0
i→ q1

k→ q0 nebo

q0
j→ q1

k→ q0 nebyla dělitelná p. Proto p = 1. Podle věty z Kazda [11] existuje k > 0
takové, že pro všechna n ≥ k platí n ∈ P . Jsou-li u, v ∈ L(Σ) dvě slova, existují v grafu G
dvě cesty π a τ takové, že t(π) = q1, l(π) = u, s(τ) = q2 a l(τ) = v. Protože graf G je silně
souvislý, existuje cesta ρ z q1 přes q0 do q2 délky d. Protože ze stavu q0 do stavu q0 vedou
cesty všech délek n ≥ k, existují cesty ze stavu q1 do stavu q2 všech délek n + d ≥ k + d.
Takže pro každé m ≥ k + d existuje slovo w ∈ Am takové, že uwv ∈ L(Σ).

Definice 2.13 Pro danou abecedu A je definován k-blokový kód αk : AZ → (Ak)Z jako
αk(x)i := x[i,i+k). Nechť Σ ⊆ AZ je posun, pak Σ[k] := αk(Σ) ⊆ (Ak)Z značí k-blokové
zakódování posunu Σ. Nechť pro označený graf G = (V, E, s, t, l) a k > 0 je k-blokový
graf definován jako G[k] := (V ′, E ′, s′, t′, l′), kde V ′ ⊆ Ek−1 je množina cest délky k − 1
v grafu G, E ′ ⊆ Ek je množina cest délky k v grafu G, s′(e) = e[0,k−1), t′(e) = e[1,k) a
l′ : E ′ → Ak je definováno jako l′(e)i = l(ei).

Nechť je Σ[k] k-blokové zakódování posunu Σ. Pak αk : Σ→ Σ[k] je konjugace systémů
(Σ, σ) a (Σ[k], σ). Nechť G = (V, E, s, t, l) je označený graf. Pak G[k] je prezentace k-
blokového zakódování (ΣG)[k] posunu ΣG, jak píše Lind a Marcus v [10].
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2.3 Spojení posunů

Definice 2.14 Nechť c ≥ 0 je celé číslo. c-spojení dvou posunů Σ1 ⊆ AZ a Σ2 ⊆ AZ

obsahuje všechny konfigurace x ∈ AZ takové, že x ∈ Σ1 ∪ Σ2, nebo existují celá čísla a, b
taková, že b − a ≥ c, x(−∞,b) ∈ L(Σ1) a x[a,∞) ∈ L(Σ2). c-spojení posunů Σ1 a Σ2 se značí
Σ1

c∨ Σ2.

Příklad c-spojení je uveden v souhrnném příkladě elementárního celulárního automatu
s kódem 128 na straně 25. Několik dalších a složitějších příkladů c-spojení různých sofických
posunů je uvedeno u experimentů popsaných v kapitole 4.

Tvrzení 2.10 (Formenti a Kůrka [6]) c-spojení dvou posunů je posun a c-spojení je aso-

ciativní operace. Konfigurace x ∈ AZ patří do Σ1
c∨ . . .

c∨ Σn právě tehdy, když existují celá
čísla k > 0, 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik ≤ n a intervaly I1 = (a1, b1), I2 = [a2, b2), . . . , Ik = [ak, bk)
takové, že a1 = −∞, bk =∞, aj < aj+1, bj < bj+1, bj − aj+1 ≥ c a x|Ij ∈ L(Σij ).

am−1 bm−1

am bm

b = b′m
y

a = a′
m+1

z

Obrázek 2.3: Asociativita c-spojení

Důkaz: Nechť konfigurace x ∈ Σ1
c∨ Σ2 a existují a, b taková, že b−a ≥ c, x(−∞,b) ∈ L(Σ1)

a x[a,∞) ∈ L(Σ2). Pak σ(x(−∞,b)) = x(−∞,b−1) a σ(x[a,∞)) = x[a−1,∞). b − 1 − a + 1 ≥ c,

x(−∞,b−1) ∈ L(Σ1) a x[a−1,∞) ∈ L(Σ2), tedy σ(x) ∈ Σ1
c∨ Σ2. σ−1(x) ∈ Σ1

c∨ Σ2 se dokáže
podobně. c-spojení dvou posunů je tedy posun.
Indukcí se dokáže tvrzení pro formuli Σ1

c∨ · · · c∨ Σn. Podle definice c-spojení platí
formule pro n = 2, tj. Σ1

c∨ Σ2. Nechť je x ∈ (Σ1
c∨ · · · c∨ Σn−1)

c∨ Σn, pak existuje
y ∈ Σ1

c∨ · · · c∨ Σn−1, z ∈ Σn a celá čísla a, b taková, že x(−∞,b) = y(−∞,b), x[a,∞) = z[a,∞)

a b − a ≥ c. Podle indukční hypotézy existují celá čísla k a intervaly I1, . . . , Ik takové, že
y|Ij ∈ L(Σij ). Nechť m je jediný index, pro který platí b +m − 1 < b ≤ bm. Nechť i′j = ij
pro j ≤ m a i′m+1 = n. Nechť jsou intervaly I ′

k := [a
′
j , b

′
j) definovány pro 1 ≤ k ≤ m + 1

následovně:

a′
j :=

{

aj pro j ≤ m
max{a, am + 1} pro j = m+ 1

, b′j :=







bj pro j < m
b pro j = m
∞ pro j = m+ 1

Potom x|I ′
j ∈ L(Σi′j

), protože I ′
j = Ij pro j < m, I ′

m = [am, b) ⊆ [am, bm) = Im, pro

a′
m+1 = a máme I ′

m+1 = [a,∞) tedy x|I ′
m+1 ∈ L(Σn) a konečně pro a′

m+1 = am + 1 máme
I ′
m+1 = [am + 1,∞) ⊂ [a,∞), tedy x|I ′

m+1 ∈ L(Σn).
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Dále b′j − a′
j+1 = bj − aj+1 ≥ c pro j < m. Pokud am+1 = a, pak b′m − a′

m+1 = b− a ≥ c
a konečně pro a′

m+1 = am + 1 máme b′m − a′
m+1 = b − am − 1 ≥ bm−1 − am ≥ c.

Podobnou indukcí může být ukázáno, že formule platí pro Σ1
c∨ (Σ2

c∨ · · · c∨ Σn) za
předpokladu, že platí pro Σ2

c∨ · · · c∨ Σn. To je spolu s předchozím odstavcem důkazem
asociativnosti c-spojení.

Pokud je třeba spojit dva sofické posuny pomocí c-spojení, je třeba sestrojit k oběma
spojovaným posunům jejich c-blokové zakódování. c-bloková zakódování zajistí potřebný
překryv délky c. Konstrukce prezentace pro c-spojení dvou sofických posunů je popsána
v důkazu následujícího tvrzení.

Tvrzení 2.11 Nechť Σ1,Σ2 ⊆ AZ jsou sofické posuny a c ≥ 0. Potom Σ1
c∨ Σ2 je sofický

posun a existuje algoritmus, který sestrojí prezentaci G posunu Σ1
c∨ Σ2 z prezentací Gi

posunů Σi. Dále platí, že G má stejné silně souvislé komponenty jako sjednocení grafů
G1 ∪ G2.

Důkaz: Nechť Gi = (Vi, Ei, si, ti, li) jsou prezentace pro Σ
[c]
i , dále je možné předpokládat,

že množiny vrcholů a hran grafů Gi jsou disjunktní, tj. V1∩V2 = ∅, E1∩E2 = ∅. Prezentace
Σ1

c∨ Σ2 se sestrojí jako graf G = (V, E, s, t, l) tak, že V = V1 ∪ V2 a

E = E1 ∪ E2 ∪ {(e1, e2) ∈ E1 × E2 : l1(e1) = l2(e2)}.

Zdrojové zobrazení s, cílové zobrazení t a označovací funkce l rozšiřují si, ti a li tak, že
s((e1, e2)) = s1(e1), t((e1, e2)) = t2(e2) a l((e1, e2)) = l1(e1) = l2(e2). ΣG = (Σ1

c∨ Σ2)[c].
Složením l a projekce πi : Ac → A se dostane prezentace pro Σ1

c∨ Σ2.
Silně souvislé komponenty grafů Gi nejsou nově přidanými hranami změněny, protože

se přidávají pouze hrany vedoucí z G1 do G2.

2.4 Celulární automaty

Celulární automaty jsou většinou definovány jako spojité zobrazení F : AZ → AZ z množiny
všech konfigurací AZ do množiny všech konfigurací AZ, které komutuje se zobrazením
posunu (Fσ = σF ). Ve Formenti a Kůrka [6] je popsán algoritmus Omega, který hledá
maximální atraktor daného celulárního automatu.
Jedním z cílů této práce je zobecnit uvedený algoritmus Omega tak, aby nacházel kromě

maximálních atraktorů i obecnější, posunné atraktory. K tomuto účelu je nutné klasickou
definici celulárního automatu zobecnit. V této práci je celulární automat definován na
prostoru všech konfigurací, které patří do nějakého mísícího posunu konečného typu X ⊆
AZ. Díky tomuto zobecnění platí věta, která říká že, každý posunný atraktor je maximálním
atraktorem stejného celulárního automatu na potenciálně menším prostoru konfigurací.
Tím je dosaženo zobecnění algoritmu Omega z maximálních na posunné atraktory.
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Definice 2.15 Celulární automat je dvojice (X, F ), kde X ⊆ AZ je mísící posun koneč-
ného typu a F : X → X je spojité zobrazení komutující se zobrazením posunu (Fσ = σF ).

Pro každý celulární automat existuje lokální pravidlo f : La−m+1(X) → L1(X)
takové, že F (x)i = f(x[i+m,i+a]). Celá čísla m ≤ a se nazývají paměť a odsazení. Průměr
celulárního automatu (X, F ) je d := a − m. Lokální pravidlo může být rozšířeno na f :
L(X)→ L(X) jako

f(u)i :=

{

f(u[i,i+d]) pro 0 ≤ i < |u| − d
λ pokud |u| < d

Několik podrobně popsaných příkladů celulárních automatů je možné nalézt v kapitole 4.
Následující tvrzení charakterizuje obojetné (uzavřené a otevřené) podmnožiny W ⊆ X

nějakého mísícího posunu konečného typu X a umožňuje je reprezentovat jako množiny
slov U ⊆ Ln(X). Cylindr slova u na pozici l v prostoru X je definován jako [u]l := {x ∈
X : x[l,l+|u|) = u}. Podobně se na prostor X omezí definice cylindru konečné množiny slov.

Tvrzení 2.12 Nechť X je mísící posun konečného typu. Každá obojetná množina U ⊆ X
je sjednocení nějaké konečné množiny cylindrů.

Důkaz: Jestliže je U obojetná množina, pak pro každé u ∈ U existuje cylindr [v] ⊆ U
takový, že u ∈ [v]. Protože U je kompaktní množina, má její otevřené pokrytí {[v] : [v] ⊆
U} konečné podpokrytí. Proto je U sjednocení konečného počtu cylindrů. Protože je možné
kratší cylindry vždy rozšířit na délku nejdelšího cylindru, je navíc možné vzít do sjednocení
všechny cylindry stejné délky.

Následující tvrzení umožňuje z prezentace sofického posunu Σ vytvořit prezentaci sofic-
kého posunu F (Σ), který vznikne aplikováním funkce celulárního automatu F na všechny
konfigurace x ∈ Σ. A i naopak je možné sestrojit prezentaci pro posun F−1(Σ).

Tvrzení 2.13 Nechť (X, F ) je celulární automat a Σ ⊆ X sofický posun. Pak F (Σ) =
{y ∈ X : ∃x ∈ X & F (x) = y} a F−1(Σ) = {x ∈ X : F (x) ∈ Σ} jsou sofické posuny
a existuje algoritmus, který sestrojí jejich grafy z lokálního pravidla f , grafu posunu Σ a
množiny zakázaných slov posunu X.

Důkaz:Nechť f : L(X)d+1 → L1(X) je lokální pravidlo celulárního automatu (X, F ) aG =
(V, E, s, t, l) je prezentace posunu Σ. Prezentaci pro posun F (Σ) lze sestrojit následovně.
V1 je množina všech cest délky d v grafu G a E1 je množina všech cest délky d+ 1 v grafu
G. Lze předpokládat, že d + 1 ≥ o(X), kdyby platilo d + 1 < o(X) je možné pravidlo f
rozšířit tak, aby podmínka platila. Pro každou hranu u ∈ E1 se definuje zdrojové zobrazení
s1(u) = u[0,d) a cílové zobrazení t1(u) = u[1,d]. Potom je G′ = (V1, E1, s1, t1, f) prezentací
posunu F (Σ).
Prezentaci pro posun F−1(Σ) lze sestrojit následovně. Nechť

E2 = {(e, u) ∈ E × Ld+1(X) : l(e) = f(u)}
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je množinou hran. K jedné hraně grafu G se přidají všechna slova, která se lokálním pra-
vidlem f zobrazí na označení této hrany. Startovní a cílové zobrazení se definuje jako
s2((e, u)) = (s(e), u[0,d)) a t2((e, u)) = (t(e), u[1,d]). Vrcholy konstruovaného grafu jsou
V2 = s2(E2) ∪ t2(E2) ⊆ V × Ld(X). Nechť je označovací funkce l2((e, u)) = ud. Pak
G2 = (V2, E2, s2, t2, l2) je prezentací posunu F−1(Σ).

2.5 Atraktory celulárních automatů

Definice 2.16 Nechť (X, F ) je celulární automat.

1. Množina W ⊆ X se nazývá invariantní (F -invariantní), pokud F (W ) ⊆ W .

2. Nechť W ⊆ X je invariantní uzavřená množina. Omega-limitou množiny W se
nazývá množina ΩF (W ) :=

⋂

n≥0 F
n(W ).

3. Množina Y ⊆ X se nazývá atraktor, pokud existuje obojetná invariantní množina
W ⊆ X taková, že Y = ΩF (W ).

4. Atraktor Y se nazývá posunný atraktor, pokud je Y posun.

5. ΩF (X) je maximálním atraktorem celulárního automatu (X, F ).

Je důležité si uvědomit, že ΩF (W ) nějaké množiny W obsahuje ty konfigurace, které se
objevují ve všech iteracích funkce F na množině W . Z definice omega-limity plyne, že

x ∈ ΩF (W ) =
⋂

n≥0

F n(W )⇐⇒ ∀n ≥ 0, ∃y ∈ W, x = F n(y).

Například konfigurace (01)∞1100(01)∞ ani žádný její obraz nemohou patřit do maximál-
ního atraktoru ECA 184 (viz sekce 4.3), protože nemají vzor.

Příklad: Nechť je dán celulární automat (AZ, Id), kde Id je identita určená lokálním pra-
vidlem f(x[i−1,i+1]) = xi. Každá podmnožina W ⊆ AZ je invariantní, protože Id(W ) =W .
Je-liW obojetná, pak ΩId(W ) = W . Tedy každá obojetná množina prostoru AZ je atrakto-
rem celulárního automatu (AZ, Id). Maximálním atraktorem celulárního automatu (AZ, Id)
je celý prostor AZ.

2.6 Signální posuny

Na dynamiku některých celulárních automatů může být nahlíženo jako na dynamiku sig-
nálů (signálních posunů), které prostupují skrze nějaké neutrální médium tvořené peri-
odickými konfiguracemi. Signál si lze představit jako částici zasahující jednu nebo více
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Obrázek 2.4: Jelikož F q(x)i = f(x[i+mq,i+aq]), závisí hodnota F q(x)i pouze na x[i+mq,i+aq].
Protože zobrazení posunu komutuje s funkcí F , hodnota F qσp(x)i závisí pouze na
x[i+mq+p,i+aq+p].

konfigurací, která se vždy po určité době ve výpočtu celulárního automatu opakuje posu-
nutá vlevo či vpravo, nebo jako množinu konfigurací, které se po určité době ve výpočtu
opět objeví posunuté. Pokud se dva signály ve výpočtu setkají, reagují spolu a mohou se
změnit. Například se mohou transformovat v signál jednodušší. Pokud je navíc maximální
atraktor zkoumaného celulárního automatu obrazem spojení několika signálních posunů,
platí, že tento celulární automat má pouze konečný počet nekonečných tranzitivních sig-
nálních posunů.

Definice 2.17 Nechť (X, F ) je celulární automat. Konfigurace x ∈ X se nazývá slabě
periodická, pokud F qσp(x) = x pro nějaké celé q > 0 a p ∈ Z. (p, q) se nazývá perioda
konfigurace x a p/q rychlost konfigurace x. Nechť je S(p,q)(X, F ) := {x ∈ X : F qσp(x) = x}
množina všech slabě periodických konfigurací s periodou (p, q). Signální posun je každá
neprázdná množina S(p,q)(X, F ).

V dalším textu značí S(p,q) signální posun S(p,q)(X, F ) daného celulárního automatu
(X, F ).

Tvrzení 2.14 Nechť je (X, F ) celulární automat. Pak má množina S(p,q) následující vlast-
nosti:

1. Je uzavřená.

2. Je σ-invariantní a S(p,q) je posun, pokud je to neprázdná množina.

3. Je F -invariantní, F : S(p,q) → S(p,q) je bijekce a S(p,q) ⊆ ΩF (X).

4. Pokud je S(p,q) konečná, obsahuje pouze σ-periodické konfigurace.

Důkaz:
1. Nechť P = {x ∈ X : F qσp(x) 6= x} a nechť má (X, F ) paměť m a odsazení a.

Je třeba ukázat, že P je otevřená množina. Nechť x ∈ P a nechť i ∈ Z je zvoleno tak,
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že F qσp(x)i 6= xi. Hodnota F qσp(x)i závisí pouze na x[i+mq+p,i+aq+p] (obrázek 2.4). Nechť
u = x[j,k], kde j = min{i, i+mq+p} a k = max{i, i+aq+p}. Tedy hodnota F qσp(x)i závisí
na slovu u. Jelikož pro každé y ∈ [u]j platí, že F qσp(y) 6= y, a protože cylindr [u]j ⊆ P je
otevřená množina, je P také otevřená množina.
2. Pokud x ∈ S(p,q), pak x = F qσp(x) a platí σ(x) = σ(F qσp(x)) = F qσp(σ(x)), tedy

σ(x) ∈ S(p,q). Podobně pro σ−1.
3. Podobně se ukáže, že S(p,q) je silně F -invariantní. Jelikož F (S(p,q)) = S(p,q), musí

S(p,q) ⊆ ΩF (X).
4. Podle tvrzení 2.3.

Věta 2.1 Nechť (X, F ) je celulární automat s pamětí m a odsazením a a nechť d = a−m
je jeho průměr.

1. Jestliže je S(p,q) neprázdný, pak je posunem konečného typu.

2. Jestliže je S(p,q) nekonečný, pak o(S(p,q)) ≤ max{o(X), dq + 1} a −a ≤ p/q ≤ −m.

3. Jestliže p0/q0 < p1/q1, pak S(p0,q0) ∩ S(p1,q1) je konečný a p(S(p0,q0) ∩ S(p1,q1)) dělí
(p1

q1
− p0

q0
)q, kde q := nsn(q0, q1) je nejmenší společný násobek q0 a q1.

Důkaz:
1–2. Pokud je x ∈ S(p,q), platí xi = f q(x[i+mq+p,i+aq+p]). Existují tři případy. Nechť

nejprve aq + p < 0. Protože m ≤ a, platí mq + p < aq + p < 0 a nechť je funkce
g : A−mq−p → A−mq−p definována následovně:

g(u)j :=

{

uj+1 pokud j < −mq − p − 1
f q(u[0,dq]) pokud j = −mq − p − 1

Pak x[i+mq+p+1,i] = g(x[i+mq+p,i−1]) pro každé i ∈ Z. To je možné jenom v případě, že
konfigurace x je σ-periodická. Navíc je perioda x omezena |A|−mq−p, proto je S(p,q) konečná
množina a tedy posun konečného typu podle tvrzení 2.3.
Případ pro 0 < p + mq se ukáže obdobně jako případ p + aq < 0. S(p,q) je konečná

množina a tedy posun konečného typu.
Pokud −a ≤ p/q ≤ −m, nechť je definováno u := x[i+mq+p,i+aq+p] ∈ Adq+1. Pak je

podmínka xi = f q(x[i+mq+p,i+aq+p]) totéž jako u−mq−p = f q(u). Nechť D := {u ∈ Ldq+1(X) :
f q(u) 6= u−mq−p}, pak S(p,q) = SD ∩ X a S(p,q) je posun konečného typu řádu nejvíce
max{o(X), dq + 1}.
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3. Nechť p2 = qp0/q0, p3 = qp1/q1. Pokud x ∈ S(p0,q0) ∩ S(p1,q1) a protože je F q0σp0 na
S(p0,q0) identita, platí

σ−p2(x) = σ−p2F q0σp0(x)

= σ−p2(F q0σp0)
q

q0 (x)

= σ
−

p0q

q0 F
q0q

q0 σ
p0q

q0 (x)

= F q(x)

= σ
−

p1q

q1 F
q1q

q1 σ
p1q

q1 (x)

= σ−p3(F q1σp1)
q

q1 (x)

= σ−p3(x)

a tedy σp3−p2(x) = x.

Věta 2.2 Nechť je (X, F ) celulární automat s průměrem d, nechť S(p1,q1), . . . , S(pn,qn) jsou
signální posuny uspořádané sestupně podle rychlosti tak, že platí pi/qi ≥ pj/qj pro i < j,
a nechť q je nejmenší společný násobek čísel q1, . . . , qn. Dále nechť celé číslo c > 0 splňuje
následující podmínky:

o(X) ≤ c

∀i ≤ n, o(S(pi,qi)) ≤ c

∀i < j ≤ n, (S(pi,qi) ∩ S(pj ,qj) 6= ∅ ⇐⇒ p(S(pi,qi) ∩ S(pj ,qj)) ≤ c)

∀i < j ≤ n, (S(pi,qi) ∩ S(pj ,qj)) 6= ∅ ⇐⇒ (d − pi

qi
+ pj

qj
)q ≤ c)

Pro posun Σ = S(p1,q1)
c∨ · · · c∨ S(pn,qn) pak platí Σ ⊆ F q(Σ) a Σ ⊆ ΩF (X).

Důkaz: Technický důkaz tohoto tvrzení je možné nalézt v článku Formenti, Kůrka, Za-
hradník [7].

Obrázek 2.5: ECA 128
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S(1,1)
2∨ S(−1,1)

ΩF (X) = F (S(1,1)
2∨ S(−1,1))

Obrázek 2.6: Signální posuny S(1,1) a S(−1,1) ECA 128 uvedené ve 2-blokové prezentaci,

uprostřed jejich 2-spojení S(1,1)
2∨ S(−1,1), dole maximální atraktor ΩF (X) = F (S(1,1)

2∨
S(−1,1)).

Příklad: Lokální pravidlo a ukázkový výpočet elementárního celulárního automatu s kó-
dem 128 jsou zachyceny na obrázku 2.5. Tento celulární automat má na prostoru konfi-
gurací X = {0, 1}Z dva signální posuny S(1,1) = S{10} a S(−1,1) = S{01}. Množina slabě
periodických konfigurací S(0,1) = S{01,10} = {0∞, 1∞} obsahuje pouze dva prvky, a proto
není nekonečným signálem.
Řád signálních posunů je o(S(1,1)) = o(S(−1,1)) = 2. Jejich průnikem je {0∞, 1∞}, proto

p(S(1,1)) ∩ S(−1,1)) = 1. Protože (d − p1
q1
+ p2

q2
)q = (2− 1− 1)1 = 0, dostáváme c = 2.

V prvním řádku na obrázku 2.6 jsou uvedeny 2-blokové prezentace S(1,1) a S(−1,1). Jejich

2-spojení Σ := S(1,1)
2∨ S(−1,1) = S{10n1: n>0}∪{010} je sestrojeno ve druhém řádku. Platí, že

F (Σ) = F 2(Σ), a tedy F (Σ) ⊆ ΩF (X). Ve třetím řádku je uvedena minimální prezentace
F (Σ) = S{10n1: n>0}.

Následující věta říká, že celulární automat, jehož maximální atraktor je možné sestrojit
jako F obraz spojení několika signálních posunů, má pouze konečný počet nekonečných
tranzitivních signálních posunů.

Věta 2.3 Nechť je (X, F ) celulární automat. Pokud ΩF (X) = F k(S(p1,q1)
c∨ · · · c∨ S(pn,qn))

pro nějaké (pi, qi) ∈ Z × N
+ a k, c ≥ 0, pak (X, F ) má pouze konečný počet nekonečných

tranzitivních signálních posunů.

Důkaz: Nechť je S(p,q) nekonečný tranzitivní signální posun. Protože je S(p,q) tranzitivní,
platí S(p,q) ⊆ S(pi,qi) pro nějaké i podle věty 2.2. Protože je S(p,q) nekonečný, dostáváme
p/q = pi/qi a q ≤ qi. Takže je pouze konečně mnoho možností pro (p, q).
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Obrázek 2.7: Vlevo situace popsaná definicí vlastnosti r-klesajících vzorů 2.18. Každý rtý
vzor v slova u ∈ L(X) ∩ L(D(Σ)) musí obsahovat jako podslovo slovo w kratší než u. Na
pravém obrázku je zachyceno, jak jsou v jazyce Lr v důkazu tvrzení 2.15 kontrolována
všechna podslova kratší než nějaké slovo u pro všechna k ≤ dr + 1. Situace je zachycena
pro celulární automat s průměrem d = 2, pro r = 2 a pro slovo u délky 3, v ∈ f−2(u),
|v| = 7.

2.7 Vlastnost klesajících vzorů

Definice 2.18 Nechť je f : L(X)→ L(X) rozšířené lokální pravidlo celulárního automatu
(X, F ). Posun Σ ⊆ X má vlastnost r-klesajících vzorů, pokud pro každé u ∈ X ∩D(Σ)
každé v ∈ f−r(u) obsahuje podslovo w ∈ D(Σ) a |w| < |u|. Posun Σ má vlastnost klesajících
vzorů, jestliže má vlastnost r-klesajících vzorů pro nějaké r > 0.

Podmínka vlastnosti klesajících vzorů je zachycena na obrázku 2.7. Tato podmínka je
triviálně splněna v případě, že f−r(u) = ∅. Toho je využito například při počítání atraktoru
ECA 12. Protože pro slovo u 6∈ L(F r(X)) platí, že f−r(u) = ∅. Dostáváme, že pro každé
X má F r(X) r-klesající vzory.

Věta 2.4 Nechť je (X, F ) celulární automat a Σ ⊆ X posun mající klesající vzory, pak
ΩF (X) ⊆ Σ. Pokud je navíc Σ ⊆ F k(Σ) pro nějaké k > 0, pak ΩF (X) = Σ.

Důkaz: Pro spor nechť u ∈ L(ΩF (X)) \ L(Σ) ⊆ L(X) \ L(Σ). Posun Σ má r-klesající
vzory. To znamená, že každý rtý vzor obsahuje jako podslovo slovo w 6∈ L(Σ), které je
minimálně o jedna kratší než u. Po |u| opakováních je |w| = 0. Proto každé v ∈ f−r|u|(u)
obsahuje jako podslovo slovo w ∈ L(X) \ L(Σ) nulové délky. Existence takového slova w
je spor, protože |w| = 0 implikuje w = λ a λ ∈ L(Σ). Proto je množina f−r|u|(u) prázdná
a u 6∈ L(ΩF (X)). Tím je dokázáno, že L(ΩF (X)) ⊆ L(Σ) a ΩF (X) ⊆ Σ.
Pokud je Σ ⊆ F k(Σ), pak Σ ⊆ F k(X) ⊆ F 2k(X) · · · , a proto Σ ⊆ ΩF (X).

Tvrzení 2.15 Existuje algoritmus, který rozhodne, zda pro daný celulární automat (X, F )
a dané r > 0 má daný sofický posun Σ ⊆ X vlastnost r-klesajících vzorů.

Důkaz: Jazyky L(X), L(Σ), D(Σ) a f−r(D(Σ)) jsou regulární. Jazyk
Lr := {v ∈ L(X) : f r(v) ∈ D(Σ), ∀k ≤ dr + 1, v[k,k+|v|−dr−1) ∈ L(Σ)}

= L(X) ∩ f−r(D(Σ)) ∩
⋂

k≤dr+1

L(Σ)[k,dr+1−k)
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je také regulární, protože je průnikem regulárních jazyků. Jazyk Lr obsahuje rté vzory slov
z jazyka L(D(Σ)), jejichž každé podslovo kratší než jejich rté obrazy (délka rtého obrazu
je |v| − dr) je obsaženo v jazyce L(Σ). Proto je jazyk Lr prázdný právě tehdy, když posun
Σ má vlastnost r-klesajících vzorů. Test prázdnosti regulárního jazyka je triviální operace,
je tedy možné sestrojit rozhodovací algoritmus.

Příklad: Aby pro posun F (Σ) z příkladu elementárního celulárního automatu s kódem
128 (viz kapitola 2.6) platilo F (Σ) = ΩF (X), je třeba ukázat, že má vlastnost 1-klesajících
vzorů. Nechť u ∈ X \ L(F (Σ)), pak u obsahuje jako podslovo 10n1 pro nějaké n > 0.
Pro n ≤ 2 nemá u žádný vzor. Pro n > 2 má konfigurace u jediný vzor 1110n−2111,
který obsahuje zakázané slovo 10n−21. F (Σ) má tedy vlastnost 1-klesajících vzorů, a proto
ΩF (X) ⊆ F (Σ). Dohromady F (Σ) = ΩF (X).

2.8 Invazivní množiny a posunné atraktory

Definice 2.19 Nechť (X, F ) je celulární automat.

1. Obojetná, F -invariantní množina W ⊆ X je invazivní (spreading) doprava (doleva),
pokud F k(W ) ⊆ σ−1(W ) (F k(W ) ⊆ σ(W )) platí pro nějaké k > 0.

2. Obojetná, F -invariantní množina W ⊆ X je invazivní (spreading), pokud je inva-
zivní doleva i doprava.

Jak bylo zmíněno v předcházejícím tvrzení 2.12, je možné každou obojetnou podmno-
žinu prostoru X reprezentovat jako cylindr konečné množiny slov. Toho lze využít pro
usnadnění práce s invariantními a invazivními množinami.

Definice 2.20 Nechť (X, F ) je celulární automat. Množina slov U ⊆ Ln(X) se nazývá
invariantní (invazivní), pokud je [U ] invariantní (invazivní). U je minimální invariantní
množina, pokud je U invariantní a neexistuje žádná vlastní podmnožina V ⊂ U taková, že
ΩF ([U ]) = ΩF ([V ]).

Příklady invazivních množin elementárního celulárního automatu s kódem 128 jsou
uvedeny na straně 31. Následující věta říká, že si odpovídají invazivní množiny a posunné
atraktory.

Věta 2.5 (Formenti a Kůrka [5]) Nechť (X, F ) je celulární automat a U ⊆ X je obojetná
F -invariantní množina. Pak ΩF (U) je posunný atraktor právě tehdy, když U je invazivní
množina.
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Důkaz: Pokud je ΩF (U) posun, pak ΩF (U) = ΩF (σ(U)) ⊆ σ(U), protože posun je silně
σ-invariantní a U je F -invariantní. Kompaktnost prostoru X zaručuje, že existuje k > 0
takové, že F k(U) ⊆ σ(U). Podobně lze ukázat, že F k(U) ⊆ σ−1(U).
Pro důkaz opačné implikace je třeba ukázat, že ΩF (U) je silně σ-invariantní množina.

U je invazivní, tedy existuje k > 0 takové, že F k(U) ⊆ σ−1(U)∩U ∩ σ(U). Pro y ∈ ΩF (U)
a nějaké n ≥ 0 platí, že y ∈ F k+n(U). Existuje x ∈ U , pro které platí y = F k+n(x) =
F n(F k(x)) ∈ F n(σ−1(U)), y ∈ ΩF (σ−1(U)) =

⋂

n≥0 σ
−1F n(U). Proto σ(y) ∈ ΩF (U) a

σ(ΩF (U)) ⊆ ΩF (U). Podobně lze ukázat, že σ−1(ΩF (U)) ⊆ ΩF (U), a tedy ΩF (U) je posun,
jak bylo požadováno.

Věta 2.6 Nechť (X, F ) je celulární automat, n > o(X) a U ⊆ Ln(X) invazivní množina
slov. Pak existuje invazivní množina W ⊆ U taková, že Y := X ∩ SAn\W je mísící SFT,
ΩF ([U ]) = ΩF ([W ]) = ΩF (Y ) a ΩF ([U ]) je maximálním atraktorem (Y, F ).

Důkaz: Důkaz této věty je velice technický a je možné ho nalézt v článku Formenti, Kůrka,
Zahradník [7].

Věta 2.6 umožňuje zobecnit algoritmus Omega z Formenti a Kůrka [6], který hledal
maximální atraktory celulárních automatů, na hledání obecnějších posunných atraktorů.
Využívá se u toho faktu, že posunný atraktor je maximálním atraktorem daného celulárního
automatu na jiném (menším) prostoru určeném invazivní množinou.
Následující část popisuje způsob, jak invazivní množiny pro daný celulární automat

hledat. Na těchto základech je vybudován algoritmus Spread popsaný v následující kapitole.
Je třeba zmínit, že neexistuje algoritmus, který by pro daný celulární automat rozhodl,
zda invariantní množina je nebo není invazivní. Algoritmus Spread proto může být pouze
heuristický.

Definice 2.21 Pro daný celulární automat (X, F ) s lokálním pravidlem f , pamětí m a

odsazením a, pro které platí m ≤ 0 ≤ a, se relace
f→ na slovech stejné délky |u| = |v|

definuje jako

u
f→ v ⇐⇒ ∃w ∈ A−m, ∃z ∈ Aa, (wuz ∈ L(X) & f(wuz) = v),

u
f+→ v ⇐⇒ u = u(0)

f→ · · · f→ u(r) = v pro nějaké r > 0.

Platí, že u
f→ v právě tehdy, když F ([u])∩ [v] 6= ∅. Relace f+→ je tranzitivním uzávěrem

relace
f→. Relace může být použita taky na vyšší iterace funkce f . Pokud u

fk

→ v pro nějaké

k > 0, pak u
f+→ v. Opačná implikace ale neplatí. V dalším textu bude potřeba relace

σ→,
kde σ značí lokální pravidlo zobrazení posunu definované jako σ(u) = u[1,|u|). Tedy u

σ→ v
právě tehdy, když σ([u]) ∩ [v] 6= ∅.
Následující věta specifikuje nutné podmínky, které musí množina slov U ⊆ Ln(X)

splňovat, aby mohla být invariantní, minimální invariantní a invazivní. Testování těchto
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podmínek je základem algoritmu Spread, protože lze na jejich základě značně omezit počet
množin slov, pro které je následně pomocí tvrzení 2.16 nutné dokázat, zda jsou nebo nejsou
invazivní.

Věta 2.7 Nechť (X, F ) je celulární automat, n ≥ o(X) a U ⊆ Ln(X).

1. U je invariantní právě tehdy, když pro každé u, v ∈ Ln(X) platí, že pokud u ∈ U a

u
f→ v, pak v ∈ U .

2. Pokud je U minimální invariantní množina, pak ∀v ∈ U, ∃u ∈ U, u
f→ v.

3. Pokud je U invazivní množina, pak ∀u ∈ Ln(X), ∃v ∈ U, ∃k > 0, u
fk

→ v.

4. Pokud je U minimální invazivní množina, pak X ∩ SAn\U je mísící SFT, tedy graf

(U,
σ→) je silně souvislý a aperiodický.

Důkaz:
1. Nechť je U invariantní, tj. F ([U ]) ⊆ [U ], a nechť u ∈ U a F ([u]) ∩ [v] 6= ∅. Pak

u
f→ v. Opačně nechť u ∈ U & u

f→ v ⇐⇒ v ∈ U , pak ∃w, z takové, že f(wuz) = v, tedy
F ([u]) ∩ [v] 6= ∅.
2. Kdyby podmínka nebyla splněna pro nějaké v ∈ U , pak by F ([U ]) ∩ [v] = ∅ a

ΩF ([U ]) = ΩF ([U \ {v}]), což je spor.
3. Protože je X mísící, existuje j ∈ Z a konfigurace x ∈ [u] ∩ σj([U ]). Protože je U

invazivní, existuje v ∈ U a k > 0 takové, že F k(x) ∈ [v], tedy u
f→ v.

4. Pokud X∩SAn\U není mísící, pak podle věty 2.6 existuje V ⊆ U takové, že ΩF ([V ]) =

ΩF ([U ]) a X ∩ SAn\V je mísící posun a proto V 6= U . U není minimální. Graf (U,
σ→) je

silně souvislý a aperiodický podle tvrzení 2.9.

Z předchozí věty vyplývá, že je rozhodnutelné, zda obojetná množina U je invariantní
pro daný celulární automat (X, F ).

Definice 2.22 Levé a pravé okolí množiny slov U ⊆ An jsou

Lj(U) := {u ∈ An+2j+1 : u[j,j+n) 6∈ U & u[j+1,j+n] ∈ U},

Rj(U) := {u ∈ An+2j+1 : u[j,j+n) ∈ U & u[j+1,j+n] 6∈ U}.

Příklad: Nechť U = {000, 111}, pak levé okolí L0(U) = {1000, 0111} a pravé okolí R0(U) =
{0001, 1110}.

Podmínky 3–5 věty 2.7 jsou pouze nutné, nikoli postačující, aby nějaká obojetná in-
variantní množina U byla invazivní. K ověření, zda množina U je nebo není invazivní, je
třeba použít následující tvrzení.
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Tvrzení 2.16 Nechť je (X, F ) celulární automat, n ≥ o(X) a U ⊆ An invariantní mno-
žina.

1. Jestliže graf (R0(U),
fk

→) ((L0(U), fk

→)) nemá žádnou silně souvislou komponentu pro
nějaké k > 0, je U invazivní vpravo (vlevo).

2. Pokud existuje F -periodický bod x ∈ [R0(U)] (x ∈ [L0(U)]), pak U není invazivní
vpravo (vlevo).

3. Pokud je u∞ F -periodická konfigurace pro nějaké u ∈ Rj(U) (u ∈ Lj(U)), j ≥ 0, pak
U není invazivní vpravo (vlevo).

Důkaz:
1. Nechť U obsahuje slova délky n. Pokud (R0(U),

fk

→) nemá žádnou silně souvislou
komponentu, pak platí, že pokud u ∈ R0(U) a u

fk

→ v, platí, že v 6∈ R0(U). To znamená, že
v[1,n) ∈ U (jiný případ nemůže nastat, protože U je minimální invariantní množina) a tedy
F k([u]) ⊆ σ−1(U).
2. Nechť U obsahuje slova délky n. Aby U byla invazivní doprava, musí platit F k(U) ⊆

σ−1(U) pro nějaké k > 0. Pokud je x ∈ [R0(U)] F -periodické, má (R0(U), f→) silně souvislou
komponentu C. Pak platí F k(C) ⊆ C pro všechna k > 0. σ−1(U) = [U ]1 a pro každé slovo
c ∈ C platí, že c[1,n) 6∈ U . Proto F k(U) 6⊆ σ−1(U) pro všechna k > 0.
3. Podobně jako bod 2.

Následující tvrzení umožní v okolí Rj(U) (respektive v okolí Lj(U)) vyhledávat F -
periodické konfigurace u∞, a tím prokázat, že U není invazivní.

Tvrzení 2.17 Pro celulární automat (X, F ) existuje algoritmus, který rozhodne, zda je
σ-periodická konfigurace u∞ F -periodická.

Důkaz: Pokud je konfigurace x = u∞ σ-periodická (σn(x) = x), pak také F (x) = v∞ je
σ-periodická konfigurace, tj. σn(F (x)) = F (x). Protože počet slov w ∈ A|u| definujících σ-
periodické konfigurace w∞ je konečný a protože |v| ≤ |u|, existují celá kladná čísla n < m
taková, že F n(x) = F m(x). Konfigurace x je F -periodická, pokud n = 0 a preperiodická,
pokud n > 0.
Rozhodovací algoritmus funguje tak, že pro x = u∞ a pro m = 1, 2, . . . počítá F m(x)

a testuje, zda F n(x) = F m(x) pro nějaké n < m.

Příklad: Na obrázku 2.8 je zachycen graf (L3(X), f→) elementárního celulárního automatu
s kódem 128 a invariantních množin U1 = {000} a U2 = A3 \ {101}. Tyto množiny jsou
zároveň i invazivní, protože grafy ani jednoho z okolí L0(U1) = {1000}, R0(U1) = {0001},
L0(U2) = {1010, 1011}, R0(U2) = {0101, 1101} nemají silně souvislou komponentu.
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Obrázek 2.8: Vlevo graf (L3(X), f→) elementárního celulárního automatu s kódem 128.
Vpravo aperiodický a silně souvislý graf (U2,

σ→) invazivní množiny U2 = A3 \ {101}.

2.9 Rozhodnutelné a nerozhodnutelné problémy

Věta 2.8

1. Je nerozhodnutelné, zda je daný sofický posun maximálním atraktorem daného celu-
lárního automatu.

2. Je rozhodnutelné, zda je daný sofický posun s r-klesajícími vzory maximálním atrak-
torem daného celulárního automatu.

3. Množina celulárních automatů, jejichž maximální atraktor je sofický posun s klesají-
cími vzory, je rekurzivně spočetná.

4. Je rozhodnutelné, zda je obojetná množina U invariantní vzhledem k danému celu-
lárnímu automatu (X, F ).

5. Je nerozhodnutelné, zda je daná obojetná invariantní množina U nějakého celulárního
automatu invazivní.

6. Je nerozhodnutelné, zda je limitní množina dané invazivní množiny daného celulár-
ního automatu sofická.

Důkaz: V důkazu bude potřeba následující definice a tvrzení. Celulární automat (X, F )
se nazývá nilpotentní, pokud je jeho maximálním atraktorem jednoprvková množina. Kari
v [12] dokázal, že je nerozhodnutelné, zda je daný celulární automat nilpotentní.
1. Kdyby takový rozhodovací algoritmus existoval, pak by bylo možné pro všechna

písmena abecedy a ∈ A rozhodnout, zda je {a∞} maximální atraktor celulárního automatu
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(X, F ). Pak by také existovala rozhodovací procedura pro problém nilpotence, který byl
ukázán jako nerozhodnutelný i pro jednodimenzionální celulární automaty v Kari [12].
2. Tento bod plyne z věty 2.4 a tvrzení 2.15.
3. Generuj postupně všechny celulární automaty. Pro každý celulární automat generuj

postupně všechny sofické posuny a testuj, zda jsou silně invariantní a zda mají vlastnost
klesajících vzorů.
4. Tento bod plyne z bodu 1 a 2 věty 2.7.
5. Otázku, zda je daná množina U invazivní, lze převést na problém nilpotence. Nechť je

pro spor rozhodnutelné, zda U je nebo není invazivní. Pak lze pro každý CA (AZ, F ) sestro-
jit CA (BZ, G) a obojetnou invariantní množinu U ⊆ BZ, která je invazivní právě tehdy,
když (AZ, F ) je nilpotentní, a tak získat spor s tvrzením, že nilpotence je nerozhodnutelná.
Podrobněji je tento postup popsán ve Formenti, Kůrka, Zahradník [7].
6. Toto tvrzení je podle věty 2.6 ekvivalentní otázce, zda maximální atraktor nějakého

celulárního automatu na mísícím SFT je sofický. To je speciální případ otázky, zda maxi-
mální atraktor nějakého celulárního automatu na AZ je sofický. Tento problém je netriviální
vlastností, o které Kari v [13] dokázal, že je nerozhodnutelná.
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Kapitola 3

Algoritmy Spread a Omega

Algoritmus Spread hledá invazivní množiny daného celulárního automatu (X, F ). Algo-
ritmus nejprve najde invariantní množiny. Pro každou invariantní množinu dále ověří
nutné podmínky, které musí být splněny, aby tato invariantní množina mohla být inva-
zivní.Nakonec se algoritmus snaží rozhodnout, zda množiny splňující nutné podmínky jsou
nebo nejsou invazivní. Podle věty 2.8 je nerozhodnutelné, zda daná invariantní množina
je invazivní. Proto se výpočet algoritmu Spread nemusí pro každou testovanou invariantní
množinu zastavit a je pouze heuristický.
Algoritmus Omega hledá maximální atraktor daného celulárního automatu (X, F ). Al-

goritmus nejprve najde signální posuny. Nalezené signální posuny spojí a na spojení apli-
kuje funkci F tak dlouho, dokud se posun aplikací funkce F mění. Pokud má navíc výsledný
posun vlastnost klesajících vzorů, byl nalezen maximální atraktor celulárního automatu
(X, F ). Podle věty 2.8 se výpočet algoritmu Omega nemusí zastavit. Přes toto omezení je
algoritmus použitelný pro mnoho jednoduchých celulárních automatů.
Invazivní množina U nalezená algoritmem Spread může figurovat jako parametr algo-

ritmu Omega. Výpočet algoritmu Omega se v tomto případě omezí na konfigurace patřící do
množiny U . A Omega tak počítá maximální atraktor celulárního automatu (X∩SAn\U , F ).
Tento atraktor je pak podle věty 2.5 posunným atraktorem celulárního automatu (X, F ).

3.1 Spread

3.1.1 Implementace

Implementace algoritmu Spread je založena na manipulaci s množinami slov nad abece-
dou příslušného celulárního automatu. Na množinách slov se provádějí zejména operace
sjednocení, prodloužení všech slov o jedno písmeno, test příslušnosti slova do množiny a
systematické procházení všech slov obsažených v množině.
Pro reprezentaci množin slov byla zvolena datová struktura trie (popsaná například

v Knuth [14]). Tato datová struktura umožňuje provést sjednocení dvou množin v lineárním
čase vzhledem k délce slov, test příslušnosti slova délky m v čase O(m) a prodloužení všech
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Vstupy:
D - množina zakázaných slov mísícího posunu konečného typu X
f - lokální pravidlo CA (X, F )
m - paměť CA (X, F )
a - odsazení CA (X, F )
n - délka slov tvořících hledané invazivní množiny

Výstup:
Invazivní množiny celulárního automatu (X, F )

1. Sestroj grafy (Ln(SD),
f→) a (Ln(SD),

σ→).

2. Najdi všechny množiny U ⊆ Ln(SD) splňující podmínky 1, 2, 3 a 4 věty 2.7.

3. Pro každé U získané v kroku 2 a pro každé k = 1, 2, . . . proveď kroky 4 a 5.

4. Pokud grafy (L0(U),
fk

→) a (R0(U), fk

→) nemají žádnou silně souvislou
komponentu, vrať U jako další invazivní množinu. Ukonči cyklus
a pokračuj další množinou U v kroku 3.

5. Pokud pro nějaké u ∈ Lk(U) ∪ Rk(U) je u∞ F -periodická konfigurace,
ukonči cyklus pro k, protože U není invazivní.

Algoritmus 1: Spread(D,f,m,a,n)

Vstupy:
v - v = v0 · · · vn−1 ∈ Ln(X)
f - lokální pravidlo CA (X, F )
d - průměr CA (X, F )

Výstup:
Množina slov V = {u ∈ An+d : f(u) = v}

1. Nechť pro všechna a ∈ A je Ia := {u ∈ Ad+1 : f(u) = a}.

2. Nechť V0 = Iv0 .

3. Pro 1 ≤ i ≤ n − 1 proveď následující krok:

4. Vi := {u ∈ Ad+i+1 : u[i,d+i+1] ∈ Ivi
& u[0,d+i] ∈ Vi−1}.

5. V = Vn−1, vrať V a skonči.

Algoritmus 2: Inverse(f,d,v) vrátí pro dané lokální pravidlo f celulárního automatu
(X, F ) o průměru d a dané slovo v všechna slova u, pro která platí f(u) = v.
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slov o jedno písmeno také v lineárním čase.
Slova často vystupují jako vrcholy orientovaných grafů, proto jsou v dalším textu vr-

choly grafu (Ln(X),
f→) ztotožněny se slovy jazyka Ln(X) či slovy nějaké množiny slov U .

Orientované grafy jsou reprezentovány pomocí seznamu sousedů udržovaných v každém
vrcholu.
Grafy (Ln(X),

f→) a (Ln(X),
σ→) se v prvním kroku sestrojí následovně. Ke každému

slovu v ∈ Ln(X) je pomocí algoritmu Inverse(f,d,v) vygenerována množina slov Vv :=
{wuz ∈ L(X) : wuz = f−1(v), |w| = |z|, |u| = |v|} a pro každé wuz ∈ Vv přidána hrana

u
f→ v do grafu (Ln(X),

f→). Podobně je tomu pro graf (Ln(X),
σ→).

V dalším textu jsou podmínkami 1 až 4 myšleny podmínky věty 2.7. Ve druhém kroku se

hledají invariantní množiny. Invariantní množina U je tvořena vrcholy grafu (Ln(X),
f→), ze

kterých podle podmínek 1 a 2 nevede žádná hrana do vrcholu mimo množinu U a do kterých
musí vést hrana z nějakého vrcholu množiny U . Z těchto dvou důvodů musí být U tvořena

tranzitivním uzávěrem sjednocení některých silně souvislých komponent grafu (Ln(X),
f→).

Kde tranzitivní uzávěr množiny slov U ∈ Ln(X) (vrcholů V ⊆ Ln(X)) je definován jako

Ũ := {v ∈ Ln(X) : ∃u ∈ U & u
f+→ v}. Sestrojení tranzitivního uzávěru zaručí platnost

podmínky 1 a sjednocení silně souvislých komponent zaručí platnost podmínky 2.
Ověření podmínek 1 a 2 ve druhém kroku zaručí, že generovaná množina slov U bude

invariantní. Množina U musí být invariantní, aby mohla být invazivní. Z dalších nutných
podmínek bylo implementováno ještě ověření podmínky 4. Ověření podmínky 3 se ukázalo

díky konstrukci grafů (Ln(X),
fk

→) jako časově příliš náročné a nebylo tedy implementováno.

Příklad: Jako příklad může být uveden graf (L3(X), f→) a invazivní množiny U1 = {000}
a U2 = A3 \ {101} elementárního celulárního automatu s kódem 128, kde X = {0, 1}Z (viz
obrázek 2.8). Silně souvislé komponenty zde jsou pouze {000} a {111}. Všechna ostatní
slova kromě {101} se do invazivní množiny U1 dostanou tranzitivním uzávěrem komponenty
{111}. Slovo {101} se v žádné minimální invariantní množině objevit nemůže, protože do
tohoto vrcholu nevede žádná hrana a porušila by se tak podmínka 2.

Nalezení silně souvislých komponent grafu je klasický problém, pro který existuje algo-
ritmus s lineární časovou složitostí vzhledem k počtu jeho vrcholů. Popis algoritmu je možné
nalézt v Tarjan [15] nebo dostupněji v Aho a kol. [16]. Protože je invariantní množina tvo-
řena tranzitivním uzávěrem sjednocení některých silně souvislých komponent, je třeba do
algoritmu zapracovat i nalezení tranzitivního uzávěru daného grafu. Nuutila v [17] navrhl
několik možností. Pro potřeby této práce byla vybrána verze označená jako STACK TC.
Implementace kroku 2 probíhá tak, že nejprve jsou nalezeny všechny silně souvislé

komponenty grafu (Ln(X),
f→). Vrcholy i nalezené komponenty jsou vzestupně očíslovány.

Nad komponentami je postaven redukovaný graf G = (V, E). Vrcholy V grafu G tvoří silně

souvislé komponenty grafu (Ln(X),
f→) a hrany jsou

E := {(v1, v2) ∈ V × V : ∃s ∈ Ln(X), s ∈ v1 & ∃t ∈ Ln(X), t ∈ v2 & s
f→ t}.
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Vstupy:
G - Redukovaný graf G = (V, E) nad silně souvislými komponentami grafu

(Ln(X),
f→). V = {v1, . . . , vn}

T - část generované množiny vrcholů (T ⊆ V )
Q - vrcholy grafu G nedosažitelné z množiny T (Q ⊆ V )

Výstup:
Všechny množiny slov U , které splňují podmínky 1 a 2 věty 2.7.

1. Postupně pro všechny vrcholy vq ∈ Q opakuj kroky 2–6.

2. T = T ∪ {vq}.

3. Vrať novou množinu U := {u ∈ Ln(X) : ∃s ∈ T̃ & u ∈ s}.

4. Q′ := {vi ∈ Q : i > q & vi 6∈ T̃}.

5. Pokud Q′ 6= ∅, zavolej rekurzivně Subset(G,T,Q’).

6. T = T \ {vq}.

Algoritmus 3: Subset(G,T,Q) pro daný graf G = (V, E), částečně vygenerovanou mno-
žinu vrcholů T ⊆ V a množinu vrcholů Q ⊆ V nedosažitelných z T vrátí množinu slov
U splňující podmínky 1 a 2 věty 2.7. Nechť Ũ značí tranzitivní uzávěr množiny vrcholů
U ⊆ V .
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V průběhu hledání silně souvislých komponent je pro graf G také spočítán jeho tranzitivní
uzávěr. Každý vrchol redukovaného grafu G tedy obsahuje seznam všech vrcholů z něho
dosažitelných.
Množiny splňující podmínky 1 a 2 jsou v rekurzi generovány pomocí procedury Subset,

která dostává jako vstup redukovaný graf silně souvislých komponent G, částečně vygene-
rovanou množinu komponent T a množinu dosud nepoužitých komponent Q. Pocedura je

volána jako Subset(G,∅,V), kde G = (Ln(X),
f→) a V = Ln(X). Procedura Subset v prin-

cipu generuje všechny podmnožiny množiny vrcholů grafu Ln(X) a používá dvě metody,
které zmenšují prohledávaný prostor. Z množiny Q je vybrána první komponenta K ∈ Q
vhodná do sjednocení a je přidána do množiny T spolu s komponentami, které jsou obsa-
ženy v jejím tranzitivním uzávěru. Takto vygenerovaná množina splňuje podmínky 1 a 2
a může být vrácena jako výstup. V dalším kroku procedury Subset(G,T,Q) jsou z mno-
žiny Q odstraněny všechny komponenty obsažené v tranzitivním uzávěru množiny T . Dále
jsou z Q odstraněny komponenty, jejichž číslo je menší než číslo komponenty K. Tak je
zajištěno, že nejsou generovány symetrické množiny. Pokud Q obsahuje ještě alespoň jeden
vrchol, je zavolána rekurzivně procedura Subset(G,T,Q’).
Podmínka 4 vyžaduje, aby graf (U,

σ→) byl silně souvislý a aperiodický. Algoritmus
testující aperiodičnost grafu je popsán například v Jarvis a Shier [18] a může být snadno
začleněn do algoritmu pro testování silné souvislosti.
Kroky 4 a 5 ověří, zda je invariantní množina U vrácená v kroku 3 invazivní.
Pravé a levé okolí množiny slov U se sestrojí jednoduchým algoritmem. Při konstrukci

levého okolí se vezmou postupně všechna slova u ∈ U a generují se slova au, kde a ∈ A a
au[0,n−1) 6∈ U . Pro každé takové au se vygeneruje množina slov Lau = {wauz ∈ An+2j+1 :
w, z ∈ Aj}. Levé okolí Lj(U) je nakonec tvořeno sjednocením množin Lau. Pro sestrojení
pravého okolí se místo au[0,n−1) 6∈ U vezme u[1,n−1]a 6∈ U .
V kroku 5 se také testuje, zda pro nějaké u ∈ Lk(U) ∪ Rk(U) není u∞ F -periodická

konfigurace. Tento test může být proveden jednoduchým algoritmem popsaným v důkazu
tvrzení 2.17.
Algoritmus Spread se nemusí zastavit, pokud do nekonečna opakuje kroky 4 a 5. Pro

praktické použití je proto třeba přidat ještě jeden skrytý parametr K, který slouží jako
horní mez pro hodnotu proměnné k ve čtvrtém a pátém kroku.

3.1.2 Časová a prostorová složitost

Otázka, zda daná množina slov U je invazivní množinou nějakého celulárního automatu
(X, F ), je podle věty 2.8 nerozhodnutelná. Z tohoto důvodu není pro algoritmus Spread
možné uvést konkrétní odhad časové a prostorové složitosti.
V následujících několika odstavcích jsou uvedeny odhady časové a prostorové složitosti

alespoň pro jednotlivé kroky algoritmu Spread. Odhady jsou uvedeny vzhledem k počtu
vrcholů grafu, nad kterým jsou v daném kroku prováděny příslušné operace, nebo vzhledem
k počtu slov testované množiny.
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Krok 1 Nechť N = |Ln(X)| značí počet slov jazyka L(X) délky n (zároveň značí N

i počet vrcholů grafu (Ln(X),
f→)). Ke každému v ∈ Ln(X) je třeba vygenerovat množinu

Vv = {wuz ∈ L(X) : f−1(v) = wuz, |w| = |z|, |u| = |v|}. Množina Vv může být při znalosti
množin Ia, a ∈ A vygenerována v čase O(|v|), pokud za nejdražší operaci považujeme
omezení či rozšíření seznamu potenciálních vzorů slova v o další písmeno vi, 0 ≤ i < n.

Konstrukce grafu (Ln(X),
f→) vyžaduje čas O(nN). Podobně dostaneme čas O(nN) pro

konstrukci grafu (Ln(X),
σ→).

Krok 2 Původní Tarjanův algoritmus pro hledání silně souvislých komponent běží v čase
O(n+m), kde n značí počet vrcholů a m počet hran daného grafu G. Konstrukce tranzi-
tivního uzávěru vyžaduje další čas pro tvorbu a udržování seznamu dosažitelných vrcholů
pro každý vrchol (respektive každou silně souvislou komponentu). Jak tvrdí Nuutila v [17],
vyžaduje algoritmus STACK TC čas O(ner+min(ns, eoct log n)), kde n je počet vrcholů, er

je počet hran v tranzitivní redukci grafu G, s je počet silně souvislých komponent a eoct je
počet stromových (tree-edge) a křížových (cross-edge) hran vedoucích mezi komponentami
grafu G.
Generování množin splňujících podmínky 1 a 2 může v nejhorším případě obnášet

vygenerování všech podmnožin.
Test aperiodičnosti grafu vyžadovaný podmínkou 4 může být sám o sobě zapracován

do prohledávání do hloubky daného grafu G. Prohledání do hloubky grafu G s n vrcholy
a m hranami může být provedeno v čase O(n +m).

Krok 4 Nechť je dána množina slov U . Vytvoření levého okolí Lj(U) vyžaduje test pro
každé u ∈ U a pro každé a ∈ A, zda v := au[0,n−1) 6∈ U . Takových slov v může být nejvíce
N |A|. Pro každé takové v je třeba vygenerovat w, z ∈ Aj. Slova wauz potom tvoří levé
okolí množiny U . V nejhorším případě je tedy potřeba O(n|A|2j+1) generování.

Krok 5 Spočítání F -obrazu σ-periodické konfigurace u = u0 · · ·u|u|−1 má lineární ča-
sovou složitost vzhledem k délce slova u, pokud je za nejdražší operaci brána aplikace
lokálního pravidla f na okolí u[(i+m) mod |u|,(i+a) mod |u|). Pokud se algoritmus pro testování
F -periodičnosti zastavil pro hodnoty m a n, pak bylo provedeno n +

∑m−1
i=0 i porovnání

konfigurací a bylo potřeba v paměti uložit m σ-periodických konfigurací.

3.2 Omega

Algoritmus Omega hledá maximální atraktor celulárního automatu (X, F ). Jedná se o zo-
becnění algoritmu Omega z Formenti a Kůrka [6]. Původní algoritmus Omega fungoval nad
konfiguracemi z prostoru AZ. V této práci je algoritmus rozšířen na konfigurace z mísícího
posunu konečného typu X.
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Vstupy:
D - množina zakázaných slov mísícího posunu konečného typu X
f - lokální pravidlo CA (X, F )
m - paměť CA (X, F )
a - odsazení CA (X, F )
n - maximální hloubka, do které se budou hledat signální posuny

Výstup:
Sofický posun Σ, který je maximálním atraktorem celulárního automatu (X, F )

1. Ověř, zda je celulární automat (X, F ) surjektivní. Jestliže je (X, F ) surjektivní,
vrať X jako maximální atraktor a skonči.

2. Najdi všechny nekonečné signální posuny S(pj ,qi) s periodami (pj , qi) takové, že
qi ≤ n a −aqi ≤ pj ≤ −mqi. Označ q nejmenší společný násobek qi.

3. Setřiď sestupně podle rychlosti signální posuny získané v kroku 2 a sestroj
jejich c-spojení Σ, kde c je omezeno hodnotou z věty 2.2.

4. Postupně sestroj F q(Σ), F 2q(Σ), . . . a testuj, zda F kq(Σ) = F (k+1)q(Σ)
pro nějaké k ≥ 0.

5. Pokud se krok 4 zastaví na F kq(Σ), testuj, zda má F kq(Σ) pro nějaké r > 0
r-klesající vzory.

6. Pokud se krok 5 zastaví s kladnou odpovědí, byl nalezen maximální atraktor
ΩF (X) = F kq(Σ).

Algoritmus 4: Omega(D,f,m,a,n)
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Obrázek 3.1: Konstrukce množiny zakázaných slov signálního posunu S(1,1) pro elementární
celulární automat s kódem 184. Pro slovo u = 011 platí, že u0 = 0 6= f(u) = 1, proto u ∈ D.
Podobně pro slovo 110.

3.2.1 Poznámky k algoritmu Omega

Ověření surjektivity celulárního automatu (X, F ) v prvním kroku algoritmu znamená otes-
tovat, zda F (X) = X. Maximálním atraktorem surjektivního celulárního automatu (X, F )
je celý prostor X. ECA 106 (viz sekce 4.8) je příkladem surjektivního celulárního auto-
matu, který má pouze jeden signální posun. ECA 60 je příkladem surjektivního celulárního
automatu s více signálními posuny.
Ve druhém kroku se hledají signální posuny pro všechny možné periody (pi, qi) vy-

hovující nerovnostem −aqi ≤ pi ≤ −mqi. Periody konfigurací obsažených v nekonečných
signálních posunech S(pi,qi) musí této rovnici podle věty 2.1 vyhovovat. qi ≤ n je pevně
zvoleno a zkouší se sestrojit všechny posuny s periodami (pj , qi) pro všechna pj taková, že
−aqi ≤ pj ≤ −mqi.
Při konstrukci signálního posunu S(p,q) se nejprve sestrojí jeho množina zakázaných slov

D := {u ∈ Ldq+1(X) : f q(u) 6= u−mq−p}. Konstrukce množiny zakázaných slov pro signální
posun s periodou (1, 1) elementárního celulárního automatu s kódem 184 je zobrazena na
obrázku 3.1.
Z množiny zakázaných slov D se prezentace posunu S(p,q) sestrojí následujícím způso-

bem. Vrcholy konstruovaného kanonického grafu tvoří slova u ∈ Ldq(X). Hrany grafu pak
tvoří slova v ∈ Ldq+1(X). Kanonický graf bude tedy G = (Ldq(X),Ldq+1(X), s, t, l), kde
s(u) = u[0,dq), t(u) = u[1,dq] a l(u) = udq. Tato konstrukce je popsaná v důkazu tvrzení 2.2.
Signální posun S(p,q) musí dále být nekonečný. Pro testování nekonečnosti jazyka signálního
posunu S(p,q) je možné využít tvrzení 2.3.
Ve třetím kroku algoritmu vystupuje hodnota c, pro kterou je díky větě 2.2 zaručeno,

že pro c-spojení signálních posunů Σ platí Σ ⊆ F q(Σ). Algoritmus ale občas funguje i pro
hodnoty menší než c a vyplatí se je vyzkoušet, protože datová struktura potřebná pro
reprezentaci takového spojení je mnohem menší. Pouze je potřeba ověřit, že Σ ⊆ F (Σ) a
tak zaručit, že Σ ⊆ ΩF (X), což je jinak pro hodnotu c zaručeno větou 2.2.
Například u elementárního celulárního automatu s kódem 1 pro n = 2 funguje algorit-

mus již pro 2-spojení, přičemž c = 5 a u elementárního celulárního automatu s kódem 232
(strana 55) funguje algoritmus jen pro 3-spojení, přičemž c = 3.
Aby se v pátém kroku algoritmu ověřilo, že F kq(Σ) má vlastnost r-klesajících vzorů, je

třeba otestovat prázdnost regulárního jazyka, který vznikne průnikem dr + 3 regulárních
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jazyků. Tato konstrukce je popsána v důkazu tvrzení 2.15. Paměťové a časové nároky této
operace mohou být i pro jednoduché příklady takové, že není možné tento jazyk explicitně
sestrojit a reprezentovat. Proto se může vyplatit testovat na prázdnost už jazyk, který
vznikne průnikem nějaké podmnožiny těchto dr + 3 jazyků.
Například u ECA 128 (viz sekce 2.6) jsou prázdné už jazyky

f−1(D(ΩF )) ∩ L(Ωf )[2,1) i f
−1(D(ΩF )) ∩ L(Ωf )[1,2).

Pokud ale posun F kq(Σ) vlastnost r-klesajících vzorů nemá, je tato konstrukce časově
náročnější než sestrojení průniku dr + 3 jazyků v jednom kroku.
Pro ověření vlastnosti r-klesajících vzorů je potřeba podle tvrzení 2.6 sestrojit konečné

automaty přijímající jazyky L(Σ)[k,dr+1−k). Sestrojení konečného automatu pro f−r(D(Σ))
je trochu složitější. Je možné použít konstrukci uvedenou v tvrzení 2.13, nebo přímou
konstrukci z tvrzení 3.1, které je uvedeno dále v této kapitole.
Algoritmus Omega se nemusí zastavit, když bude do nekonečna opakovat krok 4, nebo

pokud krok 5 vrací negativní odpověď pro všechna r > 0. V takovém případě není možné
o maximálním atraktoru celulárního automatu (X, F ) říci nic určitého.

3.2.2 Praktické použití

Praktické použití algoritmu si vynutilo přidání dalších dvou skrytých parametrů. Para-
metr k určuje horní mez pro hledání silně F -invariantního bodu (F (Σ) = Σ) nějakého
c-spojení Σ. Pokud není silně F -invariantní bod nalezen do maximálně k iterací funkce
F , vypíše algoritmus chybové hlášení a pokračuje krokem 3, kde sestrojí c-spojení pro
c zvětšené o jedna.
Druhý skrytý parametr r určuje maximální hodnotu, do které se ověřuje vlastnost

r-klesajících vzorů. Pokud se během ověřování vlastnosti klesajících vzorů dosáhne této
hodnoty r, vypíše algoritmus chybové hlášení a pokračuje krokem 3, kde sestrojí c-spojení
pro c zvětšené o jedna podobně jako v případě parametru k.
Pokud se algoritmus zastaví kvůli omezení, které je způsobeno parametry k a r a nevydá

přitom maximální atraktor, je možné reagovat dvěma způsoby. Pokud existuje podezření,
že použité c-spojení již obsahuje dostatek signálních posunů, je možné zvýšit hodnotu
parametrů k nebo r. Pokud naopak existuje podezření, že c-spojení dosud neobsahuje
dostatek signálních posunů, je možné zvýšit hodnotu parametru n.

3.2.3 Implementace

Implementace algoritmu Omega je založená na manipulaci se sofickými posuny, což jsou
posuny s regulárním jazykem. Existují dvě základní možnosti jak sofické posuny repre-
zentovat. První možností je reprezentace pomocí označených grafů, které byly zavedeny
v definici 2.8. Druhou možností je reprezentace pomocí nedeterministických konečných
automatů (NKA), které reprezentují přímo jazyk daného sofického posunu.
Sofické posuny objevující se v algoritmu Omega jsou od začátku reprezentovány pomocí

NKA. Tyto NKA si až do pátého kroku zachovávají též vlastnosti označených grafů, tj.
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všechny stavy jsou zároveň startovní i přijímající a z každého a do každého vrcholu vede
alespoň jedna hrana. Proto mohou být nad těmito NKA prováděny operace popsané v dů-
kazech tvrzení kapitoly 2. Jedná se především o sestrojení c-blokového grafu, prezentace pro
c-spojení několika signálních posunů a prezentace pro F -obraz sofického posunu. V pátém
kroku jsou při ověřování vlastnosti r-klesajících vzorů z prezentací sofických posunů se-
strojovány NKA, jejichž jazyky již nutně nemusí být rozšiřitelné, protože mohou například
obsahovat nepřijímající stavy. Takové NKA nemusí být již převeditelné zpět na označené
grafy. Sofický posun je od této chvíle reprezentován již pouze NKA, který rozpoznává jeho
jazyk.
Obecně některé operace algoritmu Omega vyžadují sestrojení NKA o mnoha stavech

(stovky až tisíce). Počet stavů dále narůstá při provádění standardních operací nad regu-
lárními jazyky, jako jsou průnik, sjednocení, doplněk, test ekvivalence, test inkluze a další.
Některé z těchto operací, například test ekvivalence a doplněk, je možné navíc provést
pouze nad deterministickými konečnými automaty (DKA). Tyto operace si tak vynucují
explicitní konstrukci DKA z použitých NKA, což může vést až k exponenciálnímu nárůstu
počtu stavů. Z těchto důvodů je nutné udržovat NKA s nejmenším možným počtem stavů
po celou dobu výpočtu algoritmu.
Reprezentace DKA s n stavy může být minimalizována klasickým algoritmem (po-

drobně popsaným například v Knuutila [19]) v čase O(n log n). Bohužel nalezení minimální
reprezentace NKA je PSPACE-úplný problém, jak ukázali Jiang a Ravimkur v [20]. Proto
není možné existující minimalizační techniky pro NKA v praktickém nasazení použít a je
nutné se spokojit pouze s heuristickými algoritmy, které sice redukují stavovou množinu
NKA, ale nenalézají nutně její minimální reprezentaci.
Byly implementovány dvě metody redukující počet stavů NKA a klasická metoda pro

minimalizaci počtu stavů DKA. V následujících odstavcích budou obě implementované
metody popsány podrobněji. Právě implementace těchto redukčních algoritmů se ukázala
jako nejsložitější problém a zvládnutí redukce NKA se ukázalo jako klíčové pro dosažení
alespoň některých výsledků na elementárních celulárních automatech.
Obě redukční metody jsou založeny na slučování stavů NKA. Stavy jsou slučovány na

základě nějaké relace nad těmito stavy a metody se od sebe liší právě druhem použité
relace. Nechť A = (Q, δ, I, F ) je NKA a A′ = (Q, δ′, I ′, F ′) je automat k němu reverzní.
Nechť ∼r je relace nad množinou Q splňující

∀p ∈ F, ∀q ∈ Q \ F, p 6∼r q

∀p, q ∈ Q, ∀a ∈ A, (p ∼r q =⇒ ∀q′ ∈ δ(q, a), ∃p′ ∈ δ(p, a), q′ ∼r p′)

a nechť ∼l je relace se stejnými vlastnostmi nad automatem A′.

Metoda ekvivalencí. Pro vysvětlení metody ekvivalencí je třeba definovat dva nové
pojmy. Stav p ∈ Q generuje jazyk obsahující slova, pro která v A existuje přijímající výpo-
čet startující ve stavu p. Relace ekvivalence na množině Q je zprava invariantní vzhledem
k A, jestliže každé dva stavy patřící do stejné ekvivalenční třídy generují stejný jazyk.
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Metoda ekvivalencí sestrojí relace ∼r a ∼l jako ekvivalence. Relace ∼r je sestrojena jako
největší ekvivalence na množině Q, která je zprava invariantní vzhledem k A, a relace ∼l

je sestrojena jako největší ekvivalence na množině Q, která je zprava invariantní vzhledem
k reversnímu automatu A′. Algoritmus pro konstrukci ekvivalencí ∼r a ∼l je podrobně
popsán v Ilie a kol. [21].
Hledání ekvivalenčních tříd ∼r a ∼l je založeno na algoritmu Coarsest Partition Refi-

nement (CPR), který byl publikoval Paige a Tarjan v [22]. Algoritmus CPR dostává jako
vstup pokrytí C množiny Q a nějakou relaci ρ na množině Q. Jeho výstupem je největší
zjemnění pokrytí C, které je stabilní vzhledem k relaci ρ. Pokrytí C je stabilní vzhledem
k relaci ρ, jestliže pro všechny dvojice S, T ∈ C platí, že do T vedou hrany jenom z S,
nebo že z S do T žádné hrany nevedou.
V našem případě se zjemňuje počáteční pokrytí {F, Q \ F} množiny stavů Q tak, aby

bylo stabilní vzhledem k relacím δa = {(p, q) ∈ Q×Q : q ∈ δ(p, a)} pro všechna a ∈ A (Ilie
a kol. [21]). Algoritmus CPR potřebuje čas O(m logn) a prostor O(m + n) pro nalezení
zjemnění pokrytí, které je stabilní vhledem k relaci reprezentované grafem o n vrcholech a
m hranách. Proto mohou být ekvivalenční třídy NKA o n stavech a m přechodech nalezeny
v čase O(m logn) a prostoru O(m+ n).
Stavy NKA A mohou být sloučeny do jednoho, pokud patří do stejné třídy ekvivalence

∼r nebo do stejné třídy ekvivalence ∼l. Na pořadí, ve kterém jsou vybírány třídy, jejichž
stavy budou sloučeny do jednoho, nezáleží. Výsledný NKA vždy rozpoznává stejný jazyk
jako neredukovaný NKA. Pokud je ale kladen důraz na nejlepší redukci a tudíž nejmenší
počet stavů v redukovaném NKA, je nutné třídy vybírat v určitém pevně daném pořadí.
Toto pořadí pak zaručuje, že dosažená redukce je optimální vzhledem ke všem dalším
možným redukcím, které jsou založené na ekvivalencích ∼r a ∼l.
Nalezení redukce NKAA, která je optimální vzhledem k ekvivalencím ∼r a∼l, znamená

vybrat z množiny tříd ekvivalencí ∼r a ∼l nejmenší podmnožinu tříd takovou, že obsahuje
všechny stavy Q. Tak je definován problém nejmenšího množinového pokrytí (set covering
problem), který je v úplné obecnosti NP-úplný. V případě ekvivalencí je naštěstí možné
problém modelovat jako bipartitní graf, kde jednu množinu vrcholů tvoří třídy ekvivalence
∼r a druhou tvoří třídy ekvivalence ∼l. Hrany v grafu odpovídají stavům NKA A a spojují
třídy, které daný stav obsahují. V bipartitním grafu může být snadno spočítáno maximální
párování a z maximálního párování pak minimální vrcholové pokrytí. Tomuto minimálnímu
vrcholovému pokrytí odpovídá hledané množinové pokrytí. Konstrukce je detailně popsána
v Ilie a kol. [23].
Maximální párování v bipartitním grafu je známý problém řešený většinou pomocí

nějakého algoritmu na hledání maximálního toku v síti. Autoři algoritmu doporučují použít
algoritmus Hopcrofta a Karpa [24], který běží v čase O(m√

n). V implementaci algoritmu
Omega byl použit algoritmus push-relabel, který by měl být podle Cherkassky a kol. [25]
rychlejší pro hledání maximálního toku v jednotkových sítích.
Dohromady je pro redukci NKA s n stavy a m hranami, která je založena na ekvivalen-

cích ∼r a ∼l, potřeba čas O(n3/2 +m log n) a prostor O(m+ n), jak píše Ilie a kol. v [23].
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Metoda kvazi-uspořádání. Druhá metoda sestrojí obě relace ∼r a ∼l jako kvazi-
uspořádání. Kvazi-uspořádání je reflexivní a tranzitivní relace. Jak píše Champarnaud
a Coulon [26], může být při použití kvazi-uspořádání dosaženo lepší redukce než při pou-
žití ekvivalencí. To je způsobeno tím, že kvazi-uspořádání je vzhledem k inkluzi menší než
ekvivalence.
Na rozdíl od ekvivalencí, kde je možné sloučit stavy patřící do stejné ekvivalenční třídy,

musí stavy při použití kvazi-uspořádání splňovat složitější podmínky. Nechť je L(p, q) :=
{w ∈ A∗ : q ∈ δ(p, w)}. Dva stavy p a q automatu A mohou být sloučeny, pokud pro
ně platí alespoň jedna z následujících podmínek (Champarnaud a Coulon [26], [27] a Ilie
a kol. [23]):

1. p ∼r q a q ∼r p,

2. p ∼l q a q ∼l p,

3. p ∼r q, p ∼l q a L(p, p) = {λ}.

Podmínka 1 říká, že jazyky generované stavy p a q jsou stejné. Podmínka 2 říká, že jazyky
generované stavy p a q jsou stejné, vezme-li se v úvahu reverzní automat A′. Podmínka 3
dovoluje sloučit stavy p a q, jestliže levý (resp. pravý) jazyk generovaný stavem p je obsažen
v levém (resp. v pravém) jazyku generovaném stavem q.
Kvazi-uspořádání ∼r a ∼l mohou být snadno spočítána algoritmem uvedeným v Ilie

a kol. [21]. Tento algoritmus vyžaduje časO(mn) a prostorO(n2). Metoda kvazi-uspořádání
tak, jak je popsána v Champarnaud a Coulon [26], [27], nefunguje pro libovolný NKA.
Skrytě totiž předpokládá, že všechny stavy v daném NKAA jsou dosažitelné a že totéž platí
i pro stavy reverzního automatu A′. Dále předpokládá, že z každého stavu vede alespoň
jedna hrana pro každé písmeno abecedy. Pokud tomu tak není, je možné automaty doplnit
o nestartovní a nepřijímající stav s. Chybějící hrany se doplní tak, že jejich koncovým
stavem bude stav s. Dále je třeba před vlastní redukcí odstranit z NKA A i z NKA A′

všechny nedosažitelné stavy. Protipříklad, který ukazuje nutnost popsaných podmínek, je
uveden na obrázku 3.2.
Operace merge(A,p,q) popsaná v Champarnaud a Coulon [26] slučuje stavy p a q spl-

ňující některou z podmínek uvedených výše. Nechť stav p vznikne sloučením stavů p a q.
Následující body 1 a 2 se shodují s popisem operace merge tak, jak je uvedena v Cham-
parnaud a Coulon [26]. Pro správné fungování musí být ještě rozšířena o body 3 až 6
následujícím způsobem:

1. Pokud se slučují stavy p a q podle∼r (podmínka 1), je třeba přidat do stavu p všechny
přechody vedoucí do stavu q a upravit relaci ∼l = ∼l \{(p, q′) : q′ ∈ Q, q 6∼l q′}.

2. Pokud se slučují stavy p a q podle ∼l (podmínka 2), je třeba přidat do stavu p všechny
přechody vedoucí ze stavu q a upravit relaci ∼r = ∼r \{(p, q′) : q′ ∈ Q, q 6∼r q′}.

3. Pokud se slučují stavy p a q podle ∼r (podmínka 1), p není přijímající a q je přijí-
mající, označ p jako přijímající.
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4. Pokud se slučují stavy p a q podle ∼l (podmínka 2), p není startovní a q je startovní,
označ p jako startovní.

5. Body 3 a 4 platí i pro podmínku 3.

6. Pokud existuje přechod ze stavu q do stavu q přes písmeno a a pokud neexistuje
přechod ze stavu p do stavu p přes písmeno a, přidej přechod z p do p přes písmeno a.

Pro metodu ekvivalencí existuje polynomiální algoritmus, který spočítá optimální po-
řadí slučování stavů podle ekvivalencí ∼r a ∼l. Pro metodu kvazi-uspořádání je tento
problém NP-těžký, jak píše Ilie a kol. [23].

Srovnání redukčních metod Metoda ekvivalencí vyžaduje čas O(n3/2+m log n), což je
méně, než vyžaduje metoda kvazi-uspořádání, která potřebuje čas O(n3). Největší nevýho-
dou kvazi-uspořádání je prostorová složitost O(n2). Metoda ekvivalencí vyžaduje prostor
O(m+n), což je většinou mnohem méně než O(n2) a umožňuje tak práci s mnohem většími
automaty. Například metoda kvazi-uspořádání není použitelná již na automaty s 10 000
stavy, protože se výpočet nevejde do paměti obyčejného stolního počítače. Výhodou me-
tody kvazi-uspořádání je její jednoduchost a snadná implementace.
Pokud je třeba pracovat s velkými grafy (řádově 10 000 stavů), vyplatí se použít metodu

ekvivalencí. Pokud se pracuje s malými grafy (řádově 1 000 stavů), vyplatí se kvůli snadné
implementaci použít metodu kvazi-uspořádání.

Posledním implementačním problémem je sestrojení prezentace posunu F−1(Σ) ze zna-
losti prezentace posunu Σ a lokálního pravidla celulárního automatu (X, F ). Tato kon-
strukce je vyžadována při ověřování vlastnosti klesajících vzorů. V důkazu tvrzení 2.13 je
popsáno, jak takovou prezentaci sestrojit. V této fázi algoritmu jsou ale bohužel sofické
posuny reprezentovány jako obecné NKA, které již nemusí odpovídat označeným grafům.
Konstrukce musí být proto upravena tak, aby fungovala na obecných NKA.

Tvrzení 3.1 Nechť M = (Q, δ, I, F ) je NKA rozpoznávající jazyk sofického posunu Σ
a (X, F ) je celulární automat. Pak lze pomocí lokálního pravidla f celulárního automatu
(X, F ) z automatuM sestrojit NKAM′ = (Q′, δ′, I ′, F ′) s |Q||A|dr+ |A|dr −1 stavy, který
rozpoznává jazyk posunu F−r(Σ).

Důkaz: NKAM′ = (Q′, δ′, I ′, F ′) může být definován následovně:

Q′ = Adr × Q ∪ s1, . . . , s|A|dr−1, (3.1)

δ′(((u1. . .udr), q), a) = ((u2. . .udra), δ(f
r(u1. . .udra), q)), (3.2)

δ′(si, aj) = s2i+j pro 1 ≤ i ≤ |A|dr−1 − 1 a 1 ≤ j ≤ |A|, (3.3)

I ′ = {s1}, (3.4)

F ′ = {((u1. . .udr), q) ∈ Q′ : q ∈ F}. (3.5)
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Obrázek 3.2: Příklad redukce NKA podle metody kvazi-uspořádání. Dvojité kolečko v ná-
kresu NKA znamená přijímající stav a samostatná šipka startovní stav. Graf NKA A,
který přijímá jazyk {b∗}, je uveden v prvním řádku vlevo, graf reversního NKA A′ je uve-
den vpravo. Oba grafy jsou nezávisle doplněny o koncový stav s. Ve druhém řádku jsou
grafy automatů vzniklých sloučením stavů 1 a 2 (vlevo) – pořadí je důležité – a následně
sloučením stavů 0 a 3 (vpravo). Tento postup vede k redukovanému NKA, který přijímá
stejný jazyk jako NKA A. Ve třetím řádku jsou grafy automatů vniklých sloučením stavů 2
a 1 (vlevo) a následně sloučením stavů 0 a 3 (vpravo). Tento postup vede k redukovanému
NKA, který přijímá jazyk (a|b)∗b+ ∪ {λ}. Pořadí slučování stavů je tedy v tomto případě
důležité a poslední redukce nevedla k ekvivalentnímu NKA. Chybná redukce je zapříčiněna
nedosažitelností stavů 0, 2 a 3 v grafu automatu A′.
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Obrázek 3.3: Sestrojení automatu M′ pro d = 2, r = 1. Ohraničená pravá část vznikla
během kroků 3.1 a 3.2 tvrzení 3.1. V kroku 3.3 jsou přidány přechody vedoucí ze stavu 1,
v posledním kroku jsou přidány přechody ze stavů 2 a 3 do stavů pravé ohraničené části
tak, že označení cesty vedoucí ze stavu 1 odpovídá uloženému slovu.

A nechť v1 . . . vdr−1 je označení hran na cestě z s1 do si pro |A|dr−1 ≤ i ≤ |A|dr −
1. Potom δ′(si, aj) = {((u1 . . . udr), q) ∈ Q′ : v1 . . . vdr−1aj = u1 . . . udr & q ∈ I}. To
znamená před stavy Q′ umístit všechny cesty nad abecedou A délky dr tak, že označení
cesty odpovídá označení stavu ((u1 . . . udr), q). Příklad pro d = 2, r = 1 a |A| = 2 je uveden
na obrázku 3.3. Nakonec přijímající stavy automatu M′ jsou ty stavy, které obsahují
přijímající stav automatuM.
AutomatM′ funguje tak, že nejprve přečte slovo u délky dr. Tím se dostane do všech

stavů ((u1 . . . udr), q), kde q byl startovní stav v automatuM. Samotné slovo u je přijato,
pokud q byl koncový stav v M . Dále automatM′ simuluje výpočet v automatuM.

3.2.4 Časová a prostorová složitost

Problém nalezení maximálního atraktoru daného celulárního automatu je ve své podstatě
algoritmicky neřešitelný. Procedura Omega může (ale nemusí) nalézt maximální atraktor
pouze v případě, že maximálním atraktorem celulárního automatu je sofický posun a tento
sofický posun navíc lze sestrojit ze spojení signálních posunů. Na druhou stranu existují
celulární automaty, jejichž maximálním atraktorem nemusí být sofický posun. Jazyk ta-
kového maximálního atraktoru může být libovolně složitý. Jediným známým omezením je,
že doplněk jazyka maximálního atraktoru musí být rekurzivně spočetný, jak píše Čulík a
kol. v [28]. Navíc neexistuje algoritmus, který by rozhodl, zda jazyk maximálního atraktoru
daného celulárního automatu je nebo není sofickým posunem, jak píše Čulík a kol. v [29].
Z těchto důvodů nelze pro proceduru Omega uvést odhad časové a prostorové složitosti.

V následujících odstavcích jsou alespoň shrnuty odhady jednotlivých kroků. Pokud je to
možné, jsou odhady uvedeny v počtu stavů a v počtu hran grafu NKA rozeznávajícího
jazyk příslušného sofického posunu. Odhady jsou uvedeny pro celulární automat (X, F )
o průměru d = a − m. D(p,q) značí množinu zakázaných slov signálního posunu S(p,q).
V každém kroku algoritmu se výsledné grafy redukují. Složitost obou použitých redukčních
metod byla popsána v jejich srovnání na straně 45.
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Krok 1 Pro ověření surjektivity CA (X, F ) je třeba spočítat F -obraz posunu X. Pokud
prezentace G posunu X obsahuje e hran, je na sestrojení prezentace G′ posunu F (X)
potřeba čas O(ed+1), protože je podle důkazu tvrzení 2.13 nutné vygenerovat všechny
cesty v G délky d (nové stavy) a délky d+ 1 (nové přechody).
Při konstrukci DKA pro daný NKA může dojít k exponenciálnímu nárůstu potřebné

paměti. Minimalizace, normalizace a porovnání dvou DKA vyžaduje časO(n logn+n+n) =
O(n log n).

Krok 2 Graf G signálního posunu S(p,q) je sestrojen z množiny slov neobsažených v D(p,q).
Graf G obsahuje nejvíce vq = |Ldq(X)| stavů a nejvíce eq = |Ldq+1(X)| hran. Sestrojení
grafu signálního posunu S(p,q) vyžaduje čas O(vq + eq) a paměť O(vq + eq). CA (X, F )
má maximálně dqi signálních posunů pro každé qi < n, takže je možné získat až s =
dn(n+1)/2 signálních posunů. Celkem je potřeba maximálně O(d ∑n

i=1 iei) času a paměti
pro sestrojení a reprezentaci všech signálních posunů v kroku 1, pokud měříme časovou
složitost generováním slov jazyka Ldq+1(X).

Krok 3 Signální posuny z kroku 2 mohou být setříděny v čase O(s log s). K sestrojení
c-blokového grafu Σ[c] pro signální posun S(p,q) s e hranami je potřeba čas O(ec), protože
graf Σ[c] obsahuje maximálně ec−1 stavů a ec hran. Sestrojení grafu pro c-spojení dvou
c-blokových grafů s e1 a e2 hranami vyžaduje čas O(e1e2/|Lc(X)|).

Krok 4 Složitost sestrojení prezentace pro F (Σ) z prezentace pro Σ a složitost testu
ekvivalence dvou NKA byla popsána u kroku 1. Neexistuje žádná mez, která by určovala,
při které iteraci dosáhne funkce F na posunu Σ silně invariantního bodu (F (Σ) = Σ).

Krok 5 Pokud graf NKA přijímá jazyk L(Σ) a obsahuje n stavů, lze v čase a prostoru
O(n+ a+ b) podle tvrzení 2.6 sestrojit graf NKA, který přijímá jazyk L(Σ)[a,b).
NKA rozpoznávající jazyk D(Σ) se podle tvrzení 2.7 sestrojí jako

D(Σ) = (A+ \ L(Σ)) ∩ L(Σ)[0,1) ∩ L(Σ)[1,0),

přičemž
A+ \ L(Σ) = A+ ∩ (A∗ \ L(Σ)).

NKA přijímající jazyk A+ má 2 stavy. NKA přijímající jazyk A∗\L(Σ) vznikne zaměněním
přijímající a nepřijímající množiny stavů. Počet stavů zůstane v tomto případě stejný.
Průnik dvou NKA s n1 a n2 stavy lze sestrojit v čase O(n1n2). Dohromady konstrukce
NKA, který přijímá jazyk L(D(Σ)), vyžaduje čas O(2n(n+ 1)(n+ 1)) = O(n3).
Podle tvrzení 3.1 má NKA přijímající jazyk f−r(D(Σ)) q|A|dr + |A|dr − 1 stavů, kde q

je počet stavů NKA přijímajícího jazyk D(Σ). Konstrukce tedy vyžaduje čas O(q|A|dr).
Dohromady ověření vlastnosti r-klesajících vzorů vyžaduje čas

O(n n3|A|dr ndr+1) = O(ndr+5|A|dr).
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Kapitola 4

Elementární celulární automaty

Elementární celulární automaty (ECA) jsou nejjednodušší třídou jednodimenzionálních ce-
lulárních automatů. Přes svoji jednoduchost mají zajímavé dynamické vlastnosti. Jsou to
celulární automaty nad dvoupísmennou abecedou {0, 1} s pamětí a odsazením rovné 1.
Vždy tři sousední buňky jedné konfigurace určují hodnotu buňky v konfiguraci následu-
jící. Existuje osm možných kombinací stavů tří sousedních buňek. Každá z osmi možností
určuje hodnotu buňky v následující konfiguraci, celkem tedy existuje 28 = 256 možných
elementárních celulárních automatů. Každý z nich může být označen osmibitovým kódem
podle vzorce

f(000) + 2f(001) + 4f(010) + 8f(011) + 16f(100) + 32f(101) + 64f(110) + 128f(111),

kde f je lokální pravidlo. Toto označení elementárních celulárních automatů zavedl Wolfram
v [30].
V této kapitole je popsáno několik příkladů elementárních celulárních automatů, jejichž

maximální a posunné atraktory se podařilo spočítat pomocí algoritmů Spread a Omega.
Pokud to velikost konečných automatů popisujících jazyky těchto atraktorů dovolí, jsou
jednotlivé kroky algoritmů rozebrány podrobně a je poskytnut i přímý důkaz správnosti
konkrétního kroku. V ostatních případech je třeba spoléhat na bezchybnost implementace.

4.1 Třídy elementárních celulárních automatů

Elementární celulární automaty mohou být rozděleny do tříd na základě konjugací tak, že
automaty patřící do stejné třídy mají v nějakém smyslu stejné nebo podobné atraktory.
Existují dvě konjugace. Pokud jsou v nějakém elementárním celulárním automatu pro-

hozeny nuly a jedničky, bude mít výsledný automat stejnou dynamiku a jeho signální
posuny i atraktory budou až na prohození nul a jedniček stejné. Podobně pokud jsou levé
buňky v okolí, na kterém je definováno lokální pravidlo, prohozeny s buňkami pravými,
bude mít výsledný automat stejné signální posuny i atraktory až na to, že v jejich prezen-
tacích budou mít šipky otočený směr.
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Formálněji nechť jsou definovány dva homeomorfismy Φ,Ψ : {0, 1}Z → {0, 1}Z takové,
že Φ(x)i = 1 − xi a Ψ(x)i = x−i. Dva ECA (X, F ) a (X, G) patří do stejné třídy, pokud
FΦ = ΦG, nebo FΨ = ΨG. Pokud FΦ = ΦG, pak se S(p,q)(F ) a S(p,q)(G) liší pouze
zaměněním písmen, tj. S(p,q)(F ) ◦ Φ = Φ ◦ S(p,q)(G). Pokud FΨ = ΨG, pak S(p,q)(F ) =
S(−p,q)(G). Celulární automaty (X, F ) a (X, G) jsou zobrazeními Φ a Ψ konjugovány, z
čehož plyne, že mají konjugované posunné atraktory.
Například ECA 128 a ECA 254 jsou konjugovány homeomorfismem Φ. ECA 140 a

ECA 196 jsou konjugovány homeomorfismem Ψ. Třídy elementárních celulárních automatů
jsou popsané v souhrnné tabulce v příloze A. Speciální případ tvoří surjektivní elementární
celulární automaty, protože jejich maximálním atraktorem je prostor všech konfigurací.

4.2 ECA 12

ECA 12 (obrázek 4.1) je příkladem celulárního automatu s velice jednoduchou dynamikou,
který má na prostoru konfigurací X = {0, 1}Z signální posun Σ := S(0,1) = S{11}. Platí
Σ = F (Σ).
Nechť u ∈ D(Σ), pak u obsahuje 11 jako podslovo. Slovo u nemá žádný vzor, proto je

pro ně podmínka 1-klesajicích vzorů splněna triviálně podle poznámky pod definicí 2.18.
Posun Σ tedy má vlastnost klesajících vzorů, proto ΩF (X) = Σ. Navíc je podle věty 2.3
S(0,1) jediným tranzitivním signálním posunem.

ECA 12 má invazivní množinu U := A2 \ {11}. Graf (L2(X), f→) a (U,
σ→) je zachycen

na obrázku 4.2. Posunným atraktorem invazivní množiny U je signální posun ΩF (U) =
S(0,1) = Σ = ΩF (X).

4.3 ECA 184

Dynamiku ECA 184 na X = {0, 1}Z (obrázek 4.3) si lze představit jako dopravu na dálnici,
kde se proti sobě pohybují volná místa reprezentovaná nulami a shluky aut reprezentované
jedničkami. Shluky aut a volná místa spolu při setkání reagují tak, že auta vždy vyplní
volná místa.
ECA 184 má dva nekonečné netranzitivní signální posuny S(1,1) = S{110,011}, S(−1,1) =

S{001,100} symbolizující volná místa a shluky aut. Navíc má nekonečný netranzitivní signální
posun S(0,1) = S{010,100,101,110}. Řád posunů je o(S(1,1)) = o(S(0,1)) = o(S(−1,1)) = 3. Průniky
jsou

S(1,1) ∩ S(0,1) = S(0,1) ∩ S(−1,1) = {0∞, 1∞},
S(1,1) ∩ S(−1,1) = {0∞, 1∞, (01)∞, (10)∞},

tedy
p(S(1,1)) ∩ S(0,1)) = p(S(0,1) ∩ S(−1,1)) = 1

a
p(S(1,1) ∩ S(−1,1)) = 2.
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Obrázek 4.1: ECA 12
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Obrázek 4.2: Vlevo graf (L2(SD),
f→), uprostřed graf (U,

σ→), kde U = A2 \ {11}, a vpravo
maximální atraktor ΩF (X) = S(0,1) automatu ECA 12.

Obrázek 4.3: ECA 184
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2∨ S(−1,1) automatu ECA 184.
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Protože (d− 0
1
− −1
1
)q = (2+1)1 = 3, dostáváme c = 3. Signální posun S(0,1) je obsažen

v 2-spojení Σ := S(1,1)
2∨ S(0,1), proto není nutné tento posun dále uvádět. Protože platí

Σ ⊆ F (Σ), je možné pokračovat konstrukcí F (Σ) a dostaneme F (Σ) = Σ.
Každé slovo u ∈ D(Σ) obsahuje 1100 jako svoje podslovo. Slovo 1100 nemá žádný vzor,

proto má sofický posun Σ vlastnost 1-klesajících vzorů podle poznámky pod definicí 2.18.
Dostáváme, že ΩF (X) = Σ.

4.4 ECA 132

ECA 132 (obrázek 4.5) je příkladem celulárního automatu s jednoduchou dynamikou a
s jednou invazivní množinou.
ECA 132 má na prostoru X = {0, 1}Z minimální invariantní množinu U := A2 \ {11}.

Levé okolí L0(U) = {110} a pravé okolí R0(U) = {011}. Ani jeden z grafů (L0(U), f→),
(R0(U),

f→) neobsahuje silně souvislou komponentu, proto je U invazivní množina. Na
invazivní množině U má ECA 132 jeden signální posun S(0,1) = S{11}, který je zároveň

i posunným atraktorem ΩF (U) = S(0,1). Graf (L2(X), f→) a posunný atraktor invazivní
množiny U jsou zachyceny na obrázku 4.6. Pro lepší pochopení je možné uvést jako příklad
množinu V = {00}, která je invariantní, ale není invazivní, protože levé okolí Lj(V ) =
{001} a konfigurace (001)∞ je F -periodická.
ECA 132 má na celém prostoru konfigurací X signální posuny

S(1,1) = S{010,100,101,110},

S(0,1) = S{011,110},

S(−1,1) = S{001,010,011,101}.

Máme
o(S(1,1)) = o(S(0,1)) = o(S(−1,1)) = 3,

S(1,1) ∩ S(−1,1) = S(1,1) ∩ S(0,1) = S(0,1) ∩ S(−1,1) = {0∞, 1∞}
a

(d − pi

qi
+

pj

qj
)q ≤ 2,

proto c = 3.

Nechť Σ := S(1,1)
2∨ S(0,1)

2∨ S(−1,1). Platí, že Σ = F (Σ). Pak D(Σ) = {110n1, 10n11 :
n ≥ 1}. Využije se, že 110 a 011 mají jedinečné vzory f−1(110) = 11110 a f−1(011) =
01111. 1101 nemá žádný vzor a vzory pro 110n1 pro n ≥ 2 obsahují 110m1 pro nějaké
1 ≤ m ≤ n − 1. Podobně 1011 nemá žádný vzor a vzory pro 10n11 pro n ≥ 2 obsahují
10m11 pro nějaké 1 ≤ m ≤ n − 1. Σ má vlastnost klesajících vzorů a tedy ΩF (X) = Σ.
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Obrázek 4.5: ECA 132
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Obrázek 4.6: Graf (L2(X), f→), signální posun S(0,1) = ΩF (U), který je zároveň i posunným
atraktorem ECA 132 na invazivní množině U = A2 \ {11}.
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Obrázek 4.7: Maximální atraktor ΩF = S(1,1)
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2∨ S(−1,1) automatu ECA 132.

Obrázek 4.8: ECA 232
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4.5 ECA 232

ECA 232 (obrázek 4.8) má na prostoruX = {0, 1}Z invazivní množinu U := A3\{010, 101},
posunný atraktor této invazivní množiny je signální posun ΩF (U) = S(0,1) = S{010,101}.

Graf (L3(X), f→) s vyznačenou invazivní množinou U a graf (U,
σ→) je na obrázku 4.9.

Leví a praví sousedé množiny U jsou L0(U) = {1011, 0100} a R0(U) = {0010, 1101}.
Graf (L0(U),

f→) ani (R0(U), f→) nemá silně souvislou komponentu, proto je U invazivní
množina.
Na prostoru X existují další dva signální posuny S(1,1) = S{011,100} a S(−1,1) = S{001,110}.

Řád signálních posunů je o(S(1,1)) = o(S(0,1)) = o(S(−1,1)) = 3. Průniky signálních posunů
jsou

S(1,1) ∩ S(−1,1) = {0∞, 1∞, (01)∞, (10)∞},
S(1,1) ∩ S(0,1) = S(0,1) ∩ S(−1,1) = {0∞, 1∞}

a
(d − pi

qi
+

pj

qj
)q ≤ 2,

takže c = 3.
Ve 3-spojení signálních posunů S(1,1)

3∨ S(0,1)
3∨ S(−1,1) (obrázek 4.10) mohou být vyne-

chány hrany vedoucí z S(1,1) do S(0,1) a z S(0,1) do S(−1,1), aniž by se změnil jazyk posunu.
Získanou prezentaci je možné dále zjednodušit. Dostaneme tak

Σ := S(1,1)
3∨ S(0,1)

3∨ S(−1,1) = S(0,1) ∪ (S(1,1)
3∨ S(−1,1)).

Jak je možné vyčíst z obrázku 4.11 maximálního atraktoru ECA 232, je

D(Σ) = {010n1, 10n10, 01n01, 101n0 : n > 1}.

V důkazu se využije, že 010 a 101 mají jedinečné vzory f−1(010) = 01010 a f−1(101) =
10101. Pro 010n1 platí f−1(01001) = ∅, f−1(010001) = 010001 a

f−1(010n1) = {01010n−111, 01010n−2101} pro n ≥ 4.

Vzory slova 010n1 obsahují ve všech případech kratší zakázané slovo 010n1. Pro 10n10 platí
f−1(10010) = ∅, f−1(100010) = 11001010 a

f−1(10n10) = {110n−11010, 1010n−21010} pro n ≥ 4.

Vzory slova 10n10 obsahují ve všech případech kratší zakázané slovo 10n10. Zbylé dva
případy 01n01, 101n0 se ukáží podobně.
Platí tedy, že f−1(D(Σ)) ∩L(Σ)[2,1) ∩L(Σ)[1,2) = ∅. Σ má vlastnost 1-klesajících vzorů

a ΩF (X) = Σ.
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Obrázek 4.12: ECA 77
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Obrázek 4.13: Vlevo graf (L3(X), f→), vpravo signální posun S(0,1) invazivní množiny U =
A3\{000, 111}, který je zároveň i posunným atraktorem ECA 77 na této invazivní množině,
a S(0,1) = ΩF (U).
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4.6 ECA 77

ECA 77 (obrázek 4.12) je příkladem celulárního automatu, jehož maximální atraktor lze
získat algoritmem Omega pro parametr n = 2, navíc má i jednu invazivní množinu s po-
sunným atraktorem.
ECA 77 má na prostoru X = {0, 1}Z minimální invariantní množinu U := A3 \

{000, 111}. Levé okolí této množiny je L0(U) = {0001, 1110} a pravé R0(U) = {0111, 1000}.
Ani jeden z grafů (L0(U),

f→), (R0(U), f→) neobsahuje silně souvislou komponentu, proto
je U invazivní množina. Posunným atraktorem invazivní množiny U je signální posun

S(0,1) = S{000,111} = ΩF (U). Graf (L3(X), f→) a posunný atraktor invazivní množiny U jsou
zachyceny na obrázku 4.13.
ECA 77 má na prostoru X signální posuny S(2,2) = SW1 , S(0,1) = SW2 , S(0,2) = SW3 ,

S(−2,2) = SW4 .

W1 := {00001, 00100, 00101, 00110, 00111, 01100, 01101,
10010, 10011, 11000, 11001, 11010, 11011, 11110}

W2 := {000, 111}
W3 := {00001, 01110, 01111, 10000, 10001, 11110}
W4 := {00011, 00100, 00110, 01001, 01011, 01100, 01111,

10000, 10011, 10100, 10110, 11001, 11011, 11100}

Vše je zachyceno na obrázku 4.14. Protože platí L(S(0,2)) ⊆ L(S(0,1)) ∪ {0∞, 1∞} a
{0∞, 1∞} ∈ L(S(2,2)), nepřináší signální posun S(0,2) do spojení žádná další slova a je

možné ho vynechat. 3-spojení Σ := S(2,2)
3∨ S(0,1)

3∨ S(−2,2) je po zjednodušení zobrazeno na
obrázku 4.15. Platí, že Σ = F (Σ) a Σ má podle algoritmu Omega vlastnost 1-klesajících
vzorů, proto je ΩF (X) = Σ maximálním atraktorem ECA 77.

4.7 ECA 5

ECA 5 (obrázek 4.16) má na prostoru X = {0, 1}Z jeden nekonečný signální posun

S(0,2) = S{10001,10011,11001,11011} ,

který je zároveň i jeho maximálním atraktorem. Pro ECA 5 se nepodařilo objevit žádnou
invazivní množinu.

4.8 ECA 106

ECA 106 (obrázek 4.18) je příkladem surjektivního celulárního automatu, jehož maxi-
málním atraktorem na prostoru X = {0, 1}Z je X. Obecně platí, že jediným posunným
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atraktorem surjektivního celulárního automatu (X, F ) je prostor všech možných konfigu-
rací X. Toto tvrzení je dokázáno v Kůrka [4]. Přestože je ECA 106 surjektivní, má signální
posun S(0,1) = S{11}.
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Obrázek 4.16: ECA 5
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Obrázek 4.17: Signální posun S(0,2) = S{10001,10011,11001,11011} = ΩF (X) automatu ECA 5.

Obrázek 4.18: ECA 106. Výpočet z náhodné konfigurace.
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Obrázek 4.19: Signální posun S(−1,1) surjektivního automatu ECA 106.
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Kapitola 5

Závěr

5.1 Shrnutí práce

Hlavním cílem této diplomové práce byla implementace algoritmů Spread a Omega. Oba
algoritmy byly z důvodů snadné přenositelnosti mezi architekturami, na kterých byly pro-
váděny výpočty, implementovány v jazyce Java. Kromě algoritmů Spread a Omega byla
implementována sada dalších menších nástrojů, které je možné využít pro zkoumání jed-
noduchých celulárních automatů.
Dalším z cílů bylo ověření implementace na elementárních celulárních automatech. Přes-

tože řada problémů týkajích se atraktorů celulárních automatů je algoritmicky neřešitelná,
podařilo se algoritmy Spread a Omega najít dosud neznámé maximální atraktory pro po-
měrně velký počet elementárních celulárních automatů. Nejzajímavější z nalezených atrak-
torů byly popsány v kapitole 4. U atraktorů, u kterých to bylo možné, byl podán i důkaz.
Z celkového počtu 256 elementárních celulárních automatů rozdělených do 89 tříd se

podařilo spočítat maximální atraktor u 51 tříd. Dalších 12 tříd obsahuje surjektivní celu-
lární automaty, jejichž jediným posunným atraktorem je celý prostor konfigurací. Ve zby-
lých 26 případech výpočet neskončil úspěšně. Algoritmus Omega může spočítat maximální
atraktor jen těch celulárních automatů, jejichž maximálním atraktorem je sofický posun.
Tento posun musí být navíc možné sestrojit jako spojení signálních posunů. O maximál-
ních atraktorech celulárních automatů z 26 tříd, u kterých se maximální atraktor spočítat
nepodařilo, není možné říci nic dalšího. Je také nutné zmínit, že existují elementární ce-
lulární automaty, například elementární celulární automat s kódem 62, jejichž maximální
atraktory byly nalezeny jinou metodou, ale současná implementace je nespočítá.
Pomocí redukčních algoritmů se též podařilo zjednodušit reprezentaci pro některé již

známé maximální atraktory. Zobecnění na posunné atraktory pomocí algoritmu Spread
přineslo další výsledky ve formě nalezených invazivních množin a jejich posunných atrak-
torů.
Implementace funguje pro jednoduché celulární automaty s malým počtem signálních

posunů. Vzhledem k tomu, že zkoumaný problém je algoritmicky neřešitelný, bylo pravdě-
podobně dosaženo maxima, co jsou algoritmy Spread a Omega schopné spočítat.
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Nejsložitějším úkolem se ukázala být implementace algoritmů, které by redukovaly po-
čet stavů nedeterministických konečných automatů. Na druhou stranu by bez redukčních
algoritmů bylo použití algoritmu Omega ještě více omezené.

5.2 Náměty pro další práci

Existuje prostor pro zlepšení algoritmů Spread a Omega. Ačkoli není z podstaty řeše-
ného problému možné dosáhnout kategoricky lepších výsledků, mohla by být vylepšená
implementace schopná najít nějaké další atraktory nebo potvrdit atraktory celulárních
automatů, které již byly nalezeny jinou metodou.
Jedním ze zlepšení by mohla být paralelizace některých kroků výpočtu. Jedná se přede-

vším o hledání signálních posunů, vytváření c-blokových grafů a redukce nedeterministic-
kých konečných automatů. Dalším možným a užitečným zlepšením by mohlo být vytvoření
grafického uživatelského rozhraní, které by s využitím vlastní nebo převzaté knihovny do-
kázalo grafy sofických posunů zobrazit v dobře čitelné podobě.
Vzhledem k tomu, že na rychlost výpočtu má zásadní vliv velikost konečných automatů

reprezentujících jazyky sofických posunů, je možné se též pokusit zlepšit použité redukční
algoritmy.
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Příloha A

Přehled výsledků dosažených na ECA

V tabulce A.1 je uveden přehled výsledků dosažených při zkoumání maximálních atraktorů
elementárních celulárních automatů. Mohou nastat dvě situace.

• Výpočet se na příslušném ECA zastavil. Pak uvedené hodnoty n, m a c jsou hod-
noty parametrů algoritmu Omega, při kterých se výpočet zastavil. Výpočet se mohl
zastavit z následujících důvodů:

– ECA má maximální atraktor - n je číslo běhu, kdy se výpočet zastavil, ma-
ximální atraktor má vlastnost m-klesajících vzorů a při výpočtu bylo použito
c-spojení.

– Pro dané ECA nebyl maximální atraktor nalezen. Pak mohou nastat následující
případy:

∗ ECA je surjektivní - jediným posunným atraktorem je celý prostor.
∗ Pro žádné c-spojení nalezených signálních posunů Σ neplatí Σ ⊆ F (Σ).

∗ Silně F -invariantní obraz nějakého c-spojení signálních posunů nemá vlast-
nost m-klesajících vzorů.

• Výpočet ECA se nezastavil, pak n, m a c jsou maximální zkoušené hodnoty. Pro
hodnoty menší se výpočet nezastavil nebo nebyl nalezen maximální atraktor. Důvod
nekonečného výpočtu je pro pro příslušný ECA uveden v poznámce. Důvody jsou
následující:

– Nelze spočítat c-spojení pro nějaké c z důvodu nedostatku času nebo paměti.

– ECA nemá pro uvedené n silně F -invariantní bod. Program z nedostatku paměti
nebo času neověřil pevný bod ani pro hodnoty menší, než je hodnota skrytého
parametru k.

– Nelze ověřit vlastnost m-klesajících vzorů z nedostatku času nebo paměti.

Sloupce tabulky poskytují následující informace:
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• ECA - kód elementárního celulárního automatu. Zápis 0↔ 255 znamená, že elemen-
tární celulární automat s kódem 0 a elementární celulární automat s kódem 255
jsou konjugovány homeomorfismem Φ (viz strana 49). Dva elementární celulární au-
tomaty z různých dvojic konjugovaných homeomorfismem Φ uvedených pod sebou
v jednom řádku tabulky jsou konjugovány homeomorfismem Ψ. Například ECA 2 a
ECA 16 jsou konjugovány homeomorfismem Ψ, podobně jsou homeomorfismem Ψ
konjugovány ECA 191 a ECA 247.

• Atraktor - udává, zda výpočet vrátil maximální atraktor.

• n - hodnota parametru n, pro kterou se výpočet zastavil, nebo maximální zkoušená
hodnota.

• m - hodnota vlastnosti m-klesajících vzorů, pro kterou se výpočet zastavil, nebo
maximální hodnota, pro kterou byl výpočet na tomto elementárním celulárním au-
tomatu zkoušen.

• c - použité c-spojení. Pokud je uvedeno ve formě c/C, je c maximální zkoušená
hodnota a C je maximální možná hodnota c v tomto kroku algoritmu podle věty 2.2.

• Signály - rychlosti všech signálů pro dané n.

• Poznámka - uvádí důvod nebo místo v programu, kde došlo k vyčerpání času nebo
přetečení přidělené paměti.

Výpočty byly prováděny na počítači se dvěma procesory AMD Athlon MP 1,6 GHz,
s pamětí RAM o velikosti 1 GB, na kterém běžel GNU/Linux. Doba jednoho výpočtu byla
omezena na maximálně 6 hodin a výpočet mohl v jednom okamžiku využít maximálně
1 GB paměti alokovatelné na haldě. Pokud výpočet potřeboval více paměti nebo nebyl
dokončen do 6 hodin, byl ukončen s oznámením příslušné chyby.
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Tabulka A.1: ECA a jejich maximální atraktory

ECA Atraktor n m c Signály Poznámka
0↔ 255 - 5 1 0 ∅
1↔ 127 Ano 2 1 2 (0,2)

2↔ 191 Ano 1 1 2 (-1,1)
16↔ 247
3↔ 63 Ano 2 1 2 (1,2)
17↔ 119
4↔ 223 Ano 1 1 2 (0,1)

5↔ 95 Ano 2 1 4 (0,1) (0,2)

6↔ 159 Ano 2 2 3 (2,2) (0,2)
20↔ 215 (0,1) (-2,2)

7↔ 31 Ano 2 2 3 (2,2) (1,2)
21↔ 87 (0,2)

8↔ 239 - 5 1 0 ∅
64↔ 253
9↔ 111 - 4 1 21/24 (4,4) (2,2) paměť při spojení
65↔ 125 (3,4) (2,4) pro m = 2 zkoušeno do n = 2

(0,2) (0,4)
(-2,3)

10↔ 175 Ano 1 1 2 (-1,1)
80↔ 245
11↔ 47 Ano 2 1 3 (2,2) (1,2)
81↔ 117 (-1,1) (-2,2)

12↔ 207 Ano 1 1 2 (0,1)
68↔ 221
13↔ 79 Ano 2 2 3 (2,2) (0,2)
69↔ 93 (0,1)

14↔ 143 Ano 2 1 3 (2,2) (0,1)
84↔ 213 (0,2) (-1,2)

(-1,1) (-2,2)

15, 85 - 5 - - (4,4) (2,2) Surjektivní
(-5,5)

18↔ 183 - 4 1 16/24 (2,4) (1,3) paměť při spojení
(0,2) (0,4) pro m = 2 zkoušeno do n = 4
(-1,3) (-2,4)

19↔ 55 Ano 2 2 2 (0,2)

22↔ 151 - 5 1 16/120 (3,4) (2,3) není F -invariantní
(0,4) (0,5) pro m = 2 zkoušeno do n = 5
(-2,3) (-3,4)

23 Ano 2 1 3 (2,2) (0,2)
(-2,2)

24↔ 231 Ano 1 1 2 (1,1)
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ECA Atraktor n m c Signály Poznámka
66↔ 189
25↔ 103 - 3 1 4/9 (1,2) (-1,2) paměť při 1-klesajících
67↔ 61 (-3,3) pro m = 2 zkoušeno do n = 3

26↔ 167 - 3 1 10/11 (2,3) (1,2) paměť při spojení
82↔ 181 (-1,3) (-2,2) pro m = 2 zkoušeno do n = 3

27↔ 39 Ano 2 2 3 (1,2) (-2,2)
83↔ 53
28↔ 199 Ano 2 2 2 (2,2) (0,2)
70↔ 157 (0,1)

29↔ 71 Ano 2 1 2 (0,2)

30↔ 135 - 5 - - (2,2) (4,4) Surjektivní
86↔ 149 (-4,5) (-5,5)

32↔ 251 Ano 1 1 2 (1,1) (-1,1)

33↔ 123 - 5 1 9/9 (4,4) (2,2) nemá 1-klesající vzory
(0,2) (0,4) pro m = 2 zkoušeno do n = 2
(-2,2) (-4,4)

34↔ 187 Ano 1 1 2 (0,1)
48↔ 243
35↔ 59 Ano 2 1 3 (1,2) (0,2)
49↔ 115 (-1,1) (-2,2)

36↔ 219 Ano 2 2 2 (0,1) (0,2)

37↔ 91 - 4 1 11/24 (3,3) (1,3 paměť při spojení
(0,2) (0,4) pro m = 2 zkoušeno do n = 4
(-1,3) (-3,3)

38↔ 155 Ano 2 2 2 (-2,2)
52↔ 211
40↔ 235 Ano 1 1 2 (1,1) (-1,1)
96↔ 249
41↔ 107 - 3 1 10/12 (2,2) (1,2) paměť při F -obrazu
97↔ 121 (1,3) (0,2) pro m = 2 zkoušeno do n = 2

(0,3) (-1,1)
(-2,2) (-3,3)

42↔ 171 Ano 1 1 2 (-1,1)
112↔ 241
43, 113 Ano 2 1 3 (2,2) (1,2)

(0,2) (-1,1)
(-2,2)

44↔ 203 - 4 1 14/24 (3,3) (0,1) paměť při 1-klesajících
100↔ 217 (0,2) (0,3) pro m = 2 zkoušeno do n = 3

(0,4) (-1,1)
(-2,2) (-3,3)
(-4,4)

45↔ 75 - 5 - - (-4,5) (-5,5) Surjektivní
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ECA Atraktor n m c Signály Poznámka
101↔ 89
46↔ 139 Ano 2 2 2 (-2,2)
116↔ 209
50↔ 179 Ano 2 1 3 (2,2) (0,2)

(-2,2)

51 - 5 - - (0,2) (0,4) Surjektivní

54↔ 147 - 4 1 12/24 (2,2) (4,4) paměť při F -obrazu
(1,3) (0,4) pro m = 2 zkoušeno do n = 4
(-1,3) (-2,2)
(-4,4)

56↔ 227 Ano 1 1 2 (1,1) (-1,1)
98↔ 185
57↔ 99 - 5 1 2/120 (1,1) (2,2) paměť při spojení

(3,3) (4,4) pro m = 2 zkoušeno do n = 5
(5,5) (1,2)
(2,4) (2,5)
(1,4) (0,3)
(0,5) (-1,4)
(-2,5) (-1,2)
(-2,4) (-1,1)
(-2,2) (-3,3)
(-4,4) (-5,5)

58↔ 163 - 4 1 24/24 (1,1) (2,2) paměť při spojení
114↔ 177 (3,3) (4,4) pro m = 2 zkoušeno do n = 4

(1,2) (2,4)
(-1,3) (-2,4)
(-1,1) (-2,2)
(-3,3) (-4,4)

60↔ 195 - 5 - - (-5,5) Surjektivní
102↔ 153
62↔ 131 - 3 1 5/12 (1,2) (0,3) paměť při 1-klesajících
118↔ 145 (-1,1) pro m = 2 zkoušeno do n = 3

72↔ 237 Ano 1 2 2 (0,1)

73↔ 109 - 5 1 - (4,4) (5,5) čas při signálních posunech
(2,5) (0,1) pro m = 2 zkoušeno do n = 3
(0,2) (0,3)
(0,4) (0,5)
(-2,5) (-4,4)
(-5,5)

74↔ 173 - 5 1 - (3,3) (5,5) čas při signálních posunech
88↔ 229 (3,4) (3,5) pro m = 2 zkoušeno do n = 2

(0,1) (0,2)
(0,3) (0,4)
(0,5) (-2,5)
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ECA Atraktor n m c Signály Poznámka
(-2,4) (-2,3)
(-4,5) (-1,1)
(-2,2) (-3,3)
(-4,4) (-5,5)

76↔ 205 Ano 1 1 2 (0,1)

77 Ano 2 1 3 (2,2) (0,1)
(0,2) (-2,2)

78↔ 141 Ano 2 2 2 (0,1) (0,2)
92↔ 197 (-2,2)

90↔ 165 - 5 - - (4,5) (3,5) Surjektivní
(2,5) (1,5)
(0,5) (-1,5)
(-2,5) (-3,5)
(-4,5)

94↔ 133 - 5 1 2/120 (2,2) (3,3) paměť při spojení
(4,4) (5,5) pro m = 2 zkoušeno do n = 5
(3,5) (2,4)
(1,5) (0,1)
(0,2) (0,3)
(0,4) (0,5)
(-1,5) (-2,4)
(-3,5) (-2,2)
(-3,3) (-4,4)
(-5,5)

104↔ 233 - 5 1 - (1,1) (2,2) čas při signálních posunech
(3,3) (4,4) pro m = 2 zkoušeno do n = 3
(0,1) (0,2)
(0,3) (0,4)
(-1,1) (-2,2)
(-3,3) (-4,4)

105 - 5 - - (4,5) (3,5) Surjektivní
(2,5) (1,5)
(-1,5) (-2,5)
(0,5) (-3,5)
(-4,5)

106↔ 169 - 5 - - (5,5) (4,5) Surjektivní
120↔ 225 (-1,1) (-2,2)

(-3,3) (-4,4)
(-5,5)

108↔ 201 Ano 2 2 4 (0,1) (0,2)

110↔ 137 - 5 1 - (5,5) (2,3) čas při signálních posunech
124↔ 193 (2,5) (0,2) pro m = 2 zkoušeno do n = 3

(0,3) (0,4)
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ECA Atraktor n m c Signály Poznámka
(0,5) (-2,5)
(-2,4)

122↔ 161 - 5 1 2/120 (1,1) (3,5) paměť při spojení
(2,4) (1,3) signální posuny (−a, a) a (a, a)
(1,5) (0,2) pro |a| > 1 vynechány
(0,4) (-1,5) pro m = 2 zkoušeno do n = 5
(-1,3) (-2,4)
(-3,5) (-1,1)

126↔ 129 - 5 1 - (3,5) (2,4) čas při signálních posunech
(1,3) (1,5) pro m = 2 zkoušeno do n = 4
(0,2) (0,4)
(-1,5) (-1,3)
(-2,4) (-3,5)

128↔ 254 Ano 1 1 2 (1,1) (-1,1)

130↔ 190 Ano 2 2 2 (2,2) (-1,1)
144↔ 246 (-2,2)

132↔ 222 Ano 1 1 2 (1,1) (0,1)
(-1,1)

134↔ 158 - 5 1 2/120 (2,2) (4,4) paměť při spojení
148↔ 214 (5,5) (4,5) pro m = 2 zkoušeno do n = 5

(2,3) (2,4)
(2,5) (0,1)
(-2,5) (-2,4)
(-2,3) (-4,5)
(-1,1)

136↔ 238 Ano 1 1 2 (0,1) (-1,1)
192↔ 252
138↔ 174 Ano 1 1 2 (-1,1)
208↔ 244
140↔ 206 Ano 1 1 2 (0,1) (-1,1)
196↔ 220
142 Ano 2 1 3 (2,2) (0,2)

(0,1) (-1,2)
(-1,1) (-2,2)

146↔ 182 - 5 1 - (3,5) (2,4) čas při signálních posunech
(1,3) (1,5) pro m = 2 zkoušeno do n = 4
(0,2) (0,4)
(-1,5) (-1,3)
(-2,4) (-3,5)

150 - 5 - - (4,5) (3,5) Surjektivní
(2,5) (1,5)
(-1,5) (-2,5)
(0,5) (-3,5)
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ECA Atraktor n m c Signály Poznámka
(-4,5)

152↔ 230 Ano 2 2 2 (2,2) (1,1)
194↔ 188 (0,2) (0,1)

(-2,2)

154↔ 166 - 3 - - (-1,1) Surjektivní
210↔ 210
156↔ 198 Ano 2 2 3 (2,2) (0,2)

(0,1) (-2,2)

160↔ 250 - 5 1 15/120 (1,1) (-1,1) F -obraz
signální posuny (−a, a) a (a, a)

pro |a| > 1 vynechány
pro m = 2 zkoušeno do n = 5

162↔ 186 Ano 1 1 2 (1,1) (-1,1)
176↔ 242
164↔ 218 - 5 1 9 (1,1) (3,5) čas při signálních posunech

(1,5) (-1,5) signální posuny (−a, a) a (a, a)
(0,1) (1,5) pro |a| > 1 vynechány
(0,1) (-3,5) pro m = 2 zkoušeno do n = 3
(-1,1)

168↔ 234 Ano 1 1 2 (1,1) (0,1)
224↔ 248 (-1,1)

170, 240 - 5 - - (5,5) (-1,1) Surjektivní
(-2,2) (-3,3)
(-4,4) (-5,5)

172↔ 202 Ano 1 1 2 (0,1) (-1,1)
228↔ 216
178 Ano 2 1 3 (2,2) (0,1)

(0,2) (-2,2)

184↔ 226 Ano 1 1 2 (1,1) (0,1)
(-1,1)

200↔ 236 Ano 1 1 2 (0,1)

204 - 5 - - (0,5) (0,4) Surjektivní
(0,3) (0,2)
(0,1)

212 Ano 2 1 3 (2,2) (1,1)
(1,2) (0,2)
(0,1) (-2,2)

232 Ano 1 1 3 (1,1) (0,1)
(-1,1)
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Příloha B

Aplikace Cellattractors

Aplikace Cellattractors obsahuje implementaci algoritmů Spread a Omega a sadu dalších
nástrojů, které byly užitečné při zkoumání atraktorů elementárních celulárních automatů.
Aplikace se ovládá přes příkazovou řádku sadou příkazů. Příkazy se řídí pomocí přepí-

načů. Všechny příkazy spolu s přepínači budou popsány v následujících odstavcích. Některé
příkazy generují svůj výstup ve formě sady HTML stránek, na kterých jsou výsledky vý-
počtu přehledně zobrazeny.
Aplikace také poskytuje uživateli programové rozhraní, pomocí kterého je možné při-

způsobit probíhající výpočet aktuálním potřebám zkoumaného celulárního automatu.

B.1 Uživatelská část

B.1.1 Získání programu

Aplikaci Cellattractors je možné najít na přiloženém CD, kde je umístěna v adresáři
/cellattractors, nebo si její aktuální verzi včetně zdrojových kódů stáhnout z adresy

http://code.google.com/p/cellattractors/.

B.1.2 Instalace

Aplikace CellAttractors je naprogramována v jazyce Java. Pro svůj běh tedy vyžaduje mít
na počítači nainstalováno běhové prostředí jazyka Java (JRE) alespoň ve verzi 1.5. Běhové
prostředí je možné stáhnout z adresy

http://java.sun.com/javase/downloads/.

Aplikace dále závisí na několika knihovnách, všechny jsou součástí distribuce a není potřeba
je instalovat.

• Log4j[31] - textové výstupy a protokol o výpočtu

• Commons-cli[32] - zpracování argumentů příkazové řádky
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• jGraph[33] - kreslení grafů výsledných automatů

• jGraphLayout[34] - přehledné nakreslení grafů výsledných automatů

Po zkopírování adresáře /cellattractors z přiloženého CD nebo stáhnutí aplikace z inter-
netu, je potřeba správně nastavit, jako u každého programu napsaného v Javě, proměnou
prostředí CLASSPATH. Proměnná CLASSPATH musí obsahovat následující cesty, které jsou
uváděny relativně k instalačnímu adresáři: bin, lib/log4j.jar, lib/commons-cli.jar,
lib/jgraph.jar a lib/jgraphlayout.jar. Na Windows například
set CLASSPATH=INST\bin;INST\lib\log4j.jar;INST\lib \commons-cli.jar;
INST\lib\jgraph.jar;INST\lib\jgraphlayout.jar,

kde INST je instalační adresář, kam byla aplikace nakopírována.
Pokud se příkazy spouští přímo z adresáře, kam byla aplikace z distribučního adre-

sáře /cellattractors nakopírována, je možné použít nasledující zkratky, které proměnou
CLASSPATH nastaví automaticky

Na Unixu: source classpath

Na Windows: classpath.bat

Poté je již možné spouštět jednotlivé příkazy z příkazové řádky pomocí

java <příkaz> <parametry a přepínače>.

Může se stát, že příkaz Omega, v některých případech i SpreadOmega, vyžaduje více paměti,
než je pro běhové prostředí Javy standardně vyhrazeno. K alokaci více paměti na haldě je
možné spouštět příkazy následující formou

java -XmsAM -XmxBM <příkaz> <parametry a přepínače>,

kde přepínač -XmsAM alokuje na haldě A MB paměti a přepínač -XmxBM dovoluje v případě
potřeby na haldě alokovat až B MB paměti.

B.1.3 Přehled příkazů

Mnoho příkazů, například Omega, vyžaduje, aby byl mezi jejich vstupními parametry zadán
celulární automat. Celulární automat je možné zadat dvěma způsoby. Pomocí přepínače
-e <number> se zadávají elementární celulární automaty. <number> se nahradí příslušným
kódem. Pomocí přepínače -f <file> se zadávají celulární automaty uložené v souboru.
<file> se nahradí jménem příslušného souboru.
Například Spread -e 128 bude počítat s ECA 128 a Spread -f inf.cell bude po-

čítat s celulárním automatem uloženým v souboru inf.cell. Jména všech souborů jsou
brána relativně k současnému aktuálnímu adresáři.
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Některé přepínače, například Omega -n <minN-maxN>, umožňují zadat hodnotu nebo
interval hodnot příslušného parametru. Pokud je přepínač zadán pro ukázku jako -n 2-4,
bude algoritmus počítat pro hodnoty 2, 3, 4. Pokud je přepínač zadán jako -n 3, bude
algoritmus počítat pro hodnoty menší nebo rovné, tj. pro hodnoty 1, 2, 3.

Příklady příkazů

java Omega -e 5 -p eca5 - spustí algoritmus Omega na ECA 5 pro n = 1 a výsledek
uloží do souborů začínajících eca5.

java -Xmx500M Omega -e 20 -n 5 -m 2 -r 2-5 -p eca20 - spustí algoritmus Omega
na ECA 20 pro n = 1, . . . , 5, vlastnost klesajících vzorů bude ověřovat pouze pro n =
2, . . . , 5, maximálně bude ověřovat vlastnost 2-klesajících vzorů. K dispozici má až 500MB
paměti a výsledek uloží do souborů začínajících eca20.

java Spread -e 132 -s 2-4 - spustí algoritmus Spread na ECA 132 a bude počítat in-
vazivní množiny pro slova délky 2 až 4.

java SpreadOmega -e 20 -s 3 -n 2 -m 2 -p eca20 - na ECA 20 provede výpočet al-
goritmu Spread, bude hledat invazivní množiny pro slova délky 1 až 3. Postupně použije
nalezené invazivní množiny jako vstupy do algoritmu Omega, který spustí pro n = 1, 2,
maximálně bude ověřovat vlastnost 2-klesajících vzorů a výsledek uloží do souborů začí-
najících eca20.

Přehled příkazů

Omega {-e <number> | -f <file>} hledá maximální atraktor daného celulárního auto-
matu.

• -n <minN-maxN> - rozmezí parametru n algoritmu Omega, implicitně 1

• -m <maxM> - maximální hodnota parametru m algoritmu Omega, implicitně 1

• -k <maxK> - maximální hodnota skrytého parametru k algoritmu Omega, impli-
citně 10

• -r <rMin-rMax> - rozmezí parametru n, ve kterém se bude testovat vlastnost r-
klesajících vzorů

• -c <cMin-cMax> - rozmezí c-spojení, pro které se bude testovat vlastnost r-klesajících
vzorů, implicitně se testují všechna c-spojení

• -p <prefix> - předpona jména souborů, ve kterých budou uloženy nalezené signální
posuny, spojení, F -obrazy a maximální atraktor

• -l <logfile> - alternativní popis pravidel textového výstupu
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• -i - řídí generování obrázků sofických posunů. Pokud je přepínač uveden, nebudou
se obrázky generovat, implicitně se generují

Spread {-e <number> | -f <file>} hledá invazivní množiny daného celulárního auto-
matu.

• -s <minS-maxS> -rozmezí parametru n algoritmu Spread, implicitně 3

• -k <maxK> - maximální hodnota skrytého parametru k algoritmu Spread, impli-
citně 10

• -p <prefix> - předpona jména souborů, ve kterém budou uloženy nalezené invazivní
množiny

• -l <logfile> - alternativní popis pravidel textového výstupu

SpreadOmega {-e <number> | -f <file>} hledá posunné atraktory daného celulárního
automatu.

• parametry -s, -n, -m, -r, -c, -k, -l a -i mají stejnou funkci jako u příkazů Spread
a Omega

• -p <prefix> - předpona jmen souborů, ve kterých budou uloženy nalezené invazivní
množiny a jejich posunné atraktory, výsledek výpočtu je možné prohlížet ze souboru
<prefix>spread.html

Signals {-e <number> | -f <file>} spočítá signální posuny daného celulárního auto-
matu.

• -n <maxN> - maximální hloubka, do které se mají signální posuny hledat, implicitně 3

• -p <prefix> - předpona jména souborů, ve kterých budou uloženy nalezené signální
posuny

• -l <logfile> - alternativní popis pravidel textového výstupu

• -s - pokud je přepínač uveden, zobrazí se pouze rychlosti signálních posunů, pokud
uveden není, vypíše se i graf signálních posunů

Compare <automat1> <automat2> porovná jazyky dvou daných konečných automatů.

• <automat1> - soubor s prvním konečným automatem

• <automat2> - soubor s druhým konečným automatem

Reduction {-e | -p} <automat> zredukuje daný konečný automat metodou ekvivalencí
nebo kvazi-uspořádání.

• -e - metoda ekvivalencí
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• -p - metoda kvazi-uspořádání

• <automat> - soubor s konečným automatem

FImage {-e <number> | -f <file>} <sofic> spočítá jednu iteraci funkce CA na daném
posunu.

• <sofic> - soubor se sofickým posunem

FInverse {-e <number> | -f <file>} <word> sestrojí a vypíše všechny vzory daného
slova vzhledem k danému CA.

• <word> - slovo, jehož vzory se mají spočítat

CAClass <eca1> <eca2> zjistí, zda jsou dva dané CA ekvivalentní a patří tak do stejné
třídy.

• <eca1> - číslo prvního ECA

• <eca2> - číslo druhého ECA

Enumerate <automat> <maxN> vygeneruje všechna slova, která patří do jazyka daného
konečného automatu.

• <automat> - soubor s konečným automatem

• <maxN> - maximální délka generovaných slov

FixPoint {-e <number> | -f <file>} <sofic> pro daný sofický posun a celulární au-
tomat spočítá pevný bod (silně F -invariantní posun).

• <sofic> - soubor se sofickým posunem

• -k <maxK> - maximální počet iterací funkce CA, implicitně 10

Surjective <sofic> <cell> pro daný sofický posun zjistí, zda je na něm daný celulární
automat surjektivní.

• <sofic> - soubor se sofickým posunem

• <cell> - soubor s CA

79



B.1.4 Formát zdrojových dat

Konečné automaty reprezentující sofické posuny jsou ukládány a načítány z jednoduchých
ASCII souborů. Soubor obsahuje písmena použité abecedy, počet stavů a stavy s přechody.
Soubor má následující formát.

0 1 - písmena použité abecedy
3 - počet stavů
0 s f 0-0 1-1 - jméno, startovní, přijímající, přes 0 do stavu 0,

přes 1 do stavu 1
1 s f 0-0 1-2 - jméno, startovní, přijímající, přes 0 do stavu 0,

přes 1 do stavu 2
2 - - 0-2 1-2 - jméno, nestartovní, nepřijímající, přes 0 do stavu 2,

přes 1 do stavu 2

Celulární automaty jsou reprezentovány podobným jednoduchým ASCII souborem.
Soubor obsahuje písmena použité abecedy, průměr, paměť, zástupný symbol a pravidla
lokální funkce. V popisu pravidel lokální funkce celulárního automatu je možné použít spe-
cifikovaný zástupný symbol. Pokud se v zápisu pravidla vyskytne zástupný symbol, je toto
pravidlo rozepsáno do několika pravidel, kde je v každém pravidle na místě zástupného
symbolu použito jiné písmeno abecedy. Zástupný symbol může být v jednom pravidle pou-
žit pouze jednou. Pokud existují v souboru dvě pravidla pro jednu sekvenci, je použito první
uvedené. Pokud chybí specifikace pravidla pro nějakou sekvenci, zůstane symbol nezmě-
něn. V následujícím příkladu chybí specifikace pro 111, doplní se tedy pravidlo f(111) = 1.
Soubor má následující formát.

0 1 - písmena použité abecedy
2 1 - průměr 2, paměť 1
x - zástupný symbol
000-0 - f(000) = 0
001-0 - f(001) = 0
01x-0 - f(010) = 0 a f(011) = 0
10x-0 - f(100) = 0 a f(101) = 0
110-0 - f(110) = 0

B.1.5 Obsah přiloženého CD

Na přiloženém CD je možné v následujících adresářích najít uvedený obsah:

• /cellattractors - aplikace Cellattractors

• /cellattractors/src - zdrojové kódy

• /cellattractors/bin - přeložené zdrojové kódy ve formě spustitelné aplikace

• /documentation - uživatelská dokumentace
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• /documentation/api - programátorská dokumentace ve formátu JavaDoc

• /overview - přehled tříd elementárních celulárních automatů a protokolů výpočtů
přístupný ze souboru index.html

• /overview/omega - protokoly výpočtů maximálních atraktorů elementárních celu-
lárních automatů

• /overview/spread - protokoly výpočtů posunných atraktorů elementárních celulár-
ních automatů

• /text - text této diplomové práce ve formátu pdf a ps

B.2 Programátorská část

B.2.1 Přehled nejdůležitějších tříd

attractors.cell.CellAutomata - Implementace celulárního automatu a jeho výpočtu.

attractors.cell.Automaton - Základ celého programu obsahující implementaci většiny
algoritmů potřebných pro hledání atraktorů. Implementace nedeterministického a determi-
nistického konečného automatu jsou založeny na této třídě.

attractors.omega.Omega - Ve vlastním vlákně řídí běh algoritmu Omega a prostřed-
nictvím monitorovacího a kontrolního rozhraní dává klientské části možnost do výpočtu
v určených krocích zasahovat.

attractors.spread.Spread - Ve vlastním vlákně řídí běh algoritmu Spread a prostřed-
nictvím monitorovacího a kontrolního rozhraní dává klientské části možnost do výpočtu
v určených krocích zasahovat.

B.2.2 Ovládání výpočtu

Obě třídy Spread i Omega se dají ovládat implementací monitorovacího a kontrolního
rozhraní, které se jim předá při jejich konstrukci. Monitorovací rozhraní zajišťuje předá-
vání textových výstupů z výpočtu a mezivýsledků. Implementací vlastních, zpětně vola-
ných funkcí, do metod tohoto rozhraní je možné uživatele informovat o právě probíhajícím
výpočtu. Metody kontrolního rozhraní jsou volány při každém mezivýsledku a umožňují
s mezivýsledkem dále manipulovat. Tímto způsobem je možné přizpůsobit výpočet vlast-
ním potřebám nebo z výpočtu dostat jiné informace, než které současná implementace
poskytuje.

attractors.spread.ISpreadMonitor

• setGraph(...) - volána po sestrojení grafu (Ln(X),
f→)

• setSubsets(...) - volána po nalezení množin splňujících podmínky 1 a 2 věty 2.7
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• setTesting(...) - volána při startu testů, zda množina je nebo není invazivní
• setConditionFail(...) - volána, pokud test selže na podmínce 4 věty 2.7
• setPeriodFail(...) - volána, pokud je v okolí testované množiny nalezena perio-
dická konfigurace

• setSpreadingSet(...) - volána, pokud byla nalezena invazivní množina
• finish() - volána, pokud výpočet skončil

attractors.spread.ISpreadControl

• testWordSet(...) - poskytuje možnost rozhodnout, zda bude množina splňující
podmínky 1 a 2 věty 2.7 dále testována

attractors.omega.IOmegaMonitor

• setSignal(...) - volána po nalezení signálního posunu
• setSignals(...) - volána při nalezení všech signálních posunů pro jednu hodnotu
parametru n

• setCJoin(...) - volána po sestrojení spojení signálních posunů
• setFImage(...) - volána po nalezení silně F -invariantního posunu funkce CA

• setAttractor(...) - volána po nalezení maximálního atraktoru
• goSleep(...) - volána, pokud výpočet čeká na nastavení nových hodnot parametrů,
aby bylo možné pokračovat ve výpočtu

• finish() - volána po skončení výpočtu
attractors.omega.IOmegaControl

• controlSignals(...) - poskytuje možnost vyřadit nebo naopak přidat nějaké sig-
nální posuny k nalezeným signálním posunům v tomto kroku výpočtu

• controlCJoin(...) - poskytuje možnost ovlivnit nalezené spojení
• controlFImage(...) - poskytuje možnost ovlivnit nalezený pevný bod funkce CA
• controlStartMdecreasing(...) - poskytuje možnost rozhodnout, kdy má být a
kdy nemá být spuštěn test vlastnosti klesajících vzorů

• getMaxK() - vrací hodnotu skrytého parametru k

B.2.3 Dokumentace API

Dokumentaci každé třídy, metody a balíčku je možné najít na přiloženém CD v adre-
sáři /cellattractors/doc/api. Dokumentace je uložená ve formátu JavaDoc, k jejímu
prohlížení je potřeba webový prohlížeč.
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