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Kapitola 1

Uvod

Celuldrni automaty jsou tiidou diskrétnich deterministickych dynamickyjch systémi se Si-
rokou skalou dynamickych vlastnosti. Celularni automaty prvné pouzil John Von Neu-
mann pro modelovani slozitych systémi v pfirodé (Neumann [1]). Celuldrni automaty se
skladaji, podobné jako prirodni systémy, z velkého poctu jednoduchych spolupracujicich
buneék, které vzajemnou interakci vytvareji slozité dynamické chovani. Jejich vyuziti spo-
¢iva predevsim v modelovani fyzikalnich systémi a v soucasnosti také v modelovani vysoce
paralelnich vypocta.

Celularni automat se sklada z obousmérné nekonec¢ného nékolikadimenzionalniho pole
stejnych bunék. Kazda bunka mtze byt v jednom z konec¢ného poctu stavi. Bunky meéni
svij stav vzdy vSechny najednou podle tak zvaného lokalniho pravidla, které je pro vsechny
bunky stejné. Lokalni pravidlo urcuje novy stav butiky v zavislosti na stavech bunéek v jejim
okoli. Funkce urcujici stav vsech bunék celularniho automatu v jednom ¢asovém okamziku
se nazyva konfigurace. Lokalni pravidlo mtze byt rozsifeno na globalni funkci na mnoziné
vSech moznych konfiguraci. Tato funkce urcuje, jak se v jednom kroku zméni libovolna
konfigurace.

O chovani celularnich automatii bylo jiz mnohé dokazano. Mezi nejzajimavéjsi vysledky
napiiklad patfi, Ze je mozné i mezi elementarnimi celuldrnimi automaty nalézt automat
(s kédem 110), ktery dokaze simulovat vypocet Turingova stroje. Je tedy vypocetné uni-
verzalni, ekvivalentni s Turingovym strojem. To ukazuje, ze i velice jednoduché ptirodni
systémy by mohly byt vypocetné univerzalni a mnoho otazek o jejich dynamickém chovani
bude tedy algoritmicky nerozhodnutelnych (popsano v Cook [2]).

Byly vyzkouseny rtizné metody popisujici dynamiku celularnich automati. V této praci
jsou celularni automaty zkoumany pomoci limitnich mnozin, respektive atraktord. Limitni
mnoziny byly zavedeny Stephanem Wolframem jako mnoziny vsech konfiguraci, které se
mohou objevit po libovolné dlouhém vypocétu daného celuldrniho automatu (popsano ve
Wolfram [3]). Limitni mnozina dané obojetné invariantni mnoziny konfiguraci se nazyva
atraktor. Limitni mnozina celého prostoru konfiguraci daného celularniho automatu se na-
zyva maximalni atraktor. Dynamicky systém, tak jak je studovan v dynamice nebo v teorii
chaosu, muze v pritbéhu ¢asu konvergovat k jednomu pevnému bodu, k periodickému cyklu,
nebo k obecnému atraktoru.



Mnoho problémt tykajicich se limitnich mnozin zstava stale otevienych. U nékterych
se podarilo ukézat, ze jsou algoritmicky nerozhodnutelné. V néasledujicich odstavcich jsou
struéné shrnuty dosavadni vysledky, na kterych je tato prace zalozena.

Kurka v [4] studoval dvé mozné konstrukee limitnich mnozin. Zavedl pojem signélniho
posunu pro posun kone¢ného typu, jehoz vSechny konfigurace jsou slabé periodické. Ukéa-
zal, ze kvazi-atraktor, coz je prinik vSech posunné-invariantnich atraktori, je neprazdny,
invariantni a za urcitych podminek ekvivalentni limitni mnoziné. Déle ukézal, Ze jedinym
posunnym atraktorem surjektivniho celularniho automatu je cely prostor, na kterém je
automat definovan.

Nékteré atraktory celularnich automatii jsou posuny a nékteré nejsou. Formenti a Kirka
v [5] ukdzali, Ze posunné atraktory celularnich automatii jsou generovany invazivnimi mno-
zinami. Posunné atraktory obsahuji periodické konfigurace, jsou fetézové misici a jazyk
jejich doplnku je rekurzivné spocetny. Dale ukazali, ze kazdy misici posun kone¢ného typu
je atraktorem néjakého celularniho automatu, ale nemusi byt nutné jeho limitni mnozinou.

Tato prace vychézi zejména z ¢lanku Formenti a Kurka [6], ve kterém autofi popsali
algoritmus Omega, ktery hleda limitni mnoziny specialni tfidy celularnich automat, jejichz
limitni mnozinou je soficky posun. Algoritmus je zalozen na vyhledani signalnich posun,
coz jsou snadno spocitatelné posuny konecného typu obsazené v limitni mnoziné. Signalni
posuny jsou dale specialné spojeny tak, Ze jejich spojeni je stale jesté obsazeno v limitni
mnoziné. Na spojeni aplikuje algoritmus Omega funkci celularniho automatu, dokud se
vysledny posun méni. Tento proces se miize, ale nemusi, zastavit. Pokud se proces zastavi,
je vysledny posun stale obsazen v limitni mnozin€. Pokud ma navic tento posun specialni
vlastnost klesajicich vzort, obsahuje limitni mnozinu a limitni mnozina daného celularniho
automatu tak byla nalezena. Diilezité je, Ze tento algoritmus je pouze heuristicky. Nebot
otazka, zda dany soficky posun je atraktorem daného celularniho automatu, je, jak autori
ukazali, nerozhodnutelna.

Algoritmus Omega byl v této praci a v ¢lanku Formenti, Kirka, Zahradnik [7] zobecnén
na tfidu celularnich automatt definovanych na obecnéjSim stavovém prostoru - na misicim
posunu konec¢ného typu. Zobecnéni je umoznéno algoritmem Spread, ktery hleda inva-
zivni mnoziny daného celuldarniho automatu. Limitni mnozina invazivni mnoziny vracené
algoritmem Spread je maximalnim atraktorem stejného celularniho automatu na mensim
prostoru konfiguraci. Tento mensi prostor konfiguraci vznikne prinikem ptvodniho pro-
storu s posunem konec¢ného typu, jehoz zakazanou mmnozinu slov tvori slova, ktera praveé
nejsou obsazena v invazivni mnoziné.

Hlavnim cilem této diplomové prace je implementace algoritmi Spread a Omega a
jejich praktické vyzkouseni na elementarnich celularnich automatech. Problém hledani in-
vazivnich mnozin, ktery se snazi fesit algoritmus Spread, i problém hledani maximéalniho
atraktoru, ktery se snazi resit algoritmus Omega, se ukazaly byt algoritmicky nefesitelné.
Proto mohou byt oba algoritmy pouze heuristické a neni zaruceno, ze pro dany celularni
automat vydaji néjaky vysledek. Presto jsou algoritmy pouzitelné na mnoho jednoduchych
celularnich automat a je mozné jejich prostrednictvim nékteré atraktory spocitat. Nebo
alespon 1épe porozumét dynamice konkrétniho celularniho automatu.
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Prvnim krokem byla implementace algoritmu Omega podle Formenti a Kurka [6]. Pii
implementaci se ukazalo, Ze je tieba vytesit, jak efektivné pracovat s obrovskymi nedeter-
ministickymi kone¢nymi automaty, které byly zvoleny jako reprezentace sofickych posunii.
Tento problém byl vyfeSen implementaci algoritmi, které dokazi redukovat velké konecné
automaty. Program byl nasledné spustén na vsSechny tfidy elementarnich celularnich auto-
mati. PTi tomto vypoctu se podarilo objevit nékteré maximalni atraktory. Dalsim krokem
bylo zobecnéni algoritmu Omega na konfigurace patfici do néjakého misiciho posunu konec-
ného typu. Nésledovala implementace algoritmu Spread. Oba algoritmy Spread a Omega
byly spojeny dohromady a znovu pouzity na vSechny t¥idy elementarnich celularnich au-
tomatt, tentokrat za tcelem ziskani posunnych atraktort.

1.1 Organizace textu

Obsah diplomové prace je v nasledujicich kapitolach fazen néasledovné. Kapitola 2 obsahuje
zékladni pouzité definice a tvrzeni, o které se opira implementace a spravnost algoritmii
Spread a Omega. V kapitole 3 jsou oba algoritmy podrobné popsany vcéetné pouzitych
datovych struktur, slozitosti jednotlivych krokt a problémi, které musely byt pri jejich
implementaci vyfeseny. V kapitole 4 jsou popsany vybrané ptriklady elementarnich celular-
nich automati, jejichz atraktory se podarilo pomoci algoritmti Spread a Omega spocitat.
V priloze A jsou shrnuty dosazené vysledky na elementarnich celularnich automatech a
priloha B obsahuje stru¢nou uzivatelskou a programatorskou dokumentaci.



Kapitola 2
Zakladni pojmy

Dynamika zkouma, jak se systémy vyvijeji v case. Zkoumany systém muze byt v urcitém
casovém okamziku popsan svym stavem. Stavem systému miize byt jedno ¢islo, redlny
vektor, sekvence pismen nebo nepieberné mnozstvi dalsich reprezentaci. Stavovy prostor
zkoumaného dynamického systému tvoii vSechny stavy, ve kterych se miize systém nachéa-
zet. Dynamika zkoumd a popisuje vlastnosti trajektorii bodu (stavi) stavového prostoru.
V deterministickych dynamickych systémech plati, Ze, pokud je znam stav systému v neé-
jakém casovém okamziku, je mozné odvodit stav systému v libovolném nésledujicim a
v nékterych ptipadech i v libovolném predchozim okamziku.

Na zakladé podrobného prozkouméani a popsani vlastnosti jednoduchych dynamickych
systémy prevést na jednodussi tak, aby si zachovaly ¢ast svych vlastnosti. Tomuto prevodu
pii zachovani nékterych vlastnosti se fika konjugace nebo faktorizace.

Mezi dobie prozkoumanou skupinou dynamickych systémt patii symbolické dynamické
systémy. Stavovy prostor symbolickych dynamickych systémi je tvoren sekvencemi sym-
bolt. Uzite¢nost zkoumani symbolickych dynamickych systémi vyplyva z fundamentalniho
tvrzeni, ze kazdy dynamicky systém je faktorem néjakého symbolického dynamického sys-
tému, jak piSe Balcar a Simon [8] nebo souhrnné Kirka [9].

Celularni automaty jsou ptikladem jednoduchych symbolickych dynamickych systém,
jejichz dynamické vlastnosti je mozné relativné podrobné popsat.

Na néasledujicich strankach je rozpracovana teorie, na které jsou zalozeny zkoumané al-
goritmy Spread a Omega. Tyto véty a tvrzeni zaroven dokazuji korektnost obou algoritmai.
Nékteré véty i tvrzeni se jiz objevily ve Formenti a Kurka [6] a v této préaci jsou jenom
zobecnény, nékteré pochazeji z ¢lanku Formenti, Kirka, Zahradnik [7].

2.1 Symbolické dynamické systémy
Abeceda A je kone¢na mnozina symboll s alesponi dvéma prvky. Prvky abecedy se na-

zyvajl pismena. Slova jsou konecné sekvence pismen nad néjakou abecedou A. Necht
A* :=,;50 A" zna¢i mnozinu vsech slov nad abecedou A a nechf A* := ], ., A" oznacuje



mnozinu vSech neprazdnych slov nad abecedou A. Délka slova u = ug...u, 1 € A" je
znacena |u| = n. Slovo délky nula se nazyva prazdné slovo a znaci se . Slovo u € A* je
podslovem slova v € A* znaceno u C v, pokud existuje k takové, ze u; = v; 1y pro i < |ul.

Nechf u = ug...u, a [a,b) C Z,[a,b] C Z,0 < a < b < n, pak up) == Ug... Up—1 &
Ulqp] i= Uq - - . Up znACT podslova slova u na intervalech [a,b) a [a,b]. Jazyk L je jakdkoliv
podmnozina mnoziny vSech slov A*.

Definice 2.1 Neprdzdny jazyk L C A* se nazjvd rozsirtitelny, pokud pro kaZdé slovo
u € L a kaZdé slovo v C u plati v € L a pokud pro kaZdé slovo u € L existuji a,b € A
takove, Ze ua € L a bu € L.

Priklad: Necht A = {0,1}. Jazyk {x € A* : 11 Z z} je rozSifitelny, kdezto jazyk
{z € A*: 11 C 2} rozsifitelny neni.

Necht A% zna¢i mnozinu vsech obousmérné nekoneénych sekvenci pismen abecedy A.
Prvky mnoZiny AZ se nazjvaji konfigurace nad abecedou A.

Definice 2.2 MnoZina AZ a metrika d(x,y) := 27", kde
n=min{i > 0: x; #y; nebox_; #y_;},

tvori kompaktni metricky prostor nazjvany prostor konfiguract nad abecedou A. Jakd-
koliv uzaviend podmnozina mnoZiny A% doplnénd metrikou d(x,y) se nazjvd symbolicky
prostor.

Definice 2.3 Symbolicky dynamicky systém je dvojice (X, F), kde X je symbolicky
prostor a F': X — X spojitd funkce.

Definice 2.4 Spojitd bijekce m: X — Y mezi prostory dvou dynamickych systémi (X, F')
a (Y, Q), pro kterou plati mo F' = Gom, se nazgvd konjugace a dynamické systémy (X, F)
a (Y, G) se nazgvaji konjugované.

Cylindr slova u € A* na pozici | € Z je mnozina [u); := {z € A% : x4 = u},
¢ili slovo u = ug - - - u,_1 je podslovem zacinajicim na pozici [ vSech konfiguraci obsazenych
v cylindru slova u. Cylindr koneéné mnoziny slov U C A* na pozici [ je

[U):={z € A% : Ju € U,z qju) = u} = U [u];.
uelU

Déle necht [u] := [u]o a [U] := [U]y. Je-li u € A2 a x € [u];, pak [u]; = {y € AL :
d(z,y) < 271} tedy [u]; je oteviend mnozina. Doplnék [u]; je kone¢nym sjednocenim
cylindri, tedy také oteviend mnozina. Proto je kazdy cylindr [u]; obojetnd mnozZina.
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2.2 Sofické posuny

Zobrazeni posunu o : AZ — A% nad abecedou A je definovano jako o(x); := x;,1. Uplny
posun je dynamicky systém (A% o), kde o je zobrazeni posunu. Konfigurace z € A% se
nazyvéa periodicka (o-periodickd), jestlize o?(x) = x pro néjaké p > 0. Nejmensi takové
p se nazyva periodou (o-periodou) konfigurace z. Pro kazdé uw € AT je o-periodickd
konfigurace u® definovana jako (u*); := Ui mod Jul-

Definice 2.5 Posun je jakdkoliv neprdzdnd podmnozina ¥ C AZ, kterd je uzaviend a
silné invariantni vzhledem k zobrazeni posunu, tj. o(X) = X.

Existuje pfiméa korespondence mezi rozsifitelnymi jazyky a posuny. Jazyk posunu
Y C A% je L(Z) :={u€ A*: Fz € Z,uC z}. LX) znadi jazyk L(X) N A". Posun %
muze byt téz definovin mnozinou zakazanych slov D C A* tak, ze ¥ = Sp := {z €
AZ . Yu C z,u ¢ D}. Pokud je z € AZ konfigurace a I C Z interval, pak z|l : [ — A
zna¢i omezeni konfigurace  na interval I. Rozsifeny jazyk posunu ¥ C A% je definovan
jako
LX) = {x|l:x € X, I CZ je interval}.

Definice 2.6 Nedeterministicky koneény automat (NKA) nad abecedou A je ctve-
rice A = (Q,0,1,F), kde Q je konecna mnozina stavi, § : Q x A — P(Q) je prechodovd
funkce z Q x A do mnoZiny vSech podmmnozin mnoziny QQ, I C ) je mnozina startovnich
stavi a F' C Q) je mnoZina prijimajicich stavii.

Slovo u C A* je prijimano NKA A, pokud existuje ¢ € Q“*! takové, ze qy € I,
¢it1 € 6(qi,u;) pro @ < |u| a g € F. Nedeterministicky konecény automat se nazyva de-
terministicky kone¢ny automat (DKA), pokud mnozina startovnich stavi I a mnoziny
d(q,a), g € Q, a € A jsou jednoprvkové mnoziny. Jazyk L C A* je regularni, pokud obsa-
huje vSechna slova pfijimana néjakym NKA. Reverzni automat k NKA A = (Q,6,1, F)
je NKA A" = (Q,0,I'F'), kde ¢ € 0'(p,a) < p € 6(q,a), I' = F a F' =1.To
znamena, ze reverzni automat vznikne obracenim vsSech prechodi a prohozenim startovni
a prijimaci mnoziny.

Definice 2.7 Posun X C AZ se nazjvd soficky, pokud je jeho jazyk L(X) requldrni.

Je nutné si uvédomit, ze jazyk sofického posunu musi byt regularni, ale zaroven ne
kazdy regularni jazyk musi byt jazykem néjakého sofického posunu. Plati, Ze regularni a
rozsititelny jazyk je jazykem néjakého sofického posunu.

Sofické posuny se vétsinou reprezentuji koneénymi automaty nebo oznacenymi grafy.

Definice 2.8 Oznaceny graf nad abecedou A je pétice G = (V, E, s,t,1), kde V' je ko-
neénd mnozina vrcholi, E je koneénd mnozina hran, s,t : E — V jsou zdrojové a ctlové
zobrazeni a | : E — A je oznacovact funkce. Konecnd nebo nekonecénd sekvence hran
T =T TMx-1 je cestou v grafu G, pokud t(m;) = s(miy1) pro vsechna 0 < i < |7 — 1.

11



Zdrojem a cilem konecné cesty m v grafu G jsou s() := s(m) a t(n) := t(my-1). Ozna-
ceni l(mr) € AZU A* cesty 7 je definovdno jako l(r); := l(m;). Necht Bg je mnoZina viech
oznacent vSech obousmérné nekonecnych cest v oznaceném grafu G.

Definice 2.9 Oznaceny graf G = (V, E, s,t,1) se nazyjvd zprava-rezolventni, pokud jsou
vsechny hrany vedouct z néjakého vrcholu v € V oznaceny jinym pismenem. Jinymi slovy
pro kaZdy vrcholv € V' a kaZdé dvé rizné hrany e, f € {e € E: s(e) = v} platii(e) # I(f).
Minimalnt zprava-rezolventni prezentace posunu X je zprava-rezolventni prezentace
posunu X takovd, Ze Zadny vlastni podgraf grafu G negeneruje stejny jazyk.

Tvrzeni 2.1 (Lind a Marcus [10]) Je-li G oznaceny graf, je g soficky posun a G se
nazyvd jeho prezentace. Kazdy soficky posun ma zprava-rezolventni prezentaci.

Dikaz: Necht je 3 soficky posun, A = (Q, 0, {i}, F') je DKA rozpoznavajici jazyk £(X) a
necht R := @\ F zna¢i mnozinu nepfijimacich stavi. Jazyk £(X) je rozsifitelny. Protoze A €
L(Y), i ¢ R. Déle pokud vypocet v DKA A piejde do nepfijimajiciho stavu (¢ € R), musi
jiz dale pokracovat pouze nepfijimajicimi stavy. Je tedy mozné vsechny nepiijimajici stavy
q € R sloucit do jednoho jednoho stavu r. Navic je mozné predpokladat, ze vSechny stavy
q € F' jsou dosazitelné ze stavu i. Kdyby tomu tak nebylo, bylo by mozné nedosazitelné
stavy z automatu odstranit, aniz by se zménil jeho jazyk.

Necht ¢ € F. ProtoZe je stav ¢ dosazitelny, existuje slovo u € L(X) takové, ze §“(i) = q.
Pokud §%(q) € F, plati, ze 6"*(i) € F a tedy uv € L(X). Protoze L(X) je rozsifitelny
jazyk, v € L(X) a neni tedy nutné rozliSovat startovni stav. Lze sestrojit oznadeny graf

G=(V,E,s,t,1), kde
V=Q\{rL,E={(ga) €Q x A: ac A dq,a)c F},

s((q,a)) = q, t((q,a)) = d(¢q,a) a l((q,a)) = a. Graf G je navic zprava-rezolventni, protoze
DKA je zprava-rezolventni.

Déle necht je G = (V, E,s,t,l) oznaceny graf a () je mnozina vSech podmnozin V.
Necht je piechodova funkce ¢ : Q x A — () definovana nasledovné:

d(M,a)={qeQ: Jec E,s(e) € M,t(e) =q,l(e) =a}.

Startovni stav je I = {V'} a pfijimajici jsou stavy F = Q \ {0}. Je tieba ukazat, Ze
NKA A= (Q,0,I,F) piijima L(Xq). Jestlize je

Qo == q1 — - == 1 —— Gn
cesta v grafu G, pak ¢, € 0(V,u), 6(V,u) # 0 a u je pfijato. O

Definice 2.10 Posun ¥ C A% se nazjvd posun konecéného typu (SFT - subshift of
finite type), pokud existuje konecnd mnoZina zakdzanych slov D C A* takovd, Ze ¥ = Sp.
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Zakazana slova v mnoziné D mohou byt brana vSechna stejné dlouhda. Tato délka se
nazjva fad posunu konecného typu ¥ a znadi se o(X). Konfigurace z € A% patif do SFT X
pravé tehdy, kdyZ x neobsahuje zakazané slovo z D jako své podslovo, tj. x[; ;1o € £(2)
pro vSechna ¢ € Z.

Tvrzeni 2.2 KazZdy posun konecného typu 3 je soficky.

Dukaz: Necht p = o(X) — 1. Lze sestrojit kanonicky graf G = (V, E, s,t,1), kde V =
£2(), E = £7(S), (¢) = cio, He) = ey a U(e) = & =

Protoze soficky posun ¥ obsahuje oznaceni vSech obousmérné nekonec¢nych cest v grafu
G, je mozné graf G zjednodusit iterativnim odstranénim vrcholti, ze kterych nebo do
kterych nevedou zadné hrany. Kanonicky graf sestrojeny z mnoziny slov D je zprava-
rezolventni prezentaci posunu Sp.

Priklad: Necht A = {0,1}. Posun Sfpo,013 = {1°°} je koneény posun koneéného typu se
zakazanymi slovy 00 a 01. Posun Syyp; je pfikladem nekonecného posunu konecného typu.
Sudy posun Sygi2n+10: n>0y je soficky, protoze jeho jazyk je regularni, ale neni posunem
konec¢ného typu, protoze ma nekone¢nou mnozinu zakazanych slov. Posun Sioing1n0: n>1}
neni soficky, protoze jeho jazyk neni regularni. Grafy zminénych posunt jsou zachyceny na
obrazku 2.1.

(1) (2) (3)

Obrazek 2.1: (1) Kanonicky graf kone¢ného posunu konecného typu Sioo,013 = {1°°}. Hrana
oznafena nulou muze byt z oznaceného grafu vynechana, aniz by se posun zménil. (2)
Kanonicky graf nekonecného posunu konecného typu Spipy. (3) Graf sofického posunu
Sio12n+10: n>0}, ktery ale neni posunem konecného typu.

Tvrzeni 2.3 Posun ¥ C A% je konecny prdavé tehdy, kdyz obsahuje pouze periodické kon-
figurace. Navic plati, Ze konecny posun je posunem konecného typu.

Dukaz: Je-li x € X, pak také 0" (z) € X. Protoze je posun ¥ konefny, existuje m # n
takové, ze 0™ (x) = 0" (x). To znamend, ze o™ ™ () = x.

Obréacené necht pro spor je ¥ nekone¢ny posun obsahujici pouze periodické konfigurace.
Nechf per(z) zna¢i periodu konfigurace z € X. Pak existuje posloupnost (z,)22, C X
takova, ze lim,_,..per(x,) = oco. Protoze 3 je kompaktni prostor, existuje konvergentni
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vybrana podposloupnost (z,,)2, takova, ze lim; ,,x,, = ¢ € X, ale x nesmi byt periodicka
konfigurace, coz je spor.

Je-li n nejmensi spolec¢ny nasobek period konfiguraci x € X, pak je posun ¥ posunem
konecného typu tadu n + 1. Je-li totiz D = A"\ LX), je ¥ C Sp. Je-li z € Sp,
existuje y € X a yjo,n) = Tjo,n)- Protoze je konfigurace y o-periodickd s periodou n, musi
obé slova yjo.n) = T[o,n) pokracovat doprava pismenem y, a doleva pismenem y,_;. Slova
Ton] = To.. - Tp_1@ & T[—1,) = bTg...Tp_1, kde yo # a a y,_1 # b, jsou totiz zakdzana
mnozinou D. Plati x = y. To znamena, ze v € ¥ a ¥ = Sp. O

Perioda koneéného posunu je nejmensi celé ¢islo p(X) > 0 takové, ze o?*)(x) = z pro
vSechna = € X.

Tvrzeni 2.4 Posun konecného typu ¥ C A% vddu n + 1 je konecny prdvé tehdy, kdyZ pro
kazdé slovo u € L™(X) existuje prdve jedno pismeno a € A takové, Ze ua € LX),

Dikaz: Necht nejprve podminka neni splnéna. To znamend, Ze existuje slovo u € L™(X)
a pismena a,b € A, a # b takové, Ze ua,ub € L (X). Pak existuji konfigurace = € [ua]
a y € [ub], pro které plati £(_oo,0) = Y(—c0,0)- Z toho plyne, Ze alesponi jedna z konfiguraci
x, y neni periodicka a proto posun X neni podle tvrzeni 2.3 konecny.

Jestlize je podminka naopak splnéna, tak také pro kazdé u € L™(X) existuje pravé jedno
b € A takové, ze bu € LX), Existuji i # j takové, Ze &} ;4,) = T[j j+n) & z pFedpokladu

plyne, Ze Zj o) = Z[jc). Na druhou stranu také (oo iin) = T_co jin). Proto o/ ' (z) =
x, tedy posun Y obsahuje pouze o-periodické konfigurace. Podle tvrzeni 2.3 je posun X
koneény. O

Sjednoceni dvou sofickych posunti 31, 3y C AZ je soficky posun. Priinik dvou sofickych
posunil ¥, Xy C AZ je soficky posun, pokud neni priinik prazdny. Existuji algoritmy, které
sestroji z prezentaci pro X; a X5 prezentace pro Xy U Yo a pro X; M Xy, Pomoci koneénych
automatti rozpoznéavajicich jazyky L£(X;1) a L£(X2) je také rozhodnutelné, zda ¥; C s,
protoze L(X;1) C L(X,) pravé tehdy, kdyz £(X;) UL(Xs) = L(X3). Pro dany oznaceny graf
G je rozhodnutelné, zda X¢ je posun koneéného typu, jak pise Lind a Marcus v [10].

Tvrzeni 2.5 Necht Sp, a Sp, jsou dva posuny koneéného typu a necht mnoziny Dy a Do
obsahuji pouze slova stejné delky. Jejich prinikem je Sp,up, a jejich sjednocenim je Sp,np,-

Dtikaz: Sp, N Sp, obsahuje slova, kterd nejsou zakdzana mnozinou D; ani mnozinou Do,
proto Sp, N Sp, = Sp,up,- Podobné Sp, U Sp, obsahuje slova, ktera nejsou zakazana
mnozinou D; nebo mnozinou Dy, proto Sp, U Sp, = Sp,np, O

Definice 2.11 Jazyk minimdlnich zakdzangch slov (first offenders) posunu 3 C A%

je
DY) :={ue At \ L(X): Ujo,jul-1) € E(Z),U[l,m\) e LX)}
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Jazyk minimalnich zakazanych slov posunu X obsahuje vSechna nejkratsi slova, ktera
nepatii do jazyka L£(3). VSechna podslova v slova u € D(X), |v| < |u| do jazyka L(X)
jiz patii, protoZe slovo v je podslovem slova uj,—1) nebo slova w ;). Nasledujici tvrzeni
je potfeba k explicitnimu sestrojeni NKA rozpoznavajiciho jazyk miniméalnich zakazanych
slov néjakého sofického posunu X.

Tvrzeni 2.6 Pokud je L C A* regquldrni jazyk a a,b € N, potom je jazyk
Ligpy :={ve A" : |[v]| >a+b,vgu-p € L}
requldrni a

1. pokud je q pocet stavu nedeterministického konecného automatu prijimajiciho jazyk
L, pak existuje nedeterministicky konecny automat prijimagici jazyk Li.p) s nejvice
a+ b+ q stavy.

2. pokud je q pocet stavi deterministického konecného automatu prijimajiciho jazyk L,
pak existuje deterministicky konecny automat prijimagict jazyk Liap) s nejvice a+q+2°
stavy.

Drikaz:

1. Necht je A = (@, 9, I, F') nedeterministicky kone¢ny automat piijimajici jazyk L. Lze
sestrojit NKA A" = (Q',0',I', F') prijimajici jazyk Liap), ktery zapomene prvnich a — 1
pismen slova v € L, a pak prejde do vSech pocatecnich stavii automatu A, ¢imz zapomene
dohromady prvnich a pismen. Z pfijimajicich stavii automatu A jde do b zavéreénych
(pfeskakovacich) stavii. Necht R = @ \ F' je mnozina nepfijimajicich stavii automatu A.

Necht

Q =Qui{0,1,....a+b—1},

j {0} pokud a>0
I pokud a =0,

R = Q' \ {a+ b} pokud b >0
| RuU{0,...,a+b—1} pokud b=0,

0’ roz§ifuje 0 o nové prechody nasledovné:

{¢g+1} pokud ¢ <a—2neboqg>a
§(q,7) = 1 pokud ¢g=a—-1laa>0
T (g, x)U{a} pokud g€ @\ Rab>0
d(q, x) pokud ¢ € R

Je-li ' = Q"\ R/, rozpoznava NKA A’ jazyk Li,p).

2. Deterministicky kone¢ny automat ma misto b zavérecnych stavi v kazdém stavu
binarni registr r délky b, ktery udrzuje informaci o b predchozich stavech. Pokud nebyl ity
predchozi stav pfijimajici, pak r,_; = 0, jinak r,_; = 1. Slovo je pfi dosazeni svého konce
prijato, pokud ry = 1, a odmitnuto, pokud ry = 0. O
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Tvrzeni 2.7 Jazyk minimdlnich zakdzanych slov D(X) sofického posunu ¥ C A% je regu-
larnd.

Diikaz: Plati D(S) = (A% \ £(2)) N L(D)p1) N L(Z)0). O

Definice 2.12 Posun X C AZ se nazjvd tranzitivni, pokud pro libovolnd dvé slova u,v €
L(X) ezistuje slovo w € L(X) takové, Ze uwv € L(X). Posun ¥ C A% se nazjvd misict,
pokud pro libovolnd slova u,v € L(X) ezistuje n > 0 takové, Ze pro vSechna m > n existuje
slovo w € A™ a uwv € L(X).

Definice tranzitivniho a misiciho sofického posunu se daji preformulovat kombinatoric-
kymi vlastnostmi, které musi spliiovat oznaceny graf. Oznaceny graf G = (V, E, s,t,1) se
nazyva silné souvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy z,y € V existuje cestaz x doy az y
do x. Podgraf grafu G je graft G' = (V' E', ¢, t',I'), kde V' CV, E' ={e € E : s(e) €
V' tle) € V'} a s t',l' jsou omezeny na E’. Silné souvisla komponenta grafu G je ma-
ximalni silné souvisly podgraf grafu G. Piiklady netranzitivniho, tranzitivniho a misiciho
posunu jsou zachyceny na obrazku 2.2.

Obrézek 2.2: (1) {0¥1°°,k > 0} U {0°°} neni tranzitivni posun. (2) {(01)>, (10)>} je tran-
zitivni posun, ale neni misici. (3) Posun zlatého fezu Spy1y je misici.

Tvrzeni 2.8 (Lind a Marcus [10]) Soficky posun ¥ je tranzitivni pravé tehdy, kdyZ je jeho
minimalni zprava-rezolventni prezentace silné souvisld.

Duikaz: Necht G = (V| E,s,t,1) je minimélni zprava-rezolventni prezentace posunu X.
Nejprve se ukaze, ze pro kazdy vrchol p € V existuje slovo u, € L(X) takové, ze kazda
cesta m v grafu G oznacend slovem u,, obsahuje vrchol p. Necht tomu tak pro néjaky vrchol
p € V neni. Nyni je mozné vytvorit novou prezentaci H posunu X tak, ze se z grafu GG
odstrani vrchol p a vSechny hrany tento vrchol obsahujici, coz je spor s minimalitou grafu
G.

Necht jsou p,q € V dva vrcholy grafu G a u,, u, dvé slova popsand vyse. Protoze je
graf G silné souvisly, existuje slovo w takové, ze uywu, € L(X). Necht m, I(7) = u,wu, je
cesta v grafu G, pak m = T,wr, a l(1,) = uy, [(7,) = ug, l(w) = w. Protoze cesta 7, obsahuje
stav p a cesta 7, obsahuje stav ¢, existuje cesta ze stavu p do stavu q.

Obréacené necht G = (V| E| s,t,1) je silné souvisly oznaceny graf, ¥ = ¥ au,v € L(X).
Pro u a v existuji v grafu G cesty 7 a 7 takové, ze I(7) = u a (1) = v. Jelikoz je graf G
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silné souvisly, existuje v ném cesta w takova, ze t(m) = s(w), t(w) = s(7) a l(w) = w. TwT
je cesta v grafu G a l(m)l(w)l(T) = uwv € L(X). O

Oznaceny graf G = (V, E, s,t,1) je aperiodicky, pokud mnoZina vrcholii V' nemize
byt rozdélena do disjunktnich mnozin V;, pro které by platilo V =V,U...UV,_;,p>2a
pokud s(e) € Vi, pak t(€) € V(;, 1) mod -

Tvrzeni 2.9 Soficky posun ¥ C A% je misici prdavé tehdy, kdyZ je jeho minimdlni prezen-
tace silné souvisld a aperiodicka.

Diikaz: Necht je ¥ misici soficky posun a graf G = (V, E, s, t, 1) jeho minimélni prezentace.
Pak G je silné souvisly, protoZe misici posun je tranzitivni. Necht G neni aperiodicky, tj. lze
V' rozdélit na disjunktni Vg, ..., V,_; tak, Ze pro vSechny hrany e € E plati s(e) € V; =
t(€) € Viit1) mod p- Necht ¢ € Vi a nechf u, je slovo jako v ditkazu tvrzeni 2.8, tj. u, € L(X)
a kazda cesta v grafu G oznacena slovem u, obsahuje vrchol ¢. Je-li u,uwu, € L£(X), pak
|wu,| je délitelné p, coz je spor s pfedpokladem, ze graf G je misici.

Naopak necht G = (V| E,s,t,1) je silné souvisly, aperiodicky, oznaceny graf. Ukaze
se, ze posun Y je misici. Pro pevné ¢o € V se definuje mnozina P := {p > 0 :
existuje cesta z gy do qo délky p}. Necht p je nejvétsi spolecny délitel mnoziny P. Necht
pro spor je p > 1 a necht

Vi ={q €V : existuje cesta z qy do ¢ délky mp +i,m >0},i=0,...,p— 1.

Kdyby ViNV; # 0 proi # j a ¢ € V;N'Vj, pak by délka jedné z cest go ¢ *, ¢o nebo
W% > ¢ LR go nebyla délitelnd p. Proto p = 1. Podle véty z Kazda [11] existuje £ > 0
takové, Ze pro vSechna n > k plati n € P. Jsou-li u,v € L(X) dvé slova, existuji v grafu G
dvé cesty m a T takové, ze t(m) = q1, (7)) = u, s(1) = ¢z a l(7) = v. Protoze graf G je silné
souvisly, existuje cesta p z q; pres gy do g» délky d. Protoze ze stavu gy do stavu ¢y vedou
cesty vSech délek n > k, existuji cesty ze stavu ¢; do stavu ¢ vSech délek n +d > k + d.
Takze pro kazdé m > k + d existuje slovo w € A™ takové, ze uwv € L(X). O

Definice 2.13 Pro danou abecedu A je definovdn k-blokovy kéd oy, : AL — (AF)Z jako
()i == zpiipx). Necht & C A% je posun, pak L¥ := ay(Z) C (A%)% znaci k-blokové
zakédovani posunu 3. Necht pro oznaceny graf G = (V, E,s,t,1) a k > 0 je k-blokovy
graf definovdn jako G .= (V' E',s' ¥, 1'), kde V' C E*' je mnoZina cest délky k — 1
v grafu G, E' C E* je mnozina cest délky k v grafu G, s'(e) = ej_1), t'(€) = e a
I': E' — A* je definovdno jako I'(e); = I(e;).

Necht je L¥ k-blokové zakédovani posunu ¥. Pak oy : ¥ — X je konjugace systémi

(3,0) a (X% 5). Necht G = (V,E,s,t,1) je oznaceny graf. Pak GI¥ je prezentace k-
blokového zakédovani (3¢)* posunu Y, jak pise Lind a Marcus v [10].
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2.3 Spojeni posunu

Definice 2.14 Necht ¢ > 0 je celé ¢islo. c-spojeni dvou posunii ¥; C A% a ¥y C A”
obsahuje vechny konfigurace x € A? takove, Ze x € X1 U Xy, nebo existuji celd cisla a, b
takovd, Ze b—a > ¢, T(—oop) € L(31) @ T(g00) € L(X2). c-spojent posunii ¥y a Xy se znact
SV .

Priklad c-spojeni je uveden v souhrnném piikladé elementarniho celuldrniho automatu

vvvvvv

posunt je uvedeno u experimenti popsanych v kapitole 4.

Tvrzeni 2.10 (Formenti a Karka [6]) c-spojeni dvou posunii je posun a c-spojent je aso-
ciativnd operace. Konfigurace © € A% patii do ¥1 V ...V B, prdvé tehdy, kdy? existuji celd
Gislak >0,1 <4 <---<ip <n aintervaly Iy = (a1,b1), Iy = [ag, bs),..., [y = [ax,by)
takové, Ze a4y = —00, by = 00, a; < aji1, bj < bji1, bj — a1 > cax|l; € Z(Eij).

I
7
a’_a’m—i—l

Obrazek 2.3: Asociativita c-spojeni

Duikaz: Necht konfigurace © € 1 V 35 a existuji a, b takové, ze b—a > ¢, T(—oop) € L(3)
a Tlgo0) € L(3,). Pak O(T(—oop) = T(—oop-1) & O(Tja00) = Tja—1,00)- D=1 —a+12>¢,
T(—o0,b—1) € L(Z)) a Tla—1,00) € L(X,), tedy o(z) € I; vV D, o Hz) e ¥y V 2, se dokdze
podobné. c-spojeni dvou posunt je tedy posun.

Indukei se dokéze tvrzeni pro formuli ¥ V --- V X,. Podle definice ¢-spojeni plati
formule pro n = 2, tj. £; V ¥,. Nechf je z € (24 VooV Y1) V %, pak existuje
Yy € X VooV Yin-1, 2 € Xy a celd cisla a, b takova, Ze T(_oop) = Y(—oob)s Tla,oo) = Za,c0)
a b — a > c. Podle indukéni hypotézy existuji celd ¢isla k a intervaly Iy, ..., I} takové, zZe
y|I; € L(Z;,). Necht m je jediny index, pro ktery plati b+ m — 1 < b < b,,. Necht it =iy
pro j < m a iy, = n. Necht jsou intervaly [} := [a}, V) definoviny pro 1 < k <m +1
nasledovné:

bj pro j<m

o po j<m o i
aJ'_{max{a,am—i-l} pro j=m+1"~’ bj.— l;o gig ;:%—Fl

Potom z|[} € Z(Ei/j), protoze I; = I; pro j < m, I}, = [am,b) C [am,bn) = Iy, pro
a, ., = a mame I}, = [a,00) tedy z|I),,, € L(%,) a konetné pro al,,,, = a,, + 1 méme
o1 = lam +1,00) C [a,00), tedy z|1,, ., € L(X,).
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Déle V), —a},; = bj —a;jy1 > ¢ pro j <m. Pokud a1 = a, pak b, —a;,,, =b—a>c
a konec¢né pro a;, .| = @y, +1 méme b}, —al, ., =b—a, —12> by, 1 —a, >c

Podobnou indukei mutize byt ukézano, ze formule plati pro ¥; V (2o VooV ¥,) za
piedpokladu, Ze plati pro £y V --- V 2,. To je spolu s predchozim odstavcem dikazem
asociativnosti c-spojeni. ]

Pokud je tfeba spojit dva sofické posuny pomoci c-spojeni, je tieba sestrojit k obéma
spojovanym posuntim jejich c-blokové zakédovani. c-blokova zakédovani zajisti potiebny
prekryv délky c. Konstrukce prezentace pro c-spojeni dvou sofickych posunii je popsana
v dlikazu nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 2.11 Necht £, C A% jsou sofické posuny a ¢ > 0. Potom £, V Xy je soficky
posun a existuje algoritmus, ktery sestroji prezentaci G posunu X1 V X z prezentaci G;
posunt Y,;. Ddle plati, Ze G md stejné silnée souvislé komponenty jako sjednoceni grafi

Gy UGhs.

Dukaz: Necht G; = (V;, E;, s;, t;,1;) jsou prezentace pro EEC], déle je mozné predpokladat,
ze mnoziny vrcholt a hran grafti G; jsou disjunktni, tj. V1NV, = 0, E;NEy = (). Prezentace
¥, V B se sestroji jako graf G = (V, E, s,t,1) tak, e V =V, UV; a

E = E1 U E2 U {(61, 62) c E1 X Eg : ll(el) = lg(eg)}.

s((el,eg)) = 81(61), t((el,eg)) == tg(@g) a l((el,eg)) = ll(el) = lg(eg). ZG = (21 \C/ 22)[6}
Slozenim [ a projekce m; : A° — A se dostane prezentace pro ¥y V 3.

Silné souvislé komponenty grafii (G; nejsou nové pridanymi hranami zménény, protoze
se pridavaji pouze hrany vedouci z GG; do Gbs. O

2.4 Celularni automaty

Celularni automaty jsou vétsinou definovany jako spojité zobrazeni F' : A — A% z mnoziny
vsech konfiguraci A% do mnoziny vSech konfiguraci A%, které komutuje se zobrazenim
posunu (Fo = oF). Ve Formenti a Kirka [6] je popsan algoritmus Omega, ktery hleda
maximalni atraktor daného celuldrniho automatu.

Jednim z cild této prace je zobecnit uvedeny algoritmus Omega tak, aby nachazel kromeé
maximalnich atraktorti i obecnéjsi, posunné atraktory. K tomuto tucelu je nutné klasickou
definici celularniho automatu zobecnit. V této praci je celularni automat definovan na
prostoru vSech konfiguraci, které patii do néjakého misiciho posunu konec¢ného typu X C
AZ . Diky tomuto zobecnéni plati véta, ktera ¥ika Ze, kazdy posunny atraktor je maximalnim
atraktorem stejného celuldrniho automatu na potencialné mensim prostoru konfiguraci.
Tim je dosazeno zobecnéni algoritmu Omega z maximéalnich na posunné atraktory.
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Definice 2.15 Celuldrni automat je dvojice (X, F), kde X C AZ je misici posun konec-
ného typu a F : X — X je spojité zobrazeni komutugjici se zobrazenim posunu (Fo = oF).

Pro kazdy celuldrni automat existuje lokalni pravidlo f : £ ™" (X) — LY(X)
takové, Ze F(z); = f(Z{i4m,i+a))- Celd ¢islam < a se nazgvaji pamét a odsazeni. Pramér
celularniho automatu (X, F') je d := a — m. Lokalni pravidlo muze byt rozsifeno na f :

L(X) — L(X) jako

| flupira) pro  0<i<|ul—d
flws = { A pokud |u| <d

Nékolik podrobné popsanych piikladt celularnich automatt je mozné nalézt v kapitole 4.

Nésledujici tvrzeni charakterizuje obojetné (uzaviené a oteviené) podmnoziny W C X
néjakého misiciho posunu konecného typu X a umoziuje je reprezentovat jako mnoziny
slov U C L£™(X). Cylindr slova u na pozici [ v prostoru X je definovan jako [u], :== {z €
X @ 4ju)) = u}. Podobné se na prostor X omezi definice cylindru kone¢né mnoziny slov.

Tvrzeni 2.12 Necht X je misici posun konecného typu. KazZdd obojetnd mnozina U C X
je sjednoceni néjaké konecné mnoziny cylindri.

Dukaz: Jestlize je U obojetnd mnozina, pak pro kazdé u € U existuje cylindr [v] C U
takovy, Ze u € [v]. Protoze U je kompaktni mnoZina, mé jeji oteviené pokryti {[v] : [v] C
U} konecné podpokryti. Proto je U sjednoceni kone¢ného poctu cylindri. ProtoZe je mozné
kratsi cylindry vzdy rozsitit na délku nejdelsiho cylindru, je navic mozné vzit do sjednoceni
vSechny cylindry stejné délky. O

Nésledujici tvrzeni umoznuje z prezentace sofického posunu ¥ vytvorit prezentaci sofic-
kého posunu F'(X), ktery vznikne aplikovanim funkce celuldrniho automatu F' na vSechny
konfigurace € ¥. A i naopak je moZné sestrojit prezentaci pro posun F~1(X).

Tvrzeni 2.13 Necht (X, F) je celuldarni automat a ¥ C X soficky posun. Pak F(X) =
lyeX: IreX&Flx)=y} a F Y3 ={reX: F(zr) € X} jsou sofické posuny
a existuje algoritmus, ktery sestroji jejich grafy z lokdlniho pravidla f, grafu posunu ¥ a
mnoziny zakdzanych slov posunu X.

Diikaz: Necht [ : £(X)?! — £1(X) je lokalni pravidlo celularniho automatu (X, F) a G =
(V,E, s,t,1) je prezentace posunu X.. Prezentaci pro posun F(X) lze sestrojit nasledovné.
V1 je mnozina vSech cest délky d v grafu G a FE; je mnozina vsech cest délky d + 1 v grafu
G. Lze predpokladat, ze d + 1 > o(X), kdyby platilo d + 1 < o(X) je mozné pravidlo f
rozsitit tak, aby podminka platila. Pro kazdou hranu v € E; se definuje zdrojové zobrazeni
s1(u) = ujo,q) a cilové zobrazeni t;(u) = up g. Potom je G' = (Vi, Ey, s1,t1, f) prezentaci
posunu F ().
Prezentaci pro posun F'~1(X) lze sestrojit nasledovné. Necht

By ={(e,u) € E x L™(X) : I(e) = f(u)}
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je mnozinou hran. K jedné hrané grafu G se pridaji vSechna slova, ktera se lokadlnim pra-
vidlem f zobrazi na oznaceni této hrany. Startovni a cilové zobrazeni se definuje jako
so((e,u)) = (s(e),u,a) a ta((e,u)) = (t(e),up,q). Vrcholy konstruovaného grafu jsou
Vo = s9(Fy) Uty(Fy) C V x LYX). Necht je oznacovaci funkce ly((e,u)) = ug. Pak
Gy = (Vy, By, 89,19, 15) je prezentaci posunu F~1(3). O

2.5 Atraktory celularnich automatu

Definice 2.16 Necht (X, F) je celuldrni automat.
1. Mnozina W C X se nazgvd invariantni (F-invariantni), pokud F(W) C W.

2. Necht W C X je invariantni uzaviend mnozina. Omega-limitou mnoZiny W se
nazgvd mnozina Qp(W) = (50 F"(W).

3. MnozZina Y C X se nazyvd atraktor, pokud existuje obojetnd invariantni mnoZina
W C X takovd, zZe Y = Qp(W).

4. Atraktor Y se nazjvd posunny atraktor, pokud je Y posun.

5. Qr(X) je maximdlnim atraktorem celuldrniho automatu (X, F).

Je dilezité si uvédomit, ze Qp (W) néjaké mnoziny W obsahuje ty konfigurace, které se
objevuji ve vSech iteracich funkce F' na mnoziné W. Z definice omega-limity plyne, ze

r € Qp(W) = F"(W) <= V¥n>0,3y e W,z =F"(y).

n>0

Napiiklad konfigurace (01)°°1100(01)> ani Zadny jeji obraz nemohou patfit do maximal-
niho atraktoru ECA 184 (viz sekce 4.3), protoze nemaji vzor.

Priklad: Necht je dan celularni automat (A% Id), kde Id je identita uréena lokdlnim pra-
vidlem f(2}i—1,41]) = =;. Kazda podmnozina W C A? je invariantni, protoze Id(W) = W.
Je-li W obojetna, pak Q14(W) = W. Tedy kazda obojetna mnozina prostoru AZ je atrakto-
rem celuldrniho automatu (A%, Id). Maximalnim atraktorem celularniho automatu (A%, 1d)
je cely prostor AZ.

2.6 Signalni posuny
Na dynamiku nékterych celularnich automatt mtze byt nahlizeno jako na dynamiku sig-

nalt (signalnich posunt), které prostupuji skrze né&jaké neutrdlni médium tvorené peri-
odickymi konfiguracemi. Signal si lze pfedstavit jako castici zasahujici jednu nebo vice

21



Titmg Li Titmgtp Titp Litag+p

FioP(z); FU(2)ity

Obrazek 2.4: Jelikoz F(x); = f(Z[i+mq,itaq), zavisi hodnota F9(x); pouze Na Z|iimgitaq-
Protoze zobrazeni posunu komutuje s funkci F, hodnota F%0P(x); zavisi pouze na

Llitmg+p,i+ag+p]-

konfiguraci, ktera se vzdy po urcité dobé ve vypoctu celularniho automatu opakuje posu-
nuta vlevo ¢ vpravo, nebo jako mnozinu konfiguraci, které se po urcité dobé ve vypoctu
opét objevi posunuté. Pokud se dva signaly ve vypoctu setkaji, reaguji spolu a mohou se
zménit. Napiiklad se mohou transformovat v signal jednodussi. Pokud je navic maximalni
atraktor zkoumaného celularniho automatu obrazem spojeni nékolika signalnich posunt,
plati, Ze tento celularni automat ma pouze konecny pocet nekonecnych tranzitivnich sig-
nalnich posunii.

Definice 2.17 Necht (X, F) je celularni automat. Konfigurace © € X se nazyva slabé
periodickd, pokud Filo?(x) = x pro néjaké celé ¢ >0 ap € Z. (p,q) se nazjvd perioda
konfigurace x a p/q rychlost konfigurace x. Necht je 8, 4)(X, F) :={x € X : FioP(z) =z}
mnozina vSech slabé periodickych konfiguraci s periodou (p,q). Signdlni posun je kazdd
neprazdnd mnozina 8, (X, F).

V dalsim textu znaéi 8,4 signalni posun 8, (X, F)) daného celularniho automatu

(X, F).

Tvrzeni 2.14 Necht je (X, F) celuldrni automat. Pak md mnoZina 8, o ndsledujici vlast-
nosti:

1. Je uzavrend.
2. Je o-invariantni a 8, 4 je posun, pokud je to neprdzdnd mnozina.
3. Je F-invariantni, F : 8, g — S(pq) je bijekce a 8¢9 C Qp(X).

4. Pokud je 8, 4) konecnd, obsahuje pouze o-periodické konfigurace.

Dukaz:
1. Necht P = {z € X : Fi%P(z) # x} a necht ma (X, F') pamét m a odsazeni a.
Je tfeba ukézat, Zze P je oteviend mnozina. Necht x € P a necht i € Z je zvoleno tak,
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ze FioP(x); # x;. Hodnota F90P(x); zavisi pouze na Zjimgip,itaqtp (Obrazek 2.4). Necht
u = x4, kde j = min{i, i+mq+p} a k = max{i,i+aq+p}. Tedy hodnota FioP(x); zavisi
na slovu u. Jelikoz pro kazdé y € [u]; plati, ze F90?(y) # y, a protoze cylindr [u]; C P je
oteviena mnozina, je P také oteviena mnozina.

2. Pokud z € 8,), pak * = FioP(z) a plati o(x) = o(FloP(x)) = FloP(o(x)), tedy
o(z) € 8(,,- Podobné pro o~ 1.

3. Podobné se ukaze, Ze 8, je silné F-invariantni. Jelikoz F(8(,q) = 8(p,q), musi
Sp.g) € Qr(X).

4. Podle tvrzeni 2.3. O

Véta 2.1 Necht (X, F) je celuldrni automat s paméti m a odsazenim a a necht d = a—m
je jeho primer.

1. Jestlize je 8y 4) neprdzdny, pak je posunem konecného typu.
2. Jestlize je 8y,q) nekonecny, pak o(8¢q) < max{o(X),dg+1} a —a < p/q < —m.

3. Jestlize po/qo < p1/q1, Pak Spo.g0) N S(prgr) Je konecny a p(Spy.q0) N S(p1,qr)) A€l

(% — Z—g)q, kde q := nsn(qo, 1) je nejmensi spolecny ndsobek qo a q.

Dikaz:

1-2. Pokud je © € 84,4, Plati @; = fUT{itmgrpitagip)). Existuji t¥i pfipady. Necht
nejprve aq + p < 0. Protoze m < a, plati mg + p < ag +p < 0 a necht je funkce
g: AP — A~™47P definovana nasledovné:

- fq(u[O,dq]) pokud j=-mg—p—1

Pak Z(iimgipt1i = g(x[quer,i,H) pro kazdé ¢ € Z. To je mozné jenom v piipadé, Ze
konfigurace x je o-periodicka. Navic je perioda x omezena |A|~™97P, proto je 8, ) konecna
mnozina a tedy posun konecného typu podle tvrzeni 2.3.

Pripad pro 0 < p + mgq se ukdze obdobné jako pripad p + ag < 0. 8,4 je konecna
mnozina a tedy posun konec¢ného typu.

Pokud —a < p/q < —m, necht je definovdno w := Zjimgipitagry € A% Pak je
podminka ; = f4(Z(itmgtpitagtp]) 06€Z jako u_pmg—p = f4(u). Necht D := {u € L4 (X) :
JUu) # U—mg—p}, Pak 849 = Sp N X a 8, je posun konecného typu fadu nejvice
max{o(X),dq + 1}.
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3. Necht pa = qpo/qo, ps = qp1/q1. Pokud x € 8,.4) N 8(p,,q1) @ Protoze je F0P na
8(po,q0) identita, plati

U_pQ(:E) — o.—p2qugpo(l,)
— O-*p2(Fl100.po)%(l,)
_Pod 04 Pod
= 0 w Fawgw(x)
= I(z)
_Pla @14 pig
o u Faga ()
— J*pS(FQIO-pl)%(x)

= o P(x)

a tedy o P2 (z) = x. O

Véta 2.2 Necht je (X, F') celuldrni automat s prameérem d, necht 8y, 41), - - -, S(pn.qn) J50U
signalni posuny uspordadané sestupné podle rychlosti tak, Ze plati p;/q; > pj/q; pro i < j,
a necht q je nejmensi spolecny ndsobek cisel qq, . .., q,. Ddle necht celé ¢islo ¢ > 0 spliiuje
ndsledugici podminky:

o(X)<c

Vi <n,0(8p,q)) < €

Vi <j <1 (8pia) N8p,0) 7 = P(8pia) N8(p,0) < ©)
Vi<j<m, (8(pi=Qi) A 8(1?.7‘:‘1,7‘)) #0 = (d— % + z_j)q <c¢)

Pro posun ¥ = 8y,.0) V - V 8(pn.qn) Pak plati ¥ C FI(X) a ¥ C Qp(X).

Duikaz: Technicky dikaz tohoto tvrzeni je mozné nalézt v ¢lanku Formenti, Kurka, Za-

hradnik [7]. O

ot tom Omd OmE Edl] EUJE EE] EEnR

(] (] (] (] (] (] (] |
HNE BN EEEEE =R L[] ] H BN EN H BN EEEEEEEEEE N
[ [ ] [ [ ] LT T
. . "
]

Obrézek 2.5: ECA 128
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QF(X) = F(S(l,l) vV 8(7171))

Obrézek 2.6: Signalni posuny 811y a 81,1y ECA 128 uvedené ve 2-blokové prezentaci,

uprostied jejich 2-spojeni 81 ) v 8(-1,1), dole maximalni atraktor Qp(X) = F(8¢1,) Y,
8-1,1))-

Priklad: Lokalni pravidlo a ukdzkovy vypocet elementarniho celularniho automatu s ké-
dem 128 jsou zachyceny na obrazku 2.5. Tento celuldrni automat ma na prostoru konfi-
guraci X = {0,1}%* dva signalni posuny 811y = Sqioy a 8(—1,1) = S{o1}. MnoZina slabé
periodickych konfiguraci 8(o1) = So1,10y = {0°°,1>°} obsahuje pouze dva prvky, a proto
neni nekonecnym signalem.

Rad signélnich posunt je 0(81,1)) = 0(8(-1,1)) = 2. Jejich prinikem je {0°°, 1>}, proto
p(8(1,1) N8(-11)) = 1. Protoze (d — &t + £2)g = (2 —1— 1)1 = 0, dostdvame ¢ = 2.

V prvnim faddku na obrazku 2.6 jsou uvedeny 2-blokové prezentace 8(; 1) a 81 1). Jejich
2-spojeni ¥ 1= 81 1) Y, S(—1,1) = Sq10n1: n>0}ufoi0} je sestrojeno ve druhém fadku. Plati, ze
F(X) = F%(X), a tedy F(Z) C Qp(X). Ve tietim fadku je uvedena minimaln{ prezentace
F(X) = Spior1: n>o0}-

Nasledujici véta 1ika, ze celularni automat, jehoz maximalni atraktor je mozné sestrojit
jako F' obraz spojeni nékolika signalnich posuni, ma pouze konecny pocet nekonecnych
tranzitivnich signalnich posunt.

Véta 2.3 Necht je (X, F) celuldrni automat. Pokud Qp(X) = F¥(8pran V- V 84 an))
pro néjaké (pi,q;) € Z x NT a k,c >0, pak (X, F) md pouze konecny pocet nekonecnych
tranzitivnich signdlnich posunai.

Dtikaz: Necht je 8, ) nekonecny tranzitivni signalni posun. Protoze je 8,4 tranzitivni,

plati 8, 4) € 8(p,,4,) Pro néjaké ¢ podle véty 2.2. Protoze je 8, ,) nekonecny, dostdvame
p/q=pi/q a q < ¢;. TakZe je pouze konetné mnoho moznosti pro (p, q). O
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Obrazek 2.7: Vlevo situace popsana definici vlastnosti r-klesajicich vzori 2.18. Kazdy rty
vzor v slova u € L(X) N L(D(X)) musi obsahovat jako podslovo slovo w kratsi nez u. Na
pravém obrazku je zachyceno, jak jsou v jazyce L, v dikazu tvrzeni 2.15 kontrolovana
vsechna podslova kratsi nez néjaké slovo u pro vsechna k& < dr 4 1. Situace je zachycena
pro celularni automat s priimérem d = 2, pro r = 2 a pro slovo u délky 3, v € f~%(u),

lv| =T.

2.7 Vlastnost klesajicich vzoru

Definice 2.18 Necht je f : L(X) — L(X) rozsitené lokdlni pravidlo celuldrniho automatu
(X, F). Posun ¥ C X ma vlastnost r-klesagicich vzoru, pokud pro kazdé v € X ND(X)
kazdév € f~"(u) obsahuje podslovow € D(X) a |w| < |u|. Posun X md vlastnost klesajicich
vzori, jestlize md vlastnost r-klesajicich vzorid pro néjaké r > 0.

Podminka vlastnosti klesajicich vzort je zachycena na obrazku 2.7. Tato podminka je
trividlné splnéna v piipadé, Zze f~"(u) = ). Toho je vyuzito napiiklad pfi pocitani atraktoru
ECA 12. Protoze pro slovo u & L(F"(X)) plati, ze f~"(u) = 0. Dostévame, Ze pro kazdé
X mé F"(X) r-klesajici vzory.

Véta 2.4 Necht je (X, F) celuldrni automat a ¥ C X posun majici klesajici vzory, pak
Or(X) C 2. Pokud je navic ¥ C F*(Z) pro néjaké k > 0, pak Qp(X) = 3.

Dukaz: Pro spor necht u € L(Qp(X)) \ L(X) C L(X) \ L(X). Posun ¥ ma r-klesajici
vzory. To znamend, ze kazdy rty vzor obsahuje jako podslovo slovo w ¢ L(X), které je
minimalné o jedna kratsi nez u. Po |u| opakovanich je |w| = 0. Proto kazdé v € f~"1I(u)
obsahuje jako podslovo slovo w € £(X) \ £(X) nulové délky. Existence takového slova w
je spor, protoze |w| = 0 implikuje w = A a A € £L(X). Proto je mnozina f~"!*/(u) prazdna
au¢ L(Qp(X)). Tim je dokdzano, ze L(Qr(X)) C L(X) a Qp(X) C 2.

Pokud je ¥ C F*(X), pak ¥ C F*(X) C F?*(X)---, a proto & C Qp(X). O

Tvrzeni 2.15 Ezxistuje algoritmus, ktery rozhodne, zda pro dany celuldrni automat (X, F')
a dané r > 0 ma dany soficky posun ¥ C X vlastnost r-klesajicich vzori.

Dukaz: Jazyky £(X), £L(X), D(X) a f~"(D(X)) jsou regularni. Jazyk

Ly = {vel(X): fr( ) D(X), Vk < dr+ 1,0kt fo-ar—1) € L(X)}
= LX)NnfT ﬂ LX) (k,dr+1—k)
k<dr+1
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je také regularni, protoze je prinikem regulérnich jazyka. Jazyk L, obsahuje rté vzory slov
z jazyka L(D(Y)), jejichz kazdé podslovo kratsi nez jejich rté obrazy (délka rtého obrazu
je |v| — dr) je obsazeno v jazyce L(X). Proto je jazyk L, prazdny pravé tehdy, kdyz posun
Y2 ma vlastnost r-klesajicich vzort. Test prazdnosti regularniho jazyka je trivialni operace,
je tedy mozné sestrojit rozhodovaci algoritmus. O

Priklad: Aby pro posun F(X) z ptikladu elementarniho celularniho automatu s kédem
128 (viz kapitola 2.6) platilo F'(X) = Qp(X), je tfeba ukazat, ze ma vlastnost 1-klesajicich
vzoru. Necht v € X \ L(F(X)), pak u obsahuje jako podslovo 10”1 pro né&jaké n > 0.
Pro n < 2 nemé u 7adny vzor. Pro n > 2 mé konfigurace u jediny vzor 1110" 2111,
ktery obsahuje zakdzané slovo 10"21. F/(X) méa tedy vlastnost 1-klesajicich vzort, a proto

Qp(X) C F(X). Dohromady F(X) = Qp(X).

2.8 Invazivni mnoziny a posunné atraktory
Definice 2.19 Necht (X, F) je celuldrni automat.

1. Obojetnd, F-invariantni mnozina W C X je invazivni (spreading) doprava (doleva),
pokud F*(W) C o= Y (W) (F¥(W) C o(W)) plati pro néjaké k > 0.

2. Obojetnd, F-invariantni mnozina W C X je tnvazivni (spreading), pokud je inva-
zivnt doleva @ doprava.

Jak bylo zminéno v predchazejicim tvrzeni 2.12, je mozné kazdou obojetnou podmno-
zinu prostoru X reprezentovat jako cylindr kone¢né mnoziny slov. Toho lze vyuzit pro
usnadnéni prace s invariantnimi a invazivnimi mnozinami.

Definice 2.20 Necht (X, F) je celuldrni automat. MnoZina slov U C L"(X) se nazgvd
invariantni (invazivni), pokud je (U] invariantni (invazivni). U je minimdlni invariantni
mnozina, pokud je U invariantni a neexistuje Zadnd vlastni podmnozZina V C U takova, Ze
Qp([U]) = Qr([V]).

Priklady invazivnich mnozin elementarniho celuldrniho automatu s kédem 128 jsou
uvedeny na strané 31. Nasledujici véta tika, ze si odpovidaji invazivni mnoziny a posunné
atraktory.

Véta 2.5 (Formenti a Kurka [5]) Necht (X, F) je celuldrni automat a U C X je obojetnd
F-invariantni mnoZina. Pak Qr(U) je posunny atraktor pravé tehdy, kdyz U je invazivni
MNozZina.
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Dikaz: Pokud je Qg (U) posun, pak Qp(U) = Qp(o(U)) C o(U), protoze posun je silné
o-invariantni a U je F-invariantni. Kompaktnost prostoru X zarucuje, ze existuje k > 0
takové, ze F*(U) C o(U). Podobné lze ukazat, ze F*(U) C o= (U).

Pro dtikaz opacné implikace je tfeba ukazat, ze Qpr(U) je silné o-invariantni mnozina.
U je invazivni, tedy existuje k& > 0 takové, ze F*(U) C oY (U)NUNa(U). Proy € Qp(U)
a ndjaké n > 0 plati, ze y € F¥(U). Existuje z € U, pro které plati y = FF"(z) =
Fr(F*x)) € F'(o7'(U)), y € Qr(c7 (U)) = N,500 “F"(U). Proto o(y) € Qr(U) a
o(Qp(U)) C Qp(U). Podobné lze ukazat, ze o~ 1(Qp(U)) C Qp(U), a tedy Qp(U) je posun,
jak bylo pozadovano. O

Véta 2.6 Necht (X, F) je celuldrni automat, n > o(X) a U C L"(X) invazivni mnoZina
slov. Pak existuje invazivni mnozina W C U takovd, Ze Y := X N Sam\w je misici SFT,
Qr([U]) = Qr([W]) = Qr(Y) a Qr([U]) je mazimdlnim atraktorem (Y, F).

Driikaz: Diikaz této véty je velice technicky a je mozné ho nalézt v ¢lanku Formenti, Kuirka,
Zahradnik [7]. O

Véta 2.6 umoziiuje zobecnit algoritmus Omega z Formenti a Kirka [6], ktery hledal
maximalni atraktory celularnich automatt, na hledani obecnéjSich posunnych atraktorti.
Vyuzivéa se u toho faktu, ze posunny atraktor je maximalnim atraktorem daného celularniho
automatu na jiném (mensim) prostoru ur¢eném invazivni mnozinou.

Néasledujici ¢ast popisuje zptlisob, jak invazivni mnoziny pro dany celuldrni automat
hledat. Na téchto zakladech je vybudovan algoritmus Spread popsany v nasledujici kapitole.
Je tfeba zminit, Ze neexistuje algoritmus, ktery by pro dany celuldrni automat rozhodl,
zda invariantni mnozina je nebo neni invazivni. Algoritmus Spread proto mtze byt pouze
heuristicky.

Definice 2.21 Pro dany celuldrni automat (X, F') s lokdalnim pravidlem f, paméti m a

odsazenim a, pro které plati m < 0 < a, se relace L na slovech stejné délky |u| = |v|
definuje jako

ulv = Jwe AT 3z € A (wuz € L(X) & f(wuz) =v),
+
ulbv = u=u® L---Lu(r):vpm néjake r > 0.
+
Plati, Ze u Ly pravé tehdy, kdyz F([u]) N [v] # 0. Relace Z je tranzitivnim uzévérem
k
relace 2. Relace miize byt pouzita taky na vyssi iterace funkce f. Pokud u EiNg pro néjaké

k > 0, pak u £ v. Opaéné implikace ale neplati. V dalsim textu bude potfeba relace —,
kde o znaci lokalni pravidlo zobrazeni posunu definované jako o(u) = up,|y)). Tedy u Lo
pravé tehdy, kdyz o([u]) N [v] # 0.

Nésledujici véta specifikuje nutné podminky, které musi mnozina slov U C L"(X)
spliovat, aby mohla byt invariantni, minimalni invariantni a invazivni. Testovani téchto
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podminek je zadkladem algoritmu Spread, protoze lze na jejich zakladé zna¢né omezit pocet
mnozin slov, pro které je nasledné pomoci tvrzeni 2.16 nutné dokazat, zda jsou nebo nejsou
invazivni.

Véta 2.7 Necht (X, F) je celuldrni automat, n > o(X) a U C L"(X).

1. U je invariantni pravé tehdy, kdyz pro kazdé u,v € L™(X) plati, Ze pokud u € U a
u s v, pakv € U.

2. Pokud je U minimdlni invariantni mnozina, pak Yv € U,3Ju € U, u ER

k
3. Pokud je U invazivni mnoZina, pak Yu € L"(X),Jv € U, Tk > 0,u L.

4. Pokud je U minimdlni invazivni mnoZina, pak X N Sampy je misici SFT, tedy graf
(U, %) je silné souvisly a aperiodickyj.

Dukaz:
1. Necht je U invariantni, tj. F([U]) C [U], a necht u € U a F([u]) N [v] # (. Pak

uLs v, Opacné nechf v € U & u oy = ve U, pak Jw, z takové, ze f(wuz) = v, tedy
F([u]) 0 [v] # 0.

2. Kdyby podminka nebyla splnéna pro néjaké v € U, pak by F([U]) N [v] = 0 a
(V7)) = QU {0}]), c07 je spor. |

3. Protoze je X misici, existuje j € Z a konfigurace = € [u] N ¢’ ([U]). Protoze je U

invazivni, existuje v € U a k > 0 takové, Ze F¥(x) € [v], tedy u L.

4. Pokud X NS4n\p neni misici, pak podle véty 2.6 existuje V' C U takové, ze Qp([V]) =
Qr([U]) a X N Samy je misici posun a proto V' # U. U nenf minimélni. Graf (U, >) je
silné souvisly a aperiodicky podle tvrzeni 2.9. O

Z predchozi véty vyplyva, ze je rozhodnutelné, zda obojetnd mnozina U je invariantni
pro dany celularni automat (X, F).

Definice 2.22 Levé a pravé okoli mnozZiny slov U C A™ jsou
Li(U) :={u€ A" wjjivn € U & upjirjin € UL,
Ry(U) :={ue A" wjin €U & upjirjin € UL
Piiklad: Necht U = {000, 111}, pak levé okoli Lo(U) = {1000,0111} a pravé okoli Ry(U) =
{0001, 1110}.
Podminky 3-5 véty 2.7 jsou pouze nutné, nikoli postacujici, aby néjaka obojetna in-

variantni mnozina U byla invazivni. K ovéfeni, zda mnozina U je nebo neni invazivni, je
tfeba pouzit nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 2.16 Necht je (X, F) celuldrni automat, n > o(X) a U C A" invariantni mno-
Zina.

k k
1. Jestlize graf (Ro(U), f—>) ((Lo(U), f—>)) nemd Zddnou silné souvislou komponentu pro
néjaké k > 0, je U invazivni vpravo (vlevo).

2. Pokud existuje F-periodicky bod x € [Ro(U)] (z € [Lo(U)]), pak U neni invazivni
vpravo (vlevo).

3. Pokud je u™ F-periodicka konfigurace pro néjaké u € R;(U) (u € L;(U)), j > 0, pak
U nent invazivni vpravo (vlevo).

Dukaz:
1. Necht U obsahuje slova délky n. Pokud (Ro(U ),f—k>) nema zadnou silné souvislou

komponentu, pak plati, ze pokud u € Ro(U) a u i v, plati, ze v € Ry(U). To znamen4, ze
vp,ny € U (jing piipad nemize nastat, protoze U je minimalni invariantni mnozina) a tedy
FH(u]) € o-3(0).

2. Necht U obsahuje slova délky n. Aby U byla invazivni doprava, musi platit F'*(U) C
o }(U) pro n&jaké k > 0. Pokud je z € [Ry(U)] F-periodické, mé (Ry(U), i>) silné souvislou
komponentu C. Pak plati F*(C) C C pro viechna k > 0. 0~ 1(U) = [U]; a pro kazdé slovo
¢ € C plati, ze ¢p1,,) € U. Proto F*(U) € o=*(U) pro vSechna k > 0.

3. Podobné jako bod 2. O

Nésledujici tvrzeni umozni v okoli R;(U) (respektive v okoli L;(U)) vyhledavat F-
periodické konfigurace u™, a tim prokazat, ze U neni invazivni.

Tvrzeni 2.17 Pro celularni automat (X, F') existuje algoritmus, ktery rozhodne, zda je
o-periodickd konfigurace u> F-periodickd.

Dukaz: Pokud je konfigurace © = u* o-periodickd (o™(x) = x), pak také F(z) = v™> je
o-periodické konfigurace, tj. o”(F(z)) = F(z). Protoze pocet slov w € Al definujicich o-
periodické konfigurace w™ je kone¢ny a protoze |v| < |u|, existuji celd kladna ¢éisla n < m
takova, ze F"(x) = F™(x). Konfigurace z je F-periodicka, pokud n = 0 a preperiodicka,
pokud n > 0.

Rozhodovaci algoritmus funguje tak, Zze pro © = u™ a pro m = 1,2,... poc¢itd F™(x)
a testuje, zda F"(z) = F™(x) pro néjaké n < m. O

Priklad: Na obrazku 2.8 je zachycen graf (L£3(X), i>) elementarniho celularniho automatu
s kédem 128 a invariantnich mnozin U; = {000} a Uy = A%\ {101}. Tyto mnoZiny jsou
zéroven i invazivni, protoze grafy ani jednoho z okoli Lo(U;) = {1000}, Ry(U;) = {0001},
Lo(Us) = {1010, 1011}, Ro(U3) = {0101, 1101} nemaji silné souvislou komponentu.
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0/101

T/T\T 1(1)1: 011 <— 001
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\T/ l/c;oool

110 > 100 = 010

(£3(X), %) (Uy, %)

Obrazek 2.8: Vlevo graf (L£3(X ),L) elementarniho celularniho automatu s kédem 128.
Vpravo aperiodicky a silng souvisly graf (Us, =) invazivni mnoziny Us = A%\ {101}.

2.9 Rozhodnutelné a nerozhodnutelné problémy

Véta 2.8

1.

Je nerozhodnutelné, zda je dany soficky posun mazximdlnim atraktorem daného celu-
larniho automatu.

Je rozhodnutelné, zda je dany soficky posun s r-klesajicimi vzory mazimdlnim atrak-
torem daného celularniho automatu.

MnoZina celuldrnich automati, jejichZ mazximdlni atraktor je soficky posun s klesaji-
cimi vzory, je rekurzivné spocetnd.

Je rozhodnutelné, zda je obojetnd mnozina U invariantni vzhledem k danému celu-
larnimu automatu (X, F).

Je nerozhodnutelné, zda je dand obojetnd invariantni mnozina U néjakeho celularniho
automatu invazivni.

Je nerozhodnutelné, zda je limitni mnozina dané invazivni mnoziny daného celuldr-
ntho automatu sofickad.

Dikaz: V dikazu bude potfeba nasledujici definice a tvrzeni. Celularni automat (X, F')
se nazyva nilpotentni, pokud je jeho maximalnim atraktorem jednoprvkova mnozina. Kari
v [12] dokézal, Ze je nerozhodnutelné, zda je dany celuldrni automat nilpotentni.

1. Kdyby takovy rozhodovaci algoritmus existoval, pak by bylo mozné pro vsechna
pismena abecedy a € A rozhodnout, zda je {a*} maximélni atraktor celularniho automatu
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(X, F). Pak by také existovala rozhodovaci procedura pro problém nilpotence, ktery byl
ukazan jako nerozhodnutelny i pro jednodimenzionalni celularni automaty v Kari [12].

2. Tento bod plyne z véty 2.4 a tvrzeni 2.15.

3. Generuj postupné vsechny celularni automaty. Pro kazdy celularni automat generuj
postupné vsechny sofické posuny a testuj, zda jsou silné invariantni a zda maji vlastnost
klesajicich vzort.

4. Tento bod plyne z bodu 1 a 2 véty 2.7.

5. Otézku, zda je dand mnozina U invazivni, lze prevést na problém nilpotence. Necht je
pro spor rozhodnutelné, zda U je nebo neni invazivni. Pak lze pro kazdy CA (AZ, F) sestro-
jit CA (BZ, @) a obojetnou invariantni mnozinu U C BZ, ktera je invazivni pravé tehdy,
kdyZ (A%, F) je nilpotentni, a tak ziskat spor s tvrzenim, Ze nilpotence je nerozhodnutelna.
Podrobnéji je tento postup popsan ve Formenti, Ktrka, Zahradnik [7].

6. Toto tvrzeni je podle véty 2.6 ekvivalentni otazce, zda maximalni atraktor néjakého
celularniho automatu na misicim SFT je soficky. To je specidlni ptipad otazky, zda maxi-
malni atraktor néjakého celularniho automatu na AZ je soficky. Tento problém je netrividlni
vlastnosti, o které Kari v [13] dokézal, Ze je nerozhodnutelna. O
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Kapitola 3

Algoritmy Spread a Omega

Algoritmus Spread hledéd invazivni mnoziny daného celuldarniho automatu (X, F'). Algo-
ritmus nejprve najde invariantni mnoziny. Pro kazdou invariantni mnozinu dale ovéri
nutné podminky, které musi byt splnény, aby tato invariantni mnozina mohla byt inva-
zivni.Nakonec se algoritmus snazi rozhodnout, zda mnoziny spliujici nutné podminky jsou
nebo nejsou invazivni. Podle véty 2.8 je nerozhodnutelné, zda dana invariantni mnozina
je invazivni. Proto se vypocet algoritmu Spread nemusi pro kazdou testovanou invariantni
mnozinu zastavit a je pouze heuristicky.

Algoritmus Omega hledd maximalni atraktor daného celuldrniho automatu (X, F). Al-
goritmus nejprve najde signalni posuny. Nalezené signalni posuny spoji a na spojeni apli-
kuje funkci F' tak dlouho, dokud se posun aplikaci funkce F' méni. Pokud ma navic vysledny
posun vlastnost klesajicich vzori, byl nalezen maximalni atraktor celularniho automatu
(X, F). Podle véty 2.8 se vypocet algoritmu Omega nemusi zastavit. Pfes toto omezeni je
algoritmus pouzitelny pro mnoho jednoduchych celularnich automati.

Invazivni mnozina U nalezena algoritmem Spread mtize figurovat jako parametr algo-
ritmu Omega. Vypocet algoritmu Omega se v tomto pripadé omezi na konfigurace pattici do
mnoziny U. A Omega tak poc¢itd maximalni atraktor celularniho automatu (X NSanmy, F).
Tento atraktor je pak podle véty 2.5 posunnym atraktorem celuldrniho automatu (X, F).

3.1 Spread

3.1.1 Implementace

Implementace algoritmu Spread je zalozena na manipulaci s mnozinami slov nad abece-
dou pfislusného celularniho automatu. Na mnozinach slov se provadéji zejména operace
sjednoceni, prodlouzeni vSech slov o jedno pismeno, test prislusnosti slova do mnoziny a
systematické prochazeni vSech slov obsazenych v mnoziné.

Pro reprezentaci mnozin slov byla zvolena datova struktura trie (popsand napiiklad
v Knuth [14]). Tato datova struktura umoziuje provést sjednoceni dvou mnozin v linedrnim
Case vzhledem k délce slov, test pfislusnosti slova délky m v ¢ase O(m) a prodlouzeni vSech
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Vstupy:

D - mnozina zakazanych slov misiciho posunu konec¢ného typu X
f - lokédlni pravidlo CA (X, F)

m - pamét CA (X, F)

a - odsazeni CA (X, F)

n - délka slov tvoricich hledané invazivni mnoziny

Vystup:
Invazivni mnoziny celuldrniho automatu (X, F)

1. Sestroj grafy (E"(SD),L) a (L"(Sp), >).
2. Najdi vSechny mnoziny U C L™(Sp) spliiujici podminky 1, 2, 3 a 4 véty 2.7.

3. Pro kazdé U ziskané v kroku 2 a pro kazdé k = 1,2, ... proved kroky 4 a 5.

k k
4. Pokud grafy (Lo(U), f—>) a (Ro(U), f—>) nemaji zddnou silné souvislou
komponentu, vrat U jako dalsi invazivni mnozinu. Ukon¢i cyklus
a pokracuj dalsi mnozinou U v kroku 3.

5. Pokud pro néjaké u € Ly(U) U Ry (U) je u™ F-periodicka konfigurace,
ukonci cyklus pro k, protoze U neni invazivni.

Algoritmus 1: Spread(D,f,m,a,n)

Vstupy:

V-v=10- Uy € LX)

f - lokalni pravidlo CA (X, F)
d - pramér CA (X, F)

Vystup:
Mnozina slov V = {u € A" f(u) = v}

1. Necht pro viechna a € A je I, := {u € A% : f(u) = a}.
2. Necht Vj = [,,.

3. Pro 1 < i <n—1 proved nésledujici krok:

4. Vi:={ue AdFirL Ui dtiv1] € Lo, & Ujo,a4q € Viei}
5.V =V,_1, vrat V a skondi.

Algoritmus 2: Inverse(f,d,v) vrati pro dané lokalni pravidlo f celularniho automatu
(X, F) o pruméru d a dané slovo v vSechna slova u, pro ktera plati f(u) = v.
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slov o jedno pismeno také v linearnim case.

Slova casto vystupuji jako vrcholy orientovanych grafli, proto jsou v dalsim textu vr-
choly grafu (L£"(X), L) ztotoznény se slovy jazyka L£"(X) ¢ slovy néjaké mnoziny slov U.
Orientované grafy jsou reprezentovany pomoci seznamu sousedii udrzovanych v kazdém
vrcholu.

Grafy (£"(X), i>) a (L"(X),5) se v prvnim kroku sestroji nasledovné. Ke kazdému
slovu v € L"(X) je pomoci algoritmu Inverse(f,d,v) vygenerovana mnozina slov V, :=
{wuz € L(X) : wuz = f~1(v), |w| = |z], |u| = |v|} a pro kazdé wuz € V,, piiddna hrana
u-L v do grafu (L"(X), i>) Podobné je tomu pro graf (L"(X), >).

V dalsim textu jsou podminkami 1 az 4 mysleny podminky véty 2.7. Ve druhém kroku se

hledaji invariantni mnoziny. Invariantni mnozina U je tvofena vrcholy grafu (£"(X), i>), ze

kterych podle podminek 1 a 2 nevede zadna hrana do vrcholu mimo mnozinu U a do kterych
musi vést hrana z néjakého vrcholu mnoziny U. Z téchto dvou divodi musi byt U tvorena

tranzitivnim uzévérem sjednoceni nékterych silné souvislych komponent grafu (L"(X), i>)
Kde tranzitivni uzévér mnoziny slov U € L£"(X) (vrchola V C £"(X)) je definovan jako

U={velX): uclUé&u T v}. Sestrojeni tranzitivniho uzavéru zaruéi platnost
podminky 1 a sjednoceni silné souvislych komponent zaruci platnost podminky 2.
Ovéfeni podminek 1 a 2 ve druhém kroku zaruci, ze generovana mnozina slov U bude
invariantni. Mnozina U musi byt invariantni, aby mohla byt invazivni. Z dalsich nutnych
podminek bylo implementovano jesté ovéteni podminky 4. Ovéreni podminky 3 se ukazalo

k
diky konstrukei grafa (£™(X), f—>) jako Casové prili§ naroéné a nebylo tedy implementovano.

Pfriklad: Jako piiklad mize byt uveden graf (£3(X), i>) a invazivni mnoziny U; = {000}
a Uy = A3\ {101} elementarniho celuldrniho automatu s kédem 128, kde X = {0, 1}% (viz
obrazek 2.8). Silné souvislé komponenty zde jsou pouze {000} a {111}. VSechna ostatni
slova kromé {101} se do invazivni mnoziny U; dostanou tranzitivnim uzévérem komponenty
{111}. Slovo {101} se v zddné minimalni invariantni mnoziné objevit nemuze, protoze do
tohoto vrcholu nevede zadnéa hrana a porusila by se tak podminka 2.

Nalezeni silné souvislych komponent grafu je klasicky problém, pro ktery existuje algo-
ritmus s linedrni ¢asovou slozitosti vzhledem k poctu jeho vrcholi. Popis algoritmu je mozné
nalézt v Tarjan [15] nebo dostupnéji v Aho a kol. [16]. Protoze je invariantni mnozina tvo-
fena tranzitivnim uzavérem sjednoceni nékterych silné souvislych komponent, je tieba do
algoritmu zapracovat i nalezeni tranzitivniho uzavéru daného grafu. Nuutila v [17] navrhl
nékolik moznosti. Pro potfeby této prace byla vybrana verze oznacena jako STACK_TC.

Implementace kroku 2 probiha tak, Ze nejprve jsou nalezeny vsSechny silné souvislé

komponenty grafu (£"(X), i>) Vrcholy i nalezené komponenty jsou vzestupné ocislovany.
Nad komponentami je postaven redukovany graf G = (V, E). Vrcholy V grafu G tvoii silné

souvislé komponenty grafu (L£"(X), i>) a hrany jsou
E:={(v1,v2) eV xV:3se LMNX),scv &Ite LX) ltEv&s EN t}.
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Vstupy:
G - Redukovany graf G = (V, E') nad silné souvislymi komponentami grafu

(‘cn(X)a i)) V = {Uh cee 7Un}
T - ¢ast generované mnoziny vrchola (7" C V')
Q - vrcholy grafu G nedosazitelné z mnoziny 7' (Q C V)

Vystup:
Vsechny mnoziny slov U, které spliuji podminky 1 a 2 véty 2.7.

1. Postupné pro vSechny vrcholy v, € ) opakuj kroky 2-6.
2. T=TU{y,}.

3. Vrat novou mnozinu U := {u € L*(X): 3s€ T & u € s}.
4. Q ={vn,€Q:i>q&uv; €T}

5. Pokud Q' # 0, zavolej rekurzivné Subset (G,T,Q’).

6. T =T\ {v,}

Algoritmus 3: Subset(G,T,Q) pro dany graf G = (V, F), ¢astecné vygenerovanou mno-
zinu vrcholi 7' C V' a mnozinu vrcholi @) C V' nedosazitelnych z T' vrati mnozinu slov
U spliujici podminky 1 a 2 véty 2.7. Necht U znad¢i tranzitivni uzavér mnoziny vrcholt
UcCvV.
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V priubéhu hledani silné souvislych komponent je pro graf G také spocitan jeho tranzitivni
uzévér. Kazdy vrchol redukovaného grafu G tedy obsahuje seznam vsech vrcholt z ného
dosazitelnych.

Mnoziny spliujici podminky 1 a 2 jsou v rekurzi generovany pomoci procedury Subset,
ktera dostava jako vstup redukovany graf silné souvislych komponent G, ¢astecné vygene-
rovanou mnozinu komponent 7" a mnozinu dosud nepouzitych komponent (). Pocedura je

volana jako Subset (G,0,V), kde G = (L"(X), i>) aV = L"(X). Procedura Subset v prin-
cipu generuje véechny podmnoziny mnoziny vrcholii grafu £"(X) a pouziva dvé metody,
které zmensuji prohledavany prostor. Z mnoziny () je vybrana prvni komponenta K € @)
vhodné do sjednoceni a je priddna do mnoziny 7' spolu s komponentami, které jsou obsa-
Zeny v jejim tranzitivnim uzavéru. Takto vygenerovana mnozina spliiuje podminky 1 a 2
a muze byt vracena jako vystup. V dalsim kroku procedury Subset(G,T,Q) jsou z mno-
ziny () odstranény vSechny komponenty obsazené v tranzitivnim uzavéru mnoziny 7'. Dale
jsou z () odstranény komponenty, jejichz ¢islo je mensi nez ¢islo komponenty K. Tak je
zajisténo, Ze nejsou generovany symetrické mnoziny. Pokud () obsahuje jesté alespon jeden
vrchol, je zavolana rekurzivné procedura Subset(G,T,Q’).

Podminka 4 vyzaduje, aby graf (U,->) byl silné souvisly a aperiodicky. Algoritmus
testujici aperiodi¢nost grafu je popsan napiiklad v Jarvis a Shier [18] a miize byt snadno
zaclenén do algoritmu pro testovani silné souvislosti.

Kroky 4 a 5 ovéri, zda je invariantni mnozina U vracena v kroku 3 invazivni.

Pravé a levé okoli mnoziny slov U se sestroji jednoduchym algoritmem. Pti konstrukci
levého okoli se vezmou postupné vSechna slova u € U a generuji se slova au, kde a € A a
aufon—1y € U. Pro kazdé takové au se vygeneruje mnozina slov Le, = {wauz € ArtEiHL
w,z € A7}, Levé okoli L;(U) je nakonec tvoreno sjednocenim mnozin Lg,. Pro sestrojeni
pravého okoli se misto auy,—1y € U vezme up ,—yja € U.

V kroku 5 se také testuje, zda pro néjaké u € Li(U) U R(U) neni u> F-periodicka
konfigurace. Tento test miize byt proveden jednoduchym algoritmem popsanym v dikazu
tvrzeni 2.17.

Algoritmus Spread se nemusi zastavit, pokud do nekonecna opakuje kroky 4 a 5. Pro
praktické pouziti je proto tfeba pridat jesté jeden skryty parametr K, ktery slouzi jako
horni mez pro hodnotu proménné k ve ¢tvrtém a patém kroku.

3.1.2 Casova a prostorova sloZitost

Otéazka, zda dand mnozina slov U je invazivni mnozinou néjakého celularniho automatu
(X, F), je podle véty 2.8 nerozhodnutelna. Z tohoto diivodu neni pro algoritmus Spread
mozné uvést konkrétni odhad casové a prostorové slozitosti.

V nasledujicich nekolika odstavcich jsou uvedeny odhady casové a prostorové slozitosti
alesponl pro jednotlivé kroky algoritmu Spread. Odhady jsou uvedeny vzhledem k poctu
vrcholti grafu, nad kterym jsou v daném kroku provadény piislusné operace, nebo vzhledem
k poctu slov testované mnoziny.
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Krok 1 Necht N = |£"(X)| znaci pocet slov jazyka L£(X) délky n (zaroven znaci N
i pocet vrcholu grafu (L™(X), i>)) Ke kazdému v € L"(X) je tfeba vygenerovat mnozinu
V, ={wuz € L(X): f(v) =wuz, |w| = |z, |u| = |v|}. MnoZina V, miiZe byt pfi znalosti
mnozin I,, a € A vygenerovana v ¢ase O(|v|), pokud za nejdrazsi operaci povaZujeme
omezeni ¢i rozsifeni seznamu potencialnich vzorid slova v o dalsi pismeno v;, 0 < 7 < n.

Konstrukee grafu (£™(X), i>) vyzaduje ¢as O(nN). Podobné dostaneme ¢as O(nN) pro

konstrukei grafu (L£"(X), —).

Krok 2 Puvodni Tarjantv algoritmus pro hledani siln€ souvislych komponent bézi v ¢ase
O(n 4+ m), kde n znaci pocet vrcholi a m pocet hran daného grafu G. Konstrukce tranzi-
tivniho uzavéru vyzaduje dalsi ¢as pro tvorbu a udrzovani seznamu dosazitelnych vrcholi
pro kazdy vrchol (respektive kazdou silné souvislou komponentu). Jak tvrdi Nuutila v [17],
vyzaduje algoritmus STACK_TC ¢as O(ne, +min(ns, e, logn)), kde n je poéet vrcholt, €,
je pocet hran v tranzitivni redukci grafu G, s je pocet silné souvislych komponent a e, je
pocet stromovych (tree-edge) a kiizovych (cross-edge) hran vedoucich mezi komponentami
grafu G.

Generovani mnozin spliujicich podminky 1 a 2 mtze v nejhors§im pripadé obnaset
vygenerovani vSech podmnozin.

Test aperiodi¢nosti grafu vyzadovany podminkou 4 mize byt sam o sobé zapracovan
do prohledavani do hloubky daného grafu GG. Prohledani do hloubky grafu G s n vrcholy
a m hranami muze byt provedeno v ¢ase O(n + m).

Krok 4 Nechf je dana mnozina slov U. Vytvofeni levého okoli L;(U) vyzaduje test pro
kazdé u € U a pro kazdé a € A, zda v := aujp,—1) € U. Takovych slov v miiZe byt nejvice
NJA|. Pro kazdé takové v je tfeba vygenerovat w,z € AJ. Slova wauz potom tvoii levé
okoli mnoziny U. V nejhorsim ptipadé je tedy potieba O(n|A|**1) generovani.

Krok 5 Spocitani F-obrazu o-periodické konfigurace u = ug- - - up, -1 ma linearni ca-
sovou slozitost vzhledem k délce slova u, pokud je za nejdrazsi operaci brana aplikace
lokalniho pravidla f na okoli %[(i1m) mod |ul,(i+a) mod |u|)- Pokud se algoritmus pro testovani
F-periodic¢nosti zastavil pro hodnoty m a n, pak bylo provedeno n + Z;ngli porovnani

konfiguraci a bylo potieba v paméti ulozit m o-periodickych konfiguraci.

3.2 Omega

Algoritmus Omega hledd maximalni atraktor celularniho automatu (X, F'). Jedna se o zo-
becnéni algoritmu Omega z Formenti a Kurka [6]. Pavodni algoritmus Omega fungoval nad
konfiguracemi z prostoru A%. V této praci je algoritmus rozsifen na konfigurace z misiciho
posunu konec¢ného typu X.
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Vstupy:

D - mnozina zakazanych slov misiciho posunu konec¢ného typu X

f - lokédlni pravidlo CA (X, F)

m - pamét CA (X, F)

a - odsazeni CA (X, F)

n - maximalni hloubka, do které se budou hledat signalni posuny

Vystup:

Soficky posun X, ktery je maximélnim atraktorem celuldrniho automatu (X, F)

1. Ovét, zda je celularni automat (X, F') surjektivni. Jestlize je (X, F') surjektivni,
vrat X jako maximdlni atraktor a skondi.

2. Najdi vSechny nekonecné signalni posuny 8, ,,) s periodami (p;, ¢;) takové, ze
¢ <na—agq; <p; < —mg;. Ozna¢ g nejmensi spolecny nasobek ¢;.

3. Settid sestupné podle rychlosti signélni posuny ziskané v kroku 2 a sestroj
jejich c-spojeni 3, kde ¢ je omezeno hodnotou z véty 2.2.

4. Postupné sestroj F4(X), F2(X),... a testuj, zda F*(X) = F-+Da(x)
pro néjaké k > 0.

5. Pokud se krok 4 zastavi na F*(X), testuj, zda ma F* (%) pro n&jaké r > 0
r-klesajici vzory.

6. Pokud se krok 5 zastavi s kladnou odpovédi, byl nalezen maximéalni atraktor

Qp(X) = FH(T).

Algoritmus 4: Omega(D,f,m,a,n)
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Obrazek 3.1: Konstrukce mnoziny zakazanych slov signalniho posunu 81 1y pro elementarni
celularni automat s kédem 184. Pro slovo u = 011 plati, ze up = 0 # f(u) = 1, protou € D.
Podobné pro slovo 110.

3.2.1 Poznamky k algoritmu Omega

Ovéfeni surjektivity celularniho automatu (X, F) v prvnim kroku algoritmu znamen4 otes-
tovat, zda F'(X) = X. Maximélnim atraktorem surjektivniho celularniho automatu (X, F')
je cely prostor X. ECA 106 (viz sekce 4.8) je piikladem surjektivniho celuldrniho auto-
matu, ktery ma pouze jeden signalni posun. ECA 60 je ptikladem surjektivniho celularniho
automatu s vice signalnimi posuny.

Ve druhém kroku se hledaji signalni posuny pro vSechny mozné periody (p;,q;) vy-
hovujici nerovnostem —agq; < p; < —mg;. Periody konfiguraci obsazenych v nekonec¢nych
signalnich posunech 8, ;) musi této rovnici podle véty 2.1 vyhovovat. ¢; < n je pevné
zvoleno a zkousi se sestrojit vSechny posuny s periodami (p;, ¢;) pro vSechna p; takova, ze
—ag; < pj < —mg;.

Pti konstrukei signlniho posunu 8, ;) se nejprve sestroji jeho mnozina zakazanych slov
D:={ue LU%NX): fU(u) # u_mqg_p} Konstrukce mnoziny zakdzangch slov pro signalni
posun s periodou (1, 1) elementarniho celularniho automatu s kédem 184 je zobrazena na
obrazku 3.1.

Z mnoziny zakazanych slov D se prezentace posunu 8, ) sestroji nasledujicim zptiso-
bem. Vrcholy konstruovaného kanonického grafu tvoii slova u € £%(X). Hrany grafu pak
tvoi{ slova v € £971(X). Kanonicky graf bude tedy G = (L¥(X), L¥T(X), s,,1), kde
s(u) = up,dg), t(u) = up,dq & [(u) = ugy. Tato konstrukce je popsanad v dikazu tvrzeni 2.2.
Signalni posun 8, ;) musi dale byt nekonecny. Pro testovani nekonecnosti jazyka signalniho
posunu 8, 4y je mozné vyuzit tvrzeni 2.3.

Ve tretim kroku algoritmu vystupuje hodnota ¢, pro kterou je diky vété 2.2 zaruceno,
Ze pro c-spojeni signalnich posuni X plati ¥ C F'9(X). Algoritmus ale ob¢as funguje i pro
hodnoty mensi nez ¢ a vyplati se je vyzkouset, protoze datova struktura potfebna pro
reprezentaci takového spojeni je mnohem mensi. Pouze je potieba ovéfit, ze ¥ C F(X) a
tak zarucit, ze ¥ C Qp(X), coz je jinak pro hodnotu ¢ zaruceno vétou 2.2.

Napriklad u elementarniho celularniho automatu s kédem 1 pro n = 2 funguje algorit-
mus jiz pro 2-spojeni, pficemz ¢ = 5 a u elementarniho celuldrniho automatu s kédem 232
(strana 55) funguje algoritmus jen pro 3-spojeni, pficemz ¢ = 3.

Aby se v patém kroku algoritmu ovéfilo, ze F*4(X) m4 vlastnost r-klesajicich vzort, je
tfeba otestovat prazdnost regularniho jazyka, ktery vznikne prinikem dr + 3 regularnich
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jazykul. Tato konstrukce je popsdna v dikazu tvrzeni 2.15. Paméfové a ¢asové naroky této
operace mohou byt i pro jednoduché ptiklady takové, Ze neni mozné tento jazyk explicitné
sestrojit a reprezentovat. Proto se mtze vyplatit testovat na prazdnost uz jazyk, ktery
vznikne priinikem néjaké podmnoziny téchto dr + 3 jazykt.

Napiiklad u ECA 128 (viz sekce 2.6) jsou prazdné uz jazyky

FHDER) VL )2 1 fHDQF)) N LD ) 1.2)-

Pokud ale posun F*(X) vlastnost r-klesajicich vzortt nemé, je tato konstrukce casové
Pro ovéfeni vlastnosti r-klesajicich vzori je potieba podle tvrzeni 2.6 sestrojit konecné
automaty piijimajici jazyky L£(X)k,dr+1-k)- Sestrojeni konecného automatu pro f~"(D(X))
konstrukei z tvrzeni 3.1, které je uvedeno dale v této kapitole.
Algoritmus Omega se nemusi zastavit, kdyz bude do nekone¢na opakovat krok 4, nebo
pokud krok 5 vraci negativni odpovéd pro vSechna r > 0. V takovém pfipadé neni mozné
o maximélnim atraktoru celuldrniho automatu (X, F) fici nic uréitého.

3.2.2 Praktické pouziti

Praktické pouziti algoritmu si vynutilo pridani dalsich dvou skrytych parametrt. Para-
metr k£ urcuje horni mez pro hledani silné F-invariantniho bodu (F(X) = X) néjakého
c-spojeni Y. Pokud neni silné F-invariantni bod nalezen do maximalné k iteraci funkce
F, vypise algoritmus chybové hlaseni a pokracuje krokem 3, kde sestroji c-spojeni pro
¢ zvétsené o jedna.

Druhy skryty parametr r urcuje maximalni hodnotu, do které se ovéruje vlastnost
r-klesajicich vzorti. Pokud se béhem ovérovani vlastnosti klesajicich vzorti dosahne této
hodnoty r, vypise algoritmus chybové hlaseni a pokracuje krokem 3, kde sestroji c-spojeni
pro c zvétsené o jedna podobné jako v pripadé parametru k.

Pokud se algoritmus zastavi kviili omezeni, které je zptisobeno parametry k a r a nevyda
pritom maximalni atraktor, je mozné reagovat dvéma zptsoby. Pokud existuje podezreni,
Ze pouzité c-spojeni jiz obsahuje dostatek signalnich posuni, je mozné zvysit hodnotu
parametri k£ nebo r. Pokud naopak existuje podezieni, Ze c-spojeni dosud neobsahuje
dostatek signalnich posunii, je mozné zvysit hodnotu parametru n.

3.2.3 Implementace

Implementace algoritmu Omega je zaloZend na manipulaci se sofickymi posuny, coz jsou
posuny s regularnim jazykem. Existuji dvé zakladni moznosti jak sofické posuny repre-
zentovat. Prvni moznosti je reprezentace pomoci oznacenych grafii, které byly zavedeny
v definici 2.8. Druhou moznosti je reprezentace pomoci nedeterministickych konecnych
automattt (NKA), které reprezentuji pfimo jazyk daného sofického posunu.

Sofické posuny objevujici se v algoritmu Omega jsou od zacatku reprezentovany pomoci
NKA. Tyto NKA si az do patého kroku zachovavaji téz vlastnosti oznacenych grafi, tj.
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vSechny stavy jsou zaroven startovni i pfijimajici a z kazdého a do kazdého vrcholu vede
alespon jedna hrana. Proto mohou byt nad témito NKA provadény operace popsané v di-
kazech tvrzeni kapitoly 2. Jedn4 se pfedevsim o sestrojeni c-blokového grafu, prezentace pro
c-spojeni nékolika signalnich posuntl a prezentace pro F-obraz sofického posunu. V patém
kroku jsou pfi ovéfovani vlastnosti r-klesajicich vzort z prezentaci sofickych posunt se-
strojovany NKA, jejichz jazyky jiz nutné nemusi byt rozsititelné, protoze mohou naptiklad
obsahovat nepfijimajici stavy. Takové NKA nemusi byt jiz preveditelné zpét na oznacené
grafy. Soficky posun je od této chvile reprezentovan jiz pouze NKA, ktery rozpoznava jeho
jazyk.

Obecné nékteré operace algoritmu Omega vyzaduji sestrojeni NKA o mnoha stavech
(stovky az tisice). Pocet stavii dale nartstd pii provadéni standardnich operaci nad regu-
larnimi jazyky, jako jsou prinik, sjednoceni, doplnék, test ekvivalence, test inkluze a dalsi.
Nekteré z téchto operaci, naptiklad test ekvivalence a doplnék, je mozné navic provést
pouze nad deterministickymi koneénymi automaty (DKA). Tyto operace si tak vynucuji
explicitni konstrukci DKA z pouzitych NKA, coz muze vést az k exponencidlnimu nartstu
poctu stavi. Z téchto diivodi je nutné udrzovat NKA s nejmensim moznym poctem stavii
po celou dobu vypoctu algoritmu.

Reprezentace DKA s n stavy miize byt minimalizovana klasickym algoritmem (po-
drobné popsanym napiiklad v Knuutila [19]) v ¢ase O(n logn). Bohuzel nalezeni minimalni
reprezentace NKA je PSPACE-tplny problém, jak ukézali Jiang a Ravimkur v [20]. Proto
neni mozné existujici minimalizacni techniky pro NKA v praktickém nasazeni pouzit a je
nutné se spokojit pouze s heuristickymi algoritmy, které sice redukuji stavovou mnozinu
NKA, ale nenalézaji nutné jeji minimalni reprezentaci.

Byly implementovany dvé metody redukujici pocet stavi NKA a klasickda metoda pro
minimalizaci po¢tu stavii DKA. V nésledujicich odstavcich budou obé implementované
metody popsany podrobnéji. Pravé implementace téchto redukénich algoritmt se ukazala
alespon nékterych vysledkti na elementarnich celularnich automatech.

Obé redukéni metody jsou zalozeny na slucovani stavii NKA. Stavy jsou slu¢ovany na
zékladé néjaké relace nad témito stavy a metody se od sebe lisi pravé druhem pouzité
relace. Necht A = (Q,0,1,F) je NKA a A = (Q,d,I', F') je automat k nému reverzni.
Necht ~, je relace nad mnozinou ) spliujici

Vpe FNqge Q\ F,p s q

Vp.q € Q,Va € A, (p~r ¢ = V¢ €6(g,a),3p" € 5(p,a),q" ~ p')
a necht ~; je relace se stejnymi vlastnostmi nad automatem A’.
Metoda ekvivalenci. Pro vysvétleni metody ekvivalenci je tfeba definovat dva nové
pojmy. Stav p € () generuje jazyk obsahujici slova, pro kterd v A existuje pfijimajici vypo-

Cet startujici ve stavu p. Relace ekvivalence na mnoziné () je zprava invariantni vzhledem
k A, jestlize kazdé dva stavy patfici do stejné ekvivalencni tfidy generuji stejny jazyk.
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Metoda ekvivalenci sestroji relace ~,. a ~; jako ekvivalence. Relace ~, je sestrojena jako
nejvétsi ekvivalence na mnoziné (Q, ktera je zprava invariantni vzhledem k A, a relace ~
je sestrojena jako nejvétsi ekvivalence na mnoziné ), ktera je zprava invariantni vzhledem
k reversnimu automatu A’. Algoritmus pro konstrukci ekvivalenci ~, a ~; je podrobné
popséan v Ilie a kol. [21].

Hledani ekvivalen¢nich t¥id ~, a ~; je zalozeno na algoritmu Coarsest Partition Refi-
nement (CPR), ktery byl publikoval Paige a Tarjan v [22]. Algoritmus CPR dostava jako
vstup pokryti C' mnoziny () a néjakou relaci p na mnoziné (). Jeho vystupem je nejvétsi
zjemnéni pokryti C', které je stabilni vzhledem k relaci p. Pokryti C' je stabilni vzhledem
k relaci p, jestlize pro vSechny dvojice S,T € C' plati, ze do T" vedou hrany jenom z .S,
nebo ze z S do T' zddné hrany nevedou.

V nasem piipadé se zjemtiuje poc¢atecni pokryti {F,Q \ F'} mnoziny stavi @) tak, aby
bylo stabilni vzhledem k relacim 6, = {(p,q) € @ xXQ : q € 6(p,a)} pro véechna a € A (Ilie
a kol. [21]). Algoritmus CPR potiebuje ¢as O(mlogn) a prostor O(m + n) pro nalezeni
zjemnéni pokryti, které je stabilni vhledem k relaci reprezentované grafem o n vrcholech a
m hranach. Proto mohou byt ekvivalen¢ni tiidy NKA o n stavech a m prechodech nalezeny
v ¢ase O(mlogn) a prostoru O(m + n).

Stavy NKA A mohou byt slouc¢eny do jednoho, pokud patii do stejné t¥idy ekvivalence
~, nebo do stejné tridy ekvivalence ~;. Na potfadi, ve kterém jsou vybirany tiidy, jejichz
stavy budou slouc¢eny do jednoho, nezalezi. Vysledny NKA vzdy rozpoznava stejny jazyk
jako neredukovany NKA. Pokud je ale kladen diraz na nejlepsi redukci a tudiz nejmensi
pocet stavit v redukovaném NKA, je nutné tiidy vybirat v urc¢itém pevné daném potadi.
Toto potadi pak zarucuje, ze dosazena redukce je optimalni vzhledem ke vsem dal$im
moznym redukcim, které jsou zalozené na ekvivalencich ~, a ~j.

Nalezeni redukce NKA A, ktera je optimalni vzhledem k ekvivalencim ~, a ~;, znamena
vybrat z mnoziny t¥id ekvivalenci ~, a ~; nejmensi podmnozinu ttid takovou, ze obsahuje
vSechny stavy @. Tak je definovan problém nejmensiho mnozinového pokryti (set covering
problem), ktery je v iplné obecnosti NP-uplny. V pfipadé ekvivalenci je nastésti mozné
problém modelovat jako bipartitni graf, kde jednu mnozinu vrcholi tvoii tiidy ekvivalence
~, a druhou tvofi tfidy ekvivalence ~;. Hrany v grafu odpovidaji stavim NKA A a spojuji
tridy, které dany stav obsahuji. V bipartitnim grafu mtize byt snadno spoc¢itano maximalni
parovani a z maximalniho parovani pak miniméalni vrcholové pokryti. Tomuto minimalnimu
vrcholovému pokryti odpovidé hledané mnozinové pokryti. Konstrukce je detailné popsana
v Ilie a kol. [23].

Maximalni parovani v bipartitnim grafu je znamy problém Tfeseny vétsinou pomoci
néjakého algoritmu na hledani maximalniho toku v siti. Autori algoritmu doporucuji pouzit
algoritmus Hopcrofta a Karpa [24], ktery bézi v ¢ase O(m+/n). V implementaci algoritmu
Omega byl pouzit algoritmus push-relabel, ktery by mél byt podle Cherkassky a kol. [25]
rychlejsi pro hledani maximalniho toku v jednotkovych sitich.

Dohromady je pro redukci NKA s n stavy a m hranami, ktera je zaloZzena na ekvivalen-
cich ~, a ~j, potieba ¢as O(n3? 4+ mlogn) a prostor O(m + n), jak pise Ilie a kol. v [23].
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Metoda kvazi-usporadani. Druha metoda sestroji obé relace ~, a ~; jako kvazi-
usporadani. Kvazi-usporadani je reflexivni a tranzitivni relace. Jak pise Champarnaud
a Coulon [26], mtZe byt pii pouziti kvazi-usporadani dosazeno lepsi redukee nez pii pou-
ziti ekvivalenci. To je zptisobeno tim, Ze kvazi-usporadani je vzhledem k inkluzi mensi nez
ekvivalence.

Na rozdil od ekvivalenci, kde je mozné sloucit stavy pattici do stejné ekvivalencni t¥idy,
musi stavy pfi pouziti kvazi-usporadani spliiovat slozitéjsi podminky. Necht je L(p,q) :=
{w e A* : ¢q € §(p,w)}. Dva stavy p a ¢ automatu A mohou byt slouceny, pokud pro
né plati alespori jedna z néasledujicich podminek (Champarnaud a Coulon [26], [27] a Ilie

a kol. [23]):
Lop~rqaqeyp,
2.p~qaq~yp,

3. prr g, p~iqaL(pp) ={)}.

Podminka 1 1ika, Ze jazyky generované stavy p a ¢ jsou stejné. Podminka 2 tika, ze jazyky
generované stavy p a ¢ jsou stejné, vezme-li se v ivahu reverzni automat A’. Podminka 3
dovoluje sloudit stavy p a g, jestlize levy (resp. pravy) jazyk generovany stavem p je obsazen
v levém (resp. v pravém) jazyku generovaném stavem g.

Kvazi-usporadani ~, a ~; mohou byt snadno spocitana algoritmem uvedenym v Ilie
a kol. [21]. Tento algoritmus vyzaduje ¢as O(mn) a prostor O(n?). Metoda kvazi-uspofadani
tak, jak je popsdna v Champarnaud a Coulon [26], [27], nefunguje pro libovolny NKA.
Skryté totiz predpokladé, ze vSechny stavy v daném NKA A jsou dosazitelné a Ze totéz plati
i pro stavy reverzniho automatu A’. Déle predpokladd, ze z kazdého stavu vede alespon
jedna hrana pro kazdé pismeno abecedy. Pokud tomu tak neni, je mozné automaty doplnit
o nestartovni a nepfijimajici stav s. Chybéjici hrany se doplni tak, ze jejich koncovym
stavem bude stav s. Déale je tieba pred vlastni redukci odstranit z NKA A iz NKA A’
vSechny nedosazitelné stavy. Protiptiklad, ktery ukazuje nutnost popsanych podminek, je
uveden na obrazku 3.2.

Operace merge (A,p,q) popsand v Champarnaud a Coulon [26] sluc¢uje stavy p a ¢ spl-
nujici nékterou z podminek uvedenych vyse. Necht stav p vznikne slou¢enim stavi p a q.
Nasledujici body 1 a 2 se shoduji s popisem operace merge tak, jak je uvedena v Cham-
parnaud a Coulon [26]. Pro spravné fungovani musi byt jesté rozsifena o body 3 az 6
nasledujicim zpiisobem:

1. Pokud se slucuji stavy p a g podle ~,. (podminka 1), je t¥eba pfidat do stavu p vSechny
prechody vedouci do stavu ¢ a upravit relaci ~; = ~; \{(p,¢') : ¢ € Q,q %1 ¢}.

2. Pokud se slu¢uji stavy p a g podle ~; (podminka 2), je tfeba pfidat do stavu p vSechny
prechody vedouci ze stavu ¢ a upravit relaci ~, = ~,. \{(p,¢) : ¢ € Q,q #. ¢}.

3. Pokud se slucuji stavy p a g podle ~, (podminka 1), p neni pfijimajici a ¢ je pfiji-
majici, oznac¢ p jako prijimajici.
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4. Pokud se slu¢uji stavy p a ¢ podle ~; (podminka 2), p neni startovni a ¢ je startovni,
oznac p jako startovni.

5. Body 3 a 4 plati i pro podminku 3.

6. Pokud existuje pfechod ze stavu ¢ do stavu ¢ pres pismeno a a pokud neexistuje
prechod ze stavu p do stavu p pfes pismeno a, pridej prechod z p do p pres pismeno a.

Pro metodu ekvivalenci existuje polynomialni algoritmus, ktery spocita optiméalni po-

fadi slucovani stavi podle ekvivalenci ~, a ~;. Pro metodu kvazi-usporadani je tento
problém NP-tézky, jak pise Ilie a kol. [23].
Srovnani redukénich metod Metoda ekvivalenci vyzaduje ¢as O(n®2+mlogn), coz je
méné, nez vyzaduje metoda kvazi-uspotadéani, kterd potiebuje ¢as O(n?). Nejvétsi nevyho-
dou kvazi-uspofddani je prostorova slozitost O(n?). Metoda ekvivalenci vyZaduje prostor
O(m+n), coZ je vétsinou mnohem méné nez O(n?) a umoziiuje tak praci s mnohem vét$imi
automaty. Napiiklad metoda kvazi-usporddani neni pouzitelnd jiz na automaty s 10 000
stavy, protoze se vypocet nevejde do pameéti obycejného stolniho pocitace. Vyhodou me-
tody kvazi-usporadani je jeji jednoduchost a snadné implementace.

Pokud je tfeba pracovat s velkymi grafy (fadové 10 000 stavii), vyplati se pouzit metodu
ekvivalenci. Pokud se pracuje s malymi grafy (fadové 1 000 stavii), vyplati se kvili snadné
implementaci pouzit metodu kvazi-usporadani.

Poslednim implementa¢nim problémem je sestrojeni prezentace posunu F~!(3) ze zna-
losti prezentace posunu ¥ a lokdlniho pravidla celuldrniho automatu (X, F'). Tato kon-
strukce je vyzadovana pii ovérovani vlastnosti klesajicich vzori. V dikazu tvrzeni 2.13 je
popsano, jak takovou prezentaci sestrojit. V této fazi algoritmu jsou ale bohuzel sofické
posuny reprezentovany jako obecné NKA, které jiz nemusi odpovidat oznacenym grafiim.
Konstrukce musi byt proto upravena tak, aby fungovala na obecnych NKA.

Tvrzeni 3.1 Necht M = (Q,0,1,F) je NKA rozpozndvajici jazyk sofického posunu 3
a (X, F) je celularni automat. Pak lze pomoci lokdlniho pravidla [ celuldrniho automatu
(X, F) z automatu M sestrojit NKA M’ = (Q', 8", I', F') s |Q||A|*" + | A" — 1 stavy, ktery
rozpozndvd jazyk posunu F~"(3).

Duikaz: NKA M’ = (Q',d,I', F’) mize byt definovan nésledovné:

Q =A"xQ U s1,...,Sar_1, (3.1)
8 (((ur. - ugr), q),a) = ((ug. . ugra), 5(f"(uy. . ugra),q)), (3.2)
§'(siyaj) = sgipjpro 1 <i < A" 1 —Tal<j<|A| (3.3)
I' = {s1}, (3.4)
Fr={((u..uar),q) €Q": g € F'}. (3.5)
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Obrazek 3.2: Priklad redukce NKA podle metody kvazi-uspotadani. Dvojité kolecko v na-
kresu NKA znamend prijimajici stav a samostatnéd Sipka startovni stav. Graf NKA A,
ktery piijima jazyk {b*}, je uveden v prvnim fadku vlevo, graf reversniho NKA A’ je uve-
den vpravo. Oba grafy jsou nezavisle doplnény o koncovy stav s. Ve druhém radku jsou
grafy automatii vzniklych slouc¢enim stavii 1 a 2 (vlevo) — pofadi je dulezité — a nasledné
slou¢enim stavi 0 a 3 (vpravo). Tento postup vede k redukovanému NKA, ktery pfijima
stejny jazyk jako NKA A. Ve tfetim fadku jsou grafy automatt vniklych sloucenim stavi 2
a 1 (vlevo) a nésledné slou¢enim stavii 0 a 3 (vpravo). Tento postup vede k redukovanému
NKA, ktery pfijimé jazyk (a|b)*db™ U {\}. Porfadi slu¢ovani stavii je tedy v tomto pfipadé
dulezité a posledni redukce nevedla k ekvivalentnimu NKA. Chybna redukce je zaptic¢inéna
nedosazitelnosti stavi 0, 2 a 3 v grafu automatu A’.
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Obrazek 3.3: Sestrojeni automatu M’ pro d = 2, r = 1. Ohrani¢end prava ¢ast vznikla
béhem krokt 3.1 a 3.2 tvrzeni 3.1. V kroku 3.3 jsou pridany pfechody vedouci ze stavu 1,
v poslednim kroku jsou pridany prechody ze stavii 2 a 3 do stavi pravé ohranicené ¢asti
tak, ze oznaceni cesty vedouci ze stavu 1 odpovida uloZzenému slovu.

A necht vy ...v4_1 je oznaceni hran na cesté z s; do s; pro |A|7~1 < i < |A]Y —
1. Potom ¢'(s;,a;) = {((ur...uar),q) € Q" : v1...04—10; = uy...ug & q¢ € I}. To
znamend pied stavy (' umistit vSechny cesty nad abecedou A délky dr tak, Ze oznaceni
cesty odpovida oznaceni stavu ((ug ... ug,),q). Pfiklad prod = 2, r =1 a |A| = 2 je uveden
na obrazku 3.3. Nakonec pfijimajici stavy automatu M’ jsou ty stavy, které obsahuji
prijimajici stav automatu M.

Automat M’ funguje tak, Ze nejprve precte slovo u délky dr. Tim se dostane do vSech
stavlt ((uq ... uqr), q), kde ¢ byl startovni stav v automatu M. Samotné slovo u je piijato,
pokud ¢ byl koncovy stav v M. Dale automat M’ simuluje vypocet v automatu M. O

3.2.4 Casova a prostorova sloZitost

Problém nalezeni maximéalniho atraktoru daného celularniho automatu je ve své podstaté
algoritmicky nefesitelny. Procedura Omega muzZe (ale nemusi) nalézt maximéalni atraktor
pouze v pripadé, ze maximalnim atraktorem celularniho automatu je soficky posun a tento
soficky posun navic lze sestrojit ze spojeni signalnich posuni. Na druhou stranu existuji
celularni automaty, jejichz maximalnim atraktorem nemusi byt soficky posun. Jazyk ta-
kového maximalniho atraktoru mize byt libovolné slozity. Jedinym zndmym omezenim je,
ze doplnék jazyka maximalniho atraktoru musi byt rekurzivné spocetny, jak pise Culik a
kol. v [28]. Navic neexistuje algoritmus, ktery by rozhodl, zda jazyk maximélniho atraktoru
daného celularniho automatu je nebo neni sofickym posunem, jak pise Culik a kol. v [29].

Z téchto divodi nelze pro proceduru Omega uvést odhad ¢asové a prostorové slozitosti.
V nasledujicich odstavcich jsou alespon shrnuty odhady jednotlivych krokd. Pokud je to
mozné, jsou odhady uvedeny v poctu stavili a v poc¢tu hran grafu NKA rozeznévajiciho
jazyk prislusného sofického posunu. Odhady jsou uvedeny pro celularni automat (X, F)
o priméru d = a — m. D, 4 znaci mnozinu zakizanych slov signalniho posunu 8§, ).
V kazdém kroku algoritmu se vysledné grafy redukuji. Slozitost obou pouzitych reduk¢énich
metod byla popsana v jejich srovnani na strané 45.
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Krok 1 Pro ovéfeni surjektivity CA (X, F') je tfeba spo¢itat F-obraz posunu X. Pokud
prezentace GG posunu X obsahuje e hran, je na sestrojeni prezentace G’ posunu F(X)
potieba ¢as O(ed™!), protoze je podle ditkazu tvrzeni 2.13 nutné vygenerovat vechny
cesty v G délky d (nové stavy) a délky d 4+ 1 (nové ptrechody).

Pii konstrukci DKA pro dany NKA muze dojit k exponencidlnimu nartistu potiebné
paméti. Minimalizace, normalizace a porovnani dvou DKA vyzaduje ¢as O(nlogn+n+n) =

O(nlogn).

Krok 2 Graf G signalniho posunu 8, 4 je sestrojen z mnoziny slov neobsazenych v Dy, 4.
Graf G obsahuje nejvice v, = |£%(X)| stavii a nejvice e, = [£%*!(X)| hran. Sestrojeni
grafu signalniho posunu 8, ,) vyzaduje ¢as O(v, + €4) a pamét O(v, + ¢,). CA (X, F)
mé maximalné dg; signalnich posuni pro kazdé ¢; < n, takze je mozné ziskat az s =
dn(n+1)/2 signalnich posunt. Celkem je potfeba maximalné O(d >} | ie;) Casu a paméti
pro sestrojeni a reprezentaci vSech signalnich posunti v kroku 1, pokud méfime casovou
slozitost generovanim slov jazyka £%1(X).

Krok 3 Signalni posuny z kroku 2 mohou byt setfidény v ¢ase O(slogs). K sestrojeni
c-blokového grafu Yl pro signalni posun 8(p,q) s € hranami je potieba cas O(e®), protoze
graf 29 obsahuje maximalné e ! stavii a e® hran. Sestrojeni grafu pro c-spojeni dvou
c-blokovych grafii s e; a e; hranami vyzaduje ¢as O(ejes/|L9(X)]).

Krok 4 SlozZitost sestrojeni prezentace pro F(X) z prezentace pro ¥ a slozitost testu
ekvivalence dvou NKA byla popsana u kroku 1. Neexistuje zadna mez, ktera by urcovala,
pii které iteraci dosahne funkce F' na posunu ¥ silné invariantniho bodu (F(X) = X).

Krok 5 Pokud graf NKA piijimé jazyk £(X) a obsahuje n stavi, lze v ¢ase a prostoru
O(n + a + b) podle tvrzeni 2.6 sestrojit graf NKA, ktery pfijima jazyk £(X)4,p).
NKA rozpoznavajici jazyk D(X) se podle tvrzeni 2.7 sestroji jako

D(E) = (A" \ L(X)) N L(Z) 0. N L(E) ),

pricemz
AT\ L(Z) = AT N A"\ L(D)).

NKA pfijimajici jazyk AT m4 2 stavy. NKA pfijimajici jazyk A*\ £(X) vznikne zaménénim
prijimajici a neprfijimajici mnoziny stavil. Pocet stavil zlistane v tomto pripadé stejny.
Prinik dvou NKA s ny a ny stavy lze sestrojit v éase O(niny). Dohromady konstrukce
NKA, ktery pfijima jazyk L£(D(X)), vyzaduje ¢as O(2n(n + 1)(n+ 1)) = O(n?).

Podle tvrzeni 3.1 m4 NKA pfijimajici jazyk f~"(D(X)) q|A|" + |A|¥" — 1 stavi, kde ¢
je pocet stavit NKA pfijimajictho jazyk D(X). Konstrukce tedy vyzaduje cas O(g|A|%").

Dohromady ovéreni vlastnosti r-klesajicich vzorta vyzaduje cas

(’)(nn3|A\d’" ndr+1) — O(Tldr+5|A‘dr).
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Kapitola 4

Elementarni celularni automaty

vvvvv

luldrnich automatt. Pfes svoji jednoduchost maji zajimavé dynamické vlastnosti. Jsou to
celuldrni automaty nad dvoupismennou abecedou {0,1} s paméti a odsazenim rovné 1.
Vzdy tfi sousedni buiiky jedné konfigurace urcuji hodnotu bunky v konfiguraci nasledu-
jici. Existuje osm moznych kombinaci stavii tii sousednich builek. Kazda z osmi moznosti
uréuje hodnotu buiiky v nésledujici konfiguraci, celkem tedy existuje 28 = 256 moznych
elementarnich celuldrnich automatt. Kazdy z nich mtze byt oznacen osmibitovym kédem
podle vzorce

£(000) + 2£(001) + 4£(010) + 8£(011) + 16£(100) + 32f(101) + 64 f(110) + 128 £(111),

kde f je lokalni pravidlo. Toto oznaceni elementarnich celularnich automati zavedl Wolfram
v [30].

V této kapitole je popsano nékolik ptrikladti elementarnich celularnich automati, jejichz
maximalni a posunné atraktory se podafilo spocitat pomoci algoritmt Spread a Omega.
Pokud to velikost konec¢nych automati popisujicich jazyky téchto atraktorti dovoli, jsou
jednotlivé kroky algoritmil rozebrany podrobné a je poskytnut i pfimy diikaz spravnosti
konkrétniho kroku. V ostatnich pfipadech je tfeba spoléhat na bezchybnost implementace.

4.1 Tridy elementarnich celularnich automatt

Elementarni celularni automaty mohou byt rozdéleny do tiid na zakladé konjugaci tak, ze
automaty pattici do stejné tiidy maji v né€jakém smyslu stejné nebo podobné atraktory.

Existuji dvé konjugace. Pokud jsou v né€jakém elementarnim celuldrnim automatu pro-
hozeny nuly a jednicky, bude mit vysledny automat stejnou dynamiku a jeho signalni
posuny i atraktory budou az na prohozeni nul a jednicek stejné. Podobné pokud jsou levé
bunky v okoli, na kterém je definovano lokalni pravidlo, prohozeny s bunikami pravymi,
bude mit vysledny automat stejné signalni posuny i atraktory az na to, ze v jejich prezen-
tacich budou mit Sipky otoceny smeér.
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Formaln&ji nechf jsou definovdny dva homeomorfismy ®, ¥ : {0,1}7 — {0,1}7 takové,
ze ®(x); =1—z; a ¥(z); = z_;. Dva ECA (X, F) a (X,G) patii do stejné tiidy, pokud
F® = ®G, nebo F¥ = VUG, Pokud F® = &G, pak se 8,4 (F) a 8,4 (G) lisi pouze
zaménénim pismen, tj. 8, (F) o ® = ® 0 8, ,(G). Pokud F¥ = VG, pak 8, (F) =
8(—p,g)(G). Celularni automaty (X, F) a (X,G) jsou zobrazenimi ® a ¥ konjugovany, z
¢ehoz plyne, ze maji konjugované posunné atraktory.

Napiiklad ECA 128 a ECA 254 jsou konjugovany homeomorfismem ®. ECA 140 a
ECA 196 jsou konjugovany homeomorfismem W¥. TFidy elementarnich celularnich automati
jsou popsané v souhrnné tabulce v ptiloze A. Specialni pfipad tvoii surjektivni elementarni
celularni automaty, protoze jejich maximalnim atraktorem je prostor vsech konfiguraci.

4.2 ECA 12

ECA 12 (obrazek 4.1) je prikladem celularniho automatu s velice jednoduchou dynamikou,
ktery ma na prostoru konfiguraci X = {0,1}* signalni posun ¥ := 81y = 8j11}. Plati
Y =F(X).

Necht v € D(X), pak u obsahuje 11 jako podslovo. Slovo u nemé Zadny vzor, proto je
pro né podminka 1-klesajicich vzord splnéna trividlné podle poznamky pod definici 2.18.
Posun ¥ tedy mé vlastnost klesajicich vzorii, proto Qz(X) = X. Navic je podle véty 2.3
S(0,1) jedinym tranzitivnim signdlnim posunem.

ECA 12 m4 invazivni mnozinu U := A? \ {11}. Graf (£*(X), i>) a (U, %) je zachycen

na obrazku 4.2. Posunnym atraktorem invazivni mnoziny U je signalni posun Qg(U) =

8(071) =Y = QF(X)

4.3 ECA 184

Dynamiku ECA 184 na X = {0, 1}Z (obrazek 4.3) si lze piedstavit jako dopravu na dalnici,
kde se proti sobé pohybuji volné mista reprezentovana nulami a shluky aut reprezentované
jednickami. Shluky aut a volna mista spolu pfi setkani reaguji tak, ze auta vzdy vyplni
volna mista.

ECA 184 m4 dva nekonecné netranzitivni signalni posuny 811y = 8110011}, 8(-1,1) =
81001,100y Symbolizujici volna mista a shluky aut. Navic méa nekonecny netranzitivni signalni
posun 8(0.1) = 8{010,100,101,110} - R4d posunti je 0(8a,1)) = 0(80,1)) = 0(8(~1,1)) = 3. Priiniky
jsou

81,1 N8w1) =801 NE11) = {0™,1°},

8,1 N8—1,1y = {0°,1%,(01)>, (10)>},

tedy
P(S1.1)) NSw0.1)) = P(801) NE-11)) =1

P8y NS1y) =2.
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Obréazek 4.1: ECA 12
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Obrézek 4.2: Vlevo graf (,CZ(SD) =), uprostted graf (U, =), kde U = A2\ {11}, a vpravo
maximalni atraktor Qp(X) = 8(,1) automatu ECA 12.
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Obrazek 4.3: ECA 184
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Qp =8a,1 v S(—1,1)

Obrézek 4.4: Maximélni atraktor Qp = 8.1 V 8(_1.1) automatu ECA 184.
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Protoze (d— % —=t)g = (2+1)1 = 3, dostavéame ¢ = 3. Signalni posun 8 g 1) je obsazen
v 2-spojeni X 1= 81 v 8(0,1), proto neni nutné tento posun dale uvadét. Protoze plati
¥ C F(Y), je mozné pokracovat konstrukei F'(X) a dostaneme F'(X) = X.

Kazdé slovo u € D(X) obsahuje 1100 jako svoje podslovo. Slovo 1100 nemé zadny vzor,
proto mé soficky posun ¥ vlastnost 1-klesajicich vzort podle poznamky pod definici 2.18.

Dostéavame, ze Qp(X) = X.

4.4 ECA 132

ECA 132 (obrazek 4.5) je ptikladem celularniho automatu s jednoduchou dynamikou a
s jednou invazivni mnozinou.
ECA 132 m4 na prostoru X = {0, 1}% minimélni invariantni mnozinu U := A%\ {11}.

Levé okoli Lo(U) = {110} a pravé okoli Ry(U) = {011}. Ani jeden z graft (LO(U),L),

(Ro(U ),L) neobsahuje silné souvislou komponentu, proto je U invazivni mnoZina. Na
invazivnl mnoziné U mé& ECA 132 jeden signalni posun 8 1) = Spi13, ktery je zéroven

1 posunnym atraktorem Qp(U) = 8o 1y. Graf (L*(X ),L) a posunny atraktor invazivni
mnoziny U jsou zachyceny na obrazku 4.6. Pro lepsi pochopeni je mozné uvést jako priklad
mnozinu V' = {00}, ktera je invariantni, ale neni invazivni, protoze levé okoli L;(V') =
{001} a konfigurace (001)* je F-periodicka.

ECA 132 mé na celém prostoru konfiguraci X signalni posuny

S = 85(010,100,101,110} 5
80,1 = Sqoi1,110}
8(-11) = 8S(001,010,011,101}-
Mame
0(8(1,1)) = 0(80,1)) = 0(8(-1,1)) =3,
811y N811) =811 N80y =8, N1,y ={07,1%}
a
(d—2+5)g <2,
4 4

proto ¢ = 3.

Necht 3 := 81.1) V 801y V 8(_1.1). Plati, 7e ¥ = F(X). Pak D(X) = {110"1,10"11 :
n > 1}. Vyuzije se, Ze 110 a 011 maji jedinecné vzory f~1(110) = 11110 a f~1(011) =
01111. 1101 nemé zadny vzor a vzory pro 110”1 pro m > 2 obsahuji 110™1 pro néjaké
1 <m < n—1. Podobné 1011 nema zadny vzor a vzory pro 10"11 pro n > 2 obsahuji
10™11 pro néjaké 1 < m < n — 1. 3 ma vlastnost klesajicich vzort a tedy Qp(X) = X.
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4.5 ECA 232

ECA 232 (obrazek 4.8) ma na prostoru X = {0, 1}Z invazivni mnozinu U := A3\ {010,101},
posunny atraktor této invazivni mnoziny je signalni posun Qp(U) = 81) = S{o10,101}-
Graf (L£3(X ),L) s vyzna¢enou invazivni mnozinou U a graf (U,->) je na obrazku 4.9.
Levi a pravi sousedé mnoziny U jsou Lo(U) = {1011,0100} a Ro(U) = {0010, 1101}.
Graf (Lo(U), i>) ani (Ry(U), i>) nem4 silné souvislou komponentu, proto je U invazivni
mnozina.

Na prostoru X existuji dalsi dva signalni posuny 81,1y = So11,100y @ 8(—1,1) = Sjo01,110} -
Rad signalnich posunt je 0(8(1.1)) = 0(8(0,1)) = 0(8(—1,1)) = 3. Priniky signélnich posunt
jsou

Su1y N811) = {07,1%,(01)>, (10)>},

Sa1 N8 =801 NE11y ={0>,1°}
p.

qi qj

takze ¢ = 3.

Ve 3-spojeni signdlnich posunii 8, ;) v 80,1 v 8(_1,1) (obrazek 4.10) mohou byt vyne-
chany hrany vedouci z 8(;,1) do 8(0,1) a z 8(0,1) do 8(_1,1), aniz by se zménil jazyk posunu.
Ziskanou prezentaci je mozné dale zjednodusit. Dostaneme tak

2= 8 V 80 V 81 = 8oy U (S V 8-
Jak je mozné vycist z obrazku 4.11 maximalniho atraktoru ECA 232, je
D(¥) = {010"1,10"10,01"01,101"0 : n > 1}.

V ditkazu se vyuzZije, ze 010 a 101 maji jedineéné vzory f~1(010) = 01010 a f~1(101) =
10101. Pro 010"1 plati f~1(01001) = @, f~1(010001) = 010001 a

f£71(010"1) = {01010™ '11,01010"*101} pro n > 4.

Vzory slova 010™1 obsahuji ve vSech pripadech kratsi zakdzané slovo 010™1. Pro 10”10 plati
f71(10010) = 0, £71(100010) = 11001010 a

f71(10™10) = {110" 11010, 1010" 1010} pro n > 4.
Vzory slova 10”10 obsahuji ve vSech pripadech kratsi zakadzané slovo 10"10. Zbylé dva
pripady 01701, 101™0 se ukazi podobné.

Plati tedy, ze f~(D(X)) N L(X)p1) N L(E)p,2 = 0. ¥ mé vlastnost 1-klesajicich vzori
a QF(X) =
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Obrazek 4.9: Vlevo graf (A3, i>) a vpravo graf (U, %) invazivni mnoziny U = A3\ {010, 101}
automatu ECA 232.

110

Obrazek 4.11: Maximalni atraktor Qp = 8,1) U (8¢1,1) v 8(-1,1)) automatu ECA 232.
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4.6 ECA 77

ECA 77 (obrazek 4.12) je ptikladem celuldrniho automatu, jehoz maximalni atraktor lze
ziskat algoritmem Omega pro parametr n = 2, navic ma i jednu invazivni mnozinu s po-
sunnym atraktorem.

ECA 77 mé na prostoru X = {0,1}* minimaln{ invariantni mnozinu U := A3\
{000, 111}. Levé okoli této mnoziny je Lo(U) = {0001, 1110} a pravé Ry(U) = {0111, 1000}.
Ani jeden z grafu (Lo(U), L), (Ro(U), i>) neobsahuje silné souvislou komponentu, proto
je U invazivni mnozina. Posunnym atraktorem invazivni mnoziny U je signalni posun
80.1) = Spoo0,1113 = Qr(U). Graf (L3(X), i>) a posunny atraktor invazivni mnoziny U jsou
zachyceny na obrazku 4.13.

ECA 77 mé na prostoru X signalni posuny 822y = Swy, 80,1) = Swas S0,2) = Sws,
8(_272) = SW4.

Wy = {00001,00100,00101,00110,00111,01100, 01101,
10010, 10011, 11000, 11001, 11010, 11011, 11110}

W, = {000,111}

W; := {00001,01110,01111,10000,10001,11110}

W, := {00011,00100,00110,01001,01011,01100,01111

10000, 10011, 10100, 10110, 11001, 11011, 11100}

Vse je zachyceno na obrazku 4.14. Protoze plati £(8(0,2) € L(8(0,4)) U {0>,1°} a
{0°,1°} € L(8(22)), nepiinasi signalni posun 82 do spojeni zadna dalii slova a je
mozné ho vynechat. 3-spojeni X := 83 9) v S(0,1) v 8(—2,2) je po zjednoduseni zobrazeno na
obrazku 4.15. Plati, ze ¥ = F(X) a ¥ mé podle algoritmu Omega vlastnost 1-klesajicich
vzord, proto je Qp(X) = ¥ maximalnim atraktorem ECA 77.

4.7 ECA 5

ECA 5 (obrazek 4.16) m4 na prostoru X = {0, 1}? jeden nekone¢ny signalni posun

8(0,2) = S{10001,10011,11001,11011} 5

ktery je zaroven i jeho maximalnim atraktorem. Pro ECA 5 se nepodaftilo objevit zadnou
invazivni mnozinu.

4.8 ECA 106

ECA 106 (obrazek 4.18) je piikladem surjektivniho celularniho automatu, jehoz maxi-
malnim atraktorem na prostoru X = {0,1}% je X. Obecné plati, Ze jedinym posunnym
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Obrazek 4.14: Signalni posuny ECA 77 pouzité pii konstrukci maximélniho atraktoru.
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Obrazek 4.15: Zjednoduseny graf spojeni ¥ = 839 Y, 8(0,1) Y S(—22) = 8(2,2) Y, S(—22) U
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atraktorem surjektivniho celuldrniho automatu (X, F') je prostor vSech moznych konfigu-
raci X. Toto tvrzeni je dokdzéno v Kiirka [4]. PfestoZe je ECA 106 surjektivni, m4a signalni
posun 81y = Spi1}-
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Obrazek 4.17: Slgnélni posun 8(072) = S{10001710011711001711011} = (ZF(X) automatu ECA 5.
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Obrézek 4.19: Signalni posun 8_ 1) surjektivniho automatu ECA 106.
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Kapitola 5
ZAavér

5.1 Shrnuti prace

Hlavnim cilem této diplomové prace byla implementace algoritmti Spread a Omega. Oba
algoritmy byly z diivodl snadné prenositelnosti mezi architekturami, na kterych byly pro-
vadény vypocty, implementovany v jazyce Java. Kromé algoritmti Spread a Omega byla
implementovana sada dalsich mensich nastrojt, které je mozné vyuzit pro zkouméani jed-
noduchych celularnich automatii.

Dalsim z cilti bylo ovéreni implementace na elementarnich celularnich automatech. Pies-
toze fada problému tykajich se atraktori celularnich automatt je algoritmicky nefesitelna,
podafilo se algoritmy Spread a Omega najit dosud neznamé maximalni atraktory pro po-
mérné velky pocet elementarnich celularnich automatii. Nejzajimavejsi z nalezenych atrak-
tortt byly popsany v kapitole 4. U atraktorti, u kterych to bylo mozné, byl podan i dikaz.

Z celkového poctu 256 elementarnich celularnich automati rozdélenych do 89 tiid se
podafilo spocitat maximalni atraktor u 51 t¥id. Dalsich 12 tfid obsahuje surjektivni celu-
larni automaty, jejichz jedinym posunnym atraktorem je cely prostor konfiguraci. Ve zby-
Iych 26 ptripadech vypocet neskonéil tspésné. Algoritmus Omega miize spoc¢itat maximalni
atraktor jen téch celularnich automati, jejichz maximalnim atraktorem je soficky posun.
Tento posun musi byt navic mozné sestrojit jako spojeni signalnich posunti. O maximal-
nich atraktorech celularnich automati z 26 tiid, u kterych se maximalni atraktor spocitat
nepodarilo, neni mozné tici nic dalsiho. Je také nutné zminit, ze existuji elementarni ce-
lularni automaty, naptiklad elementarni celuldrni automat s kédem 62, jejichz maximalni
atraktory byly nalezeny jinou metodou, ale soucasna implementace je nespocita.

Pomoci redukénich algoritmt se téz podarilo zjednodusit reprezentaci pro nékteré jiz
zndmé maximalni atraktory. Zobecnéni na posunné atraktory pomoci algoritmu Spread
prineslo dalsi vysledky ve formé nalezenych invazivnich mnozin a jejich posunnych atrak-
tord.

Implementace funguje pro jednoduché celularni automaty s malym poctem signalnich
posunti. Vzhledem k tomu, ze zkoumany problém je algoritmicky netesitelny, bylo pravdeé-
podobné dosazeno maxima, co jsou algoritmy Spread a Omega schopné spocitat.
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¢et stavll nedeterministickych konec¢nych automatt. Na druhou stranu by bez redukcnich
algoritmi bylo pouziti algoritmu Omega jesté vice omezené.

5.2 Naméty pro dalsi praci

Existuje prostor pro zlepseni algoritmti Spread a Omega. Ackoli neni z podstaty TfeSe-
ného problému mozné dosdhnout kategoricky lepsich vysledk®, mohla by byt vylepsena
implementace schopné najit néjaké dalsi atraktory nebo potvrdit atraktory celularnich
automatti, které jiz byly nalezeny jinou metodou.

Jednim ze zlepSeni by mohla byt paralelizace nékterych krokt vypoctu. Jedna se prede-
vsim o hledani signalnich posunti, vytvareni c-blokovych grafti a redukce nedeterministic-
kych konec¢nych automatt. Dalsim moznym a uzitecnym zlepsenim by mohlo byt vytvoreni
grafického uzivatelského rozhrani, které by s vyuzitim vlastni nebo prevzaté knihovny do-
kézalo grafy sofickych posunti zobrazit v dobfe citelné podobé.

Vzhledem k tomu, Ze na rychlost vypoc¢tu ma zasadni vliv velikost kone¢nych automatii
reprezentujicich jazyky sofickych posunt, je mozné se téz pokusit zlepsit pouzité redukéni
algoritmy.
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Priloha A
Prehled vysledkt dosaZzenych na ECA

V tabulce A.1 je uveden piehled vysledkti dosazenych pri zkoumani maximéalnich atraktori
elementarnich celularnich automatu. Mohou nastat dvé situace.

e Vypocet se na prislusném ECA zastavil. Pak uvedené hodnoty n, m a ¢ jsou hod-
noty parametrii algoritmu Omega, pti kterych se vypocet zastavil. Vypocet se mohl
zastavit z nasledujicich divod:

— ECA mé maximalni atraktor - n je ¢islo béhu, kdy se vypocet zastavil, ma-
ximalni atraktor ma vlastnost m-klesajicich vzorti a pri vypoctu bylo pouzito
c-spojeni.

— Pro dané ECA nebyl maximalni atraktor nalezen. Pak mohou nastat nasledujici
pripady:

x ECA je surjektivni - jedinym posunnym atraktorem je cely prostor.

* Pro zadné c-spojeni nalezenych signéalnich posunt ¥ neplati ¥ C F/(X).

* Silné F-invariantni obraz néjakého c-spojeni signalnich posunii nema vlast-
nost m-klesajicich vzori.

e Vypocet ECA se nezastavil, pak n, m a ¢ jsou maximélni zkousené hodnoty. Pro
hodnoty mensi se vypocet nezastavil nebo nebyl nalezen maximalni atraktor. Divod
nekonecného vypoctu je pro pro ptislusny ECA uveden v poznamce. Divody jsou
nasledujici:

— Nelze spocitat c-spojeni pro néjaké ¢ z divodu nedostatku ¢asu nebo paméti.

— ECA nema pro uvedené n silné F-invariantni bod. Program z nedostatku paméti
nebo c¢asu neovéril pevny bod ani pro hodnoty mensi, nez je hodnota skrytého
parametru k.

— Nelze ovérit vlastnost m-klesajicich vzorii z nedostatku ¢asu nebo paméti.

Sloupce tabulky poskytuji nasledujici informace:
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e ECA - kéd elementarniho celularniho automatu. Zapis 0 <= 255 znamena, ze elemen-
tarni celularni automat s kédem 0 a elementarni celularni automat s kédem 255
jsou konjugovany homeomorfismem ® (viz strana 49). Dva elementarni celularni au-
tomaty z rtznych dvojic konjugovanych homeomorfismem ® uvedenych pod sebou
v jednom radku tabulky jsou konjugovany homeomorfismem W. Naptiklad ECA 2 a
ECA 16 jsou konjugovany homeomorfismem W, podobné jsou homeomorfismem W
konjugovany ECA 191 a ECA 247.

e Atraktor - udava, zda vypocet vratil maximalni atraktor.

e 1 - hodnota parametru n, pro kterou se vypocet zastavil, nebo maximalni zkousena
hodnota.

e m - hodnota vlastnosti m-klesajicich vzort, pro kterou se vypocet zastavil, nebo
maximalni hodnota, pro kterou byl vypocet na tomto elementarnim celularnim au-
tomatu zkousSen.

e ¢ - pouzité c-spojeni. Pokud je uvedeno ve formé ¢/C, je ¢ maximalni zkousena
hodnota a C' je maximalni mozna hodnota ¢ v tomto kroku algoritmu podle véty 2.2.

e Signaly - rychlosti vSech signald pro dané n.
e Poznamka - uvadi diivod nebo misto v programu, kde doslo k vycerpani ¢asu nebo
preteceni pridélené paméti.

Vypocty byly provadény na pocitaci se dvéma procesory AMD Athlon MP 1,6 GHz,
s paméti RAM o velikosti 1 GB, na kterém bézel GNU /Linux. Doba jednoho vypoctu byla
omezena na maximalné 6 hodin a vypocet mohl v jednom okamziku vyuzit maximéalné
1 GB paméti alokovatelné na haldé. Pokud vypocet potfeboval vice paméti nebo nebyl
dokoncen do 6 hodin, byl ukoncen s oznamenim prislusné chyby.
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Tabulka A.1: ECA a jejich maximalni atraktory

ECA Atraktor n m c Signaly Poznamka
0« 255 - 5 1 0 0
1127 Ano 2 1 2 (0,2)
2191 Ano 1 1 2 (-1,1)
16 «— 247
363 Ano 2 1 2 (1,2)
17— 119
4223 Ano 1 1 2 (0,1)
5 95 Ano 2 1 4 (0,1) (0,2)
6 159 Ano 2 2 3 (2,2) (0,2)
20 < 215 (0,1) (-2,2)
731 Ano 2 2 3 2,2) (1,2)
9187 (0,2)
8+ 239 - 5 1 0
64 < 253
9111 - 4 1 21/24  (44) (2,2) pamét pri spojeni
65« 125 (3,4) (2,4) pro m = 2 zkouseno do n = 2
(0.2) (0.4)
(_273)
10175 Ano 1 1 2 (-1,1)
80 « 245
1147 Ano 2 1 3 (2,2) (1,2)
81+ 117 (-1,1) (-2,2)
12207  Ano 1 1 2 0,1)
68 — 221
13— 79 Ano 2 2 3 (2,2) (0,2)
69 < 93 (0,1)
14—143  Ano 2 1 3 (2,2) (0,1)
84 <213 (0,2) (-1,2)
('1?1) ('2?2)
15, 85 - 5 - - (4,4) (2,2) Surjektivni
(_575)
18 — 183 - 4 1 16/24 (24) (1,3) pamét pri spojeni
(0,2) (0,4)  pro m = 2 zkouseno do n = 4
(_173) (_ 74)
19 — 55 Ano 2 2 2 0,2)
22151 - 5 1 16/120 (34) (2,3) neni F-invariantni
(0,4) (0,5)  pro m = 2 zkouSeno don =15
('2?3) (' ?4)
23 Ano 2 1 3 2,2) (0,2)
(_272)
24 < 231 Ano 1 1 2 (1,1)
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ECA Atraktor m c Signaly Poznamka
66 < 189
25103 - 1 4/9 (1,2) (-1,2) pamét pii 1-klesajicich
67— 61 (-3,3) pro m = 2 zkouseno do n = 3
26— 167 - 1 10/11  (2,3) (1,2) pamét pri spojeni
82— 181 (-1,3) (-2,2) pro m = 2 zkouseno do n = 3
27 < 39 Ano 2 3 (1,2) (-2,2)
83«53
28199  Ano 2 2 (2,2) (0,2)
70 > 157 (0,1)
29 71 Ano 1 2 (0,2)
30135 - - - (2,2) (4,4) Surjektivni
86 < 149 (-4,5) (-5,5)
32 251 Ano 1 2 (1,1) (L))
33123 - 1 9/9 (4,4) (2,2) nemd 1-klesajici vzory
(0,2) (0,4)  prom = 2 zkouseno do n = 2
(_272) (_ 74)
34187  Ano 1 2 (0,1)
48 — 243
35 < 59 Ano TE 1,2) (0,2)
49 115 (-1,1) (-2,2)
36219  Ano 2 2 (0,1) (0,2)
3791 - 1 11/24 (3,3) (1,3 pamét pfi spojeni
(0,2) (0,4)  prom = 2 zkouseno do n =4
(_173) (_373)
38155  Ano 2 2 (-2,2)
52« 211
40 < 235 Ano 1 2 (1,1) (L))
96 «— 249
41— 107 - 1 10/12  (22) (1,2) pamét pri F-obrazu
97 — 121 (1,3) (0,2)  pro m = 2 zkouSeno do n = 2
(073) ('171)
(_272) (_373)
42 5171 Ano 1 2 1,1)
112+ 241
43,113 Ano 1 3 2,2) (1,2)
(0’2) ('1’1)
('2?2)
44 — 203 - 1 14/24  (3,3) (0,1) pamét pfi 1-klesajicich
100 < 217 (0,2) (0,3)  pro m = 2 zkouSeno do n =3
(074) ('171)
(_272) (_373)
('4?4)
45— 75 - - - (-4,5) (-5,5) Surjektivni



ECA Atraktor m c Signaly Poznamka
101 + &89
46— 139 Ano 2 2 (2,2)
116 < 209
50179  Ano 1 3 (2,2) (0,2)
(_272)
51 - - - (0,2) (0,4) Surjektivni
54 147 - 1 12/24 (2,2) (44) pamét pfi F-obrazu
(1,3) (0,4)  pro m = 2 zkouSeno do n = 4
(_173) (_272)
('4?4)
56227  Ano 1 2 (L1 (L))
98 «+ 185
57— 99 - 1 2/120 (1,1) (2,2) pamét pfi spojeni
(3,3) (4,4)  pro m =2 zkouSeno don =5
(5.5) (1.2)
(2.4) (25)
(1.4) (0.3)
(075) ('154)
(_275) (_172)
('2?4) ('1?1)
(_272) (_373)
('4?4) ('5?5)
58 — 163 - 1 24/24  (1,1) (2,2) pamét pii spojeni
114 <177 (3,3) (4,4)  pro m = 2 zkouseno do n = 4
(1.2) (24)
(_173) (_274)
(_171) (_272)
('3?3) ('4?4)
60 — 195 - - - (-5,5) Surjektivni
102 < 153
62 < 131 - 1 5/12  (1,2) (0,3) pamét pii 1-klesajicich
118 < 145 (-1,1) pro m = 2 zkouseno do n = 3
72237  Ano 2 2 (0,1)
73— 109 - 1 - (4,4) (5,5) ¢as prii signalnich posunech
(2,5) (0,1)  pro m = 2 zkouSeno do n =3
(0,2) (0,3)
(0,4) (0,5)
(_275) (_474)
('5?5)
74173 - 1 - (3,3) (5,5) Cas pii signalnich posunech
88 — 229 (3,4) (3,5)  pro m = 2 zkouSeno do n = 2
0.1) (02)
(0,3) (0,4)
(0’5) ('2’5)



Poznamka

Atraktor n m

ECA

(0,1)

Ano

76 < 205
[

Ano

Ano

78 + 141

92 «— 197

Surjektivni

90 + 165

pamét pii spojeni
pro m = 2 zkouSeno don =5

94 «— 133

Inich posunech
pro m = 2 zkouSeno do n = 3

v

Cas pri signa

104 < 233

Surjektivni

105

Surjektivni

106 < 169
120 +— 225

(0,1) (0,2)

4

Ano

108 « 201

Inich posunech

v

¢as pri signa
pro m = 2 zkouseno do n = 3

v

110 < 137
124+ 193



ECA Atraktor c Signaly Poznamka
(0’5) ('2’5)
(_274)
122 — 161 - 2/120  (1,1) (3,5) pamét pii spojeni
(2,4) (1,3)  signalni posuny (—a,a) a (a,a)
(1,5) (0,2) pro |a| > 1 vynechany
(0,4) (-1,5)  pro m = 2 zkouSeno don =5
(_173) (_274)
('3?5) ('1?1)
126 <129 - - (3,5) (2,4) Cas pfi signalnich posunech
(1,3) (1,5)  pro m = 2 zkouseno do n = 4
(0.2) (04)
(_175) (_173)
('2?4) ('3?5)
128254  Ano 2 (1,1) (-1,1)
130190  Ano 2 (2,2) (-1,1)
144 < 246 (-2,2)
132222 Ano 2 (1,1) (0,1)
(_171)
134 < 158 - 2/120 (2,2) (4,4) pamét pfi spojeni
148 « 214 (5,5) (4,5)  pro m = 2 zkouSeno don =5
(2.3) (2.4)
(2:5) (0.1)
('2?5) ('2?4)
(_273) (_475)
('1?1)
136238  Ano 2 (0,1) (-1,1)
192 + 252
138174  Ano 2 (1,1)
208 < 244
140206 Ano 2 (0,1) (-1,1)
196 < 220
142 Ano 3 (2,2) (0,2)
(0’1) ('1’2)
('1?1) ('2?2)
146 < 182 - - (3,5) (2,4) Cas pfi signalnich posunech
(1,3) (1,5)  pro m = 2 zkouseno do n = 4
(0.2) (04)
(_175) (_173)
('2?4) ('3?5)
150 - - (4,5) (3,5) Surjektivni
(2,5) (1,5)
('1?5) ('2?5)
(0’5) ('3’5)
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ECA Atraktor c Signaly Poznamka
(_475)
152230  Ano ) (2,2) (1,1)
194 188 (0,2) (0,1)
(_272)
154+ 166 - - (-1,1) Surjektivni
210« 210
156~ 198 Ano 3 (2,2) (0,2)
( ’1) ('2’2)
160 < 250 - 15/120  (1,1) (-1,1) F-obraz
signélni posuny (—a,a) a (a,a)
pro |a] > 1 vynechany
pro m = 2 zkouseno don =5
162186  Ano 2 (L,1) (1,1)
176 «— 242
164 « 218 - 9 (1,1) (3,5) Cas prIi signalnich posunech
(1,5) (-1,5) signalni posuny (—a,a) a (a,a)
(0,1) (1,5) pro |a| > 1 vynechany
(0,1) (-3,5)  pro m = 2 zkousSeno do n = 3
(_171)
168234  Ano ) (1,1) (0,1)
924 248 (-1,1)
170, 240 - - (5,5) (-1,1) Surjektivni
(_272) (_373)
('4?4) ('5?5)
172202 Ano 2 (0,1) (-1,1)
228 «— 216
178 Ano 3 (2,2) (0,1)
(072) ('272)
184226 Ano ) (1,1) (0,1)
(_171)
200236 Ano 2 (0,1)
204 - - (0,5) (0,4) Surjektivni
(0,3) (0,2)
(0,1)
212 Ano 3 (2,2) (1,1)
(1.2) (02
(071) ('272)
232 Ano 3 (1,1) (0,1)
(_171)
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Priloha B

Aplikace Cellattractors

Aplikace Cellattractors obsahuje implementaci algoritmii Spread a Omega a sadu dalSich
nastroji, které byly uzitecné pri zkoumani atraktorti elementarnich celularnich automati.

Aplikace se ovlada pres prikazovou radku sadou prikazu. Piikazy se fidi pomoci prepi-
naci. Vsechny prikazy spolu s prepinaci budou popsany v nasledujicich odstavcich. Nekteré
prikazy generuji sviij vystup ve formé sady HTML stranek, na kterych jsou vysledky vy-
poc¢tu prehledné zobrazeny.

Aplikace také poskytuje uzivateli programové rozhrani, pomoci kterého je mozné pri-
zplusobit probihajici vypocet aktudlnim potfebam zkoumaného celularniho automatu.

B.1 Uzivatelska c¢ast

B.1.1 Ziskani programu

Aplikaci Cellattractors je mozné najit na prilozeném CD, kde je umisténa v adresari
/cellattractors, nebo si jeji aktualni verzi véetné zdrojovych kéda stahnout z adresy

http://code.google.com/p/cellattractors/.

B.1.2 Instalace

Aplikace CellAttractors je naprogramovana v jazyce Java. Pro sviij béh tedy vyzaduje mit
na pocitaci nainstalovano béhové prostiedi jazyka Java (JRE) alespon ve verzi 1.5. Béhové
prostiedi je mozné stahnout z adresy

http://java.sun.com/javase/downloads/.

Aplikace déle zavisi na nékolika knihovnéch, vSechny jsou soucasti distribuce a neni potfeba
je instalovat.

e Log4j[31] - textové vystupy a protokol o vypoctu

e Commons-cli[32] - zpracovani argumentt piikazové fadky
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e jGraph[33] - kresleni grafti vyslednych automati
e jGraphLayout|[34] - piehledné nakresleni graft vyslednych automati

Po zkopirovani adresare /cellattractors z prilozeného CD nebo stdhnuti aplikace z inter-
netu, je potfeba spravné nastavit, jako u kazdého programu napsaného v Javé, proménou
prostiedi CLASSPATH. Proménna CLASSPATH musi obsahovat nasledujici cesty, které jsou
uvadény relativné k instalacnimu adresari: bin, 1ib/log4j.jar, 1lib/commons-cli. jar,
1ib/jgraph.jar a 1lib/jgraphlayout. jar. Na Windows napiiklad

set CLASSPATH=INST\bin;INST\1lib\log4j.jar;INST\lib \commons-cli.jar;

INST\1ib\jgraph. jar;INST\1lib\jgraphlayout. jar,
kde INST je instala¢ni adresar, kam byla aplikace nakopirovana.

Pokud se prikazy spousti pfimo z adresare, kam byla aplikace z distribu¢niho adre-
safe /cellattractors nakopirovana, je mozné pouzit nasledujici zkratky, které proménou
CLASSPATH nastavi automaticky

Na Unixu: source classpath

Na Windows: classpath.bat

Poté je jiz mozné spoustét jednotlivé ptrikazy z prikazové fadky pomoci
java <prikaz> <parametry a pfepinace>.

Miize se stat, ze prikaz Omega, v nékterych pripadech i SpreadOmega, vyzaduje vice paméti,
nez je pro béhové prostiedi Javy standardné vyhrazeno. K alokaci vice paméti na hald€ je
mozné spoustét prikazy nasledujici formou

java -XmsAM -XmxBM <pifikaz> <parametry a prepinace>,

kde pfepinac¢ -XmsAM alokuje na haldé A MB paméti a prepina¢ -XmxBM dovoluje v piipadé
potfeby na haldé alokovat az B MB paméti.

B.1.3 Prehled prikazu

Mnoho ptikazi, napriklad Omega, vyzaduje, aby byl mezi jejich vstupnimi parametry zadan
celularni automat. Celularni automat je mozné zadat dvéma zptisoby. Pomoci prepinace
-e <number> se zadavaji elementarni celularni automaty. <number> se nahradi ptislusnym
kédem. Pomoci prepinace -f <file> se zadavaji celularni automaty ulozené v souboru.
<file> se nahradi jménem pfislusného souboru.

Napiiklad Spread -e 128 bude pocitat s ECA 128 a Spread -f inf.cell bude po-
¢itat s celularnim automatem uloZenym v souboru inf.cell. Jména vSech soubort jsou
brana relativné k soucasnému aktualnimu adresari.
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Neékteré prepinace, napiiklad Omega -n <minN-maxN>, umoznuji zadat hodnotu nebo
interval hodnot prislusného parametru. Pokud je pfepina¢ zadan pro ukazku jako -n 2-4,
bude algoritmus pocitat pro hodnoty 2, 3, 4. Pokud je pfepina¢ zadan jako -n 3, bude
algoritmus pocitat pro hodnoty mensi nebo rovné, tj. pro hodnoty 1, 2, 3.

Priklady prikaza
java Omega -e 5 -p ecab - spusti algoritmus Omega na ECA 5 pro n = 1 a vysledek
ulozi do soubori zacinajicich ecab.

java -Xmx500M Omega -e 20 -n 5 -m 2 -r 2-5 -p eca20 - spusti algoritmus Omega
na ECA 20 pro n = 1,...,5, vlastnost klesajicich vzort bude ovéfovat pouze pro n =
2,...,5, maximalné bude ovétovat vlastnost 2-klesajicich vzort. K dispozici mé az 500 MB
paméti a vysledek ulozi do soubort zac¢inajicich eca20.

java Spread -e 132 -s 2-4 - spusti algoritmus Spread na ECA 132 a bude pocitat in-
vazivni mnoziny pro slova délky 2 az 4.

java SpreadOmega -e 20 -s 3 -n 2 -m 2 -p eca20 - na ECA 20 provede vypocet al-
goritmu Spread, bude hledat invazivni mnoziny pro slova délky 1 az 3. Postupné pouzije
nalezené invazivni mnoziny jako vstupy do algoritmu Omega, ktery spusti pro n = 1,2,
maximalné bude ovérovat vlastnost 2-klesajicich vzori a vysledek ulozi do soubort zaci-
najicich eca20.

Prehled prikazu

Omega {-e <number> | -f <file>} hled4 maximdlni atraktor daného celuldarniho auto-
matu.

e -n <minN-maxN> - rozmezi parametru n algoritmu Omega, implicitné 1
e -m <maxM> - maximalni hodnota parametru m algoritmu Omega, implicitné 1

e -k <maxK> - maximalni hodnota skrytého parametru k algoritmu Omega, impli-
citné 10

e —r <rMin-rMax> - rozmezi parametru n, ve kterém se bude testovat vlastnost r-
klesajicich vzort

e —c <cMin-cMax> - rozmezi c-spojeni, pro které se bude testovat vlastnost r-klesajicich
vzorl, implicitné se testuji vSechna c-spojeni

e -p <prefix> - pfedpona jména soubori, ve kterych budou uloZeny nalezené signalni
posuny, spojeni, F-obrazy a maximalni atraktor

e -1 <logfile> - alternativni popis pravidel textového vystupu
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e -i - Tidi generovani obrazki sofickych posunii. Pokud je prepina¢ uveden, nebudou
se obrazky generovat, implicitné se generuji

Spread {-e <number> | -f <file>} hledd invazivni mnoziny daného celularniho auto-
matu.

e -s <minS-maxS> -rozmezi parametru n algoritmu Spread, implicitné 3

e -k <maxK> - maximalni hodnota skrytého parametru £ algoritmu Spread, impli-
citné 10

e —p <prefix> - pfedpona jména souborti, ve kterém budou ulozeny nalezené invazivni
mnoziny

e -1 <logfile> - alternativni popis pravidel textového vystupu

SpreadOmega {-e <number> | -f <file>} hledd posunné atraktory daného celuldrniho
automatu.

e parametry -s, -n, -m, -r, —c, -k, -1 a -1 maji stejnou funkci jako u piikazti Spread
a Omega

e -p <prefix> - pfedpona jmen souborti, ve kterych budou ulozeny nalezené invazivni
mnoziny a jejich posunné atraktory, vysledek vypoctu je mozné prohlizet ze souboru
<prefix>spread.html

Signals {-e <number> | -f <file>} spocitd signalni posuny daného celularniho auto-
matu.

e -n <maxN> - maximalni hloubka, do které se maji signalni posuny hledat, implicitné 3

e -p <prefix> - pfedpona jména soubori, ve kterych budou uloZeny nalezené signalni
posuny

e -1 <logfile> - alternativni popis pravidel textového vystupu

e -s - pokud je prepinac¢ uveden, zobrazi se pouze rychlosti signalnich posunti, pokud
uveden neni, vypiSe se i graf signalnich posunti

Compare <automatl> <automat2> porovna jazyky dvou danych konecnych automati.
e <automatl> - soubor s prvnim kone¢nym automatem
e <automat2> - soubor s druhym kone¢nym automatem

Reduction {-e | -p} <automat> zredukuje dany koneény automat metodou ekvivalenci
nebo kvazi-usporadani.

e —e - metoda ekvivalenci
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e -p - metoda kvazi-usporadani
e <automat> - soubor s konecnym automatem

FImage {-e <number> | -f <file>} <sofic> spocita jednu iteraci funkce CA na daném
posunu.

e <sofic> - soubor se sofickym posunem

FInverse {-e <number> | -f <file>} <word> sestroji a vypiSe vSechny vzory daného
slova vzhledem k danému CA.

e <word> - slovo, jehoz vzory se maji spocitat

CAClass <ecal> <eca2> zjisti, zda jsou dva dané CA ekvivalentni a patii tak do stejné
tridy.

e <ecal> - ¢islo prvniho ECA
e <eca2> - ¢islo druhého ECA

Enumerate <automat> <maxN> vygeneruje vsechna slova, ktera patii do jazyka daného
kone¢ného automatu.

e <automat> - soubor s konetnym automatem
e <maxN> - maximalni délka generovanych slov

FixPoint {-e <number> | -f <file>} <sofic> pro dany soficky posun a celularni au-
tomat spocita pevny bod (silné F-invariantni posun).

e <sofic> - soubor se sofickym posunem
e -k <maxK> - maximalni pocet iteraci funkce CA, implicitné 10

Surjective <sofic> <cell> pro dany soficky posun zjisti, zda je na ném dany celularni
automat surjektivni.

e <sofic> - soubor se sofickym posunem

e <cell> - soubor s CA
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B.1.4 Format zdrojovych dat

Konec¢né automaty reprezentujici sofické posuny jsou ukladany a nacitany z jednoduchych
ASCII souborti. Soubor obsahuje pismena pouzité abecedy, pocet stavii a stavy s prechody.
Soubor ma nasledujici format.

01 - pismena pouzité abecedy
3 - pocet stavi
0 s f 0-0 1-1 - jméno, startovni, prijimajici, pres 0 do stavu O,

pres 1 do stavu 1

jméno, startovni, ptfijimajici, pfes 0 do stavu O,
pres 1 do stavu 2

jméno, nestartovni, neprijimajici, pres 0 do stavu 2,
pres 1 do stavu 2

1 s f 0-0 1-2

2 --0-21-2

Celularni automaty jsou reprezentovany podobnym jednoduchym ASCII souborem.
Soubor obsahuje pismena pouzité abecedy, prumér, pamét, zastupny symbol a pravidla
lokalni funkce. V popisu pravidel lokalni funkce celularniho automatu je mozné pouzit spe-
cifikovany zastupny symbol. Pokud se v zapisu pravidla vyskytne zastupny symbol, je toto
pravidlo rozepsano do nékolika pravidel, kde je v kazdém pravidle na misté zastupného
symbolu pouzito jiné pismeno abecedy. Zastupny symbol mtze byt v jednom pravidle pou-
zZit pouze jednou. Pokud existuji v souboru dvé pravidla pro jednu sekvenci, je pouzito prvni
uvedené. Pokud chybi specifikace pravidla pro néjakou sekvenci, zlistane symbol nezmé-
nén. V nésledujicim pfikladu chybi specifikace pro 111, doplni se tedy pravidlo f(111) = 1.
Soubor ma nasledujici format.

01 - pismena pouzité abecedy
21 - prumér 2, pamét 1

X - zastupny symbol

000-0 - f(000) = 0

001-0 - f(001) =

01x-0 - f(010) = 0 a f(011) =0
10x-0 - f(100) = 0 a f(101) =0
110-0 - f(110) =

B.1.5 Obsah prilozeného CD
Na prilozeném CD je mozné v nésledujicich adresatich najit uvedeny obsah:
e /cellattractors - aplikace Cellattractors
e /cellattractors/src - zdrojové kédy
e /cellattractors/bin - prelozené zdrojové kody ve formé spustitelné aplikace

e /documentation - uZivatelskd dokumentace
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e /documentation/api - programatorska dokumentace ve formatu JavaDoc

e /overview - prehled tiid elementarnich celularnich automati a protokolt vypocti
pristupny ze souboru index.html

e /overview/omega - protokoly vypocti maximalnich atraktorti elementarnich celu-
larnich automatt

e /overview/spread - protokoly vypoc¢tid posunnych atraktord elementarnich celular-
nich automati

e /text - text této diplomové prace ve formatu pdf a ps

B.2 Programatorska c¢ast
B.2.1 Prehled nejdulezitéjsich trid
attractors.cell.CellAutomata - Implementace celularniho automatu a jeho vypoctu.

attractors.cell.Automaton - Zaklad celého programu obsahujici implementaci vétsiny
algoritmii potfebnych pro hledani atraktori. Implementace nedeterministického a determi-
nistického kone¢ného automatu jsou zalozeny na této tridé.

attractors.omega.Omega - Ve vlastnim vldkné fidi béh algoritmu Omega a prostied-
nictvim monitorovaciho a kontrolniho rozhrani dava klientské ¢asti moznost do vypoctu
v urcenych krocich zasahovat.

attractors.spread.Spread - Ve vlastnim vldkné 7idi béh algoritmu Spread a prostied-
nictvim monitorovaciho a kontrolniho rozhrani dava klientské ¢asti moznost do vypoctu
v urcenych krocich zasahovat.

B.2.2 Ovladani vypoctu

Obé tfidy Spread i Omega se daji ovladat implementaci monitorovaciho a kontrolniho
rozhrani, které se jim preda pii jejich konstrukci. Monitorovaci rozhrani zajistuje pieda-
vani textovych vystupt z vypoctu a mezivysledki. Implementaci vlastnich, zpétné vola-
nych funkci, do metod tohoto rozhrani je mozné uzivatele informovat o pravé probihajicim
vypoctu. Metody kontrolniho rozhrani jsou volany pii kazdém mezivysledku a umoznuji
s mezivysledkem dale manipulovat. Timto zptisobem je mozné prizplisobit vypocet vlast-
nim potifebam nebo z vypoctu dostat jiné informace, nez které soucasna implementace
poskytuje.

attractors.spread.ISpreadMonitor

e setGraph(...) - volana po sestrojeni grafu (L£™(X), i>)

e setSubsets(...) - voladna po nalezeni mnozin spliujicich podminky 1 a 2 véty 2.7
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setTesting(...) - voldna pfi startu testl, zda mnozina je nebo neni invazivni
setConditionFail(...) - volana, pokud test selze na podmince 4 véty 2.7

setPeriodFail(...) - volana, pokud je v okoli testované mnoziny nalezena perio-
dickéd konfigurace

setSpreadingSet (...) - volana, pokud byla nalezena invazivni mnozina

finish() - volana, pokud vypocet skoncil

attractors.spread.ISpreadControl

testWordSet (...) - poskytuje moznost rozhodnout, zda bude mnozina splnujici
podminky 1 a 2 véty 2.7 déle testovana

attractors.omega.IOmegaMonitor

setSignal(...) - volana po nalezeni signalniho posunu

setSignals(...) - volana pfi nalezeni vSech signalnich posunt pro jednu hodnotu
parametru n

setCJoin(...) - volana po sestrojeni spojeni signalnich posunt
setFImage(...) - volana po nalezeni silné F-invariantniho posunu funkce CA
setAttractor(...) - volana po nalezeni maximalniho atraktoru

goSleep(...) - volana, pokud vypocet ¢eka na nastaveni novych hodnot parametri,
aby bylo mozné pokracovat ve vypoctu

finish() - volana po skonceni vypoctu

attractors.omega.IOmegaControl

controlSignals(...) - poskytuje moznost vyradit nebo naopak pridat néjaké sig-
nalni posuny k nalezenym signalnim posuniim v tomto kroku vypoctu

controlCJoin(...) - poskytuje moznost ovlivnit nalezené spojeni
controlFImage(...) - poskytuje moznost ovlivnit nalezeny pevny bod funkce CA

controlStartMdecreasing(...) - poskytuje moznost rozhodnout, kdy mé byt a
kdy nema byt spustén test vlastnosti klesajicich vzori

getMaxK() - vraci hodnotu skrytého parametru k

B.2.3 Dokumentace API

Dokumentaci kazdé tfidy, metody a balicku je mozné najit na ptilozeném CD v adre-
safi /cellattractors/doc/api. Dokumentace je ulozend ve formatu JavaDoc, k jejimu
prohlizeni je potfeba webovy prohlizec.
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