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§60 odst. 1 autorského zákona.
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6.4.2 Úloha ze skupinové práce 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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Úvod

Matematika i ciźı jazyky patř́ı na středńıch školách k předmět̊um s největš́ı časovou dotaćı.
Jejich význam potvrzuje i to, že si češt́ı žáci muśı povinně vybrat mezi matematikou a ciźım
jazykem při skládáńı státńı maturitńı zkoušky. V posledńıch letech celosvětově śıĺı trend
posilováńı mezipředmětových vztah̊u a jedńım ze zástupc̊u těchto snah je i metoda CLIL
(Content language integrated learning), která propojuje výuku ciźıho jazyka a nejazykových
předmět̊u.

Tématem předložené diplomové práce je nekonečná geometrická řada. Ta neńı v České
republice většinově vyučována v rámci běžné výuky matematiky na středńıch školách, ale
žáci se s ńı mohou setkat ve volitelných seminář́ıch nebo na středńıch školách s rozš́ı̌renou
výukou matematiky. Práce nab́ıźı učitel̊um matematiky teoretický základ pro výuku ne-
konečné geometrické řady i v́ıce než dvě deśıtky aplikovaných vizualizovaných úloh, z nichž
většina je řešena nebo je jejich řešeńı alespoň naznačeno. Součást́ı jsou také četné didak-
tické poznámky a komentáře k výuce nekonečné geometrické řady.

V rámci této práce autorka realizovala tři vyučovaćı hodiny matematiky vedené meto-
dou CLIL na Arcibiskupském gymnáziu v Praze. Tématem vyučovaćıch hodin byla právě
nekonečná geometrická řada s těžǐstěm v aplikovaných vizualizovaných úlohách, které jsou
pro výuku v ciźım jazyce zejména vhodné, nebot’ žák̊um rozšǐruj́ı slovńı zásobu v oblasti
geometrie. Jako ciźı jazyk byl zvolen jazyk německý. Diplomová práce představuje proces
př́ıpravy vyučovaćıch hodin i jejich reflexi a může sloužit jako inspirace všem učitel̊um,
kteř́ı by metodu CLIL rádi použili ve výuce.

Prvńı kapitola obsahuje nejd̊uležitěǰśı definice a věty, které se týkaj́ı posloupnost́ı a řad.
Některé věty jsou v textu dokázány, na ostatńı d̊ukazy je odkázáno do př́ıslušné literatury.

Vyučovaćı hodiny vedené metodou CLIL realizované v rámci této práce integro-
valy matematiku a německý jazyk. Proto práce nab́ıźı srovnáńı př́ıstupu k tématu ne-
konečná geometrická řada v České republice a dvou největš́ıch německy mluv́ıćıch zemı́ch:
Německu a Rakousku. Druhá kapitola podává srovnáńı postaveńı tématu nekonečná geome-
trická řada v kurikulárńıch dokumentech uvedených zemı́. Ve třet́ı kapitole analyzujeme
zpracováńı tématu nekonečná geometrická řada ve třech vybraných českých učebnićıch,
v učebnici rakouské a německé. Př́ıstupy výukových materiál̊u porovnáváme mezi sebou. Ve
třet́ı kapitole nalezne čtenář také analýzu aplikovaných vizualizovaných úloh z vybraných
učebnic.

Čtvrtá kapitola seznamuje čtenáře s metodou CLIL a porovnává, jak je tato metoda
integrována do vzdělávaćıch systémů v České republice, Německu a Rakousku. Pátá kapi-
tola představuje metodologii vedeńı hodin metodou CLIL, kterou jsme použili při př́ıpravě,
realizaci a zpětné reflexi realizovaných vyučovaćıch hodin.

Šestá kapitola je věnována samotné realizaci vyučovaćıch hodin vedených metodou
CLIL. Je popsána př́ıprava na vyučovaćı hodiny včetně podrobného časového plánu výuky.
Dále je zaznamenán pr̊uběh vyučovaćıch hodin, který je následně zreflektován autorkou
práce, zapojenými žáky i stálými vyučuj́ıćımi matematiky a německého jazyka. Součást́ı
této kapitoly jsou také řešené úlohy, které byly ve výuce použity.
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V př́ıloze A jsou k dispozici též vlastńı výukové pracovńı listy, které byly použity během
realizace vyučovaćıch hodin. V př́ıloze B je potom česko-německý slovńıček matematických
termı́n̊u, který měli žáci v hodině k dispozici. V př́ıloze C nalezne čtenář některé řešené
úlohy, které byly v práci zmı́něny, ale z d̊uvod̊u struktury a plynulosti textu nebyly ihned
kompletně řešeny.

Diplomová práce obsahuje řadu obrázk̊u, z nichž většina byla vytvořena autorkou
práce. Primárně byl použit program GeoGebra, drobné úpravy byly provedeny v programu
Adobe Photoshop 2020. Některé obrázky u úloh na principu fraktál̊u byly vygenerovány
v programu Online MATH Tools.1 Úlohy převzaté z německy psaných učebnic byly volně
přeloženy autorkou práce.

1Tento program je volně dostupný z: https://onlinemathtools.com/
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1 Geometrická posloupnost a řada –
vlastnosti a souvisej́ıćı pojmy

V této kapitole zavedeme pojmy souvisej́ıćı s geometrickou posloupnost́ı a řadou. Uve-
deme jejich nejd̊uležitěǰśı vlastnosti a dokážeme kĺıčová tvrzeńı. Výběr je koncipován jako
přehled teoretických znalost́ı, které žák středńı školy potřebuje mı́t pro řešeńı úloh na součet
geometrické řady. Text je opatřen vlastńımi didaktickými poznámkami, které maj́ı sloužit
vyučuj́ımu jako určité nasměrováńı. V této kapitole se oṕıráme o poznatky ze středoškolské
učebnice (Odvárko, 2018) a z učebnice matematické analýzy (Brabec, Martan a Rozenský,
1985). Uvedené definice, věty a jejich d̊ukazy jsou bud’ doslovně převzaty z uvedených
zdroj̊u, většinou jsou však kompilátem obou těchto zdroj̊u či přeformulovány tak, aby vy-
hovovaly záměru textu. Dı́ky přistupněǰśım formulaćım středoškolské učebnice bylo čerpáno
z větš́ı části z ńı. Věty, které nejsou v textu dokázány, jsou opatřeny odkazy na literaturu,
kde čtenář tyto d̊ukazy nalezne.

1.1 Posloupnost

Pokud se žáci již setkali s pojmem zobrazeńı (např́ıklad v tématu funkćı), lze posloup-
nost reálných č́ısel zavést pomoćı tohoto pojmu následuj́ıćım zp̊usobem, jak je definována
např́ıklad u Brabce, Martana a Rozenského (1985: s. 58):

Definice 1.1.1. Posloupnost reálných č́ısel je zobrazeńı, jehož definičńım oborem je
množina všech přirozených č́ısel a oborem hodnot je podmnožina reálných č́ısel. Hod-
notu, jež je přǐrazena přirozenému č́ıslu n označ́ıme obecně an a nazveme ji n-tým členem
posloupnosti. Posloupnost znač́ıme (an)∞n=1.

Teorie reálných posloupnost́ı je v podstatě zvláštńım př́ıpadem teorie reálných fuknćı.
Pokud tedy žáci pojem zobrazeńı neznaj́ı a nechceme výklad př́ılǐs komplikovat, můžeme
využ́ıt jejich znalosti funkćı. Tak čińı při definici pojmu posloupnosti Odvárko (2018: s. 9),
který nav́ıc rozlǐsuje konečnou a nekonečnou posloupnost:

Definice 1.1.2. Každá funkce, jej́ımž definičńım oborem je množina všech přirozených
č́ısel, se nazývá nekonečná posloupnost. Každá funkce, jej́ımž definičńım oborem je množina
všech přirozených č́ısel n ≤ n0, kde n0 je pevně dané přirozené č́ıslo, se nazývá konečná
posloupnost.

Rozlǐseńı konečné a nekonečné posloupnosti je vhodné z didaktických d̊uvod̊u. Žáci
se nejprve budou učit vzorec pro součet prvńıch n člen̊u geometrické posloupnosti, což
lze chápat jako součet člen̊u konečné posloupnosti. Od představy konečné posloupnosti
přecháźı poté k představě posloupnosti nekonečné. Tato představa může pomoci k lepš́ımu
chápáńı symbolu nekončené řady, ke které se dostanou později. Vzorec pro součet prvńıch
n člen̊u geometrické posloupnosti si mohou nav́ıc dát do vztahu s vzorcem na výpočet
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součtu řady s kvocientem menš́ım než 1. Látka tedy na sebe logicky navazuje a postupně
jsou tak budovány představy o jednotlivých abstraktńıch pojmech a vztaźıch.

V souvislosti se zavedeńım pojmu posloupnost je nutné žáky seznámit i se dvěma
zp̊usoby jej́ıho vyjádřeńı:

• Posloupnost (an)∞n=1 je zadána rekurentně, jestliže je dáno prvńıch m člen̊u posloup-
nosti a dále je k dispozici vzorec, pomoćı něhož můžeme pro každé př́ırozené č́ıslo n
vypoč́ıtat člen an+m na základě znalosti předchoźıch člen̊u.1

• Posloupnost (an)∞n=1 je zadána vzorcem pro n-tý člen, jestliže je obecný člen an zadán
výrazem s proměnnou n.

Oba zp̊usoby vyjádřeńı je vhodné procvičit na př́ıkladech.

1.2 Geometrická posloupnost

Geometrická posloupnost bývá obvykle zařazována do výuky jako druhý typ posloupnosti
po posloupnosti aritmetické. Lze ji definovat např́ıklad takto (Odvárko, 2018: s. 50):

Definice 1.2.1. Posloupnost (an)∞n=1 se nazývá geometrická, právě když existuje reálné
č́ıslo q takové, že pro každé přirozené č́ıslo n je

an+1 = an · q.
Č́ıslo q se nazývá kvocient geometrické posloupnosti.

Po zavedńı pojmu pomoćı této definice může vyučuj́ıćı žák̊um pokládat takové otázky,
které maj́ı za ćıl objevit daľśı vlastnosti a vztahy tohoto typu posloupnosti. Žáci mohou
např́ıklad odhalit, že pokud je prvńı člen posloupnosti roven nule, pak pro každé n ∈ N je
an = 0, nebo že pokud je kvocient roven nule, muśı být každý člen posloupnosti s výjimkou
prvńıho roven nule.

Z rekurentńıho vyjádřeńı geometrické posloupnosti lze snadno vyjádřit kvocient

q =
an+1

an
.

Je třeba dovést žáky k tomu, aby si uvědomili, že takové vyjádřeńı je korektńı jen tehdy,
jestliže pro všechna n ∈ N plat́ı, že an ̸= 0. Z toho plyne, že jestliže q = 0, pak nelze q t́ımto
zp̊usobem vyjádřit a toto vyjádřeńı lze použ́ıt pouze pro nenulové q.

Vyjádřeńı geometrické posloupnosti vzorcem pro n-tý člen může vyučuj́ıćı nechat žáky
odvodit samostatně nebo ve skupinách a poté zkontrolovat v rámci společné diskuze. Od-
haĺı-li správné vyjádřeńı

an = a1 · qn−1

1Nejčastěji je ve středoškolské matematice k dispozici prvńı člen posloupnosti a vzorec pro člen an+1,
setkáme se ale i s Fibonacciho posloupnost́ı, kde jsou dány prvńı dva členy.
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pro každé přirozené č́ıslo n, nesmı́ žáci opomenout, že takové vyjádřeńı je opět korektńı
pouze pro nenulové q.

Daľśım d̊uležitým vztahem souvisej́ıćım s geometrickou posloupnost́ı je součet prvńıch
n člen̊u geometrické posloupnosti, který znač́ıme sn. Rozlǐsujeme dva př́ıpady, a sice když
je kvocient roven jedné a když kvocient neńı roven jedné.

Většina žák̊u pravděpodobně dokáže samostatně odvodit vzorec pro výpočet sn za
předpokladu, že q = 1. Pak

sn = na1.

Vzorec pro součet prvńıch n člen̊u geometrické posloupnosti pro q ̸= 1 odvod́ı učitel.
Neńı ale nutné seznámit žáky s odvozeńım pouze formou výkladu. Je možné zvolit metodu
ř́ızené diskuze. S některými kroky – zejména úpravou výraz̊u – mohou žáci učiteli

”
pomoci“,

jsou-li j́ım vedeni dobrým směrem. Uvedeme nyńı tvrzeńı včetně d̊ukazu:

Věta 1.2.1. Pro součet sn prvńıch n člen̊u geometrické posloupnosti (an)∞n=1 s kvocientem
q ̸= 1 plat́ı:

sn = a1
qn − 1

q − 1
.

D̊ukaz. Plat́ı
sn = a1 + a1q + · · · + a1q

n−1. (1)

Rovnici (1) vynásob́ıme q a dostaneme

q · sn = a1q + a1q
2 + · · · + a1q

n. (2)

Odečteńım (1) od (2) źıskáváme

sn · (q − 1) = a1q
n − a1. (3)

Jelikož q ̸= 1, můžeme rovnici (3) vydělit výrazem q − 1 a dostáváme

sn = a1
qn − 1

q − 1
.

Pokud žáci znaj́ı d̊ukaz matematickou indukćı, je možné jako daľśı cvičeńı použ́ıt
d̊ukaz vztahu z věty 1.2.1 pomoćı matematické indukce, což při dostatečném zopakováńı
matematické indukce mohou žáci provést samostatně.

V souvislosti s geometrickou posloupnost́ı jsou do výuky obvykle zařazovány př́ıklady
z oblasti finančńı matematiky jako např́ıklad složené úročeńı. Zmı́nit lze i souvislost
geometrické posloupnosti s exponenciálńı funkćı a na základě toho uvést některé vlastnosti
geometrické posloupnosti, které shrneme v následuj́ıćıch tvrzeńıch. Podmı́nky pro jednot-
livé vlastnosti mohou žáci objevit sami. Zněńı následuj́ıch vět je převzato od Odvárka
(2018: s. 71–72), d̊ukaz je vlastńı.
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Věta 1.2.2. Geometrická posloupnost (an)∞n=1 s kvocientem q je rostoućı právě tehdy,
když a1 > 0, q > 1 nebo a1 < 0, 0 < q < 1.

D̊ukaz. Posloupnost (an)∞n=1 je rostoućı, jestliže pro všechna n,m ∈ N plat́ı, že n < m
právě tehdy, když an < am. Pro každé k ∈ N plat́ı, že ak = qk−1a1. Necht’ pro přirozená
č́ısla n,m plat́ı n < m. Pak plat́ı an < am právě tehdy, jestliže

qn−1a1 < qm−1a1. (1)

Pokud a1 = 0, pak nerovnost (1) neplat́ı. Pokud a1 > 0, pak po vyděleńı nerovnosti
členem a1 muśı platit

qn−1 < qm−1. (2)

Jelikož n − 1 < m − 1, muśı být q > 1, aby nerovnost (2) platila. Pokud a1 < 0, pak po
vyděleńı nerovnosti členem a1 muśı platit

qn−1 > qm−1. (3)

Jelikož n− 1 < m− 1, muśı být 0 < q < 1, aby nerovnost (3) platila.

Věta 1.2.3. Geometrická posloupnost (an)∞n=1 s kvocientem q je klesaj́ıćı právě tehdy,
když a1 > 0, 0 < q < 1 nebo a1 < 0, q > 1.

Věta 1.2.4. Geometrická posloupnost (an)∞n=1 s kvocientem q je konstantńı právě tehdy,
když q = 1 nebo a1 = 0, q = 0.

Věta 1.2.5. Geometrická posloupnost (an)∞n=1 s kvocientem q je omezená právě tehdy,
když |q| ≤ 1 nebo a1 = 0.

Věta 1.2.6. Geometrická posloupnost (an)∞n=1 s kvocientem q je zdola omezená právě
tehdy, když a1 > 0, q > 1.

Věta 1.2.7. Geometrická posloupnost (an)∞n=1 s kvocientem q je shora omezená právě
tehdy, když a1 < 0, q > 1.

Věta 1.2.8. Geometrická posloupnost (an)∞n=1 s kvocientem q neńı shora ani zdola ome-
zená právě tehdy, když a1 ̸= 0, q < −1.

Důkaz vět 1.2.3 až 1.2.8 bychom provedli analogicky d̊ukazu věty 1.2.2.
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1.3 Limita posloupnosti

Limitu posloupnosti obvykle definujeme následuj́ıćım zp̊usobem (Brabec, Martan a Rozen-
ský, 1985: s. 61).

Definice 1.3.1. Ř́ıkáme, že reálná posloupnost (an)∞n=1 má limitu a ∈ R∗, a ṕı̌seme
limn→∞ an = a, jestliže k libovolnému okoĺı U(a) bodu a existuje n0 ∈ N takové, že pro
všechna n ≥ n0 plat́ı an ∈ U(a).2

Tato definice obvykle pokračuje t́ım, že je definováno, kdy daná posloupnost konverguje
(jestliže a ∈ R), diverguje (jestliže a = ±∞) a osciluje (jestliže limita posloupnosti neexis-
tuje). Pro žáky středńı školy by ovšem takto podaná definice mohla být nesrozumitelná,
zejména pro neznalost pojmu okoĺı. Odvárko (2018: s. 79) proto tento pojem zavád́ı z jiné
perspektivy. Nejprve definuje konvergentńı posloupnost následuj́ıćım zp̊usobem a č́ıslo, ke
kterému konverguje, nazve limitou posloupnosti.

Definice 1.3.2. Ř́ıkáme, že posloupnost (an)∞n=1 je konvergentńı, právě když existuje č́ıslo
a ∈ R takové, že plat́ı: Ke každému ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna přirozená
č́ısla n ≥ n0 je |an − a| < ε. Č́ıslo a se nazývá limita posloupnosti (an)∞n=1.

Divergentńı posloupnost dále zjedonodušeně definuje jako takovou posloupnost, která
neńı konvergentńı, č́ımž zcela opomı́j́ı možnost, že posloupnost žádnou limitu nemá
a tedy osciluje. Odvárko (2018) tuto definici neuvád́ı hned v úvodu kapitoly o limitě
posloupnosti. Nejprve buduje pomoćı jednoduchého cvičeńı představu o pojmu limita
(Odvárko, 2018: s. 75-78). Z této představy pak vycháźı i zmı́něná definice, která po tomto
cvičeńı již neńı pouze abstraktńım výrokem, ale źıskává v představách žák̊u konkrétńı
obrysy. Uvedeme nyńı ideu tohoto cvičeńı, které je vhodné zařadit jako motivačńı úlohu
před zavedeńım pojmu limita posloupnosti.

Je dána posloupnost (an)∞n=1, an = (−1)n+n
2n

. Úkolem žák̊u je naj́ıt prvńıch šest člen̊u
posloupnosti a ty vyznačit jak v rovině v souřadnicové soustavě, tak na č́ıselné ose. Z obou
obrázk̊u je patrné, že každý daľśı člen posloupnosti je hodnotě 1

2
bĺıže než ten předchoźı.

Tuto hodnotu žáci pravděpodobně sami z obrázku neodhaĺı, muśı být sdělena učitelem.
Daľśım úkolem žák̊u je vypoč́ıtat absolutńı hodnotu rozd́ılu každého z prvńıch šesti člen̊u
posloupnosti a jedné poloviny. Jelikož a6 = 7

12
, |a6 − 1

2
| = 1

12
. Můžeme prohlásit, že rozd́ıl

každého daľśıho členu posloupnosti a jedné poloviny bude ještě menš́ı než 1
12

? Intuitivně
se to zdá pravděpodobné, ale je třeba to dokázat. Necháme tedy žáky vyjádřit absolutńı
hodnotu rozd́ılu obecného an a jedné poloviny. Dostanou výsledek 1

2n
. Nyńı urč́ı, pro jaká

n je 1
2n

< 1
12

. Źıskaj́ı výsledek n > 6. Je tedy pravda, že každý následuj́ıćı člen posloupnosti
po a6 bude jedné polovině bĺıže než tento člen. Vyb́ıdneme žáky, aby mı́sto jedné dvanáctiny
zvolili jiné menš́ı č́ıslo a zjistili, pro jaká n bude rozd́ıl členu posloupnosti an a jedné poloviny
menš́ı než toto č́ıslo. Žáci takovou hodnotu najdou. Můžeme jim zadat ještě menš́ı č́ıslo
a opět hledat, pro jaká n bude rozd́ıl členu posloupnosti an a jedné poloviny menš́ı než

2R∗ znač́ı sjednoceńı množiny všech reálnách č́ısel s ∞ a −∞.
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toto č́ıslo. Tyto úvahy vedou k domněnce, že pro libovolně malé č́ıslo ε vždy najdeme
takové přirozené č́ıslo n0, že pro každé n ≥ n0 je |an − 1

2
| < ε. Vyřešeńım této nerovnice

s neznámou n domněnku dokážeme:
1

2n
< ε

2n >
1

ε

n >
1

2ε
.

Za n0 pak zvoĺıme horńı celou část č́ısla 1
2ε

. Po tomto úvodu je vhodné přej́ıt k definici
1.3.2.

V souvislosti s limitou můžeme žáky seznámit i s následuj́ıćımi větami, které možná
nestihneme v rámci běžné výuky na gymnáziu z časových d̊uvod̊u dokázat.

Věta 1.3.1. Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.3

Věta 1.3.2. Každá konvergentńı posloupnost je omezená.4

Věta 1.3.3. Má-li posloupnost (an)∞n=1 limitu, pak každá vybraná posloupnost (akn)∞n=1

má tutéž limitu.5

Dále v hodině pracujeme s větami o aritmetice limit, které je třeba procvičit na
př́ıkladech.6 Zde se zastav́ıme u vět, které souviśı s geometrickou posloupnost́ı.

Při vyšetřováńı konvergence geometrických posloupnost́ı můžeme rozlǐsit několik
př́ıpad̊u podle hodnoty kvocientu q. Jednotlivé př́ıpady uvedeme v následuj́ıćıch větách
a tvrzeńı dokážeme. Zněńı vět a jejich d̊ukazy jsou kompilátem z Odvárka (2018: s. 91-92)
a Brabce, Martana a Rozenského (1985: s. 67) a částečně vlastńım d́ılem autorky práce.

Věta 1.3.4. Geometrická posloupnost (qn)∞n=1, kde q > 1, je divergentńı.

D̊ukaz. Plat́ı, že každá konvergentńı posloupnost je omezená, viz věta 1.3.2. Jelikož
q > 1 a a1 = q ̸= 0, z věty 1.2.5 v́ıme, že posloupnost neńı omezená. Proto nemůže
být konvergentńı. Dále plat́ı, že posloupnost (qn)∞n=1 je rostoućı. Nyńı ukážeme, že je
divergentńı s využit́ım definice 1.3.1. Chceme dokázat, že limita posloupnosti (qn)∞n=1

existuje a je rovna ∞. Pro libovolné K ∈ R, tedy pro libovolné okoĺı U(∞) = (K,∞),
existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı, že qn > K, tedy qn ∈ (K,∞), nebot’

posloupnost (qn)∞n=1 neńı omezená a je rostoućı. Podle definice 1.2.5 má tedy posloupnost
(qn)∞n=1 limitu ∞ a je tedy divergentńı.

3Důkaz viz Brabec, Martan a Rozenský (1985: s. 62).
4Důkaz viz Brabec, Martan a Rozenský (1985: s. 63).
5Důkaz viz Brabec, Martan a Rozenský (1985: s. 62).
6Jejich zněńı i s d̊ukazy viz Brabec, Martan a Rozenský (1985: s. 63–64).
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Věta 1.3.5. Geometrická posloupnost (qn)∞n=1, kde q = 1, je konvergentńı a jej́ı limita je
rovna 1.

D̊ukaz. Geometrická posloupnost (qn)∞n=1, kde q = 1, je konstantńı, pro všechna přirozená
č́ısla n má qn hodnotu 1. Proto konverguje k č́ıslu 1.

Věta 1.3.6. Geometrická posloupnost (qn)∞n=1, kde q ≤ −1, neńı ani konvergentńı, ani
divergentńı (osciluje).

D̊ukaz. Lze vybrat posloupnost se sudými indexy. Dostáváme posloupnost (q2n)∞n=1. Z vlast-
nosti druhé mocniny plyne, že q2n = |q|2n. Dále lze vybrat posloupnost (q2n−1)∞n=1, což je
posloupnost s lichými indexy. Jelikož každý lichý člen posloupnosti je záporné č́ıslo, plat́ı
q2n−1 = −|q|2n−1. Obě tyto vybrané posloupnosti maj́ı r̊uzné limity. To vede ke sporu s
větou 1.3.3, a proto posloupnost (qn)∞n=1 nemá limitu, a tedy osciluje.

Věta 1.3.7. Geometrická posloupnost (qn)∞n=1, kde |q| < 1, je konvergentńı a jej́ı limita
je 0.

D̊ukaz. Chceme dokázat, že pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna
přirozená č́ısla n, kde n ≥ n0, je |qn − 0| < ε, což odpov́ıdá |q|n < ε. Jestliže q = 0, pak
uvedené plat́ı. Abychom dokázali, že to plat́ı i pro q ̸= 0, využijeme logaritmováńı obou
stran nerovnice. Dostaneme

log |q|n < log ε.

Obě strany nerovnice byly kladné, proto tyto logaritmy existuj́ı. Jelikož dekadický logarit-
mus je rostoućı funkce, znaménko nerovnosti se nezměńı. Z věty o logaritmu mocniny dále
dostáváme

n · log |q| < log ε.

Odtud vyjádř́ıme n. Jelikož |q| < 1, proto log |q| < 0. Dostáváme

n >
log ε

log |q|
.

Za n0 pak zvoĺıme horńı celou část výrazu log ε
log |q| .

Z věty 1.3.7 plyne obecněǰśı věta:

Věta 1.3.8. Každá geometrická posloupnost (an)∞n=1, pro jej́ıž kvocient plat́ı |q| < 1, je
konvergentńı a limn→∞ an = 0.
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D̊ukaz. Jestliže q = 0, pak pro všechna n ≥ 2 je an = 0 a tedy limn→∞ an = 0. Nyńı
vyšetř́ıme př́ıpad pro q ̸= 0. Vı́me, že an můžeme vyjádřit jako an = a1 · qn−1, tedy i jako
an = a1

q
· qn. Z vět o aritmetice limit a věty 1.20. plyne, že

lim
n→∞

(︃
a1
q

· qn
)︃

= lim
n→∞

a1
q

· lim
n→∞

qn =
a1
q

· lim
n→∞

qn =
a1
q

· 0 = 0.

Neńı pravděpodobné, že v rámci běžné výuky na středńı škole budeme uvedená tvrzeńı do-
kazovat t́ımto zp̊usobem. Je však d̊uležité žáky s obsahem těchto tvrzeńı seznámit. Nejlépe
lze využ́ıvat obrázk̊u, ze kterých je lze vyvodit i intuitivně.

Nyńı ukážeme, jak by bylo možné intuitivně seznámit s žáky s obsahem vět 1.3.4 až
1.3.8. Přestože se nejedná o d̊ukazy těchto vět, tento př́ıstup může žák̊um pomoci źıskat
představu o chováńı posloupnost́ı s r̊uznými kvocienty.

Zadáme žák̊um obecnou geometrickou posloupnost (qn)∞n=1 a budeme se ptát, jak se
tato posloupnost bude chovat pro hodně vysoká q, např́ıklad v řádu stovek nebo tiśıc̊u.
K jednotlivým návrh̊um můžeme kreslit grafy těchto posloupnost́ı na tabuli. Žáci dojdou
k tomu, že se zvětšuj́ıćım se q roste posloupnost rychleji. Se zmenšuj́ıćım se q bude naopak
r̊ust pomaleji. Můžeme se zeptat žák̊u na posloupnost (qn)∞n=1, kde q = 100. Z obrázku na
tabuli vid́ı žáci, že tato posloupnost je divergentńı. Vyučuj́ıćı požádá žáky, aby zmešovali
kvocient q dokud posloupnost (qn)∞n=1 bude divergentńı. Žáci se zřejmě zastav́ı u q = 1.
Z grafu vid́ı, že taková posloupnost bude konstantńı a konverguj́ıćı k 1. Učitel může na část
tabule nakreslit tabulku, do které zapisuje to, co žáci již odhalili. Do levého sloupečku ṕı̌se
hodnoty q, do druhého sloupce uvád́ı, zda pro tato q je posloupnost (qn)∞n=1 konvergentńı,
divergentńı, nebo osciluje. Žáci zat́ım zjistili, že posloupnost (qn)∞n=1 pro q > 1 diverguje
a pro q = 1 posloupnost konverguje k 1. Žáci zkoumaj́ı posloupnost (qn)∞n=1 pro q z intervalu
(0, 1) a kresĺı si grafy takových posloupnost́ı. Z obrázk̊u zjǐst’uj́ı, že taková posloupnost
konverguje k 0. Jestliže q = 0, posloupnost (qn)∞n=1 konverguje také k 0. Dále žáci ověř́ı, že
i pro q z intervalu (−1, 0) konverguje posloupnost (qn)∞n=1 k 0. Z toho plyne závěr, že pro
všechna reálná |q| < 1 konverguje posloupnost (qn)∞n=1 k 0. Tuto skutečnost zanese učitel do
tabulky. Nakonec žáci zkoumaj́ı posloupnosti (qn)∞n=1 pro q = −1 a q < −1. Z obrázk̊u, které
si nakresĺı, je zřejmé, že tyto posloupnosti ani nekonverguj́ı, ani nediverguj́ı, tedy osciluj́ı.
Na závěr stač́ı ukázat, že i pokud prvńı člen posloupnosti a1 neńı roven q, konverguje
geometrická posloupnost (an)∞n=1, pro jej́ıž kvocient plat́ı |q| < 1, k 0.

Daľśım prob́ıraným tématem potom může být nevlastńı limita posloupnosti. V souvis-
losti s tématem limit bývá do výuky zařazováno jejich praktické užit́ı, např́ıklad pro apro-
ximaci iracionálńıch č́ısel. Zaj́ımavá je aproximace č́ısla π, kdy obvod jednotkového kruhu
2π omeźıme zhora obvodem opsaného n-úhelńıku a zdola obsahem vepsaného n-úhelńıku.
Limita pro n jdoućı do nekonečna obsah̊u těchto n úhelńık̊u je rovna obvodu jednotkového
kruhu 2π.
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1.4 Nekončená geometrická řada

Uvažujeme geometrickou posloupnost (an)∞n=1. Označ́ıme sn součet prvńıch n člen̊u po-
sloupnosti (an)∞n=1, tedy sn = a1 + a2 + a3 + · · · + an, a nazveme ho jako částečný součet.
Můžeme vytvořit posloupnost těchto částečných součt̊u (sn)∞n=1. Vyslov́ıme a dokážeme
následuj́ıćı větu (Odvárko, 2018: s. 107–108).

Věta 1.4.1. Je-li (an)∞n=1 geometrická posloupnost, pro jej́ıž kvocient plat́ı |q| < 1, pak
posloupnost (sn)∞n=1, kde sn = a1 + a2 + a3 + · · · + an, je konvergentńı a plat́ı

lim
n→∞

sn =
a1

1 − q
.

D̊ukaz. Jelikož kvocient geometrické posloupnosti (an)∞n=1 neńı roven č́ıslu 1, plat́ı že

sn = a1 ·
qn − 1

q − 1
.

Posloupnost (qn)∞n=1 je konvergentńı a limn→∞ qn = 0, nebot’ |q| < 1. Nyńı vypoč́ıtáme
limitu posloupnosti (sn)∞n=1:

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

a1 ·
qn − 1

q − 1
=

a1
q − 1

· lim
n→∞

(qn − 1) =

=
a1

q − 1
·
(︂

lim
n→∞

qn − lim
n→∞

1
)︂

=
a1

q − 1
· (0 − 1) =

−a1
q − 1

=
a1

1 − q
.

Pro lepš́ı představu žák̊u zač́ıná Odvárko (2018, s. 106–107) motivačńı úlohou ve formě
geometrické posloupnosti (an)∞n=1, kde an = 1

2n−1 . Žáci nejprve najdou prvńıch několik
člen̊u posloupnosti součt̊u prvńıch n člen̊u sn. Poté dokáž́ı, zda limn→∞ sn = 2. K d̊ukazu
si vyjádř́ı obecně sn a poté využij́ı věty o aritmetice limit. K procvičeńı je dobré nechat
žáky vyřešit i několik daľśıch podobných př́ıklad̊u. Po sérii těchto př́ıklad̊u můžeme zavést
pojem nekonečná řada a nekonečná geometrická řada. Nekonečnou řadu definujeme podle
Brabce, Martana a Rozenského (1985: s. 366).

Definice 1.4.1. Je-li dána posloupnost reálných č́ısel (an)∞n=1, pak nekonečnou řadou,
utvořenou z této posloupnosti, rozumı́me výraz

a1 + a2 + · · · + an + · · · ,
který zapisujeme též ve tvaru

∞∑︂
n=1

an.

Č́ısla an pro všechna přirozená č́ısla n nazýváme členy řady, an je n-tý člen.
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Pro žáky bude pravděpodobně přirozené vńımat řadu jako součet nekonečně mnoha
člen̊u, kterému lze přǐradit nějakou konkrétńı konečnou či nekonečnou hodnotu. Zjed-
nodušené chápáńı pojmu řada jakožto součtu, pro který plat́ı tytéž zákony, jako pro sč́ıtáńı
konečného počtu č́ısel, však může vést k paradox̊um, jako je např́ıklad tento. Řada

1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + · · ·
by při aplikaci asociativńıho zákona mohla být zapsána jako

(1 − 1) + (1 − 1) + (1 − 1) + · · · = 0 + 0 + 0 + · · · = 0,

ale také jako

1 + (−1 + 1) + (−1 + 1) + (−1 + 1) + · · · = 1 + 0 + 0 + 0 + · · · = 1.

Bylo by k ńı tedy možné přǐradit dvě r̊uzné hodnoty, což odporuje vlastnostem součtu
konečného počtu č́ısel. Proto je d̊uležité, aby žáci chápali nekonečnou řadu jako sym-
bol, který reprezentuje limitu posloupnosti částečných součt̊u tak, jak se s ńı seznámili
v motivačńı úloze a ve větě 1.4.1. Nyńı můžeme uvést daľśı vlastnosti řad volně převzaté
z Odvárka (2018: s. 111).

Definice 1.4.2. Ř́ıkáme, že nekonečná řada
∑︁∞

n=1 an je konvergentńı právě tehdy, pokud
je konvergentńı posloupnost částečných součt̊u (sn)∞n=1. Př́ıslušnou limitu nazýváme součet
nekonečné řady .

Definice 1.4.3. Ř́ıkáme, že nekonečná řada
∑︁∞

n=1 an je divergentńı právě tehdy, pokud je
divergentńı posloupnost částečných součt̊u (sn)∞n=1.

Definice 1.4.4. Je-li posloupnost (an)∞n=1 geometrická a jej́ı kvocient je q, nazýváme ne-
konečnou řadu

∑︁∞
n=1 an nekonečná geometrická řada s kvocientem q.

Věta 1.4.2. Nekonečná geometrická řada
∑︁∞

n=1 an, ve které a1 ̸= 0, je konvergentńı, právě
když pro jej́ı kvocient q plat́ı |q| < 1. Pro součet s konvergentńı nekonečné geometrické
řady plat́ı

s =
a1

1 − q
.

D̊ukaz. Důkaz je př́ımým d̊usledkem věty 1.4.1.

Vzorec z věty 1.4.2 je kĺıčovým poznatkem pro řešeńı úloh, které jsou jádrem
připravených vyučovaćıch hodin.

1.5 Achilles a želva

Pro řadu žák̊u může být těžko představitelné, že součet nekonečně mnoha č́ısel může být
roven konečnému č́ıslu. Proto je vhodné jako motivaci zařadit něco, co probud́ı jejich zájem
a zvědavost. Jednou z možnost́ı je zač́ıt př́ıběhem o Achillovi a želvě podobně, jak to uvád́ı
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Malle a kol. (2014: s. 138). Jedná se o paradox řeckého filozofa Zénóna z Eleje: Hrdina
Achilles a želva uspořádaj́ı závody. Achilles dá želvě určitý náskok. Ve chv́ıli, kdy Achilles
doběhne do mı́sta, kde želva startovala, je již želva o určitou vzdálenost dále. Achilles
i želva běž́ı dál. Když Achilles doběhne do mı́sta, kde želva byla, když doběhl do mı́sta
jej́ıho startu, je želva už zase o kus dál. A takto do nekonečna. Dožene Achilles želvu?

Někteř́ı žáci budou mı́t možná pocit, že Achilles želvu nedožene. Jińı budou argumento-
vat zkušenost́ı, že ji dohat muśı, protože běž́ı rychleji. Můžeme žák̊um ukázat, že se vlastně
jedná o stále se zmenšuj́ıćı časové intervaly mezi Achillem a želvou a přej́ıt k obecněǰśı
otázce, zda je možné, aby součet nekonečně mnoha č́ısel byl za určitých okolnost́ı konečný.

Paradox s Achillem a želvou se dá modifikovat do r̊uzných jiných variant. Učitel
např́ıklad může vybrat žáka, postavit ho do určité vzdálenost od nějakého předmětu
a požádat ho, aby svou vzdálenost od tohoto předmětu změnšil na polovinu. Když tak
učińı, dostane žák stejný pokyn znovu. Žáci pak mohou diskutovat, jestli t́ımto zp̊usobem
dospěje k předmětu, nebo ne. Podobný princip může učitel ukázat i na př́ıkladu tleskáńı,
kdy se ruce k sobě přiblužuj́ı t́ım zp̊usbem, že vždy zkrát́ı svou vzdálenost na polovinu.
Setkaj́ı se ruce někdy?
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2 Srovnáńı postaveńı tématu geometrické
řady v kurikulárńıch dokumentech České
republiky, Rakouska a Německa

V této kapitole nejprve uvád́ıme specifika kurikuĺı vybraných zemı́, jejichž struktura
ovlivňuje pojet́ı konkrétńıch témat. Dále rozebereme tři r̊uzné př́ıstupy k tématu geomet-
rická řada v kurikulárńıch dokumentech daných zemı́. V posledńı podkapitole tato pojet́ı
porovnáváme.

2.1 Česká republika

Kĺıčovými kurikulárńımi dokumenty, které určuj́ı obsah vzděláváńı v České republice, jsou
Rámcové vzdělávaćı programy (RVP). Jejich účelem je stanovit konkrétńı ćıle, délku a po-
vinný obsah vzděláváńı. Dále se zaměřuj́ı i na daľśı podmı́nky, které muśı být pro pr̊uběh
vzděláváńı splněny, např́ıklad co se týče materiálńıho či personálńıho zajǐstěńı vzdělávaćıho
zař́ızeńı či podmı́nek pro znevýhodněné žáky. Existuje v́ıce Rámcových vzdělávaćıch pro-
gramů podle typu vzděláváńı – RVP pro základńı vzděláváńı, gymnázia, středńı odborné
i speciálńı vzděláváńı a daľśı. Na základě tohoto rámce si každá škola vytvář́ı vlastńı
Školńı vzdělávaćı program (ŠVP), který muśı být v souladu s RVP odpov́ıdaj́ıćım danému
typu školy. Tento dokument, za který zodpov́ıdá ředitel školy, podrobněji určuje, jakým
zp̊usobem budou na dané škole ćıle stanovené RVP naplňovány. Všechny aktuálńı RVP
jsou zvěřejněné na webové stránce Národńıho ústavu pro vzděláváńı 1, odkud také čerpáme
v této podkapitole.

Dále se zaměř́ıme na středoškolské všeobecné vzděláváńı, které je v České republice
realizováno gymnázii. V RVP pro gymnázia neńı termı́n řada ani geometrická řada uveden.
Nejedná se tedy o povinné učivo a v klasické výuce matematiky na českých gymnázíıch se
s ńım nutně nesetkáme. Může být ale součást́ı školńıch vzdělávaćıch programů na některých
gymnázíıch, zejména na gymnázíıch s matematickým zaměřeńım. Žáci českých gymnázíı
se s ńım také mohou setkat ve volitelných seminář́ıch, které jsou určeny zájemc̊um o ma-
tematiku či maturuj́ıćım z matematiky v profilové části státńı maturitńı zkoušky. K po-
vinnému učivu nicméně patř́ı téma posloupnost́ı včetně posloupnosti geometrické a arit-
metické. Rámcový vzdělávaćı program je ovšem v tomto tématu velmi stručný. Vyžaduje
pouze schopnost tyto posloupnosti určit a znát jejich vlastnosti, které ale dále nespecifikuje
(VÚP, 2007).

Jelikož vyučovaćı hodiny realizované v rámci této práce se odehrály na Arcibiskupském
gymnáziu v Praze, uvedeme nyńı, jak je téma geometrické řady pojednáno v ŠVP této
školy.2 Téma posloupnost́ı a řad se prob́ırá v maturitńım ročńıku, tedy v posledńım
ročńıku osmileté docházky. Žáci maj́ı umět posloupnost definovat, zapsat a rozlǐsit jej́ı

1http://www.nuv.cz/t/rvp
2Dostupné z: http://www.arcig.cz/sites/default/files/2019-osnovy-komplet.pdf
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typ (s d̊urazem na aritmetickou a geometrickou posloupnost a jejich vlastnosti). Dále maj́ı
umět definovat geometrickou řadu a určit jej́ı součet. Daľśım tématem je limita posloup-
nosti, kterou by žáci měli umět definovat a určit a měli by rozlǐsovat posloupnost kon-
vergentńı a divergentńı. Žáci maj́ı zvládnout na konkrétńım př́ıkladu popsat souvislost
posloupnosti a řady a využ́ıt ji v úlohách.

2.2 Rakousko

Obsah vzděláváńı v Rakousku je ř́ızen výukovými plány (Lehrpläne), které jsou dostupné
na stránkách Ministerstva vzděláváńı, vědy a výzkumu (Ministerium für Bildung, Wis-
senschaft und Forschung)3. Výukové plány jsou rozdělené podle typu školy. Vzhledem
k tématu geometrické řady nás zaj́ımá předevš́ım výukový plán pro vyšš́ı všeobecně
zaměřený typ středńı školy (Allgemeinbildende höhere Schulen)4.

Geometrická řada patř́ı v Rakousku na vyšš́ı všeobecně vzdělávaćı škole k povinnému
učivu. Toto téma má být podle výukového plánu vyučováno v šestém ročńıku, tedy dva roky
před maturitou. Na konci prvńıho pololet́ı šestého ročńıku je prob́ıráno téma reálných po-
sloupnost́ı, které by mělo být propojeno s lineárńı funkćı u aritmetické posloupnosti a s ex-
ponenciálńı funkćı u geometrické posloupnosti. Posloupnosti by měli žáci umět vyjádřit
jak rekurentně, tak vzorcem pro n-tý člen. Zavedeny maj́ı být také vlastnosti posloup-
nost́ı, které jsou ve výukovém plánu př́ımo určeny – monotonie, omezenost a limita.

Hned na začátku druhého pololet́ı se po krátkém opakováńı navazuje zavedeńım termı́nu
řada. Zač́ıná se výpočtem hodnoty konečné aritmetické a geometrické řady. Dále je defi-
nována nekonečná řada a žáci by měli být schopni spoč́ıtat součet konvergentńıch geome-
trických řad (BMBWF, 2019).

2.3 Německo

Vzděláváńı ve Spolkové republice Německo neńı ř́ızeno centrálně pro celou republiku. Každá
z šestnácti spolkových zemı́ ř́ıd́ı vzděláváńı skrze odpov́ıdaj́ıćı ministerstvo (Kultusminis-
terium) zcela nezávisle na ostatńıch spolkových zemı́ch. To vede k rozd́ıl̊um v kurikuĺıch
v jednotlivých částech Německa. Přehledné informace o vzděláváńı v Německu nalezneme
na Německém vzdělávaćım serveru (Deutscher Bildungsserver)5. Web vznikl ve spolupráci
s významnými vzdělávaćımi instituacemi Německa včetně Ministerstva pro vzděláváńı
a výzkum (Ministerum für Bildung und Forschung), jehož pravomoce spoč́ıvaj́ı nejv́ıce

3https://www.bmbwf.gv.at/Themen/schule/schulpraxis/lp.html
4Po absolvováńı čtyř ročńık̊u lidové školy (Volksschule) voĺı žáci mezi praktičtěji orientovanou čtyřletou

novou středńı školou (Neue Mittelschule), ze které obvykle pokračuj́ı do odborných typ̊u škol, a vyšš́ı
všeobecně vzdělávaćı školou (Allgemeinbildende höhere Schule). Tento typ vzděláváńı se děĺı na nižš́ı
stupeň (4 roky) a vyšš́ı stupeň (4 roky) a je zakončen maturitou. Konkrétně se jedná o r̊uzné typy gymnázíı.
Navštěvuje-li žák vyšš́ı všeobecně vzdělávaćı školu celých osm let, jsou ročńıky poč́ıtané od prvńıho do
osmého. Tuto terminologii dále v souvislosti s rakouským školstv́ım využ́ıváme.

5https://www.bildungsserver.de
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v podpoře výzkumu, mezinárodńı spolupráci na poli vzděláváńı či vzděláváńı dospělých.
Na tomto webu nalezneme i výukové plány jednotlivých spolkových zemı́. Využ́ıváme ho
v této práci jako zdroj informaćı ohledně německého vzdělávaćıho systému.

Jelikož se učebńı plány jednotlivých spolkových zemı́ lǐśı, použ́ıvaj́ı tyto země také
odlǐsné výukové materiály přizp̊usobené daným požadavk̊um. Některá nakladatelstv́ı
vydávaj́ı např́ıklad učebnice matematiky pro dané ročńıky v několika verźıch, kde každá je
určena konkrétńı spolkové zemi. V této práci použ́ıváme pro analýzu učebnici pro gymnázia
od nakladatelstv́ı Klett (Freudigmann a kol., 2009), která je určena pro výuku v Bádensku-
Württembersku. Proto se zaměř́ıme předevš́ım na tuto spolkovou zemi.

V rozsáhle vypracovaném učebńım plánu předmětu matematika pro gymnázia ve spol-
kové zemi Bádensko-Württembersko6 slovo posloupnost najdeme pouze jednou a sice již
v šestém ročńıku (poč́ıtáno od započet́ı školńı docházky) v souvislosti s uvědomováńım
si funkčńıch závislost́ı. Zde by žáci měli být schopni rozpoznat posloupnost a umět v ńı
pokračovat. Pojem posloupnost, jak ho známe z výuky u nás, zde ale neńı př́ımo zaveden.
Totéž plat́ı pro pojem řada, který v učebńım plánu neńı uveden ani jednou. To ovšem
neznamená, že tyto vztahy či vztahy souvisej́ıćı jsou ve výuce zcela opomenuty. O tom
svědč́ı i zp̊usob zpracováńı tématu ve vybrané učebnici, kde je téma částečně integrováno
do kapitoly věnuj́ıćı se r̊ustu. Vı́ce je rozebráno v podkapitole 3.3.

Učivo matematiky na gymnázíıch v Bádensku-Württembersku je uspořádáno perio-
dicky v dvouletých cyklech od pátého do dvanáctého ročńıku v tomto pořad́ı – č́ıslo;
proměnná a operace; mı́ry, prostor a formy; funkčńı závislosti; data a náhoda. Každé dvou-
leté obdob́ı obohat́ı jednotlivá témata o nové poznatky. V tématu funkčńıch souvislost́ı se
např́ıklad v pátém ročńıku pracuje s jednoduchými vztahy mezi č́ısly a veličinami a s jed-
noduchou soustavou souřadnic. Ve dvanáctném ročńıku se konč́ı integrály. Na jednotlivá
témata se tedy nahĺıž́ı pomoćı pěti zmı́něných kategoríı. Je evidentńı, že některé učivo, jako
je např́ıklad posloupnost, je rozmělněno do v́ıce ročńık̊u a př́ıklady i definice se objevuj́ı
vždy v souvislosti s obecněǰśım jevem (jako je např́ıklad téma r̊ust v použ́ıté učebnici, kde je
posloupnost definována). Součet řady se zase objevuje v souvislosti s tématem limita, nikoli
jako samostatné téma, ale pouze jako jedna z reprezentaćı použit́ı limity (BPBW-M, 2019).

Nahlédneme-li namátkou do kurikuĺı několika daľśıch spolkových zemı́ (Bavorsko, Sasko,
Severńı-Porýnńı Vestfálsko, Berĺın), zjist́ıme, že i zde téma posloupnosti a řady neńı stan-
dardně obsaženo v povinném obsahu učiva. V Sasku je zmı́něno pouze téma č́ıselných
posloupnost́ı jako speciálńı př́ıpad funkčńıho vztahu, který je vyjádřitelný explicitně nebo
rekurzivně. V Berĺıně je téma posloupnosti a řady (zde již ale v širš́ım slova smyslu –
např́ıklad Taylorova řada) uvedeno jako téma doporučené pro volitelné semináře.

Přesto z rozhovoru s vyučuj́ıćım z německého gymnázia Deutsche Schule Prag v Praze
vyplývá, že úlohy na posloupnosti či řady, včetně těch využ́ıvaj́ıćıch vizualici, kterým se
v této práci dále věnujeme, nejsou v německé výuce nič́ım neobvyklým. Zp̊usob, jakým jsou
tato témata integrována do obecněǰśıch okruh̊u je jistě zaj́ımavý předmět analýzy, kterou
čtenář nalezne v podkapitole 3.3.

6http://www.bildungsplaene-bw.de/,Lde/LS/BP2016BW/ALLG/GYM/M
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2.4 Srovnáńı

Výše uvedené př́ıstupy nab́ıźı zaj́ımavé srovnáńı. Český RVP pro gymnázia uvád́ı pouze
téma posloupnost́ı, nikoli téma řad. Pokud se výuka ř́ıd́ı zcela podle RVP, tématu řad se
v hodinách nedotkne. Nedotkne se ani tématu limit či diferenciálńıho počtu. Český RVP
je charakteristický t́ım, že obsahuje celkově mnohem méně učiva než německé či rakouské
kurikulum.

V německém kurikulu sice posloupnosti ani řady nenajdeme, nelze ale tvrdit, že je to
z d̊uvodu celkového menš́ıho objemu učiva. Ve srovnáńı s Českem je probráno mnohem
v́ıce včetně témat, která jsou u nás obvykle až součást́ı vysokoškolského studia. Konkrétně
v př́ıpadě Bádenska-Württemberska pozorujeme zcela odlǐsný př́ıstup k uspořádáńı učiva,
v jehož d̊usledku patrně docháźı k tomu, že některá témata nejsou probrána v rámci jednoho
celku. Bádensko-Württemberský př́ıstup sleduje učivo z výrazně větš́ıho odstupu a v́ıce
akcentuje souvislosti mezi jednotlivými tématy.

Rakouské kurikulum je přibližně stejně objemné jako kurikulum německé. I zde se
žáci povinně setkaj́ı s diferenciálńım počtem či složitěǰśımi partiemi z pravděpodobnosti
již na gymnáziu. Co se týče uspořádáńı látky, je v́ıce podobné českému př́ıstupu. Postu-
puje se po jasně ohraničených tématech, která je sice žádoućı propojovat s jiným učivem,
ale pouze formou odkaz̊u uvnitř uzavřeného tématu. Rakouské kurikulum určuje také ze
srovnávaných kurikuĺı obsah výuky nejv́ıce pevně. Každé pololet́ı má přesně stanovený
harmonogram. V Bádensku-Württembersku jsou pouze stanoveny znalosti a kompetence,
kterých má být dosaženo v jednotlivých oblastech v daném dvouletém obdob́ı. V České re-
publice je uspořádáńı látky výsadou konkrétńıch škol. RVP pro gymnázia uvád́ı požadované
výstupy pouze na konci čtyřletého studia.
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3 Analýza výukových materiál̊u k tématu
nekonečná geometrická řada

V této kapitole představujeme učebnice, které jsme zvolili jako vzorové pro jednotlivé
země. Postupně poṕı̌seme, jak je téma nekonečná geometrická řada v těchto učebnićıch
zpracováno. Následně tato pojet́ı navzájem porovnáváme. V samostatné podkapitole po-
tom analyzujeme některé vybrané aplikované vizualizované úlohy, které jsou v učebnićıch
představeny.

3.1 Česká republika

Z českých učebnic jsme zvolili dvě, které jsou věnované posloupnostem a řadám (Odvárko,
2018; Zemek a kol., 2017a), a jednu sb́ırku středoškolských úloh (Polák, 1999). Vybrané
zdroje jsou schválené MŠMT ČR k zařazeńı do seznamu učebnic pro středńı školy.

3.1.1 Oldřich Odvárko: Posloupnosti a řady

Učebnice z řady Matematika pro gymnázia s názvem Posloupnosti a řady autora Oldřicha
Odvárka byla poprvé vydána v roce 1995. Vydáńı z roku 2018, se kterým pracujeme v této
práci, je již třet́ım v pořad́ı. K učebnici existuje i sb́ırka úloh (Odvárko, 2000).

V prvńı části se učebnice zabývá posloupnostmi a jejich vlastnostmi. V rámci jedné
podkapitoly se věnuje i matematické indukci. V daľśı kapitole se zabývá aritmetickou
a geometrickou posloupnost́ı, jejich užit́ım a vlastnostmi. Ve třet́ı části nalezneme témata
limita posloupnosti a nekonečná řada. Kromě pojmu limita posloupnosti, souvisej́ıćımi
větami a užit́ım těchto poznatk̊u se žáci seznámı́ i s nevlastńı limitou posloupnosti. Ne-
konečná geometrická řada je tématem posledńı podkapitoly.

Nekonečná geometrická řada je představena pomoćı konkrétńıho př́ıkladu geometrické
posloupnosti. Je vytvořena posloupnost částečných součt̊u této posloupnosti a zkoumá se
jej́ı konvergence. Dále je vyjádřen součet sn prvńıch n člen̊u geometrické posloupnosti s kvo-
cientem q ̸= 1 a hledá se jeho limita pro n jdoućı k nekonečnu. Poté následuje tvrzeńı, které
udává, že posloupnost částečných součt̊u geometrické posloupnosti s kvocientem |q| < 1 je
konvergentńı a připojuje výraz, ke kterému konverguje. Toto tvrzeńı je vzápět́ı dokázáno.

Po několika př́ıkladech na určováńı konvergence posloupnosti částečných součt̊u určité
posloupnosti a hledáńı jej́ı limity je definována nekonečná řada jako symbol

a1 + a2 + · · · + an + · · · ,

je uveden i zápis pomoćı sumy. Dále je definováno, kdy nazýváme nekonečnou geomet-
rickou řadu konvergentńı a kdy divergentńı. Zd̊urazněna je skutečnost, že pomoćı sumy
označujeme jak nekonečnou posloupnost samu, tak jej́ı součet, pokud existuje. Nako-
nec je definována nekonečná geometrická řada. Věta udává vzorec pro součet nekonečné
geometrické řady s kvocientem |q| < 1. Tato věta neńı dokázána, je pouze odkázáno na
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větu o konvergenci posloupnosti částečných součt̊u geometrické posloupnosti s kvocientem
|q| < 1 a na daľśı d́ılč́ı výsledky uvedené v dané kapitole.

Následuje část s př́ıklady na procvičeńı. Objevuj́ı se r̊uzné typy př́ıklad̊u – př́ıklady na
určeńı konvergence nekonečné geometrické řady a jej́ıho součtu, př́ıklady na vyjádřeńı pe-
riodického č́ısla formou zlomku pomoćı součtu nekonečné geometrické řady i vizualizované
úlohy, které jsou podrobněji pojednány v podkapitole 3.5.

Ve sb́ırce úloh (Odvárko, 2000) nalezneme v kapitole o nekonečné geometrické řadě
úlohy, ve kterých maj́ı žáci rozhodnout o konvergenci dané řady a určit jej́ı součet. Dále se
zde vyskytuj́ı úlohy s řadami, v nichž je zadána nekonečná geometrická řada s proměnnou
x. Žáci maj́ı rozhodnout, pro jaká x řada konverguje. Ve sb́ırce se nacháźı také několik
rovnic s nekonečnou geometrickou řadou, jej́ıž součet je třeba k vyřešeńı rovnice nalézt.
Z vizualizovaných úloh zde najdeme jednu s posloupnost́ı vepsaných útvar̊u v rovině a jednu
v prostoru. Varianty těchto úloh byly použity během vyučovaćıch hodin realizovaných
v rámci této práce a čtenář je nalezne v podkapitolách 6.4.1 a 6.4.4 této práce. Stejně
jako v učebnici, i ve sb́ırce nalezneme úlohy, v nichž je využit vzorec pro součet nekonečné
geometrické řady pro zápis periodického č́ısla formou zlomku.

3.1.2 Václav Zemek: Posloupnosti, řady, finančńı matematika

Devátý d́ıl řady učebnic Matematika pro středńı školy od nakladatelstv́ı Didaktis autora
Václava Zemka a kol. se jmenuje Posloupnosti, řady, finančńı matematika. Ve skutečnosti
však řad́ı učivo jinak, než jak je uvedeno v názvu. Jako prvńı skutečně uvád́ı téma po-
sloupnosti – základńı poznatky o posloupnostech, aritmetická posloupnost a jej́ı užit́ı
a geometrická posloupnost a jej́ı užit́ı. Daľśım tématem je potom finančńı matematika a to
konkrétně základńı pojmy a vztahy úrokového počtu. Posledńı kapitola nese název limita
posloupnosti a řady. Po zavedeńı pojmu limita posloupnosti a seznámeńı se základńımi
větami o limitách je posledńı podkapitolou téma nekončená geometrická řada.

Kapitola, která je v obsahu uvedena pod názvem
”
Nekonečná geometrická řada“ je

však na př́ıslušné straně opatřena nadpisem nesoućım název
”
Návrat ke sč́ıtáńı“. V úvodu

se autoři zamýšĺı nad možnost́ı sč́ıtáńı nekonečně mnoha č́ısel. Dále uvad́ı jako motivačńı
př́ıklad posloupnost (an)∞n=1 =

(︁
1
2n

)︁∞
n=1

, jej́ıž členy zakresluj́ı do kruhu jako kruhové výseče.
Každý daľśı člen je polovinou dosud nevyužité výseče, je tedy zřejmé, že součet nekonečně
mnoha člen̊u této posloupnosti bude shora omezen č́ıslem 1 (viz obr. 3.1).

Dále jsou zavedeny pojmy konečná řada a nekonečná řada a jejich symbolický zápis
pomoćı součtu i sumy. Obvyklým zp̊usobem je definována posloupnost částečných součt̊u
a z ńı konvergentńı nekonečná řada, součet nekonečné řady, divergentńı nekonečná řada
a nekonečná geometrická řada. Všechny pojmy jsou opatřeny př́ıklady. Poté je uveden
vzorec pro výpočet součtu nekonečné geometrické řady pro kvocient |q| ≤ 1, který je
i odvozen. V učebnici je dále zmı́něno i to, kdy je nekonečná geometrická řada divergentńı.

Z praktických př́ıklad̊u na procvičeńı dominuj́ı př́ıklady, v nichž žáci o konkrétńı
nekonečné geometrické řadě rozhoduj́ı, zda konverguje či diverguje. Nalezneme zde ovšem
také vizualizované úlohy, které jsou podrobněji pojednány v podkapitole 3.5.
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Obr. 3.1: Kruh a jeho rozděleńı

K této učebnici je k dispozici i pracovńı sešit. Zde se kromě obdobných př́ıklad̊u jako
v učebnici objevuj́ı i daľśı typy př́ıklad̊u – např́ıklad zápis posloupnosti či řady pomoćı
sumy či zápis zlomku pomoćı sumy jako součet nekonečné geometrické řady. Vybrané
vizualizované úlohy jsou opět pojednány v podkapitole 3.5.

3.1.3 Josef Polák: Středoškolská matematika v úlohách II

Publikace s názvem Středoškolská matematika v úlohách II autora Josefa Poláka od nakla-
datelstv́ı Prometheus je sb́ırkou př́ıklad̊u ze středoškolské matematiky. Jedná se o druhý
d́ıl v řadě a najdeme v něm kapitolu s názvem

”
Posloupnosti a řady“. Jelikož se jedná

primárně o sb́ırku úloh, jsou teoretické poznatky k jednotlivým témat̊um prezentovány
na začátku každé kapitoly formou otázek, na které autor v zápět́ı odpov́ıdá. Z těchto od-
pověd́ı se v prvńı části dozv́ıme potřebné informace o posloupnostech, jejich vlastnostech,
zp̊usobu zadáńı i grafickém znázorněńı. Ve sb́ırce najdeme řadu př́ıklad̊u k tématu arit-
metické i geometrické posloupnosti, i př́ıklady, které tyto posloupnosti kombinuj́ı. Druhá
podkapitola se věnuje limitě posloupnosti, třet́ı nese název

”
Nekonečná řada a jej́ı součet,

nekonečná geometrická řada“.
Prvńı úloha tématu nekonečná řada je formulována jako otázka. Autor se ptá na definici

pojmů nekonečná řada, součet nekonečné řady, konvergentńı a divergentńı nekonečná řada.
Tato úloha je v učebnici př́ımo vyřešena t́ım, že je otázka zodpovězena a tyto pojmy jsou
definovány. Nekonečná řada je chápána jako symbol součtu nekonečně mnoha člen̊u, který
lze zapsat i pomoćı sumy. Je definována posloupnost částečných součt̊u a jej́ı limita, pokud
existuje, jako součet nekonečné řady. Pomoćı konvergence, resp. divergence posloupnosti
částečných součt̊u je definována i konvergentńı, resp. divergentńı nekonečná řada. Po sérii
úloh na určeńı posloupnost́ı částečných součt̊u dané posloupnosti a určeńı konvergence či
divergence dané posloupnosti je opět formou otázky a odpovědi definována i nekonečná
geometrická řada a uveden jej́ı součet pro |q| < 1 včetně stručného naznačeńı jeho odvozeńı.
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Z úloh se objevuj́ı např́ıklad př́ıklady na součet nekonečných geometrických řad, a to
i s parametrem. Dále si žáci vyzkouš́ı řešeńı rovnic, ve kterých se objevuje suma, právě
pomoćı vzorce na součet nekonečné geometrické řady. V rámci samostatné podkapitoly na-
jdeme př́ıklady na převod periodického č́ısla na zlomek pomoćı vzorce na součet nekonečné
geometrické řady. Ve sb́ırce se nacháźı také řada vizualizovaných úloh na aplikace součtu
geometrické řady, které jsou podrobněji pojednány v podkapitole 3.5.

3.2 Rakousko

Jako zástupce rakouských výukových zdroj̊u jsem zvolila šestý d́ıl publikace Mathematik
verstehen [Porozumnět matematice] od nakladatelstv́ı Österreichischer Bundesverlag na-
psané kolektivem autor̊u v čele s Güntherem Malle (Malle a kol., 2014). Jedná se o d́ıl
určený pro šestý ročńık vyšš́ı všeobecně vzdělávaćı školy, použ́ıvá se tedy dva roky před
maturitou. Řada je v této učebnici osmým tématem a navazuje na kapitolu o posloupnos-
tech, ve které se kromě obecných vlastnost́ı posloupnost́ı, rekurentńıho zápisu posloupnost́ı
a aritmetické a geometrické posloupnosti žáci seznámı́ i s pojmem limita posloupnosti.

Kapitola
”
Řady“ je rozdělena do podkapitol

”
Konečné řady“,

”
Nekonečné řady“

a
”
Složené úročeńı a Eulerovo č́ıslo“.1 V podkapitole

”
Konečné řady“ nalezneme odvozeńı

vzorc̊u pro součet prvńıch n člen̊u aritmetické i geometrické posloupnosti. Tyto poznatky
jsou potom procvičeny formou př́ıklad̊u. Podkapitola

”
Nekonečné řady“ si v úvodu klade

otázku, zda lze nekonečné řadě, kterou definuje jako symbol součtu nekonečně mnoha člen̊u,
přǐradit nějaký konečný součet. Poté uvád́ı př́ıklad řady po sobě jedoućıch přirozených č́ısel
a řady, jej́ıž prvńı člen i kvocient jsou rovny jedné polovině, tedy řady

1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · · . (1)

Dále je vytvořena posloupnost částečných součt̊u obecné řady a jej́ı limita nazvána součet
řady. O řadě, jej́ıž členy tvoř́ı po sobě jdoućı přirozená č́ısla, autoři intuitivně tvrd́ı, že j́ı
žádný konečný součet přǐradit nelze. Konečnost součtu řady (1) je prezentována na obrázku
se čtvercem o straně 1, kde je vybarvena jeho polovina, poté jeho čtvrtina, osmina a tak
dále tak, že vybarvené části se nepřekrývaj́ı (viz obr. 3.2). Obsahy postupně vybarvovaných
část́ı tedy tvoř́ı geometrickou posloupnost, jej́ıž prvńı člen i kvocient jsou rovny jedné
polovině a součet těchto obsah̊u nikdy nepřesáhne obsah daného čtverce, který je roven 1.
V podkapitole je dále definována konvergentńı a divergentńı řada.

Učebnice se poté soustřed́ı pouze na nekonečnou geometrickou řadu. Je zde uvedena
věta vyjadřuj́ıćı součet nekonečné geometrické řady pro kvocinet |q| < 1 včetně d̊ukazu.
Následuje řada úloh na procvičeńı, které jsou většinou vizualizovány s obrázky a jsou bĺıže
pojednány v podkapitole 3.5.

1V originále:
”
Endliche Reihen“,

”
Unendliche Reihen“ a

”
Stetige Verzinsung und die Eulerische Zahl e“.
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Obr. 3.2: Čtverec o straně 1 a jeho rozděleńı

3.3 Německo

Zástupcem něměckých učebnic je učebnice z řady Lambacher Schweizer – Mathematik für
Gymnasien [Lambacher Schweizer – Matematika pro gymnázia] kolektivu autor̊u v čele
s Hansem Freudigmannem od nakladatelstv́ı Klett (Freudigmann a kol., 2009). Jak již
bylo zmı́něno, vydávaj́ı mnohá německá nakladatelstv́ı v́ıce učebnic pro jednotlivé spolkové
země. Učebnice, kterou zde srovnáváme, je určena pro spolkovou zemi Bádensko-Württem-
bersko. V této zemi neńı nekonečná geometrická řada zmı́něna mezi povinným učivem, je
ale částečně integrována do obecněǰśıho tématického celku, kterým je r̊ust.2

Kapitola
”
Růst“3 je rozdělena do dev́ıti podkapitol a sice

”
Popis změny pomoćı po-

sloupnosti“,
”
Monotonie a omezenost posloupnost́ı“,

”
Limity posloupnost́ı“,

”
Modelováńı

exponencionálńıho r̊ustu“,
”
Omezený r̊ust“,

”
Diferenciálńı rovnice u r̊ustu“,

”
Logistický

r̊ust“ a
”
Modelováńı dat“.4 S tématem nekončená řada souviśı prvńı tři podkapitoly.

V podkapitole
”
Popis změny pomoćı posloupnosti“ se žáci seznámı́ s obecnou posloup-

nost́ı zavedenou rekurentně i vzorcem pro n-tý člen. Na př́ıkladech si vyzkouš́ı zapsat
uvednou posloupnost oběma zp̊usoby. Dále se uč́ı kreslit grafy posloupnost́ı a zkoumat je-
jich chováńı. Učebnice také klade d̊uraz na práci s vědeckou kalkulačkou a seznamuje žáky
s jej́ımi funkcemi vhodnými pro práci s posloupnostmi.

V souvislosti s nekonečnou řadou, která v této kapitole neńı ani jednou př́ımo zmı́něna,
je zaj́ımavý motivačńı př́ıklad uvedený na začátku podkapitoly

”
Popis změny pomoćı po-

sloupnost́ı“. Jedná se o úlohu s tzv. Dradratem,
”
zv́ı̌rátkem“, které je vytvořeno z čtverc̊u

a pravoúhlých trojúhelńık̊u (viz obr. 3.3).5 Učebnice se ptá, zda existuje Dradrat s libovolně

2Vı́ce k organizaci učiva v Bádensku-Würtemmbersku v podkapitole 2.3.
3V originále:

”
Wachstum“.

4V originále:
”
Veränderung mit Folgen beschreiben“,

”
Monotonie und Beschränktheit von Folgen“,

”
Grenzwerte von Folgen“,

”
Exponentielles Wachstum modellieren“,

”
Beschränktes Wachstum“,

”
Differen-

zialgleichungen bei Wachstum“,
”
Logistisches Wachstum“ a

”
Datensätze modellieren“.

5Dradrat je neologismus vytvořený z německého
”
Dreieck“ [trojúhelńık] a

”
Quadrat“ [čtverec].
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velkým obsahem a zda existuje Dradrat, který se svou ”hlavou”(tj. nejmenš́ım čtvercem,
ze kterého se skládá) dotkne země (Freudigmann a kol., 2009: s. 172).

Obr. 3.3: Dradrat složený ze tř́ı čtverc̊u a dvou trojúhelńık̊u

Obsahy jednotlivých část́ı (tj. čtverc̊u a trojúhelńık̊u) Dradratu tvoř́ı geometrické po-
sloupnosti s kvocienty menš́ımi než 1. Otázka ohledně libovolně velké plochy Dradratu
mı́̌ŕı k součtu těchto obsah̊u pro libovolně velký Dradrat, tedy v terminologii využ́ıvané
v České republice k součtu nekonečné geometrické řady. Učebnice ale nechce řešit tuto
úlohu početně či pomoćı vzorce, úloha slouž́ı sṕı̌s k zamyšleńı. Jej́ı řešeńı nalezne čtenář
v př́ıloze C.1.

V podkapitole
”
Popis změny pomoćı posloupnost́ı“ najdeme mimo jiné úlohu, v ńıž

žáci hledaj́ı součet obsah̊u prvńıch n čtverc̊u, jejichž délky stran se zmenšuj́ı s kvocien-
tem q = 1

3
. Maj́ı také naj́ıt rekurentńı vyjádřeńı tohoto součtu. Vyjádřit ovšem maj́ı

pouze součty obsah̊u šesti a méně čtverc̊u (Freudigamann a kol., 2009: 174). Tuto úlohu
lze ovšem chápat jako jistou př́ıpravu pro podobnou úlohu, která se objev́ı v podkapi-
tole

”
Limity posloupnost́ı“. Zde hledaj́ı žáci též součet obsah̊u čtverc̊u, jejichž délky stran

se zmenšuj́ı s kvocientem menš́ım než 1. Otázky jsou tu ale položeny jinak. Úkolem je
ukázat, zda posloupnost těchto obsah̊u má limitu 0. Druhá otázka už mı́̌ŕı k nekonečné
řadě, nebot’ se ptá, zda součet obsah̊u všech čtverc̊u má limitu. Žáci zde tedy zkoumaj́ı
konvergenci nekonečné geometrické řady. Neřeš́ı už ovšem, k jaké hodnotě tato řada kon-
verguje (Freudigmann a kol., 2009: s. 180).

Propojeńı učiva s nekonečnou geometrickou řadou najdeme také v podkapitole
”
Mono-

tonie a omezenost posloupnost́ı“. V úvodu této podkapitoly najdeme opět obrázek s mo-
tivačńı otázkou. Na obrázku je blecha a kousek od ńı stoj́ı pes. Šipkami je znározněna
trajektorie skoku blechy, která skáče směrem k psovi. Prvńı skok je dlouhý 1 m, druhý
skok je dlouhý 1

2
m, třet́ı skok je dlouhý 1

4
m, čtvrtý 1

8
m atd. Délky skok̊u tedy tvoř́ı geo-

metrickou posloupnost s kvocientem q = 1
2
. Otázka zńı, jestli blecha doskáče k psovi. Tato

otázka je sṕı̌se řečnická, nebot’ nev́ıme, jak daleko od mı́sta, kde blecha své skoky začala,
se pes nacháźı. Jelikož je ale na obrázku vyznačen jeden metr, lze pohledem či měřeńım
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prav́ıtkem zjistit, že to budou přibližně dva metry. Př́ımo to ale učebnice neuvád́ı. Otázka
opět slouž́ı sṕı̌se k zamyšleńı než k početńımu řešeńı, ke kterému žáci v tuto chv́ıli nemaj́ı
žádný aparát.6 Učebnice klade k danému obrázku ještě jednu otázku, a sice zda by blecha
doskákala k psovi, pokud by délka jej́ıch skok̊u byla 1 m, 1

2
m, 1

3
m, 1

4
m, 1

5
m atd. Tato

otázka také neńı v učebnici zodpovězena a má sloužit pouze jako motivace pro zkoumáńı
monotonie a omezenosti posloupnost́ı (Freudigmann a kol., 20069: s. 175).7 V téže kapitole
nalezneme také úlohu na principu fraktál̊u, kterou podrobněji poṕı̌seme v podkapitole 3.5.4
této práce.

3.4 Srovnáńı uvedených výukových materiál̊u

Vybrané výukové materiály lze vzhledem k jejich charakteru rozdělit na dvě části – české
zdroje a rakouský zdroj jsou koncipovány podobným zp̊usobem, německý výukový zdroj
stoj́ı stranou a neńı s ostatńımi komparabilńı. Proto nejprve srovnáme české zdroje a ra-
kouský zdroj mezi sebou, jelikož v podobném př́ıstupu lze naj́ıt zaj́ımavé rozd́ıly, a poté
proti tomuto př́ıstupu postav́ıme učebnici německou.

V následuj́ıćıch odstavćıch se věnujeme vybraným českým zdroj̊um a zdroji rakouskému
a nejprve se zaměř́ıme na kontext, ve kterém se téma nekonečná řada v jednotlivých
učebnićıch nacháźı. Všechny učebnice respektuj́ı stejné schéma – nejprve žáky seznámı́
s posloupnost́ı v obecném slova smyslu, poté se samostatně zabývaj́ı dvěma nejběžněǰśımi
př́ıpady: posloupnost́ı aritmetickou a geometrickou. Následně je zavedena limita posloup-
nosti a poté přicháźı téma nekonečná řada. Toto řazeńı vyplývá z logické návaznosti témat,
je systematické a struktura je přehledná.

Samotné téma nekonečná řada může být v učebnici zavedeno r̊uzně. Česká učebnice
(Zemek a kol., 2017a) i rakouská publikace (Malle a kol., 2014) využ́ıvaj́ı motivačńıho
př́ıkladu s vyplňováńım plochy. V prvńım př́ıpadě se jedná o kruh, v druhém o čtverec
o straně délky 1, v obou př́ıpadech jde ale o grafické znázorněńı geometrické posloupnosti,
kde prvńı člen posloupnosti i kvocient jsou rovny jedné polovině. Součet obsah̊u jednot-
livých část́ı kruhu či čtverce potom znázorňuje součet nekonečné geometrické řady. Žáci si
na těchto př́ıkladech snadno uvědomı́, že součtem nekonečně mnoha č́ısel může být konečné
č́ıslo. Takový př́ıklad může být srozumitelný i slabš́ım žák̊um. Odvárko (2018) voĺı abs-
traktněǰśı motivačńı př́ıklad, když uvád́ı konkrétńı posloupnost a pak vytvář́ı částečné
součty a hledá jejich limitu. Toto zavedeńı vyžaduje od žák̊u větš́ı mı́ru abstraktńıho
myšleńı a může být pro méně nadané žáky obt́ıžněji srozumitelné, zvláště pokud dobře
neovládaj́ı předchoźı témata jako je součet prvńıch n člen̊u posloupnosti a limita posloup-
nosti. Vzhledem k charakteru Polákovy sb́ırky (Polák, 1999), která má sloužit sṕı̌se jako
doplňkový materiál s př́ıklady, je téma nekonečné řady zavedeno pouze pomoćı definic a vět
bez motivačńıch př́ıklad̊u.

6Pokud bychom přijali hypotézu, že pes se od mı́sta prvńıho skoku nacháźı přesně 2m, pak blecha
k psovi doskáče, nebot’ součet nekonečné gemeotrické řady, kde a1 = 1 a q = 1

2 je 2.
7Pokud je pes vzdálen od mı́sta prvńıho skoku blechy 2m, tak sečteńım délek prvńıch čtyř skok̊u

zjist́ıme, že blecha k psovi doskáče. Délky skok̊u však netvoř́ı geometrickou posloupnost a nelze zde tedy
aplikovat vzorec na součet nekonečné geometrické řady.
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V českých učebnićıch i v té rakouské jsou dále zavedeny pojmy jako nekonečná řada,
nekonečná geometrická řada a souvisej́ıćı věty velmi podobným zp̊usobem včetně d̊ukaz̊u.
Nekonečná řada je zavedena jako symbol

a1 + a2 + · · · + an + · · · ,

je uveden i zápis pomoćı sumy. Konvergentńı a divergentńı řada je definována pomoćı kon-
vergence či divergence posloupnosti částečných součt̊u. Na závěr je definována nekonečná
geometrická řada a je vyslovena věta o konvergenci nekonečné geometrické řady s kvocien-
tem |q| < 1 včetně jej́ıho součtu a tato věta je dokázána. Odvárko (2018) odvozuje vzorec
pro součet nekonečné geometrické řady s kvocientem |q| < 1 ve dvou větách, které uvád́ıme
v kapitole 1 pod č́ısly 1.4.1 a 1.4.2. Větu 1.4.2 nedokazuje př́ımo, ale odkazuje se na d̊ukaz
věty 1.4.1 a daľśı tvrzeńı uvedená v učebnici. Ostatńı zkoumané české učebnice i učebnice
rakouská tyto dvě věty slučuj́ı v jednu a d̊ukaz je pak založen na principu d̊ukazu věty
1.4.1. Učebnice jsou v tomto velice konzistentńı, k teorii přistupuj́ı tradičně a nevykazuj́ı
výrazné rozd́ıly v př́ıstupu.

Co se týče př́ıklad̊u na procvičeńı, můžeme si povšimnout rozd́ılu mezi učebnićı rakous-
kou a těmi českými. Rakouská učebnice se s výjimkou jednoho cvičeńı soustřed́ı výhradně
na aplikované vizualizované úlohy na výpočty součt̊u obsah̊u, obvod̊u či délek v r̊uzných
geometrických obrazćıch. V českých učebnićıch najdeme i daľśı typy úloh – např́ıklad ta-
kové, kde maj́ı žáci rozhodnout o konvergenci řady a eventuálně naj́ıt jej́ı součet (taková
úloha je v rakouské učebnici jen jedna), př́ıklady na převod periodického č́ısla na zlomek či
řešeńı rovnic se sumami. Výhodou rakouské učebnice ve srovnáńı s učebnicemi (Odvárko,
2018) a (Zemek a kol., 2017a) je, že d́ıky vynecháńı ostatńıch typ̊u úloh nab́ıźı výrazně
pestřeǰśı škálu úloh vizualizovaných. V tomto j́ı může ze zkoumaných praćı konkurovat
jedině sb́ırka (Polák, 1999). Rakouská učebnice je v tomto smyslu také nejlépe graficky
zpracovaná – obrázky jsou barevné, přehledně popsané a nacháźı se vždy hned vedle zadáńı
úlohy. Nakladatelstv́ı Prometheus (Odvárko, 2018; Polák, 1999) ve svých učebnićıch uvád́ı
obrázky jen k některým úlohám, obrázky jsou černob́ılé a docháźı k tomu, že př́ıslušný
obrázek je na jiné straně než zadáńı úlohy. České učebnice na druhou stranu obsahuj́ı kĺıč
ke všem cvičeńım, někdy i se stručným komentářem k postupu. K rakouské učebnici muśı
čtenář kĺıč dokoupit v samostatné publikaci.

S českými učebnicemi a učebnićı rakouskou nyńı srovnáme př́ıstup učebnice (Freu-
digmann a kol., 2009) ze spolkové země Bádensko-Württembersko. V České Republice
a Rakousku jsme pozorovali jasně strukturovaný př́ıstup k předáńı učiva nekonečné ge-
ometrické řady: Učivo bylo uvedeno motivačńım př́ıkladem, poté byly zavedeny kĺıčové
pojmy a dokázána př́ıslušná tvrzeńı. Źıskané poznatky žáci následně aplikovali v úlohách.
Podobná struktura byla použita i u daľśıch témat v učebnićıch. Tato témata od sebe byla
jasně oddělena a ke starš́ı látce bylo vždy pouze odkázano v textu, k větš́ımu propojováńı
témat ale nedocházelo. Německá učebnice (Freudigmann a kol., 2009) zdánlivě využ́ıvá po-
dobnou strukturu v tom smyslu, že na začátku každé podkapitoly uvád́ı motivačńı př́ıklad,
poté se věnuje teorii a následně uvád́ı řadu př́ıklad̊u k procvičeńı. Zcela odlǐsně však pracuje
s uspořádáńım učiva. Zat́ımco nakladatelstv́ı Didaktis i Prometheus publikovala k tématu
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posloupnosti a řady samostatné učebnice, v bádensko-württemberské učebnici se v jedné
kapitole

”
Růst“ objevuj́ı témata jako posloupnosti, limity, exponenciálńı funkce, aproxi-

mace č́ısla π, diferenciálńı rovnice či práce s daty. Najdeme zde i cvičeńı, která pracuj́ı se
součtem nekonečné geometrické řady, i když ta neńı nikde explicitně definována. Vid́ıme
zde tedy zcela odlǐsnou perspektivu, která nahĺıž́ı na prob́ırané učivo skrze určitý pojem
(v tomto př́ıpadě r̊ust) a zkoumá ho z mnoha r̊uzných pohled̊u. Výhodou tohoto př́ıstupu
může být to, že žáci vńımaj́ı učivo ve větš́ıch souvislostech a d́ıky řadě zmı́něných aplikaćı
v́ıce vńımaj́ı jeho využitelnost v praxi. Nevýhodou může naopak být, že v rámci jedné
kapitoly se žáci setkaj́ı s poměrně velkým množstv́ım matematických jev̊u (posloupnosti,
limity, funkce, grafy, diferenciálńı počet atd.) a slabš́ı žáci mohou mı́t problém si učivo
nějakým zp̊usobem utř́ıdit a pochopit podstatu jednotlivých jev̊u.

3.5 Analýza vybraných př́ıklad̊u

V této podkapitole rozebereme jednotlivé typy aplikovaných vizualizovaných úloh, které
jsme nalezli ve vybraných učebnićıch. Úlohy jsou rozděleny podle jejich charakteristik a po-
dobné úlohy jsou rozeb́ırány v jedné podkapitole společně. Pro každý typ úloh byl zvolen
souhrnný název, který sice vždy zcela nevystihuje jejich charakter, slouž́ı ale k tomu, aby se
o úlohách tohto typu dalo v textu dále psát pod jednotným označeńım. Každá podkapitola
nejprve formuluje jedno vzorové zadáńı úlohy, dále rozebereme možné odlǐsnosti v zadáńı,
navrhneme možná řešeńı a zd̊urazńıme podstatné didaktické aspekty úloh.

3.5.1 Úlohy o délce spirály

Zadáńı úlohy:8 Určete délku křivky spirálového tvaru (obr. 3.4), která je složena
z nekonečně mnoha polokružnic takových, že poloměr prvńı (největš́ı) polokružnice je
r (|AB| = r) a poloměr každé následuj́ıćı polokružnice je dvakrát menš́ı než poloměr
předcházej́ıćı polokružnice (|BC| = r

2
, |CD| = r

4
, · · · ).

Obr. 3.4: Křivka spirálového tvaru tvořená polokružnicemi

8Převzato z (Polák, 1999: s. 70).
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Řešeńı: Máme posloupnost poloměr̊u polokružnic (rn)∞n=1, kde r1 = r a rn+1 = 1
2
rn

(n ∈ N). Jedná se tedy o geometrickou posloupnost s kvocientem q = 1
2
. Dále máme

posloupnost délek polokružnic (ln)∞n=1, kde l1 = πr a ln+1 = 1
2
ln = 1

2
πrn, což je také

geometrická posloupnost s kvocientem q = 1
2
. Délka křivky je tedy rovna součtu nekonečné

geometrické řady
∑︁∞

n=1 ln:

∞∑︂
n=1

ln =
∞∑︂
n=1

πr

(︃
1

2

)︃n−1

=
πr

1 − 1
2

= 2πr.

Spirálová křivka má tedy tutéž délku jako kružnice o poloměru r.

Varianty úlohy

Ve vybraných učebnićıch nalezneme řadu úloh, které vycháźı z podobného principu. V pod-
statě identické zadáńı této úlohy najdeme v učebnici Posloupnosti a řady z nakladatel-
stv́ı Prometheus (Odvárko, 2018). Mı́sto obecného zadáńı poloměru prvńı polokružnice
proměnnou r je zde ovšem stanoven poloměr o délce pěti délkových jednotek (Odvárko,
2018: s. 119).

V učebnici Posloupnosti, řady, finančńı matematika od nakladatelstv́ı Didaktis nalez-
neme podobnou úlohu s křivkou spirálového tvaru (Zemek a kol., 2017: s. 57a). Poloměr
polokružnice je ovšem v tomto př́ıpadě vždy roven třem čtvrtinám poloměru kružnice
předešlé. Prvńı polokružnice má pr̊uměr 1 cm. Kvocient posloupnosti délek těchto polo-
kružnic je tedy roven třem čtvrtinám. Jelikož je takový kvocient menš́ı než 1, je tato po-
sloupnost konvergentńı a spirála má konečnou délku. I zde dojdeme k řešeńı, že spirálová
křivka má tutéž délku, jako kružnice o poloměru 1, tedy 2π.

Nejbohatš́ı nab́ıdku úloh typu spirála nab́ıźı učebnice rakouská (Malle a kol., 2014).
Uvád́ı podobnou úlohu o délce spirály, jaké byly zmı́něny výše (Malle a kol., 2014: s. 137).
Poloměry polokružnic, ze kterých se křivka skládá, se zde zmenšuj́ı s kvocientem čtyři
pětiny a prvńı polokružnice má poloměr 10 cm. Úkolem žák̊u však v této úloze neńı jen
vypoč́ıtat délku křivky. K úloze patř́ı obrázek, na kterém je podobně jako na obrázku 3.4
označem ṕısmenem A levý konec spirály. Ṕısmeno E znač́ı mı́sto, ke kterému se bĺıž́ı druhý
konec spirály. Úkolem žák̊u je určit vzdálenost bod̊u A a E. Řešeńı této úlohy uvád́ıme
v př́ıloze C.2.

Na podobném principu je založena úloha, v ńıž žák hledá délku
”
spirály“, která je

mı́sto z polokružnic zmenšuj́ıćıch se v určitém poměru složena z polovin obvod̊u čtverc̊u
(viz obr. 3.5) tak, že každý daľśı čtverec má polovičńı délku strany než ten předchoźı
(Malle a kol., 2014: s. 137). Jedná se tedy o podobnou úlohu jakou je ta, která zde byla
použita jako vzor. Kvocient posloupnosti polovičńıch obvod̊u čtverc̊u je zde také roven
jedné polovině, délka strany prvńıho čtverce je stanovena 5 cm. Součet polovin obvod̊u
čtverc̊u, ze kterých se křivka skládá, je tedy roven obvodu kompletńıho prvńıho čtverce,
tedy 20 cm. Podobně jako úloha se spirálou slouženou z polokružnic v této učebnici, i zde je
levý koncový bod křivky označen ṕısmenem A a pravý koncový bod ṕısmenem E. Druhým
úkolem je naj́ıt vzdálenost bod̊u A a E. Postup je obdobný jako v předchoźı úloze. Křivku
spirálového tvaru lze vytvořit též z čtvrtkružnic (Polák, 1999: s 71) jako na obrázku 3.6.
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Obr. 3.5: Křivka spirálového tvaru tvořená polovinami obvod̊u čtverc̊u

Obr. 3.6: Křivka spirálového tvaru tvořená čtvrtkružnicemi

Rakouská učebnice kromě zmı́něných úloh představuje ještě dvě, které lze k výše
uvedeným jejich charakterem též zařadit, přestože se nejedná o křivku spirálového tvaru.
Tyto úlohy pracuj́ı také s posloupnost́ı polokružnic, resp. posloupnost́ı polovin obvod̊u
čtverc̊u, které se zmenšuj́ı v určitém poměru (Malle a kol., 2014: s. 136–137). Úlohy se
lǐśı pouze uspořádáńım těchto polokružnic, resp. polovin obvod̊u čtverc̊u. Ty nejsou
uspořádány do tvaru spirály, ale tvoř́ı křivku připomı́naj́ıćı vlnu. Tento typ úlohy včetně
řešeńı uvád́ıme v př́ıloze C.3.

Komentář

Zdá se, že úloha o délce spirály patř́ı k tradičńım aplikovaným úlohám na téma ne-
konečná geometrická řada, jelikož je v r̊uzných variaćıch př́ıtomna v českých učebnićıch
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i v učebnici rakouské. Kvocient zvolené posloupnosti délek polokružnic, resp. polovin ob-
vod̊u čtverc̊u se může lǐsit, můžeme tedy vymyslet mnoho daľśıch analogických úloh. Nej-
prve seznámı́me žáky pravděpodobně s úlohou, kde je spirála tvořena polokružnicemi.
Poté můžeme přidávat daľśı podobné úlohy s polovinami čtverc̊u či odlǐsným uspořádáńım
útvar̊u. Žáci t́ım procvičuj́ı stejný princip na zdánlivě r̊uzných úlohách. Na závěr je možné
vést s žáky diskuzi o tom, zda se tyto úlohy v něčem lǐśı.

3.5.2 Úlohy s posloupnost́ı vepsaných útvar̊u

Zadáńı úlohy:9 Do čtverce ABCD o délce strany 1 je vepsán čtverec A1B1C1D1 tak, že
A1, B1, C1, D1 jsou postupně středy stran AB, BC, CD, DA; obdobně veṕı̌seme čtverec
A2B2C2D2 do čtverce A1B1C1D1 atd. (viz obr. 3.7). Vypočtěte součet obvod̊u a součet
obsah̊u všech takových čtverc̊u.

Obr. 3.7: Posloupnost vzájemně vepsaných čtverc̊u

Řešeńı:10 Obvod o čtverce ABCD je roven 4. Obsah S čtverce ABCD je roven 1. Délka
strany a1 čtverce A1B1C1D1 lze vypoč́ıtat z Pýthagorovy věty:

a1 =

√︄(︃
1

2

)︃2

+

(︃
1

2

)︃2

=

√
2

2
.

9Převzato z (Odvárko, 2018: s. 117).
10Žáci mohou kvocient posloupnost obvod̊u a obsah̊u naj́ıt i bez poč́ıtáńı pouze za pomoci obrázku

3.7. Z něj vid́ıme, že obsah čtverce A1B1C1D1 je polovinou obsahu čtverce ABCD. Kvocient posloupnosti
obsah̊u je tedy roven 1

2 . Z obsah̊u lze pak snadno odvodit délku strany čtverc̊u a tedy i kvocient posloupnosti
obvod̊u.
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Obvod o1 čtverce A1B1C1D1 je tedy roven 2
√

2. Obsah S1 čtverce A1B1C1D1 je roven 1
2
.

Kvocient q posloupnosti obvod̊u vepsaných čtverc̊u je roven pod́ılu obvod̊u o1 a o, tedy
√
2
2
.

Pro součet s obvod̊u vepsaných čtverc̊u pak plat́ı:

s =
∞∑︂
n=1

o1 ·

(︄√
2

2

)︄n−1

= 4 · 1

1 −
√
2
2

=
8

2 −
√

2
=

16 + 8
√

2

2
= 8 + 4

√
2.

Dále urč́ıme kvocient q′ posloupnosti obsah̊u vepsaných čtverc̊u jako pod́ıl S2 a S1. Dosta-
neme q′ = 1

2
. Pro součet s′ obvod̊u vepsaných čtverc̊u pak plat́ı:

s′ =
∞∑︂
n=1

S1 ·
(︃

1

2

)︃n−1

= 1 · 1

1 − 1
2

= 2.

Varianty úlohy

Úlohy s posloupnost́ı vepsaných útvar̊u jsou úlohy, ve kterých je ćılem naj́ıt součet obvod̊u,
obsah̊u či objemů geometrických útvar̊u, které jsou do sebe postupně vepisovány. Může se
jednat o stále stejný geometrický útvar či o stř́ıdáńı dvou r̊uzných geometrických obrazc̊u.
Úlohy lze rozdělit na dvě skupiny podle toho, zda se jedná o útvary v rovině či tělesa
v prostoru.

Výše zvolená vzorová úloha představuje př́ıpad, v němž jsou do sebe vepisovány stále
stejné geometrické útvary. Podobnou úlohou je např́ıklad úloha s vzájemně vepisovanými
rovnostrannými trojúhelńıky (viz obr. 3.8), v ńıž žáci hledaj́ı součet jejich obvod̊u a obsah̊u.
Tuto úlohu nalezne čtenář včetně podrobného řešeńı v Odvárkovi (2018: s. 114).

Obr. 3.8: Posloupnost vzájemně vepsaných rovnostranných trojúhelńık̊u

Z úloh v rovině můžeme zmı́nit ještě ty, které byly součást́ı našich vyučovaćıch hodin
vedených metodou CLIL. Jednalo se o úlohu, v ńıž bylo ćılem naj́ıt součet obvod̊u a obsah̊u
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stř́ıdavě vepisovaného kruhu a čtverce (viz podkapitola 6.4.1), stř́ıdavě vepisovaného kruhu
a pravidelného šestiúhelńıku (viz podkapitola 6.4.2) a kruhu a rovnostranného trojúhelńıku
(viz podkapitola 6.4.3).

Postup řešeńı výše zmı́něných úloh spoč́ıvá v nalezeńı kvocientu geometrické posloup-
nosti obvod̊u či obsah̊u, např́ıklad jako poměr druhého ku prvńımu členu této posloupnosti.
Máme-li prvńı člen posloupnosti i kvocient, můžeme pomoćı vzorce nalézt součet nekonečné
geometrické řady, jej́ıž členy odpov́ıdaj́ı člen̊um dané geometrické posloupnosti. K výpočtu
prvńıch dvou člen̊u použ́ıváme planimetrické výpočty jako např́ıklad Pýthagorova věta či
vztahy k výpočtu obvod̊u a obsah̊u rovinných útvar̊u.

Trochu náročněǰśı je úloha v rovině z rakouské učebnice, která je též založena na vepi-
sováńı rovinných útvar̊u avšak trochu jiným zp̊usobem, než výše zmı́něné úlohy. Je dán
rovnoramenný trojúhelńık, kterému je vepsán čtverec stoj́ıćı na základně. Daľśı čtverec je
vepsán do trojúhelńıku, který vznikl nad horńı stranou vepsaného čtverce. Tento proces
pokračuje do nekonečna (Malle a kol. 2014: s. 137). K řešeńı této úlohy je třeba využ́ıt
podobnost trojúhelńık̊u (kompletńı řešeńı nalezne čtenář v př́ıloze C.4).

Druhou skupinu úloh tvoř́ı úlohy v prostoru. Mezi ně patř́ı např́ıklad úloha na součet
povrch̊u či objemů všech stř́ıdavě vepisovaných kouĺı a krychĺı (viz podkapitola 6.4.4)
či do sebe vepisovaných jehlan̊u (Polák, 1999: s. 72) jako na obrázku 3.9. Postup řešeńı
těchto úloh je velmi podobný jako u úloh v rovině. Je třeba naj́ıt kvocient gemeotrické
posloupnosti povrch̊u či objemů daných těles a poté použ́ıt vzorec na výpočet součtu
nekonečné geometrické řady.

Obr. 3.9: Posloupnost vzájemně vepsaných jehlan̊u, převzato z (Polák, 1999: s. 72)

Za zmı́nku stoj́ı i úloha z rakouské učebnice, v ńıž jsou do jehlanu se čtvercovou
podstavou postupně vepisovány krychle tak, že prvńı z nich stoj́ı na podstavě a každá
daľśı je vepsána do jehlanu, který vznikne nad předchoźı vepsanou krychĺı. Ćılem je naj́ıt
součet povrch̊u a objemů všech vepsaných krychĺı (Malle a kol., 2014: s. 138). K řešeńı
úlohy je třeba naj́ıt kvocient posloupnosti povrch̊u a objemů vepsaných krychĺı a poté

34



použ́ıt vzorec na výpočet součtu nekonečné geometrické řady. K zjǐstěńı délky hrany prvńı
a druhé krychle můžeme použ́ıt řez jehlanem vedený vrcholem jehlanu kolmo k podstavě
tak, že řez procháźı středy dvou protilehlých stran podstavy. Poté postupujeme stejně
jako ve výše zmı́něné rovinné úloze o vepisováńı čtverc̊u do rovnoramenného trojúhelńıku,
která je podrobněji rozebrána v př́ıloze C.4.

Komentář

Úlohy s posloupnost́ı vepsaných útvar̊u vyžaduj́ı od žák̊u kromě znalosti učiva týkaj́ıćıho se
posloupnost́ı a řad také dobrou znalost planimetrie a stereometrie. Žáci pro řešeńı těchto
úloh využ́ıvaj́ı zejména Pýthagorovu větu, muśı též prokázat znalost vztah̊u pro výpočet
obvod̊u, obsah̊u či objemů. Neznalosti v této oblasti mohou komplikovat řešeńı úloh a je
tedy vhodné předem tyto partie zopakovat.

Z didaktických d̊uvod̊u byla u výše zmı́něných úloh volena metoda řešeńı, v ńıž hledáme
kvocient posloupnosti obvod̊u, obsah̊u, povrch̊u či objemů jako poměr druhého ku prvńımu
členu této posloupnosti. Žáci si dovedou představit, že každý vepsaný útvar má sv̊uj obvod,
obsah, povrch či objem a že tyto hodnoty tvoř́ı geometrickou posloupnost s kvocientem
menš́ım než 1. Jelikož již umı́ pracovat s geometrickou posloupnost́ı, umı́ snadno naj́ıt i kvo-
cient. S jeho znalost́ı již mohou aplikovat vzorec na výpočet součtu nekonečné geometrické
řady.

Toto řešeńı má nevýhodu v tom, že je nutné vypoč́ıtat i druhý člen dané geometrické
posloupnosti, což může znamenat několik daľśıch d́ılč́ıch výpočt̊u nav́ıc, v nichž lze snadno
udělat chybu. Proto se nab́ıźı druhý zp̊usob řešeńı, který již vyžaduje hlubš́ı vhled. Jestliže
známe kvocient posloupnosti délek v obrazćıch, bude kvocient posloupnosti obvod̊u roven
tomuto kvocientu, jelikož ve vzorćıch na výpočet obvodu se délky vyskytuj́ı vždy ve formě
lineárńıho členu. Budeme-li hledat kvocient posloupnosti obsah̊u, je třeba si uvědomit, že
ve vzorćıch na výpočet obsahu se délky vyskytuj́ı ve formě kvadratického členu a kvocient
posloupnosti obsah̊u bude tedy roven druhé mocnině kvocientu posloupnosti délek. Totéž
plat́ı pro výpočet kvocientu posloupnosti povrch̊u. Hledáme-li kvocient posloupnosti ob-
jemů, v něm se vyskytuj́ı délky ve formě kubického členu. Kvocient posloupnosti objemů
bude tedy roven třet́ı mocnině kvocientu posloupnosti délek. T́ımto zp̊usobem lze naj́ıt
kvocient rychle, aniž bychom museli hledat hodnotu druhého členu posloupnosti obvod̊u,
obsah̊u, povrch̊u či objemů. V př́ıpadě úlohy, jej́ıž zadáńı nalezneme v úvodu této podkapi-
toly, by tedy stačilo naj́ıt kvocient posloupnosti stran vepsaných čtverc̊u, což je

√
2
2

. Stejný
kvocient by potom měla posloupnost obvod̊u čtverc̊u v obrazci. Kvocient posloupnosti

obsah̊u čtverc̊u v obrazci by byl roven
(︂√

2
2

)︂2
= 1

2
.

Jelikož úlohy s posloupnost́ı vepsaných útvar̊u byly součást́ı vyučovaćıch hodin reali-
zovaných v rámci této práce, můžeme se při porovnáńı těchto dvou zp̊usob̊u řešeńı opř́ıt
o zkušenost z praxe. Stálý vyučuj́ıćı matematiky žák̊um v hodinách ukazoval pouze zp̊usob
řešeńı, kdy žáci našli kvocient posloupnosti délek v obrazci a kvocient posloupnost́ı ob-
vod̊u, obsah̊u, povrch̊u či objemů potom vyjadřovali pouze na základě tohoto zjǐstěńı.
V ṕısemných praćıch však poté registroval v́ıce př́ıpad̊u, když si žáci neuvědomili, že
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v př́ıpadě posloupnosti obsah̊u, povrch̊u či objemů neńı kvocinent roven kvocientu po-
sloupnosti délek v obrazci. Vyučuj́ıćı uvedl, že chyby tohoto typu se objevovaly i poté, co
se k tomu s žáky vrátil podruhé.

Během konzultace se stálým vyučuj́ıćım matematiky o plánovaných hodinách nebyla
tato záležitost př́ılǐs detailně diskutována. V hodinách jsem pak zcela nezávisle žák̊um ve
vzorovém př́ıkladu ukázala zp̊usob, kdy kvocient hledáme jako pod́ıl druhého a prvńıho
členu dané geometrické posloupnosti. Teprve po samotné realizaci vyučovaćıch hodin ve-
dených metodou CLIL jsme si s vyučuj́ıćım matematiky uvědomili naši zcela odlǐsnou
prezentaci možného řešeńı. V prezentaćıch výsledk̊u skupinové práce žák̊u se všechny tři
skupiny držely zp̊usobu řešeńı, které jsem jim předvedla. Z debaty, kterou jsme s vyučuj́ıćım
matematiky vedli těsně po realizaci vyučovaćıch hodin vyplynulo, že řešeńı s hledáńım
prvńıch dvou člen̊u geometrické posloupnosti je sice početně, a tedy i časově náročněǰśı,
v řešeńıch žák̊u se však neobjevovaly chyby, které byly časté v ṕısemné práci, při ńıž žáci
hledali kvocient pouze pro posloupnost délek. Z následných rozhovor̊u vyučuj́ıćıho s žáky
se také ukázalo, že žáci jsou si sami při řešeńı s hledáńım prvńıch dvou člen̊u geometrické
posloupnosti jistěǰśı. Pravděpodobně je tomu tak proto, že toto řešeńı je založeno v́ıce na
algoritmickém postupu. Představit si, jak se kvocient bude měnit, budeme-li poč́ıtat obsah
či objem, může být pro řadu žák̊u př́ılǐs abstraktńı, i když i zde lze zavést jasné pravidlo.
Žáci také mohou v ṕısemné práci opomenout, že kvocient se pro obvod a obsah lǐśı.

3.5.3 Úlohy o délce lomené čáry

Zadáńı úlohy:11 Určete délku lomené čáry od vrcholu C do vrcholu A, která je tvořena
z nekonečného počtu úseček kolmých ke stranám rovnoramenného trojúhelńıku ABC
s pravým úhlem u vrcholu C a odvěsnou 4 cm (viz obr. 3.10).

Obr. 3.10: Lomená čára tvořená výškami v posloupnosti pravoúhlých trojúhelńık̊u

11Převzato z (Zemek a kol., 2017b: s. 62), podobná úloha je i v (Malle a kol., 2014: s. 138)
a v (Polák, 1999: s. 71).
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Řešeńı: Úsečky, ze kterých je složena lomená čára, jsou vlastně výšky na přepony
v posloupnosti pravoúhlých trojúhelńık̊u. Prvńı výšku v1 lze použit́ım Pýthagorovy věty
vyjádřit jako v1 = 2

√
2 cm. Délku výšky v2 vyjádř́ıme opět použit́ım Pýthagorovy věty12

jako v2 = 2 cm. Kvocient posloupnosti výšek potom najdeme jako pod́ıl výšky v2 a výšky v1,
tedy q =

√
2
2

. Nyńı můžeme vypoč́ıtat součet délek všech výšek a t́ım i délku lomené čáry:

s =
∞∑︂
n=1

v1 ·

(︄√
2

2

)︄n−1

= 2
√

2 · 1

1 −
√
2
2

=
4
√

2

2 −
√

2
= (4

√
2 + 4) cm.

Varianty úlohy

V dostupných učebnićıch najdeme v́ıce úloh, ve kterých maj́ı žáci vypoč́ıtat délku lomené
čáry, jej́ıž úsečky tvoř́ı geometrickou posloupnost s kvocientem menš́ım než 1. V rakouské
učebnici najdeme kromě výše uvedené úlohy i úlohu s nekonečně mnoha schody, které jsou
vytvořené z do řady vyrovnaných čtverc̊u, jejichž strana se zmenšuje vždy o jednu čtvrtinu
(Malle a kol., 2014: s. 137). Úkolem je naj́ıt nejen součet délek všech stupnic13, ale i součet
délek všech stupnic a podstupnic14 dohromady. Jedná se tedy o určeńı délky lomené čáry
ve tvaru nekonečného schodǐstě.
Zaj́ımavá úloha na výpočet délky lomené čáry je úloha z rakouské učebnice, v ńıž má
lomená čára tvar spirály (Malle a kol., 2014: s. 137). Úloha je zaj́ımavá předevš́ım t́ım,
že žáci muśı při řešeńı úlohy prokázat znalost goniometrických vztah̊u v pravoúhlém
trojúhelńıku. Kompletńı řešeńı této úlohy nalezne čtenář v př́ıloze C.6.

Komentář

Úlohy s délkou lomené čáry jsou velmi rozmanité. Nelze u nich naj́ıt společnou metodu
řešeńı. Úlohy sice spojuje jejich ćıl, sice vypoč́ıtat délku lomené čáry složené z geometrické
posloupnosti délek úseček s kvocientem menš́ım než 1, lomené čáry jsou však součást́ı
r̊uzných obrazc̊u a hledáńı délek daných úseček se lǐśı. Tyto úlohy tedy mohou nab́ıdnout
právě pestrou paletu r̊uzných zp̊usob̊u řešeńı, žáci muśı každou úlohu znovu promýšlet
a výpočet té předchoźı jim zcela neodhaĺı řešeńı těch daľśıch. Žáci se d́ıky těmto úlohám
také seznámı́ s pojmem lomená čára.

12Velikost výšky v2 lze také určit z toho, že se jedná o středńı př́ıčku trojúhelńıku ABC rovnoběžnou se
stranou BC. Má tedy z vlastnosti středńıch př́ıček polovičńı délku oproti straně BC, tedy v2 = 2 cm.

13Stupnice je část schodu, na kterou uživatelé schodǐstě našlapuj́ı.
14Podstupnice je část schodu, která se nacháźı mezi jednotlivými schodǐst’ovými stupni.
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3.5.4 Úlohy na principu fraktál̊u

Zadáńı úlohy:15 Z čtvercové rostliny16 Q0 o straně délky 1 vyroste v prvńı generaci
rostlina Q1, v daľśı generaci rostlina Q2 atd. (obr. 3.11). Rostlina Qn má pro všechna
n ∈ N obvod on a obsah Sn. Pro n = 0; 1; 2; 3 ověřte, že plat́ı

on = 4 + 2n,

Sn =
3

2
− 1

2
·
(︃

1

3

)︃n

.

Vyšetřete posloupnosti on a Sn s ohledem na monotonii a omezenost. Využijte čtvrtého
modelu z obr. 3.11.

Obr. 3.11: Nultá, prvńı a druhá generace čtvercové rostliny a znázorněńı jiného možného
uspořádáńı

”
ĺıstečk̊u“ rostliny druhé generace

Řešeńı úlohy: Ověřit, že vyjádřeńı obvodu on a obsahu Sn plat́ı pro prvńı čtyři generace
je triviálńı. Nadaněǰśı žáci by možná dokázali odvodit vyjádřeńı pro obvod samostatně.
Vyjádřeńı pro obsah je dobře demonstrovatelné na čtvrtém modelu na obrázku 3.11. Tento
model přeuspořádává

”
ĺıstečky“ rostliny druhé generace tak, že jimi systematicky vyplňuje

polovinu čtverce o straně délky 1. Obrázek může nejen pomoci pochopit vyjádřeńı obsahu
Sn, pomůže ale i při zodpovězeńı otázky na monotonii a omezenost. Učebnice zde zřejmě
nemı́̌ŕı jen k početńımu řešeńı, ale vyžaduje od žák̊u úvahu a argumentaci pomoćı obrázku.
Zejména u posloupnosti obsah̊u Sn lze na obrázku ukázat, že

”
ĺıstečky“, které přibudou

s každou daľśı generaćı, lze naskládat do prostoru pod diagonálou čtverce o straně délky 1.
Posloupnost Sn je tedy rostoućı a omezená třemi polovinami. Posloupnost on je též rostoućı,
ale neńı omezená. Omezenost těchto posloupnost́ı lze ověřit, najdeme-li limitu posloupnost́ı
on a Sn v nekonečnu:

lim
n→∞

on = lim
n→∞

4 + 2n = ∞,

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

3

2
− 1

2
·
(︃

1

3

)︃n

=
3

2
.

15Převzato z (Freudigmann a kol., 2009: s. 177).
16V originále

”
Quadratpflanze“.
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Varianty úlohy

Obrazec z výše uvedené úlohy je fraktál. Než uvedeme, jakým daľśım zp̊usobem lze téma
fraktál̊u zařadit do výuky posloupnost́ı či nekonečné geometrické řady, stručně shrneme,
co fraktály jsou. Jako zdroj informaćı o fraktálech jsme využili publikaci Atlas geometrie
(Voráčová a kol., 2014).

Fraktál má v́ıce možných definic. Jelikož zde prezentujeme úlohy pro středńı školy,
vystač́ıme si s definićı vizuálńı, která ř́ıká, že fraktál se sám sobě podobá v libovolném
měř́ıtku. Tuto vlastnost označujeme jako soběpodobnost. V př́ıpadě čtvercové rostliny
můžeme pozorovat soběpodobnost na jednotlivých

”
ĺıstečćıch“, které jsou vždy podobné

celé rostlině. Uvedeme nyńı několik př́ıklad̊u fraktál̊u, které je možné zmı́nit i při výuce na
středńı škole.

Jedńım ze známých fraktál̊u, který se objevuje i v jedné ze zkoumaných středoškolských
učebnic, je Sierpińského trojúhelńık, pojmenovaný podle polského matematika Waclawa
Sierpińského (1882–1969). Jedná se o rovnostranný trojúhelńık, který rozděĺıme pomoćı
středńıch př́ıček na čtyři shodné trojúhelńıky a prostředńı trojúhelńık vyjmeme. Stejný
proces opakujeme do nekonečna pro všechny menš́ı nově vzniklé trojúhelńıky. Obvod
Sierpińského trojúhelńıku je nekonečně velký, obsah se bĺıž́ı 0. Trojrozměrná analogie
Sierpińského trojúhelńıku se nazývá Sierpińského pyramida. V př́ıloze C.7 uvád́ıme úlohu
s Sierpińského trojúhelńıkem z rakouské učebnice (Malle a kol., 2014) včetně řešeńı.

Daľśım zaj́ımavým fraktálem je Kochova vločka, pojmenovaná po švédském matematiku
Helge von Kochovi (1870–1924). Jedná se o rovnostranný trojúhelńık, nad jehož stranami
zkonstruujeme Kochovu křivku, která vznikne následuj́ıćım zp̊usobem: V úsečce o délce 1
nahrad́ıme prostředńı třetinu dvěma úsečkami o délce 1

3
. Vznikne lomená čára složená ze

čtyř úseček. V každé z úseček opět nahrad́ıme jej́ı prostředńı třetinu dvěma úsečkami,
jejichž délka je rovna jedné třetině těchto úseček. Tento proces opakujeme do nekonečna
pro každou úsečku. Prvńı čtyři iterace procesu vzniku Kochovy vločky vid́ıme na obrázku
3.12. Kochova křivka má nekonečnou délku. Z toho plyne, že Kochova vločka má nekonečný
obvod. Obsah Kochovy vločky je konečný.

Obr. 3.12: Prvńı čtyři iterace procesu vzniku Kochovy vločky, obrázek vygenerován z online
programu Online MATH Tools

Zmı́ńıme ještě několik daľśıch př́ıklad̊u fraktál̊u. Na podobném principu jako
Sierpińského trojúhelńık funguje i Sierpińského koberec. Jedná se o čtverec rozdělený na 9
shodných čtverc̊u, z nichž vyjmeme ten prostředńı. Tento proces opakujeme pro všechny
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nově vzniklé čtverce (viz obr.3.13). Trojrozměrná analogie Sierpińského koberce se nazývá
Mengerova houba.

Obr. 3.13: Prvńı čtyři iterace procesu vzniku Sierpińského koberce, obrázek vygenerován
z online programu Online MATH Tools

Za zmı́nku stoj́ı ještě Cantorova množina. Jedná se o úsečku o délce 1, z ńıž vyjmeme
prostředńı třetinu. Z každé daľśı nově vzniklé úsečky vyjmeme též prostředńı třetinu a tento
proces opakujeme do nekonečna. Posledńım př́ıkladem fraktálu, který zde uvedeme, je
fraktálový strom – větveńı stromu je pro ukázku fraktálu velmi názorné.

Tyto a daľśı zaj́ımavé fraktály je možné s žáky vymodelovat v online programu Online
MATH Tools,17 který je zdarma dostupný na internetu.

Komentář

Úlohy na principu fraktál̊u nelze zařadit mezi typické úlohy na nekonečnou geometrickou
řadu, nebot’ se v nich geometrická řada př́ımo neobjevuje. Přesto však rakouská učebnice
řad́ı úlohu se Sierpińského trojúhelńıkem do kapitoly

”
Řady“. Podobně jako vizualizované

úlohy na součet nekonečné geometrické řady se jedná o úlohy, kdy hledáme součet obvod̊u
či obsah̊u daných obrazc̊u, které se skládaj́ı z posloupnosti stále se zmenšuj́ıćıch d́ılč́ıch
obrazc̊u. Kvocient zmenšeńı je menš́ı než 1, počty d́ılč́ıch obrazc̊u dané velikosti se však
lǐśı, a proto obvykle nelze použ́ıt vzorec na součet nekonečné geometrické řady. To může
být d̊uvod toho, proč se výše zmı́něné úlohy objevily pouze v zahraničńıch zdroj́ıch. České
učebnice jsou tematicky uceleněǰśı a v rámci daných publikaćı či d́ılč́ıch kapitol obvykle
uvád́ı pouze úlohy vztahuj́ıćı se př́ımo k prob́ıranému tématu. Pokud bychom chtěli téma
fraktál̊u zařadit do výuky na českých středńıch školách, poskytuje k tomu právě kapitola
o posloupnostech, limitách a řadách nejvhodněǰśı prostor. U obou uvedených úloh je třeba
znalost posloupnost́ı a limit. Jistá zkušenost se součtem nekonečné geometrické řady může
být při řešeńı také nápomocná.

17https://onlinemathtools.com/
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4 CLIL

Content and Language Integrated Learning (CLIL) je výukový př́ıstup s dvoj́ım zaměřeńım.
Ciźı jazyk je zde použit nejen jako prostředek k předáńı vyučovaného obsahu, ale je ćılem
sám o sobě a jeho použ́ıt́ı má sloužit k rozš́ı̌reńı jazykových kompetenćı žák̊u (Coyle, Hood
a Marsh, 2010). Pod zkratku CLIL spadá v širš́ım pojet́ı celá řada výukových systémů,
v nichž se pracuje kromě klasického obsahu vzděváláńı i se zapojeńım ciźıho jazyka. Může
se jednat o programy v zemı́ch s větš́ım počtem oficiálńıch jazyk̊u či v zemı́ch s velkým
pod́ılem národnostńıch menšin nebo o bilingvńı školy. Spolupráce se zahraničńımi školami
formou projekt̊u či výměnných pobyt̊u může být taky někdy chápána jako forma CLILu.

V této práci budeme pracovat s užš́ı definićı CLILu, podle které se jedná o př́ıstup,
kdy je nejazykový předmět vyučován častečně nebo zcela prostřednictv́ım ciźıho jazyka.
Ćılem takové výuky je předat nejenom znalosti a dovednosti v nejazykovém předmětu,
nýbrž i zvýšit znalost ciźıho jazyka (Benešová a Vallin, 2015). V tomto pojet́ı existuj́ı tři
možné varianty podle poměru d̊urazu na vzdělávaćı obsah nejazykového předmětu a jazy-
kové kompetence (Benešová a Vallin, 2015). Tyto tři varianty se od sebe lǐśı na základě
toho, v jakém jazyce je předáván vzdělávaćı obsah (např́ıklad v jakém jazyce jsou použité
materiály či kĺıčová slovńı zásoba k tématu), v jakém jazyce prob́ıhá osvojováńı učiva
a v jakém jazyce učitel ud́ıĺı v hodině pokyny.

Prvńı varinata je ze všech tř́ı nejv́ıce orientovaná na obsah nejazykového předmětu.
V ciźım jazyce je prezentována pouze slovńı zásoba k prob́ıranému tématu, nikoliv celé
materiály. Osvojováńı učiva prob́ıhá v mateřském jazyce, stejně tak jako většina pokyn̊u.
Některé pokyny v hodině mohou být však v ciźım jazyce.

Druhá varianta již prezentuje celý vzdělávaćı obsah v ciźım jazyce. Nejen slovńı zásoba,
nýbrž i všechny materiály jsou v ciźım jazyce. Osvojováńı učiva včetně formulováńı úkol̊u
či vysvětleńı problémových jev̊u prob́ıhá v jazyce mateřském. To samé se týká otázek
pokládaných učitelem i odpověd́ı žák̊u. Veškeré pokyny potom ud́ıĺı učitel v jazyce ciźım.

Třet́ı varianta použ́ıvá ciźı jazyk nejv́ıce. Pokyny v hodině i osvojováńı učiva prob́ıhá
v ciźım jazyce. Rozhovor učitele s žákem je veden oboustranně také v ciźım jazyce. Totéž
se týká veškerých materiál̊u. V mateřském jazyce může prob́ıhat jen př́ıpadné vysvětleńı
složitěǰśıch gramatických jev̊u, kterým by žáci jinak neporozuměli.

Zp̊usob integrace ciźıho jazyka do výukových hodin, které jsou jádrem této práce, se
nejv́ıce bĺıž́ı druhé varientě. V jazykové oblasti se soustřed́ıme zejména na slovńı zásobu
a jednoduchou kominikaci v hodině. Výklad složitěǰśı gramatiky a osvojováńı nových do-
vednost́ı v oblasti matematiky prob́ıhá v češtině. V ciźım jazyce prob́ıhá pouze ta část
výuky, kde je předpoklad dobré znalosti obsahu – opakováńı či prezentace již dosažených
výsledk̊u. Všechny použité materiály jsou v ciźım jazyce.
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4.1 CLIL v České republice, Německu a Rakousku

V této podkapitole nejprve představ́ıme, jakým zp̊usobem je metoda CLIL součást́ı
vzdělávaćıch systémů sledovaných zemı́. Na závěr situace v jednotlivých zemı́ch porovnáme.

4.1.1 Česká republika

Výuka metodou CLIL přicháźı do České republiky dvoj́ım zp̊usobem. Bud’ se jedná o ini-
ciativu konkrétńıch učitel̊u či ředitel̊u škol, kteř́ı se rozhodnou CLIL do výuky zapojit,
nebo CLIL do škol přicháźı formou nejr̊uzněǰśıch projekt̊u Ministerstva školstv́ı, mládeže
a tělovýchovy či zahraničńıch organizaćı. Za všechny je vhodné jmenovat zejména rozsáhlý
projekt Národńıho institutu pro daľśı vzděláváńı (NIDV), který prob́ıhal mezi lety 2010
a 2011 a byl spolufinancován Evropským sociálńım fondem a státńım rozpočtem České
republiky. Projekt s názvem Obsahově a jazykově integrované vyučováńı na 2. stupni
základńıch škol a nǐzš́ım stupni v́ıceletých gymnázíı se soustředil na většinu v České re-
publice vyučovaných předmět̊u a pracoval se třemi ciźımi jazyky – angličtinou, němčinou
a francouzštinou. V rámci tohoto projektu vznikla celá řada metodických list̊u, které jsou
volně dostupné na webu institutu.1 Kromě této iniciativy stoj́ı NIDV i za vznikem sborńıku
Nebojte se CLIL2, ve kterém jsou také k dispozici materiály pro výuku r̊uzných předmět̊u
metodou CLIL. V posledńıch letech proběhla v České republice řada daľśıch projekt̊u orga-
nizovaných např́ıklad přislušnými katedrami českých vysokých škol či Národńım ústavem
pro vzděláváńı. Metoda CLIL je v rámci nepovinných předmět̊u vyučována na pedago-
gických fakultách. Plošné zavedeńı metody CLIL na všechny základńı a středńı školy je
ovšem problematické zejména z d̊uvodu nedostatku kvalifikovaných pedagog̊u (MŠMT,
2009). K výuce metodou CLIL škola v současnosti nepotřebuje svoleńı MŠMT a jazyková
úroveň vyučuj́ıćıho neńı nijak oficiálně stanovena.

4.1.2 Německo

Německo se od zbývaj́ıćıch zkoumaných zemı́ lǐśı t́ım, že v jedné ze spolkových zemı́ výuka
metodou CLIL kurikulárně ř́ızena je. Jedná se o Severńı Porýńı-Vestfálsko, kde existuj́ı
osnovy3 pro výuku metodou CLIL pro některé předměty. V daľśıch spolkových zemı́ch
neńı tato výuka kurikulárně ř́ızena včetně spolkové země Bádensko-Württembersko, jej́ıž
učebnice byla k dispozici pro potřeby této práce. Setkáme-li se v Německu s metodou CLIL,
převládá d̊uraz na obsahovou složku nejazykového předmětu a jazyk je vńımán sṕı̌se jako
prostředek. Nejčastěji se CLIL v Německu použ́ıvá pro výuku humanitně orientovaných
předmět̊u, zeměpisu a biologie. Využ́ıván je také tzv. modulový CLIL, kdy zejména his-
torická témata souvisej́ıćı s r̊uznými zeměmi (Anglie, Francie) jsou vyučována v jazyce
př́ıslušného národa, o kterém se žáci zrovna uč́ı. Vzhledem k velkému množstv́ı jazykových

1http://clil.nidv.cz/index.html
2http://www.nidv.cz/images/npublications/publications/files/12NebojteseCLIL.pdf
3https://www.schulentwicklung.nrw.de/cms/bilingualer-unterricht/angebot-home/bilingualer-

unterricht.html
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menšin na územı́ Německa jsou často integrovány také jazyky jako turečtina, ruština či
španěľstina (Benešová a Vallin, 2015).

4.1.3 Rakousko

V Rakouském učebńım plánu pro vyšš́ı stupeň všeobecných škol (BMBWF, 2019) se
dočteme, že v zájmu zlepšeńı kompetenćı v ciźım jazyce může být metoda CLIL použita,
je ale třeba dbát na to, aby odborné termı́ny byly ve výuce správně použ́ıvány. Pokud
se škola rozhodne metodu CLIL použ́ıt, muśı pevně určit počet hodin i daný ciźı jazyk.
V Rakousku je také použ́ıvaná metoda tzv. jazykových sprch. Jedná se o krátké aktivity
v ciźım jazyce, které jsou zařazené do tradičńıch předmět̊u (Benešová a Vallin, 2015).

4.1.4 Srovnáńı

Oficiálńı postoj státu k metodě CLIL je nejméně jednoznačný v České republice. Me-
toda neńı nijak centrálně ř́ızena, neńı součást́ı Rámcového vzdělávaćıho programu a je
implementována pouze formou projekt̊u r̊uzných vzdělávaćıch institućı. Chyb́ı tedy jasné
podmı́nky pro jej́ı realizaci např́ıklad co se týče kvalifikace vyučuj́ıćıho. Naopak Rakousko
určuje podmı́nky pro výuku metodou CLIL jasněji, jelikož metoda je konkrétně zmı́něna
v dokumentu určuj́ıćım obsah učiva v rakouských školách. To koresponduje s celkovou vyšš́ı
mı́rou centralizovanosti rakouského školstv́ı. Jelikož jsou jednotlivé spolkové země Německa
v oblasti školstv́ı autonomńı, nelze srovnávat př́ıstup Německa jako celek. Severńı Porýńı-
Vestfálsko však ve srovnáńı s Českou republikou a Rakouskem disponuje osnovami pro
výuku metodou CLIL. Lze tedy ř́ıci, že tato spolková země přistupuje k metodě CLIL
nejv́ıce koncepčńım zp̊usobem ze srovnávaných zemı́.
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5 Metodologie

V př́ıpravě vyučovaćıch hodin, které jsou jádrem této práce, vycháźıme z metodologie
př́ıpravy a realizace CLILové hodiny, kterou uvád́ı Coyle, Hood a Marsh (2010). Jedná se
o šest následuj́ıćıch krok̊u, které prováźı vyučuj́ıćıho od začátku plánovańı hodiny až do
jej́ı reflexe.

5.1 Krok prvńı: Vize

Pod pojmem vize zde rozumı́me dlouhodobý ćıl, který si vyučuj́ıćı stanov́ı pro svou výuku
metodou CLIL. Proč v̊ubec CLIL do své výuky zavád́ım a čeho t́ım chci dosáhnout? Odpo-
ved’ je pro každého vyučuj́ıćıho individuálńı. Může se např́ıklad jednat o snahu motivovat
žáky k aktivněǰśımu použ́ıváńı ciźıho jazyka i mimo umělé situace tradičńıch hodin či zlepšit
jejich komunikačńı dovednosti. Součást́ı vize je i zodpovězeńı praktických otázek: Jaký ciźı
jazyk je nejvhodněǰśı pro tuto látku? Jaké podmı́nky je třeba ve tř́ıdě nastavit, aby bylo
možné dosáhnout ćıle? Čeho konkrétně bychom měli dosáhnout na konci prob́ırané látky,
potažmo školńıho roku? Teprve definuje-li vyučuj́ıćı konkrétńı vizi, může přej́ıt k daľśımu
kroku př́ıpravy vyučováńı.

5.2 Krok druhý: Kontext

Od obecněǰśı vize přecháźı vyučuj́ıćı ke konkrétńı situaci na škole či ve tř́ıdě, ve které chce
CLIL využ́ıt. Je d̊uležité se ptát, zda mám pro svou aktivitu ve škole podporu jak od
vedeńı, tak od ostatńıch koleg̊u. V rámci této př́ıpravy je dále vhodné informovat o metodě
rodiče, pokud je zde předpoklad, že metodu neznaj́ı a mohli by k ńı mı́t ned̊uvěru. Jaké žáky
budu vyučovat? Jaká je jejich jazyková úroveň? Jaká je skladba tř́ıdy? Jsou ve tř́ıdě výrazně
slabš́ı žáci? Jak k nim budu přistupovat? Vyučuj́ıćı by měl d̊ukladně analyzovat kontext, ve
kterém se bude výuka odehrávat, aby předcházel komplikaćım, které by mu mohly zamezit
realizovat sv̊uj ćıl. Do toho spadá i prostřed́ı, ve kterém výuka bude prob́ıhat. Materiálńı
vybaveńı učebny (např́ıklad možnost využ́ıt poč́ıtač či projektor) je rozhoduj́ıćı pro pozděǰśı
př́ıpravu materiál̊u.

5.3 Krok třet́ı: Plánováńı učebńı jednotky

Samotné plánováńı učebńı jednotky (např́ıklad jedné vyučovaćı hodiny) je asi nejobsáhleǰśı
část́ı př́ıpravy. Coyle, Hood a Marsh (2010) využ́ıvaj́ı v tomto kroku strukturu, kterou
nazývá 4C podle anglických slov content, cognition, communication a culture (obsah,
poznáváńı, komunikace, kultura). Tato struktura předkládá čtyři body, které muśı učitel
ve své př́ıpravě zohlednit.
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5.3.1 Obsah

Pokud je CLILová hodina zařazena do běžného vyučováńı tradičńıho předmětu, je ob-
sah této hodiny většinou určen výukovým plánem dané školy. Jedná-li se o projektové
vyučováńı zařazené mimo rámec klasické výuky, má učitel možnost zamyslet se nad t́ım,
jaký obsah je pro výuku metodou CLIL vhodný a na základě požadavk̊u této metody obsah
upravit.

Ve chv́ıli, kdy je známo téma hodiny, urč́ı si vyučuj́ıćı konkrétněji specifikovaný výstup,
který od žák̊u na konci učebńı jednotky očekává (např́ıklad samostatné řešeńı libovolné
kvadratické rovnice). Obsah hodiny by měl zpracovat velmi pečlivě, např́ıklad vypsáńım
všech témat, kterých se v hodině hodlá dotknout.

Samozřejmost́ı při tomto postupu př́ıpravy vyučováńı je neustálé vraceńı se
k předchoźım krok̊um. Při př́ıpravě obsahu se učitel opakovaně táže sám sebe, zda obsah
koresponduje s viźı, kterou si stanovil na počátku, a zda jeho rozsah a obt́ıžnost odpov́ıdá
kontextu, ve kterém bude vyučován.

5.3.2 Poznáváńı

Ćılem každé výuky by nemělo být pouze předáńı fakt̊u a vědomost́ı, nýbrž i podpora a roz-
voj vyšš́ıch úrovńı vědomı́ jako je porozuměńı, řešeńı problémů a jejich pozděǰśı reflexe.
Proto se v druhé fázi plánováńı učebńı jednotky vyučuj́ıćı zaměř́ı na propojeńı připraveného
obsahu s výše uvedenými dovednostmi. Formulace ćıl̊u v tomto bodě využ́ıvá slovńıch spo-
jeńı jako dovede vysvětlit, uvád́ı vlastńı př́ıklady, vytvář́ı hypotézy nebo navrhuje kreativńı
řešeńı úloh. Stejně jako u předchoźıch krok̊u je nutné se ptát, zda je vytyčený ćıl přiměřený
a je v souladu s danou viźı.

5.3.3 Komunikace

Jelikož hodina vedená metodou CLIL je charakterizována svou dualitou ćıl̊u, kdy se
kromě obsahu zaměřuje i na dovednosti v ciźım jazyce, je třeba dopředu určit, jakým
zp̊usobem se s ciźım jazykem bude v hodině nakládat. Právě kv̊uli tomuto propojeńı
definuj́ı Coyle, Hood a Marsh (2010) jazykové ćıle skrze vyučovaný obsah. Gramatiku
nechávaj́ı stranou s poznámkou, že je možné odbočit k výkladu gramatiky, je-li to pro
besprostředńı komunikaci v předmětu potřeba. Při př́ıpravě je možné využ́ıt tzv. jazykový
triptych, který představuje tři náladuj́ıćı perspektivy.

Jazyk učeńı (Language of learning)
Je třeba si uvědomit, jaké jazykové jevy mohou žáky potkat během hodiny, at’ už
v materiálech nebo v ústńım projevu učitele. Učitel seṕı̌se kĺıčovou slovńı zásobu k tématu
stejně jako gramatické jevy, které se v tématu často vyskytuj́ı a žáci je nemuśı znát. Každá
vědńı discipĺına, která je touto metodou předávána, využ́ıvá typických fráźı a slovńıch
obrat̊u či pracuje s konkrétńı slovńı zásobou (např. matematické termı́ny). I ty by měly
být součást́ı této fáze př́ıpravy.
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Jazyk k učeńı (Language for learning)
Daľśım jazykovým aspektem je jazyk, který bude použ́ıván ve tř́ıdě při běžné komunikaci.
Mezi to patř́ı např́ıklad pokyny učitele či jazykové prostředky, které žáci budou použ́ıvat
pro prezentaci svých výstup̊u, při práci ve skupinách či argumentaci při zpracováváńı
úkol̊u. Zvláště využ́ıvá-li se ve výuce třet́ı varianta CLILu s vysokou mı́rou užit́ı ciźıho
jazyka, měl by učitel i toto zahrnout do př́ıpravy. Je dobré si rozmyslet, jakým zp̊usobem
podpoř́ı to, aby žáci v hodině komunikovali plynule a aby tyto aktivity vedly k jejich
daľśımu jazykovému rozvoji.

Jazyk skrze učeńı (Language through learning)
K zlepšováńı dovednost́ı v ciźım jazyce docháźı v CLILových hodinách i mimoděk bez
aktivńıho zásahu učitele už t́ım, že se žáci pohybuj́ı v prostřed́ı, kde je tento jazyk už́ıván.
Žáci v hodinách vedených metodou CLIL použ́ıvaj́ı ciźı jazyk zcela jiným zp̊usobem než
v klasických hodinách ciźıho jazyka. Učitel by měl žáky podpořit v tom, aby co nejv́ıce
použ́ıvali ciźı jazyk k diskuzi, k vyjadřováńı vlastńıch postoj̊u či prezentaci. Propojeńı
jazyka a myšleńı vede k hlubš́ı úrovni učeńı.

5.3.4 Kultura

Jako posledńı fázi při plánováńı učebńı jednotky uvád́ı Coyle, Hood a Marsh (2010) krok,
který se zaměřuje na zvýšeńı kulturńıho povědomı́ žák̊u. Metoda CLIL je z principu in-
tegrativńı – integruje ciźı jazyk do klasické výuky v mateřštině, integruje dva vyučovaćı
předměty, d́ıky této metodě je možné integrovat i žáky r̊uzných národnost́ı či národnostńıch
menšin do jedné tř́ıdy. Kromě ćıl̊u v ciźım jazyce a konkrétńım předmětu je tu tedy ještě
vyšš́ı ćıl – žák by si měl uvědomovat svoji roli ve společnosti a ve světě. Dı́ky př́ıtomnosti
ciźıho jazyka by měl źıskat mezikulturńı porozuměńı, které by v deľśım horizontu mělo
vést k větš́ı mı́̌re tolerance mezi lidmi a kulturami. Toto téma je vhodné zařadit do výuky
individuálně podle charakteru daného předmětu, přičemž je zřejmé, že některé předměty
(zeměpis, společenské vědy, dějepis) toto umožňuj́ı ve větš́ı mı́̌re, než jiné.

5.4 Krok čtvrtý: Př́ıprava učebńı jednotky

Poté, co jsme naplánovali obsah a daľśı ćıle učebńı jednotky, transformujeme tyto abs-
traktńı představy do konkrétńıch materiál̊u a aktivit. Učitel může převźıt již existuj́ıćı ma-
teriály z dostupných zdroj̊u, pokud odpov́ıdaj́ı jeho požadavk̊um. Některé materiály může
upravit dle konkrétńı potřeby. Stále by měl mı́t na paměti, aby výukové ćıle odpov́ıdaly
i požadovaným výstup̊um, které od žák̊u očekává.

V připravených výukových hodinách tento krok doplńıme ještě o časový harmonogram
hodin, který dá vyučuj́ıćımu rámec, jež mu pomůže během výuky lépe hĺıdat jej́ı časový
pr̊uběh.
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5.5 Krok pátý: Sledováńı pr̊uběhu CLILové hodiny

a hodnoceńı

Pro sledováńı pr̊uběhu hodiny a jej́ı zpětnou evaluaci je třeba stanovit zp̊usob, jakým
budeme pokrok žák̊u zkoumat. Součást́ı tohoto kroku je také určeńı hodnoceńı žák̊u,
které by mělo být jak sumativńı (zpětné zhodnoceńı žákovy práce) i formativńı (pr̊uběžná
zpětná vazba). Dobrou zpětnou vazbou pro učitele i žáka je individuálńı rozhovor s žákem
o proběhlém vyučováńı.

5.6 Krok šestý: Reflexe

Po realizaci výukové jednotky přicháźı posledńı krok a sice jej́ı reflexe. Coyle, Hood a Marsh
(2010) uvád́ı, že velmi nápomocné mohou být komunity pedagog̊u, se kterými může učitel
sd́ılet svou zkušenost a konzultovat př́ıpadné problémy.

V této práci se v rámci reflexe odučených hodin ptáme předevš́ım na to, zda bylo
dosaženo ćıl̊u stanovených v předchoźıch kroćıch. Co fungovalo podle p̊uvodńıch představ?
Co se naopak ukázalo jako nefunkčńı? Bylo nutné se v pr̊uběhu vyučovaćı hodiny odchýlit
od p̊uvodńıho plánu, protože se situace vyv́ıjela neočekávaným zp̊usobem? Co by bylo lépe
udělat jinak? Analýza odučených hodin se odv́ıj́ı od záznamu jejich pr̊uběhu, který byl
vytvořen bezprostředně po jejich realizaci.

Součást́ı reflexe připravených vyučovaćıch hodin jsou kromě posouzeńı dosažeńı sta-
novených ćıl̊u i výsledky dotazńıku mezi žáky, kteř́ı hodinu absolvovali a jejich stálých
vyučuj́ıćıch.
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6 Realizace vyučovaćıch hodin metodou
CLIL

V rámci této diplomové práce byly realizovány tři vyučovaćı hodiny. Obsahem hodin
bylo téma geometrická řada a ciźım jazykem byl jazyk německý. V této kapitole je nej-
prve popsána př́ıprava na tyto vyučovaćı hodiny. Kapitola dále obsahuje popis samotného
pr̊uběhu vyučovaćıch hodin a jejich zpětnou analýzu. Materiály použité v rámci výuky na-
lezne čtenář v př́ıloze. Úlohy řešené v rámci skupinové práce jsou k dispozici v podkapitole
6.4 včetně řešeńı.

6.1 Př́ıprava vyučovaćıch hodin

Metodologie př́ıpravy hodiny vedené metodou CLIL vycházej́ıćı z (Coyle, Hood a Marsh,
2010) se skládá z šesti krok̊u, které jsou teoreticky popsány v kapitole 5. V této podkapitole
za zabýváme prvńımi čtyřmi kroky, které se týkaj́ı př́ıpravy vyučováńı. Uvád́ıme konkrétńı
př́ıpravu tř́ı vyučovaćıch hodin realizovaných na Arcibiskupském gymnáziu v Praze.

6.1.1 Krok prvńı: Vize

Ćıle lze rozdělit na ty zaměřené na matematiku a ty zaměřené na německý jazyk. V mate-
matice je ćılem procvičeńı učiva geometrické řady na složitěǰśıch př́ıkladech. Žáci by měli
nejen ovládat vzorec na výpočet součtu geometrické řady, ale umět ho aplikovat v úlohách,
které zároveň vyžaduj́ı znalost daľśıch oblast́ı matematiky (výpočet obsah̊u či obvod̊u ro-
vinných útvar̊u, výpočet objemů těles apod.). Žáci by měli být schopni nejen úlohy sa-
mostatně vyřešit, ale i argumentovat v rámci skupiny či tř́ıdy a dokázat obhájit svoje
stanovisko. Svá řešeńı a postup by měli zvládnout vyjádřit jednoznačně jak ṕısemně, tak
ústně.

Ćılem v oblasti německého jazyka jsou tři okruhy – slovńı zásoba, gramatika a ko-
munikace. Žáci by měli obohatit sv̊uj slovńık o termı́ny označuj́ıćı geometrické útvary,
zlomky a daľśı základńı slovńı zásobu z oblasti matematiky. Novým jevem v gramatice pro
žáky pravděpodobně bude práce s předponou um-, která může ale nemuśı být odlučitelná.
Srovnáńım tř́ı podobných slov se žáci seznámı́ s t́ım, že i drobné gramatické nuance zásadně
ovlivňuj́ı význam daných slov. Nově nabyté znalosti z oblasti slovńı zásoby i gramatiky žáci
zužitkuj́ı v prezentaci. Vrcholem jejich práce by měla být schopnost vyjádřit řešeńı úlohy,
př́ıpadně i kĺıčové kroky v postupu, německy.

6.1.2 Krok druhý: Kontext

Vyučovaćı hodiny byly realizovány v německé skupině tř́ıdy 8. B, což je maturitńı ročńık.
Nyńı se pod́ıváme na situaci tř́ıdy z hlediska matematiky a německého jazyka.

Nekonečná geometrická řada je na Arcibiskupském gymnáziu v Praze, kde výuka mate-
matiky prob́ıhá v češtině, povinnou součást́ı školńıho vzdělávaćıho programu v posledńım
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ročńıku studia. Ve tř́ıdě 8. B bylo toto téma prob́ıráno v druhé polovině prosince 2019
a na začátku ledna 2020 a bylo součást́ı pololetńı ṕısemné práce. Vyučuj́ıćı matematiky se
zaměřoval i na aplikované úlohy – objevil se př́ıklad na součet obvod̊u do sebe vepsaných
čtverc̊u, výpočet délky lomené čáry vytvořené z výšek pravoúhlého trojúhelńıku apod. Dále
žáci poč́ıtali v hodině rovnice, v nichž byla jedna strana tvořena geometrickou řadou. Žáci
jsou tedy s tématem geometrické řady a výpočtem jej́ıho součtu seznámeni.

Německý jazyk se na Arcibiskupském gymnáziu v Praze vyučuje již od prvńıho ročńıku
osmiletého studia. V osmém ročńıku maj́ı tedy žáci za sebou minimálně osm let školńı
výuky německého jazyka. Vrcholem školńı výuky je v osmém ročńıku možnost źıskáńı
Německého jazykového diplomu II. stupně, d́ıky němuž mohou být přijati na všech typech
vysokých škol v Německu. Jazyková úroveň zaručená t́ımto diplomem je dle Evropského
referenčńıho rámce bud’ B2 nebo C1 podle počtu źıskaných bod̊u. Žáci z 8. B absolvovali
tuto zkoušku již v prosinci 2019.

Výuka metodou CLIL se uskutečnila ve tř́ıdě 8. B v německé jazykové skupině, kte-
rou navštěvuje 12 žák̊u, mı́sto tř́ı vyučovaćıch hodin německého jazyka. Jak bylo řečeno,
tř́ıda již absolvovala zkoušku k źıskáńı Německého jazykového diplomu II. stupně a jejich
motivace v hodinách německého jazyka t́ım výrazně klesla. Na škole je totiž zavedeno
pravidlo, že žáci, kteř́ı źıskaj́ı Německý jazykový diplom II. stupně jsou osvobozeni od kla-
sifikace pro dané pololet́ı. V pr̊uběhu týdne, v němž byly výukové hodiny realizovány, se
žáci dozvěděli výsledky zkoušky a s výjimkou jednoho se tedy jednalo o jejich posledńı
hodiny německého jazyka v̊ubec. Zde sehrála kĺıčovou roli podpora tohoto typu výuky je-
jich vyučuj́ıćı německého jazyka, která motivovala žáky k aktivńı účasti v mých hodinách
navzdory tomu, že předmět měli již uznaný.

Z informaćı, které jsem obržela před realizaćı výuky v́ım, že řada žák̊u má problémy
zejména v matematice. Je to dáno i t́ım, že v posledńım ročńıku gymnázia má již většina
z nich rozhodnuto, jaký obor budou studovat po ukončeńı středńı školy. Pokud se jejich
budoućı cesta netýká matematiky, často se ani nesnaž́ı problémům porozumět. Bylo tedy
pravděpodobné, že problémy by mohly nastat právě na straně matematiky. Z výsledk̊u
jejich test̊u z posledńı doby bylo zřejmé, že jsou úspěšněǰśı u úloh vyžaduj́ıćıch apli-
kaci nějakého algoritmického postupu. Úlohy, v nichž je třeba kombinovat v́ıce poznatk̊u
z r̊uzných oblast́ı matematiky, dělaly větš́ı problémy. Naš́ım ćılem je však právě rozvinout
schopnost použ́ıt teoretické poznatky z v́ıce oblast́ı na řešeńı aplikovaných úloh. Bylo tedy
nutné zvolit takový formát, aby se i slabš́ı žáci mohli do aktivity plnohodnotně zapojit
a byla pro ně prospěšná.

Všechny tř́ıdy na Arcibiskupském gymnáziu v Praze jsou vybaveny kř́ıdovou či fixovou
tabuĺı, poč́ıtačem a projektorem, který jsme v rámci výuky využili pro prezentaci.

6.1.3 Krok třet́ı: Plánováńı učebńı jednotky

V rámci tohoto kroku se budeme držet schématu 4C podle anglických slov content,
cognition, communication a culture (obsah, poznáváńı, komunikace, kultura), které je
teoreticky popsáno v podkapitole 5.3.
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Obsah matematické části výuky bude mı́t těžǐstě v tématu nekonečná geometrická
řada. Žáci by měli znát definici nekonečné geometrické řady včetně souvisej́ıćıch termı́n̊u
jako např́ıklad kvocient, definici součtu nekonečné geometrické řady a vzorec pro výpočtet
součtu nekonečné geometrické řady pro kvocient menš́ı než absolutńı hodnota z 1.
Jádrem výuky budou aplikované vizualizované úlohy převzaté ze zdroj̊u psaných v češtině
a němčině. Jedná se zejména o výpočet součtu obvod̊u a obsah̊u řady geometricky se
zmenšuj́ıćıch rovinných útvar̊u či objemů řady geometricky se zmenšuj́ıćıch těles. Z oblasti
německé gramatiky je kĺıčové téma odlučitelnosti resp. neodlučitelnosti předpony um-.
Žáci budou seznámeni s rozd́ıly ve významu německých slov abschreiben (opsat ve smyslu
opsat text na paṕır), umschreiben s neodlučitelnou předponou um- (opsat ve smyslu opsat
kružnici trojúhelńıku nebo ve smyslu ř́ıci něco jinými slovy) a umschreiben s odlučitelnou
předponou um- (přepsat). Nauč́ı se správně tvořit základńı formy těchto sloves (časováńı
v př́ıtomném čase, perfektum, préteritum) a dokážou správně rozhodnout o jejich použit́ı
ve větě.

Nyńı se zaměř́ıme na oblast poznáváńı neboli na rozvoj kognitivńıch schopnost́ı žák̊u.
Ćılem vyučovaćıch hodin neńı pouze to, aby žáci dokázali spoč́ıtat výsledek určité úlohy.
Žáci by měli svým výpočt̊um rozumět a umět je vysvětlit. Měli by také být schopni pro-
pojovat jednotlivé znalosti při řešeńı aplikačńıch úloh a uvědomovat si souvislosti. Ke
splněńı tohoto ćıle se hod́ı metoda skupinové práce. V rámci tř́ı až čtyřčlených skupin
budou žáci řešit složitěǰśı aplikovanou úlohu. Při řešeńı ve skupině muśı diskutovat, jeden
druhému vysvětlovat svoje kroky a obhajovat svoje řešeńı. V diskuzi ve skupině mohou
občas zazńıvat nepřesné termı́ny či tvrzeńı. Proto budou muset žáci své řešeńı zformu-
lovat i ṕısemně a následně odprezentovat, č́ımž se zároveň dostoj́ı komunikačńımu ćıli.
V ṕısemném projevu už je nutné volit konkrétńı termı́ny a vyjadřovat se jasně. Aby se
žáci vpravili do tématu, budou nejprve pracovat s německy psaným motivačńım př́ıběhem
a odpov́ıdat na sadu otázek (viz př́ıloha A). Připomenou si t́ım význam součtu nekonečné
geometrické řady i potřebný vzorec. Jedna úloha bude řešena společně na tabuli, viz pod-
kapitola 6.4.1.

Důležitým aspektem v realizovaných hodinách je komunikace. Nyńı využijeme jazy-
kového triptichu, který je teoreticky popsán v podkapitole 5.3.3. Ciźı jazyk, který v hodině
vedené metodou CLIL použijeme, je jazyk německý. Jazyk učeńı (Language of learning) se
skládá z celé řady termı́n̊u a označeńı, které žáci obdrž́ı formou slovńıčku (viz př́ıloha B).
Znalost této slovńı zásoby je nutná k řešeńı úloh, nebot’ všechna jejich jsou v němčině.
V rámci motivačńıho př́ıběhu na začátku hodiny se žáci nauč́ı tvořit označeńı pro základńı
zlomky. K formulaci vlastńıch argument̊u mohou použ́ıt slovńık. Jazykem k učeńı (Langu-
age for learning), tedy jazykem použ́ıvaným ve tř́ıdě ke komunikaci mezi žáky a učitelem
či mezi žáky navzájem, byl zvolen jazyk český. V německém jazyce bude prob́ıhat komuni-
kace v prvńı části hodiny při práci s motivačńım př́ıběhem. Hodina bude uvedena německy
a diskuze k př́ıběhu i odpovědi na otázky budou v německém jazyce. V části, kde se přejde
ke gramatickým jev̊um a společnému př́ıkladu na tabuli, bude výuka prob́ıhat v českém
jazyce. Vyučuj́ıćı česky vysvětĺı gramatická pravidla, česky bude klást otázky a žáci bu-
dou česky odpov́ıdat. Př́ıklad (viz podkapitola 6.4.1), jehož zadáńı je v německém jazyce,
bude též řešen česky vyučuj́ıćı za diskuze s žáky, kteř́ı také navrhnou svá řešeńı česky.
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Během skupinové práce budou žáci diskutovat mezi sebou česky. Závěřečná prezentace
řešeńı úloh ale bude prob́ıhat německy. Dı́ky tomu, že žáci přečtou v prvńı části hodiny
německý př́ıběh, všechny úlohy budou mı́t v německém jazyce a na závěr budou prezento-
vat německy před celou tř́ıdou, zlepš́ı sv̊uj jazyk skrze učeńı (Language through learning)
a źıskaj́ı obecné jazykové kompetence použitelné i v jiných komunikačńıch situaćıch.

Posledńı součást́ı schématu 4C je zaměřeńı na zvýšeńı kulturńıho povědomı́ žák̊u. To
je do jisté mı́ry již zajǐstěno použit́ım ciźıho jazyka ve výuce a praćı s př́ıklady převzatými
z cizojazyčné učebnice. Jedńım z ćıl̊u zavedeńı metody CLIL by mělo být větš́ı porozuměńı
mezi kulturami. Je zřejmé, že v hodině matematiky to nelze zavést explicitně, i když
teoreticky je u některých témat možné volit úlohy s touto tématikou. Proto z̊ustává kulturńı
povědomı́ nejméně naplněným ćılem realizovaných hodin.

6.1.4 Krok čtvrtý: Př́ıprava učebńı jednotky

V rámci čtvrtého kroku přecháźıme od abstraktńıch ćıl̊u k př́ıpravě konkrétńıch materiál̊u
a aktivit, které vedou k jejich naplněńı. Naše učebńı jednotka se skládá ze tř́ı vyučovaćıch
hodin, které jsou rozděleny do jednoho dvouhodinového bloku a jedné samostatné vyučovaćı
hodiny, jenž je realizována o tři dny později. S ohledem na to vypracováváme přesný plán
výuky, jehož přehled vid́ıme v tabulkách 6.1, 6.2 a 6.3. Na použité materiály je v tabulkách
odkázano.

6.2 Hodnoceńı žák̊u

V této podkapitole, která odpov́ıdá pátému kroku z metodologie vedeńı hodin metodou
CLIL podle Coyle, Hood a Marsh (2010) popsané teoreticky v kapitole 5, se zaměř́ıme na
možné hodnoceńı žák̊u v proběhlých hodinách. Jak bylo uvedeno výše, během realizace
výuky obdrželi žáci výsledky zkoušky Německého jazykového diplomu a předmět německý
jazyk, v rámci nějž byly hodiny realizovány, byl s výjimkou jednoho žáka uznán celé
tř́ıdě. Z toho d̊uvodu se nakonec hodiny vedené metodou CLIL nepromı́tly do závěrečného
hodnoceńı. Zpětná vazba byla žák̊um z časových d̊uvod̊u poskytnuta jen ústńı formou
po proběhlých prezentaćıch. Navrhneme nyńı možnosti, jak by v podobně koncipovaném
vyučováńı mohli být žáci hodnoceni, pokud by se výuka odehrávala v jiném kontextu.

Abychom mohli zkoumat pokrok žák̊u, stanov́ıme zp̊usob, jakým ho budeme sledo-
vat. Realizované hodiny měly ćıl v oblasti matematiky a v oblasti německého jazyka. Po-
krok v obou discipĺınách by bylo možné sledovat např́ıklad krátkým ṕısemným testem na
začátku či na konci každé vyučovaćı hodiny. Test by mohl obsahovat teoretické otázky či
nějakou jednoduchou úlohu. Z jazykového hlediska by mohl test ověřovat tvořeńı výraz̊u
označuj́ıćıch zlomky. Na konci každé hodiny by mohlo také proběhnout ústńı opakováńı
źıskaných znalost́ı a kompetenćı takovým zp̊usobem, aby se v odpověd́ıch na učitelovy
otázky vystř́ıdalo všech 12 žák̊u. Učitel i žáci źıskaj́ı takto poměrně rychlou zpětnou vazbu
o tom, jak žáci téma pochopili. Tento zp̊usob źıskáńı zpětné vazby lze zařadit pod for-
mativńı hodnoceńı. Hodnoceńı žák̊u může být i sumativńı formou ṕısemného testu po
proběhlých hodinách.
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Čas Činnost učitele Činnost žáka Jazyk Pomůcky

1. vyučovaćı hodina

00:00–05:00 Př́ıchod do tř́ıdy, představeńı,
seznámeńı žák̊u s programem
a zp̊usobem hodnoceńı.

Představeńı žák̊u – jméno,
vztah k němčině a matematice,
očekáváńı.

němčina -

05:00–10:00 Rozdáńı pracovńıho listu s př́ıběhem
a otázkami. Př́ıprava prezentace během
samostatné práce žák̊u.

Samostatná práce – čteńı př́ıběhu
a ṕısemné zodpov́ıdáńı otázek.

němčina Pracovńı list s př́ıběhem
a otázkami (viz př́ıloha A).

10:00–20:00 Diskuze s žáky o př́ıběhu, který četli.
Společná kontrola odpověd́ı na otázky,
vysvětleńı zp̊usobu tvořeńı zlomk̊u
v němčině.

Žáci se hláśı, jsou vyvoláváni
a odpov́ıdaj́ı na otázky z pra-
covńıho listu.

němčina Tabule pro zápis odpověd́ı.

20:00–32:00 Vyučuj́ıćı promı́tne obrázek ke
společnému př́ıkladu (viz podka-
pitola 6.4.1) s opsanými kružnicemi.
Diskuze nad německými slovy umschre-
iben (s odlučitelnou i neodlučitelnou
předponou) a abschreiben.

Žáci jsou dotázáni na formy jed-
notlivých sloves, které sami tvoř́ı
a t́ım se seznamuj́ı s grama-
tickými rozd́ıly jednotlivých slo-
ves.

čeština Poč́ıtač s projektorem, ta-
bule.

32:00–45:00 Vyučuj́ıćı promı́tne zadáńı společného
př́ıkladu. Př́ıklad řeš́ı na tabuli t́ım
zp̊usobem, že se žák̊u ptá na jednot-
livé kroky postupu a jejich návrhy
přiměřeně koriguje. Společně dojdou
k řešeńı úlohy.

Žáci si přečtou zadáńı př́ıkladu,
doptaj́ı se na př́ıpadné nejasnosti.
Navrhuj́ı řešeńı př́ıkladu, sami
poč́ıtaj́ı d́ılč́ı výpočty do sešitu.

čeština Poč́ıtač s projektorem, ta-
bule.

Tabulka 6.1: Časový plán prvńı vyučovaćı hodiny
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Čas Činnost učitele Činnost žáka Jazyk Pomůcky

2. vyučovaćı hodina

00:00–05:00 Seznámeńı s programem druhé vyuč.
hodiny. Pokyny ke skupinové práci.
Rozděleńı žák̊u do skupin.

Žáci se rozděĺı do čtyř skupin po
třech až čtyřech dle vlastńıch pre-
ferenćı. Každá skupina obdrž́ı ji-
nou úlohu.

němčina Pracovńı listy s úlohami
(viz podkapitoly 6.4.2, 6.4.3
a 6.4.4). Poč́ıtač s projekto-
rem.

5:00–45:00 Vyučuj́ıćı obcháźı jednotlivé sku-
piny a individuálně pomáhá žák̊um
s úlohami či př́ıpravou na prezentaci.

Žáci nejprve společně vyřeš́ı
úlohu z pracovńıho listu. Po jej́ım
vyřešeńı si připravuj́ı prezentaci
svého řešeńı v němčině (mo-
hou i na vlastńım poč́ıtači jako
poč́ıtačovou prezentaci). Řešeńı
př́ıkladu připrav́ı i v ṕısemné po-
době s německým komentářem.
Co nestihnou připravit v hodině,
připrav́ı za domáćı úkol.

čeština/
němčina

Pracovńı listy s úlohami
(viz podkapitoly 6.4.2, 6.4.3
a 6.4.4). Volitelně vlastńı
poč́ıtače žák̊u. Žáci smı́
použ́ıvat slovńıček (viz
př́ıloha B), ale i vlastńı či
v elektronické formě.

Tabulka 6.2: Časový plán druhé vyučovaćı hodiny

53



Čas Činnost učitele Činnost žáka Jazyk Pomůcky

3. vyučovaćı hodina

00:00–03:00 Přiv́ıtáńı se s žáky. Krátká reflexe toho,
jak se jim na prezentaćıch pracovalo.
Seznámeńı s pr̊uběhem hodiny.

Žáci mohou sd́ılet to, jak
prob́ıhala jejich př́ıprava, co jim
dělalo obt́ıže a co se naopak
dařilo.

němčina -

3:00–33:00 Vyučuj́ıćı sleduje prezentace, do
kterých vstupuje až v závěru
s př́ıpadnými otázkami. Pomáhá
žák̊um s technickou př́ıpravou pre-
zentace, je-li to potřeba. Pokud žáci
prezentuj́ı řešeńı pouze na tabuli,
promı́tne vyučuj́ıćı zadáńı úlohy pro
ostatńı.

Skupiny postupně prezentuj́ı
řešeńı svých úloh. Ostatńı sleduj́ı
a po skončeńı prezentace maj́ı
prostor pro otázky.

němčina Poč́ıtač s projektorem.

33:00–45:00 Vyučuj́ıćı rozdá žák̊um krátký do-
tazńık s reflex́ı hodin vedených meto-
dou CLIL. V závěru hodiny poděkuje
za spolupráci a rozlouč́ı se.

Žáci vyplňuj́ı dotazńık, ve
kterém reflektuj́ı jak svoji práci
v proběhlých hodinách, tak práci
vyučuj́ıćıho i celý koncept CLILu.

čeština Paṕır s dotazńıkovými
otázkami, viz podkapitola
6.3.3.

Tabulka 6.3: Časový plán třet́ı vyučovaćı hodiny
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Pokud by prezentace žák̊u byly známkovány, bylo by vhodné přesně stanovit kritéria
hodnoceńı těchto výstup̊u. Hodnotit by se dalo např́ıklad dodržeńı časového limitu (10 mi-
nut), plynulost vyjadřováńı a gramatická správnost, faktická správnost výpočt̊u, jejich
strukturovanost a přehlednost a skutečnost, zda se v rámci prezentace rovnoměrně stř́ıdali
všichni žáci. Tato kritéria je nutné stanovit před samotnou př́ıpravou a realizaćı prezentaćı
a je vhodné je žák̊um sepsat a vytisknout.

6.3 Pr̊uběh vyučovaćıch hodin a reflexe

V této podkapitole stručně poṕı̌seme pr̊uběh realizovaných vyučovaćıch hodin a zhodnot́ıme
jej z hlediska dosažeńı stanovených ćıl̊u. Reflexe vyučovaćıch hodin byla provedena také
formou dotazńıku na konci posledńı vyučovaćı hodiny. Jeho výsledky jsou popsány v této
podkapitole, stejně jako reflexe vyučuj́ıćı německého jazyka, která byla všem realizovaným
hodinám př́ıtomna. Tato podkapitola odpov́ıdá šestému kroku z metodologie vedeńı hodin
metodou CLIL podle publikace (Coyle, Hood a Marsh, 2010), viz kapitola 5 této práce.

6.3.1 Pr̊uběh vyučovaćıch hodin

Prvńı vyučovaćı hodina začala podle plánu představeńım vyučuj́ıćı a společného programu.
Každý z žák̊u německy vyjádřil svoje očekáváńı od hodin vedených metodou CLIL i sv̊uj
vztah k matematice. Z dvanácti př́ıtomných žák̊u se přibližně polovina vyjádřila v tom
smyslu, že matematiku má rada, druhá část tř́ıdy se přiznala k tomu, že matematika
nepatř́ı mezi jejich obĺıbené předměty. Obecně panovala shoda na tom, že geometrie patř́ı
mezi méně obĺıbené oblasti matematiky.

Poté byly žák̊um rozdány pracovńı listy s př́ıběhem a otázkami (viz př́ıloha A). Žáci
několik minut samostatně pracovali. Když byla již zhruba třetina tř́ıdy hotova, vstoupila
jsem do jejich práce a začala diskuzi nad otázkami. Tvořeńı zlomk̊u v němčině dělalo žák̊um
problémy teprve s jmenovatelem vyšš́ım než dvacet. Zde jsem přešla do českého jazyka,
abych d̊ukladněji vysvětlila proces slovotvorby u č́ıslovek vyjádřuj́ıćıch zlomky v němčině.
Seznámila jsem žáky s německým označeńım č́ıslovky základńı a řadové a připomněla, jak
lze německy r̊uznými zp̊usoby vyjádřit č́ıslo jeden a p̊ul. Když jsme v rámci diskuze přešli
k tomu, zda součet někonečně mnoha č́ısel může být roven konečnému č́ıslu, ukázalo se, že
žáci nerozumı́ zcela vlastnostem nekonečné řady. Většina žák̊u tvrdila, že koláč z př́ıběhu,
který Hans j́ı t́ım zp̊usobem, že vždy sńı polovinu zbylého koláče, nikdy nebude sněden.
Připomněla jsem jim př́ıběh o Achillovi a želvě (viz podkapitola 1.5), který většina znala
z hodin filozofie. Část žák̊u ale tvrdila, že Achilles želvu nedohońı, nebot’ tak to tvrdil
Zénón z Eleje, autor paradoxu o Achillovi a želvě. Předpokládala jsem, že žáci budou již
tyto paradoxy znát jak z hodin matematiky, tak filozofie a neměla jsem tedy pro toto téma
vyhrazeno tolik času. V této části diskuze jsem tedy proti plánu opakovaně přešla do češtiny
pro větš́ı srozumitelnost. Z časových d̊uvod̊u jsem musela diskuzi zkrátit a žák̊um jsem
prozradila, že součet nekončně mnoha č́ısel může být za určitých předpoklad̊u konečný.
Jelikož žáci podle svých slov nebyli vedeni k tomu zapisovat nekonečnou geometrickou
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řadu formou sumy, seznámila jsem je stručně s t́ımto zápisem a zopakovala vzorec pro
součet geometrické řady s kvocientem menš́ım než 1.

Poté jsem promı́tla obrázek k prvńımu př́ıkladu a věnovala se části s německou grama-
tikou. Žáci měli nejprve německy pojmenovat útvary, které viděli na projektoru, a poté po-
psat jejich vztah. Tato diskuze nás přenesla k výkladu německé gramatiky, která proběhla
podle plánu. Na konci výkladu zazvonilo na přestávku. Po celou dobu prvńı vyučovaćı
hodiny žáci věnovali pozornost výkladu a většina z nich se zapojovala do diskuze.

V druhé hodině jsem společně s žáky vypoč́ıtala na tabuli prvńı dva body př́ıkladu
z podkapitoly 6.4.1. Př́ıklad byl řešen formou ř́ızené diskuze, kterou jsem z časových d̊uvod̊u
usměrňovala tak, abychom se dostali co nejrychleji k výsledku. Chtěla jsem totiž, aby žák̊um
zbylo co nejv́ıce času na práci ve skupině. Řešeńı př́ıladu na tabuli zabralo zhruba 10 minut,
zbytek hodiny pracovali žáci ve třech skupinách po čtyřech na př́ıkladech z podkapitol 6.4.2
až 6.4.4, každá skupina řešila jednu úlohu. Na tabuli jsem napsala d̊uležité vzorečky pro
výpočet obsah̊u či povrch̊u útvar̊u, které muśı žáci v úlohách využ́ıt. Žáci dostali také
vytǐstěný seznam slov́ıček s překladem (viz př́ıloha B), které by mohli během prezentace
upotřebit.

Do řešeńı př́ıkladu se v každé skupině všichni zapojili a mezi žáky v rámci skupin
prob́ıhala živá diskuze. Bylo zřetelené, že v každé skupině měli vedoućı pozici jeden či dva
žáci, kteř́ı byli zřejmě v matematice nadaněǰśı. Ti vysvětlovali kroky ostatńım. Skupiny si
také rozdělovaly jednotlivé d́ılč́ı výpočty nebo si je po sobě navzájem kontrolovali. Během
obcházeńı tř́ıdy jsem zkontrolovala skupinám již hotové mezivýpočty a upozornila je na
př́ıpadné chyby ve výpočtu. Navzdory poctivé práci však ani jedna ze skupin nedošla do
konce hodiny k výsledku. Poprosila jsem tedy vyučuj́ıćıho matematiky, zda by s žáky
nemohl př́ıklady probrat v hodině matematiky, aby byli připraveni na prezentaci, která se
konala tři dny poté.

V následuj́ıćıch dvou dnech se žáci vrátili k úlohám ještě v hodině matematiky s je-
jich stálým vyučuj́ıćım, aby doladili detaily svého řešeńı. Třet́ı den se konaly prezentace.
Hodina začala mým úvodem s dotazem, jak se dařila př́ıprava. Žáci nebyli moc sd́ılńı, ale
dali najevo, že jsou připraveni. Postupně tedy každá skupina prezentovala na tabuli řešeńı
svého př́ıkladu. Bylo zřetelné, že v každé skupině měl jeden žák v̊udč́ı pozici. V prezentaci
se projevoval nejvýrazněji a př́ıpadně korigoval chyby svých spolužák̊u. Došlo také k tomu,
že se někteř́ı jednotlivci prezentace skoro neučastnili a pouze stáli před tabuĺı. Konkrétně
se jednalo o dva žáky z r̊uzných skupin. Úroveň projevu byla velmi r̊uzná u jednotlivých
žák̊u. Některým činila problémy zejména jazyková bariéra a jejich projev v němčině ne-
byl plynulý. U některých bylo vidět, že patrně nerozumı́ prezentovanému obsahu př́ılǐs do
hloubky. Celkově byl z d̊uvod̊u použ́ıváńı německého jazyka projev velmi pomalý a žáci
v přibližně 10 minut dlouhých výstupech odprezentovali jen kĺıčové výsledky. Sv̊uj po-
stup nerozepisovali celý, u d́ılč́ıch výpočt̊u se vždy pouze odkázali na Pýthagorovu větu.
V prezentaci nerozeb́ırali ani celkovou ideu součtu nekonečné geometrické řady a rovnou
aplikovali vzorec. V posledńıch deseti minutách se k realizované výuce vyjádřili v dotazńıku,
jehož výsledky jsou zpracované v podkapitole 6.3.3.
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6.3.2 Reflexe vyučuj́ıćı

Prvńı vyučovaćı hodina proběhla v př́ıjemné atmosféře. Na žáćıch byl vidět zájem
zp̊usobený netradičńı metodou výuky. Hodina měla svoji dynamiku a obsahově se držela
připraveného plánu. Hodina bohužel nedodržela časový plán. Důvodem byly zejména velké
mezery v oblasti matematiky, na něž mělo jistě vliv i to, že žáci byli ve škole prvńı den
zhruba po měśıci (projektový týden, př́ıprava na maturitńı ples, pololetńı prádniny, ce-
lotýdenńı soustředěńı a jarńı prázdniny). Jelikož jsem předpokládala, že téma geometrické
řady je již probráno, nenaplánovala jsem na opakováńı tématu mnoho času. Př́ıběh, který
jsem použila jako motivaci, byl variaćı na podobný př́ıběh, jenž žáci již slyšeli v hodině
matematiky. V pr̊uběhu prvńı vyučovaćı hodiny jsem si uvědomila, že téma geometrické
řady by bylo nutné zopakovat mnohem d̊ukladněji, než na kolik byl v hodině prostor.
Původně jsem očekávala, že žáci zopakuj́ı téma samostatně jen formou odpověd́ı na moje
otázky. Neměla jsem tedy připravený podrobný výklad k tomuto tématu. Jelikož žáci nebyli
schopni na většinu mých otázek odpovědět (jak zaṕı̌seme nekonečnou geometrickou řadu,
jaký je vzorec pro součet řady atd.), musela jsem téma odvykládat sama. Uvědomuji si, že
výklad z tohoto d̊uvodu nebyl př́ılǐs sturkturovaný. Jsem si vědoma toho, že část žák̊u v mo-
mentě, kdy jsme přešli k daľśımu tématu, stále neměla správnou představu o nekonečné
geometrické řadě, v zájmu dodržeńı obsahového plánu jsem však musela opakováńı opus-
tit. Při výkladu gramatiky žáci projevovali výrazně větš́ı zájem i porozuměńı v porovnáńı
s matematickou část́ı. Téma z gramatiky bylo pro většinu nové.

Program druhé vyučovaćı hodiny byl obohacen o společné řešeńı př́ıkladu 6.4.1 na
tabuli, které mělo být p̊uvodně realizováno v hodině prvńı. Přesto měli žáci v́ıce než p̊ul
hodiny na práci ve skupinách. Do práce byli velmi hluboce zabrańı, takže mnohdy ani př́ılǐs
nevńımali své okoĺı. Jejich skupinová práce se mi velmi ĺıbila. Bylo vidět, že na všechno
chtěj́ı př́ıj́ıt sami, nestáli např́ıklad o moji pomoc, když jsem jim ji nab́ızela. Svolili jen
ke kontrole mezivýpočt̊u. Teprve těsně před koncem hodiny jsem si všimla, že dva žáci
z jedné skupiny se už společné práci nevěnuj́ı. Jinak pracovali všichni intenzivně. Bylo
zřejmé, že maj́ı velmi dobře zažité početńı stereotypy – jak si př́ıklad přehledně zapsat
na paṕır, vhodná volba neznámých, velice dobře uměli napodobit postup řešeńı př́ıkladu
z tabule, který byl k řešeńı jejich úloh analogický. Uměli dobře použ́ıt vzorce z tabule, ale
sami přiznali, že z hlavy si těžko vzpomenou i na vzorec pro výpočet obsahu trojúhelńıku.
Moje role v této vyučovaćı hodině byla s výjimkou prvńıch deseti minut sṕı̌se upozaděná
a hlavńı roli sehráli žáci, jejich práce a diskuze, což naplnilo ćıl této vyučovaćı hodiny.

Třet́ı vyučovaćı hodina ukázala výsledky skupinové práce žák̊u. Žáci se na prezentace
připravili, ne však zcela d̊ukladně. Bylo vidět, že maj́ı připravené to, co bude který z nich
ř́ıkat, ale že si sv̊uj projev předem nevyzkoušeli. Proto mnoźı často dlouho hledali správná
slova a dopouštěli se zbytečných gramatických chyb.

Posledńı hodina potvrdila můj dojem z prvńıch dvou hodin, že na d̊ukladné zvládnut́ı
připraveného obsahu by bylo potřeba mnohem v́ıce času. Matematika i německý jazyk
patř́ı mezi nejnáročněǰśı předměty. Jen samotné jazykové prostředky využ́ıvané v oblasti
matematiky by zasloužily d̊ukladněǰśı procvičeńı. Žáci si během tak krátkého času nestihli
zafixovat výrazy použ́ıvané pro označeńı zlomk̊u, mocnin či odmocnin a geometrických
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útvar̊u. Tyto věci by mohly být opakovány např́ıklad formou rozcviček na začátku hodiny,
her určených k procvičováńı slovńı zásoby, formou německých matematických výukových
vidéı či četbou souvisej́ıćıch text̊u. Samotné upevněńı tohoto učiva včetně ověřeńı pomoćı
zkoušeńı či testu by mohlo zabrat i tři vyučovaćı hodiny. Pokud bychom použ́ıvali metodu
CLIL v běžné výuce a nejazykovým předmětem by byla matematika, bylo by jistě vhodněǰśı
zač́ıt s výrazně jednodušš́ımi př́ıklady, než jaké byly použity v rámci realizovaných hodin.
U jednoduchých př́ıklad̊u by byl hlavńı d̊uraz kladen sṕı̌se na jazykovou stránku, která by
se t́ımto upevnila a teprve tehdy by mohl být vyžadován složitěǰśı výstup z matematiky.

Co se týká matematické části výuky, i zde by bylo vhodné věnovat větš́ı mı́ru času pro-
cvičeńı tématu nekonečná geometrická řada. Z prezentaćı, reflexe vyučuj́ıćıho matematiky
i z mého pozorováńı vyplynulo, že v každé skupině byl jeden či dva žáci, kteř́ı se v př́ıkladu
př́ılǐs neorientovali a měli ve skupině sṕı̌s pasivńı roli. To by se v běžné výuce dalo zlepšit
větš́ım d̊urazem na samostatné procvičováńı s následnou kontrolou vyučuj́ıćım.

6.3.3 Reflexe žák̊u

Na konci posledńı vyučovaćı hodiny dostali žáci dotazńık s dvěma otázkami, z nichž prvńı
se zaměřovala na hodnoceńı propojeńı ciźıho jazyka a nejazykového předmětu obecně,
druhá se vztahovala na hodnoceńı konkrétńıch proběhlých hodin. Otázky byly formulovány
následovně:

• Jak hodnot́ıte myšlenku spojeńı ciźıho jazyka a nejazykového předmětu v jedné
vyučovaćı hodině? V čem vid́ıte př́ınos? V čem nedostatky?

• Jak hodnot́ıte pr̊uběh hodin, které jste absolvovali (obt́ıžnost, srozumitelnost, př́ınos
atd.)?

Nejprve shrhneme odpovědi na prvńı otázku. Př́ınos metody viděli žáci předevš́ım
v rozš́ı̌reńı slovńı zásoby a zlepšeńı komunikace v ciźım jazyce. Několik žák̊u uvedlo, že
použit́ı ciźıho jazyka jim umožnilo jiný úhel pohledu na vyučovaný předmět. Objevily
se názory, že tato metoda je vhodná sṕı̌se pro školy se zaměřeńım na jazyky, nikoli pro
všeobecné gymnázium. Většina žák̊u se shodla na tom, že jako jednorázová zkušenost je to
zaj́ımavé. Kriticky bylo hodnoceno předevš́ım konkrétńı spojeńı německého jazyka s ma-
tematikou. Žáci uváděli, že oba předměty jsou na škole považovány za obt́ıžné, či že př́ımo
jim konkrétně jeden z nich dělá problém. Jejich spojeńı proto hodnotila část žák̊u jako
př́ılǐs náročné. Někteř́ı psali, že by pro tento typ výuky preferovali angličtinu, ve které se
ćıt́ı jistěji.

Odpovědi na druhou otázku byly rozmanité. Většina žak̊u hodnotila výuku pozitivně
jako dobrou a zaj́ımavou zkušenost. Dva žáci uvedli, že maj́ı velmi negativńı vztah k ma-
tematice a proto pro sebe konkrétně př́ınos nevńımaj́ı. Obecně se objevovaly komentáře
ohledně ne př́ılǐs vhodného načasováńı, jelikož hodiny byly realizovány méně než tři měśıce
před maturitńı zkouškou. Žáci považovali za obt́ıžné soustředit se na zcela jiné téma než
jsou ta, která očekávaj́ı v maturitńı zkoušce. Zmı́něna byla i vysoká obt́ıžnost připravené
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výuky, která měla být zvládnuta v poměrně krátkém čase. Dva žáci vyjádřili názor, že
by byli radši, pokud by se výuka obešla bez prezentaćı. Zde je obt́ıžné interpretovat, jak
tyto komentáře byly zamýšleny. Jev́ı se pravděpodobné, že žáci měli na mysli prezentace
svých řešeńı úloh. Poč́ıtačové prezentace, které jsem použ́ıvala v hodinách, sloužily sṕı̌s
k promı́tnut́ı zadáńı úloh či jev̊u v gramatice, které by bylo časově náročné psát na tabuli,
na což jsou žáci zvykĺı z jiných hodin a méně pravděpodobně to vńımaj́ı negativně.

6.3.4 Reflexe stálých vyučuj́ıćıch německého jazyka a matema-
tiky

Proběhlé výuce metodou CLIL byla př́ıtomna i stálá vyučuj́ıćı německého jazyka v 8. B,
Mgr. Jana Ginzelová. Závěrečným prezentaćım byl př́ıtomen stálý vyučuj́ıćı matematiky
v 8. B, RNDr. Zdeněk Vavř́ın, CSc., který nav́ıc pomáhal žák̊um během týdne s řešeńım
zadaných úloh. Oba vyučuj́ıćı byli po skončeńı výuky dotázáni na zpětnou vazbu, kterou
shrneme v této podkapitole.

Vyučuj́ıćı německého jazyka, Mgr. Jana Ginzelová, vńımá podle svých slov proběhlou
výuku jako zaj́ımavé zpestřeńı a považuje za pozitivńı, že se výuky účastnila aktivně většina
žák̊u. Sama má zkušenost s použit́ım této metody v kombinaci dějepis a neměcký ja-
zyk a metodu podporuje. Všimá si toho, že obsahově byla výuka poměrně obsáhlá co do
množstv́ı nového učiva v němčině (slovńı zásoba i gramatika), tak z hlediska matematiky,
což hodnot́ı jako možná až př́ılǐs náročné. Ve svém hodnoceńı zmiňuje i lehkou nervozitu
na začátku výuky a problémy s technikou, jelikož výuka prob́ıhala v učebně německého
jazyka, kde byla k dispozici pouze velmi malá fixová tabule a špatně funguj́ıćı interaktivńı
tabule.

Vyučuj́ıćı matematiky, RNDr. Zdeněk Vavř́ın ,CSc., hodnot́ı pozitivně zejména volbu
úloh. Ve své zpětné vazbě k proběhlému vyučováńı ṕı̌se:

”
Úlohy byly voleny vhodným

zp̊usobem jak z hlediska časové zvládnutelnosti, tak i z hlediska potřebných termı́n̊u, s nimiž
se studenti v rámci řešeńı a závěrečného (cizojazyčného) předvedeńı zadaných úkol̊u mohli
d̊ukladně seznámit. Prostorová úloha (stř́ıdavé vepisováńı koule do krychle a krychle do
koule) přinesla několik d̊uležitých termı́n̊u ze stereometrie a z matematického hlediska byla
pro studenty i posluchače užitečným cvičeńım prostorové představivosti.“

6.3.5 Shrnut́ı

Výuka byla zaj́ımavým zpestřeńım běžné výuky, což odráž́ı i reflexe žák̊u. Jistě přinesla
nové podněty a nový pohled na možnosti výuky dvou obvykle oddělených předmět̊u. Žáci si
vyzkoušeli pro ně nezvyklou prezentaci řešeńı matematické úlohy v německém jazyce, č́ımž
byl jejich slovńık obohacen o některá nová slova. Měli možnost spolupracovat a společně
diskutovat nad řešeńım úloh, což rozv́ıjelo jejich argumentačńı schopnosti. V tomto smyslu
byl naplněn ćıl vyučováńı.

Zpětně se ukazuje, že pokud bychom metodu CLIL chtěli zařadit do běžné výuky, byla
by nutná mnohem větš́ı časová dotace. Obsah výuky v matematice i německém jazyce byl
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pro žáky velmi náročný a neměli př́ılǐs mnoho času si jej zafixovat. Ve výuce bohužel ne-
zbyl prostor ani na detailněǰśı zpětnou vazbu žák̊um at’ už formou testu či obsáhleǰśıho
slovńıho hodnoceńı. Kombinaci matematiky a německého jazyka v jednom předmětu
považujeme tedy za př́ınosnou, pokud prob́ıhá dlouhodobě s možnost́ı častěǰśıho pro-
cvičováńı kĺıčových jazykových prostředk̊u i matematických dovednost́ı a jejich upevněńım.
Jako krátký ohraničený vstup do běžné výuky přináš́ı zaj́ımavé zpestřeńı, ale źıskané kom-
petence nejsou př́ılǐs hluboké.

6.4 Úlohy řešené v hodinách a v rámci skupinové

práce

Tato podkapitola obsahuje přehled úloh, které byly použity ve výuce realizované jako
součást této práce. Každá podkapitola obsahuje kromě zadáńı úlohy, obrázku a překladu
zadáńı do německého jazyka i podrobné řešeńı úlohy.

6.4.1 Úloha řešená na tabuli

Zadáńı úlohy:1 Do kruhu o poloměru r je vepsán čtverec, do něho kruh, do toho opět
čterec atd. do nekonečna (viz obr. 6.1). Určete a) součet obsah̊u všech kruh̊u, b) součet
obsah̊u všech čtverc̊u, c) součet obvod̊u všech kruh̊u, d) součet obvod̊u všech čtverc̊u.

Německé zněńı úlohy: Einem Kreis vom Radius r wird ein Quadrat eingeschrieben,
diesem wieder ein Kreis, diesem wieder ein Quadrat, usw. ohne Ende. Berechne a) die
Summe der Flächeninhalte aller Kreise, b) die Summe der Flächeninhalte aller Quadrate,
c) die Summe der Umfänge aller Kreise, d) die Summe der Umfänge aller Quadrate.

Obr. 6.1: Posloupnost stř́ıdavě vepisovených čtverc̊u a kruh̊u

1Převzato z (Malle a kol., 2014: s. 138).
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Řešeńı úlohy: Polovina úhlopř́ıčky u1 čtverce A1, který je vepsán kruhu K1, je rovna
poloměru r tohoto kruhu. Z Pýthagorovy věty vyjádř́ıme stranu a1 čtverce A1:

a1 =

√︃
u2
1

2
=

√︃
(2r)2

2
= r

√
2.

Polovina strany čtverce A1 je rovna poloměru r2 jemu vepsaného kruhu K2, tedy r2 =
√
2
2
r.

Poloměr r2 je roven polovině úhlopř́ıčky u2 čtverce A2, který je vepsán kruhu K2.
Z Pýthagorovy věty vyjádř́ıme délku strany a2 čtverce A2:

a2 =

√︃
u2
2

2
=

√︄(︁√
2r
)︁2

2
= r.

Nyńı vyjádř́ıme obsah S1 kruhu K1 a obsah S2 kruhu K2:

S1 = πr2,

S2 = π

(︄√
2

2
r

)︄2

=
πr2

2
.

Urč́ıme kvocient q posloupnoti Sn jako pod́ıl S2 a S1. Dostaneme q = 1
2
. Součet obsah̊u

všech kruh̊u je pak roven

s =
∞∑︂
n=1

S1 ·
(︃

1

2

)︃n−1

= πr2 · 1

1 − 1
2

= 2πr2.

Dále vyjádř́ıme obsah S ′
1 čtverce A1 a obsah S ′

2 čtverce A2:

S ′
1 = a21 = 2r2,

S ′
2 = a22 = r2.

Urč́ıme kvocient q′ posloupnosti S ′
n jako pod́ıl S ′

2 a S ′
1. Dostaneme q′ = 1

2
. Součet obsah̊u

všech čtverc̊u An je pak roven

s′ =
∞∑︂
n=1

S ′
1 ·
(︃

1

2

)︃n−1

= 2r2 · 1

1 − 1
2

= 4r2.

Nyńı vyjádř́ıme obvod o1 kruhu K1 a obvod o2 kruhu K2:

o1 = 2πr,

o2 = 2π

√
2

2
r = πr

√
2.

61



Urč́ıme kvocient q′′ posloupnosti on jako pod́ıl o2 a o1. Dostaneme q′′ =
√
2
2
. Součet obvod̊u

všech kruh̊u Kn je pak roven

s′′ =
∞∑︂
n=1

o1 ·

(︄√
2

2

)︄n−1

= 2πr · 1

1 −
√
2
2

=
4πr

2 −
√

2
= 2πr(2 +

√
2).

Dále vyjádř́ıme obvod o′1 čtverce A1 a obvod o′2 čtverce A2:

o′1 = 4a1 = 4r
√

2,

o′2 = 4a2 = 4r.

Urč́ıme kvocient q′′′ posloupnosti o′n jako pod́ıl o′2 a o′1. Dostaneme q′′′ =
√
2
2
. Součet obvod̊u

všech čtverc̊u An je pak roven

s′′′ =
∞∑︂
n=1

o′1 ·

(︄√
2

2

)︄n−1

= 4r
√

2 · 1

1 −
√
2
2

=
8r
√

2

2 −
√

2
= 4

(︂
2 +

√
2
)︂
r
√

2.

6.4.2 Úloha ze skupinové práce 1

Zadáńı úlohy:2 Do rovnostranného trojúhelńıku A1B1C1 o straně délky a je vepsán
kruh K1, do něho rovnostranný trojúhelńık A2B2C2, do toho opět kruh K2 atd. do
nekonečna (viz obr. 6.2). Určete a) součet obsah̊u všech těchto trojúhelńık̊u, b) součet
obsah̊u všech těchto kruh̊u.

Německé zněńı úlohy: Einem gleichseitigen Dreieck A1B1C1 mit der Seitenlänge a
wird ein Kreis K1 eingeschrieben, dem Kreis dann ein gleichseitiges Dreieck A2B2C2, dem
Dreieck ein Kreis K2 usw. Wir denken uns diesen Prozess unendlich oft fortgesetzt. Be-
rechne a) die Summe der Flächeninhalte aller Dreiecke, b) die Summe der Flächeninhalte
aller Kreise.

Řešeńı úlohy: Poloměr vepsaného kruhu je roven třetině délky těžnice, nebot’ těžǐstě
splývá se středem vepsaného kruhu. V rovnostranném trojúhelńıku splývá také výška
s těžnićı. Stač́ı tedy vypoč́ıtat výšku v1 trojúhelńıku A1B1C1. Z Pýthagorovy věty v́ıme,
že plat́ı

v1 =

√︄
a2 −

(︃
1

2
a

)︃2

= a

√︃
1 − 1

4
= a

√
3

2
.

Poloměr kruhu K1 je tedy r1 = a
√
3
6

. Poloměr kruhu K1 je zároveň roven dvěma třetinám

těžnice, resp. výšky rovnostranného trojúhelńıku A2B2C2, tedy v2 = a
√
3
4

. Z vlastnosti
středńıch př́ıček umı́me vyjádřit velikost strany trojúhlńıku A2B2C2:

a2 =
1

2
a.

2Převzato z (Polák, 1999: s. 72).
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Obr. 6.2: Posloupnost stř́ıdavě vepisovaných kruh̊u a rovnostranných trojúhelńık̊u

Poloměr kruhu K2 je roven jedné třetině délky těžnice, resp. výšky trojúhelńıku A2B2C2,
tedy r2 = a

√
3

12
. Nyńı vypoč́ıtáme obsah S1 trojúhelńıku A1B1C1 a obsah S2 trojúhelńıku

A2B2C2:

S1 =

√
3
2
a · a
2

=

√
3

4
a2,

S2 =

√
3
4
a · 1

2
a

2
=

√
3

16
a2.

Urč́ıme kvocient q posloupnoti Sn jako pod́ıl S2 a S1. Dostaneme q = 1
4
. Součet obsah̊u

všech trojúhelńık̊u AnBnCn je pak roven

s =
∞∑︂
n=1

S1 ·
(︃

1

4

)︃n−1

=

√
3

4
a2 · 1

1 − 1
4

=
a2
√

3

3
.

Nyńı vyjádř́ıme obsah S ′
1 kruhu K1 a obsah S ′

2 kruhu K2:

S ′
1 =

πa2

12
,

S ′
2 =

πa2

48
.

Urč́ıme kvocient q′ posloupnosti S ′
n jako pod́ıl S ′

2 a S ′
1. Dostaneme q′ = 1

4
. Součet obsah̊u

všech kruh̊u Kn je pak roven

s′ =
∞∑︂
n=1

S ′
1 ·
(︃

1

4

)︃n−1

=
πa2

12
· 1

1 − 1
4

=
πa2

9
.
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6.4.3 Úloha ze skupinové práce 2

Zadáńı úlohy:3 Do kruhu o poloměru r je vepsán pravidelný šestiúhelńık, do něho kruh,
do toho opět pravidelný šestiúhelńık atd. do nekonečna (viz obr. 6.3). Určete a) součet
obsah̊u všech těchto kruh̊u, b) součet obsah̊u všech těchto šestiúhelńık̊u.

Německé zněńı úlohy: Einem Kreis vom Radius r wird ein gleichseitiges Sechseck
eingeschrieben, dem Sechseck dann ein Kreis, dem Kreis wieder ein gleichseitiges Sechseck
usw. Wir denken uns diesen Prozess unendlich oft fortgesetzt. Berechne a) die Summe der
Flächeninhalte aller Sechsecke, b) die Summe der Flächeninhalte aller Kreise.

Obr. 6.3: Posloupnost stř́ıdavě vepisovených šestiúhelńık̊u a kruh̊u

Řešeńı úlohy: Pravidelný šestiúhelńık je složen z šesti rovnostranných trojúhelńık̊u. Je-
li pravidelný šestiúhelńık A1 vepsán do kruhu K1 o poloměru r, je délka strany jednoho
z těchto rovnostranných trojúhelńık̊u rovna r. Výšku v1 jednoho z těchto rovnostranných
trojúhelńık̊u vyjádř́ıme z Pýthagorovy věty:

v1 =

√︄
r2 −

(︃
1

2
r

)︃2

= r

√︃
1 − 1

4
= r

√
3

2
.

Tato výška je zároveň rovna poloměru r2 kruhu K2 vepsaného pravidelnému
šestiúhelńıku A1. Poloměr r2 je potom roven délce strany pravidelného šestiúhelńıku A2,
který je vepsán kruhu K2. Nyńı vypoč́ıtáme obsah S1 kruhu K1 a obsah S2 kruhu K2:

S1 = πr2,

S2 =
3πr2

4
.

3Převzato z (Polák, 1999: s. 72).
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Urč́ıme kvocient q posloupnosti Sn jako pod́ıl S2 a S1. Dostaneme q = 3
4
. Součet obsah̊u

všech kruh̊u Kn je pak roven

s =
∞∑︂
n=1

S1 ·
(︃

3

4

)︃n−1

= πr2 · 1

1 − 3
4

= 4πr2.

Obsah S ′
1 pravidelného šestiúhelńıku A1 vyjádř́ıme podle vzorce pro výpočet obsahu pra-

videlného šestiúhelńıku:

S ′
1 =

3r2
√

3

2
.

Obsah S ′
2 pravidelného šestiúhelńıku A2 je podle téhož vztahu roven:

S ′
2 =

9r2
√

3

8
.

Urč́ıme kvocient q′ posloupnoti S ′
n jako pod́ıl S ′

2 a S ′
1. Dostaneme q′ = 3

4
. Součet obsah̊u

všech pravidelných šestiúhelńık̊u An je pak roven

s′ =
∞∑︂
n=1

S ′
1 ·
(︃

3

4

)︃n−1

=
3r2

√
3

2
· 1

1 − 3
4

= 6r2
√

3.

6.4.4 Úloha ze skupinové práce 3

Zadáńı úlohy:4 Do krychle o hraně délky a je vepsána koule, do ńı krychle, do té opět
koule atd. do nekonečna. Vypoč́ıtejte a) součet povrch̊u všech těchto kouĺı, b) součet
povrch̊u všech těchto krychĺı.

Německé zněńı úlohy: Einem Würfel mit der Kantenlänge a wird eine Kugel ein-
geschrieben, der Kugel dann ein Würfel, dem Würfel eine Kugel usw. Wir denken uns
diesen Prozess unendlich oft fortgesetzt. Berechne a) die Summe der Oberflächeninhalte
aller Kugeln b) die Summe der Oberflächeninhalte aller Würfel.

Řešeńı úlohy: Polovina délky hrany prvńı krychle A1 je rovna poloměru r1 j́ı vepsané koule
K1, tedy r1 = 1

2
a. Poloměr r1 je potom roven polovině tělesové úhlopř́ıčky u2 j́ı vepsané

krychle A2, tedy u2 = a. Tělesovou úlohlopř́ıčku délky a krychle o hraně a2 můžeme pomoćı
dvojité aplikace Pýthagorovy věty vyjádřit jako

a = a2
√

3,

tedy hrana a2 krychle A2 je rovna

a2 =

√
3

3
a.

4Převzato z (Polák, 1999: s. 72).
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Koule K2 vepsaná krychli A2 má poloměr r2 roven polovině hrany této krychle, tedy
r2 =

√
3
6
a. Nyńı vyjádř́ıme povrch S1 koule K1 a povrch S2 koule K2 :

S1 = 4π

(︃
1

2
a

)︃2

= πa2,

S2 = 4π

(︄√
3

6
a

)︄2

=
1

3
πa2.

Urč́ıme kvocient q posloupnosti Sn jako pod́ıl S2 a S1. Dostaneme q = 1
3
. Součet povrch̊u

všech kouĺı Kn je pak roven

s =
∞∑︂
n=1

S1 ·
(︃

1

3

)︃n−1

= πa2 · 1

1 − 1
3

=
3

2
πa2.

Nyńı vyjádř́ıme povrch S ′
1 krychle A1 a povrch S ′

2 krychle A2:

S ′
1 = 6a2,

S ′
2 = 6

(︄√
3

3
a

)︄2

= 2a2.

Urč́ıme kvocient q′ posloupnoti S ′
n jako pod́ıl S ′

2 a S ′
1. Dostaneme q′ = 1

3
. Součet povrch̊u

všech krychĺı An je pak roven

s′ =
∞∑︂
n=1

S ′
1 ·
(︃

1

3

)︃n−1

= 6a2 · 1

1 − 1
3

= 9a2.
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Závěr

Diplomová práce poskytla náhled na výuku tématu nekonečné geometrické řady z pohledu
tř́ı r̊uzných evropských zemı́ – České republiky, Rakouska a Německa. V České republice,
která dává školám největš́ı volnost co se týká obsahu a struktury výuky, neńı nekonečná
řada součást́ı povinného učiva na středńıch školách. Naopak v Rakousku, kde jsou výukové
plány velmi pevně centrálně stanoveny, je nekonečná geometrická řada učivem povinným
a to již dva rok před závěrečnou maturitńı zkouškou. Německý př́ıstup, který v této práci
reprezentuje spolková země Bádensko-Württembersko, se od výše uvedených lǐśı t́ım, že
učivo neuspořádává podle matematických témat, ale podle r̊uzných obecněǰśıch pojmů,
jako je např́ıklad r̊ust. To se projevuje i v učebnićıch, které byly pro jednotlivé země
vybrané. Zat́ımco v České republice a Rakousku je nekonečná geometrická řada vyučována
jako samostatné téma následuj́ıćı po posloupnostech a limitách posloupnosti, Německo
tento pojem př́ımo nezavád́ı, ale pracuje s r̊uznorodými úlohami, které kombinuj́ı v́ıce
r̊uzných témat. Přesto jsme i v německé učebnici nalezli úlohy, ve kterých se nekonečná
řada objevuje.

Práce se soustředila zejména na aplikované vizualizované úlohy, které jsou pro svou
zaj́ımavou slovńı zásobu z oblasti geometrie pro výuku metodou CLIL vhodné. Úlohy
z vybraných učebnic byly roztř́ıděny do čtyř skupin podle jejich charakteristik. Vždy byla
zvolena jedna reprezentativńı úloha, která byla vyřešena. Dále byly uvedeny možné varianty
této úlohy, z nichž některé jsou vyřešeny v př́ıloze C. Ke každému typu úloh byl podán
také didaktický komentář..

V práci dále byla podrobněji představena metoda CLIL a metodologie, podle ńıž
byly realizovány tři vyučovaćı hodiny. Byla popsána př́ıprava na vyučovaćı hodiny a je-
jich pr̊uběh. Výuka byla reflektována autorkou práce, stálými vyučuj́ıćımi matematiky
a německého jazyka i žáky, kteř́ı hodiny absolvovali.

Výuka metodou CLIL proběhla podle očekáváńı, žáci v hodině spolupracovali a všechny
naplánované aktivity se podařilo stihnout. Ukázalo se ale, že metoda CLIL má př́ınos
v oblasti slovńı zásoby a komunikačńıch schopnost́ı v ciźım jazyce i v odborných znalos-
tech v nejazykovém předmětu jedině tehdy, je-li oběma těmto ćıl̊um věnován ve výuce
dostatečný čas na procvičeńı a zopakováńı učiva. Z reflex́ı vyplývá, že výuka metodou
CLIL byla pro žáky velmi náročná. Důvodem bylo zejména to, že byla propojena pro žáky
obt́ıžná oblast matematiky s ciźım jazykem, který byl žáky též vńımán jako obt́ıžný. Je
zřejmé, že stanovené ćıle by bylo lepš́ı rozdělit do v́ıce vyučovaćıch hodin, než jsme měli
k dispozici. Žáci ovšem uváděli, že výuka matematiky v ciźım jazyce jim umožnila nový po-
hled na předmět a že d́ıky ciźımu jazyku o matematice přemýšleli jinak. Většina hodnotila
hodiny vedené metodou CLIL jako zaj́ımavou zkušenost.

Na tuto práci by bylo možné navázat dlouhodoběǰśım projektem, který by propojoval
výuku matematiky a ciźıho jazyka. Výuka touto metodou realizovaná např́ıklad celé pololet́ı
by mohla rozš́ı̌rit již existuj́ıćı poznatky o této metodě. Žáci by si prohloubili slovńı zásobu
v oblasti matematiky, takže by se komunikace v ciźım jazyce stávala snažš́ı. Byla by též
možnost klást větš́ı d̊uraz na opakováńı učiva v matematice.

67
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3.4 Křivka spirálového tvaru tvořená polokružnicemi . . . . . . . . . . . . . . . 29
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3.12 Prvńı čtyři iterace procesu vzniku Kochovy vločky, obrázek vygenerován z
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Př́ılohy

Na následuj́ıćıch stranách jsou uvedeny př́ılohy A, B a C. Prvńı dvě souviśı s realizaćı výuky
metodou CLIL, jej́ıž pr̊uběh a refelexe jsou popsány v kapitole 6, třet́ı př́ıloha obsahuje
řešené aplikované vizualizované úlohy na součet nekonečné geometrické řady.

Př́ıloha A obsahuje přetisk pracovńıho listu použitého ve výuce realizované v rámci
této práce. Pracovńı list se skládá ze dvou stránek. Jedná se o motivačńı úlohu s německy
psaným př́ıběhem a otázkami k př́ıběhu. Ty směřuj́ı k tomu, aby si žáci připomněli, že
součet nekonečně mnoha člen̊u může být v některých př́ıpadech konečný. Na závěr si
žáci zopakuj́ı vzorec pro součet nekonečné geometrické řady. Pracovńı list byl vytvořen
autorkou práce. V př́ıloze B je slovńıček pojmů, s nimiž bylo ve výuce pracováno a žáci jej
měli k dispozici.

V př́ıloze C je k dispozici zadáńı a řešeńı včetně postupu těch vizualizovaných úloh
tématu nekonečná geometrická řada, které nám připadaly zaj́ımavé, avšak pro plynulost
textu jsme jejich podrobné řešeńı nezařadili do vlastńıho textu práce. Úlohy mohou po-
sloužit jako inspirace učitel̊um matematiky.
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B Slovńıček
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C Řešené úlohy

C.1 Úloha s Dradratem

Zadáńı úlohy:1 Dradrat2 je
”
zv́ı̌rátko“, které je vytvořeno z čtverc̊u a pravoúhlých

trojúhelńık̊u (viz obr. C.1). Prvńı čtverec stoj́ı
”
na zemi“, nad ńım je sestrojen pravoúhlý

trojúhelńık s menš́ım z ostrých úhl̊u o velikosti 30◦. Nad jeho deľśı odvěsnou je sestro-
jen daľśı čtverec. Nad stranou tohoto nového čtverce, která je protilehlá straně společné
s trojúhelńıkem, je sestrojen daľśı trojúhelńık podobný prvńımu. Nad deľśı z jeho odvěsen
sestroj́ıme daľśı čtverec a tak dále. Prvńı čtverec má délku strany 1. Existuje Dradrat s libo-
volně velkým obsahem? Existuje Dradrat, který se svou ”hlavou”(tj. nejmenš́ım čtvercem,
ze kterého se skládá) dotkne země?

Obr. C.1: Dradrat vytvořený z deseti čtverc̊u a dev́ıti trojúhelńık̊u

Řešeńı úlohy: Součet obsah̊u všech čtverc̊u a trojúhelńık̊u v nekonečném Dradratu kon-
verguje, nebot’ obsahy čtverc̊u i trojúhelńık̊u se zmenšuj́ı s kvocientem menš́ım než 1.
Konkrétně se jedná kvocient q = 3

4
. Tento kvocient můžeme naj́ıt, najdeme-li nejprve pod́ıl

délek stran druhého a prvńıho čtverce Dradratu, resp. délek přepon druhého a prvńıho
trojúhelńıku Dradratu, které se stranami čtverc̊u splývaj́ı. Strana prvńıho čtverce je podle
zadáńı rovna 1. Strana druhého čtverce je rovna délce deľśı odvěsny prvńıho trojúhleńıku
Dradratu, která je rovna cos 30◦ =

√
3
2
. Kvocient zmenšováńı délek jednotlivých část́ı Dra-

dratu je tedy roven
√
3
2
. Kvocient zmenšováńı obsah̊u jednotlivých část́ı Dradratu je pak

roven
(︂√

3
2

)︂2
= 3

4
. Neexistuje tedy Dradrat s libovolně velkou plochou.

Z obrázku C.1 vyplývá, že orientace čtverc̊u v̊uči prvńımu čtverci se změńı o 90◦ každý
daľśı třet́ı čtverec. Sedmý čtverec tedy bude opět orientovaný rovnoběžně se

”
zemı́“, nebude

1Převzato z (Freudigmann a kol., 2009: s. 172).
2Dradrat je neologismus vytvořený z německého

”
Dreieck“ [trojúhelńık] a

”
Quadrat“ [čtverec].
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se j́ı ale dotýkat, nebot’ čtverce i trojúhelńıky se stále zmenšuj́ı. Ani desátý čtverec, který
bude v̊uči sedmému ńıže, nedosáhne kv̊uli zmenšováńı s kvocientem menš́ım než 1

”
země“.

Dále bude Dradrat stoupat a daľśı čtverce již úrovně desátého čtverce nedosáhnou ze
stejného d̊uvodu.

C.2 Úloha o vzdálenosti konc̊u spirály

Zadáńı úlohy:3 Spirála na obrázku C.2 se skládá z nekonečně mnoha polokružnic a plat́ı,
že každý daľśı pr̊uměr poč́ınaje pr̊uměren druhé polokružnice je roven čtyřem pětinám
pr̊uměru předchoźı polokružnice. Pr̊uměr prvńı polokružnice je roven 10 cm. Pravý koncový
bod spirály se bĺıž́ı bodu E. Jak daleko jsou od sebe vzdáleny body A a E?

Obr. C.2: Křivka spirálového tvaru tvořená polokružnicemi

Řešeńı úlohy: Pr̊uměr d1 prvńı polokružnice je roven 10 cm, pr̊uměr každé daľśı polo-
kružnice je roven čtyřem pětinám pr̊uměru předchoźı polokružnice. Pr̊uměry polokružnic
dn tedy tvoř́ı geometrickou posloupnost s kvocientem q = 4

5
. Vzdálenost mezi body A a E

můžeme vyjádřit jako:

|AE| = d1 − d2 + d3 − d4 + · · · + (−1)n−1dn + · · · .

Vzdálenost |AE| je tedy rovna součtu nekonečné geometrické řady

∞∑︂
n=1

d1 ·
(︃
−4

5

)︃n−1

= d1 ·
1

1 −
(︁
−4

5

)︁ = 10 · 5

9
=

50

9
.

Body A a E jsou vzdáleny 50
9

cm.

3Převzato z (Malle a kol., 2014: s. 137).
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C.3 Úloha o vzdálenosti konc̊u vlny

Zadáńı úlohy:4 Křivka ve tvaru vlny se skládá z nekonečně mnoha polokružnic, kde
pr̊uměr každé daľśı polokružnice poč́ınaje druhou polokružnićı je roven dvěma třetinám
pr̊uměru polokružnice přechoźı (viz obr. C.3). Jak daleko jsou od sebe vzdáleny koncové
body křivky A a E, jestliže prvńı polokružnice má pr̊uměr 6 mm?

Obr. C.3: Křivka tvořená polokružnicemi zmenšuj́ıćımi se v daném poměru

Řešeńı úlohy: Pr̊uměr d1 prvńı polokružnice je roven 6 mm, pr̊uměr každé daľśı polo-
kružnice je roven dvěma třetinám pr̊uměru předchoźı polokružnice. Pr̊uměry polokružnic
dn tedy tvoř́ı geometrickou posloupnost s kvocientem q = 2

3
. Vzdálenost mezi body A a E

můžeme vyjádřit jako:

|AE| = d1 + d2 + d3 + d4 + · · · + dn + · · · .

Vzdálenost |AE| je tedy rovna součtu nekonečné geometrické řady

∞∑︂
n=1

d1 ·
(︃

2

3

)︃n−1

= d1 ·
1

1 − 2
3

= 6 · 3 = 18.

Body A a E jsou vzdáleny 18 mm.

4Převzato z (Malle a kol., 2014: s. 136).
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C.4 Úloha s vepsanými čtverci do trojúhelńıku

Zadáńı úlohy:5 Rovnoramennému trojúhelńıku o základně dlouhé 10 cm a výšce 6 cm je
vepsán čtverec, jehož strana lež́ı na základně trojúhelńıku (obr. C.4). Do rovnoramenného
trojúhelńıku, který vznikl nad vepsaným čtvercem, je vepsán daľśı čtverec, který stoj́ı na
základně tohoto trojúhelńıku. Podobně jsou vepsány daľśı čtverce a proces pokračuje do
nekonečna. Vypoč́ıtejte a) součet obsah̊u vepsaných čtverc̊u, b) součet obvod̊u vepsaných
čtverc̊u.

Obr. C.4: Rovnoramenný trojúhelńık s vepsanými čtverci

Řešeńı úlohy: Nejprve vypočteme délku strany a1 prvńıho vepsaného čtverce. Využijeme
podobnosti trojúhelńık̊u. Původńı rovnoramenný trojúhelńık a trojúhelńık, který vznikne
nad prvńım vepsaným čtvercem, jsou podobné podle věty uu. Z toho plyne, že se rovnaj́ı
poměry délek jejich základem a výšek, tedy

6 − a1
6

=
a1
10

.

Odtud lze vyjádřit a1 = 15
4

cm. Jelikož známe délky základen obou podobných trojúhelńık̊u,
lze vyjádřit koeficient podobnosti k jako jejich poměr:

k =
a1
10

=
15
4

10
=

3

8
.

Z tohoto vztahu můžeme rekuretně vyjádřit délku an strany n-tého vepsaného čtverce jako

an =
3

8
· an−1.

Délky stran vepsaných čtverc̊u tvoř́ı tedy geometrickou posloupnost s kvocientem q = 3
8
.

Pro obsah S1 prvńıho čtverce plat́ı:

S1 = a21 =

(︃
15

4

)︃2

=
225

16
cm2.

5Převzato z (Malle a kol., 2014: s. 137).
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Pro obsah S2 druhého vepsaného čtverce plat́ı:

S2 = a22 =

(︃
a1 ·

3

8

)︃2

=

(︃
15

4
· 3

8

)︃2

=
2 025

1 024
cm2.

Kvocient q′ posloupnosti obsah̊u vepsaných čtverc̊u lze vyjádřit jako pod́ıl S2 a S1, tedy
q′ = 9

64
. Pro součet obsah̊u všech vepsaných čtverc̊u plat́ı:

s =
∞∑︂
n=1

S1 ·
(︃

9

64

)︃n−1

=
225

16
· 1

1 − 9
64

=
225

16
· 64

55
=

180

11
cm2.

Součet obsah̊u všech vepsaných čtverc̊u je 180
11

cm2.

Obvod o1 prvńıho vepsaného čtverce je roven 4 · a1 = 15 cm. Obvod o2 druhého ve-
psaného čtverce je roven 4 · a2 = 4 · 3

8
· a1 = 3

2
· 15

4
= 45

8
cm. Kvocient q′′ posloupnosti

obvod̊u vepsaných čtverc̊u je roven pod́ılu obvod̊u o2 a o1, tedy q′′ = 3
8
. Pro součet obvod̊u

vepsaných čtverc̊u plat́ı:

s′ =
∞∑︂
n=1

o1 ·
(︃

3

8

)︃n−1

= 15 · 1

1 − 3
8

= 15 · 8

5
= 24 cm.

Součet obvod̊u všech vepsaných čtverc̊u je 24 cm.
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C.5 Úloha se schodǐstěm

Zadáńı úlohy:6 Seřazeńım nekonečně mnoha čtverc̊u vedle sebe (viz obr. C.5) vznikne
schodǐstě s nekonečně mnoha stupni. Délky stran čtverc̊u se zmenšuj́ı vždy o jednu čtvtinu.
Velikost strany prvńıho čtverce je 0,5 m. Vypoč́ıtejte a) součet délek všech stupnic,7

b) součet délek všech stupnic a podstupnic8 dohromady.

Obr. C.5: Schodǐstě tvořené čtverci zmenšuj́ıćımi se vždy o jednu čtvrtinu

Řešeńı úlohy: Posloupnost délek stran čtverc̊u má kvocient q = 3
4
. Součet délek všech

stupnic je tedy roven součtu délek stran všech čtverc̊u. Prvńı čtverec má délku strany
0,5 m, proto součet všech stupnic je roven:

s =
∞∑︂
n=1

0,5 ·
(︃

3

4

)︃n−1

= 0,5 · 1

1 − 3
4

= 2.

Součet délek všech stupnic je tedy roven 2 m.

Nyńı vypoč́ıtáme součet délek všech podstupnic. Kvocient q′ posloupnosti délek podstupnic
je také roven 3

4
. Délka prvńı podstupnice p1 je rovna jedné čtvrtině délky strany prvńıho

čtverce, tedy p1 = 0,5 · 1
4

= 1
8
. Součet délek všech podstupnic je tedy roven:

s′ =
∞∑︂
n=1

1

8
·
(︃

3

4

)︃n−1

=
1

8
· 1

1 − 3
4

=
1

2
.

Součet délek všech stupnic a postupnic je tedy roven 21
2

m.

6Převzato z (Malle a kol., 2014: s. 137).
7Stupnice je část schodu, na kterou uživatelé schodǐstě našlapuj́ı.
8Podstupnice je část schodu, která se nacháźı mezi jednotlivými schodǐst’ovými stupni.
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C.6 Úloha s lomenou čárou ve tvaru spirály

Zadáńı úlohy:9 Bodem Q procháźı šest př́ımek tak, že dvojice sousedńıch př́ımek sv́ıraj́ı
navzájem shodný úhel. Bod P lež́ı na jedné z těchto př́ımek a je vzdálen 6 cm od bodu Q.
V bodě P zač́ıná taková nekonečná lomená čára, že jej́ı jednotlivé úsečky jsou vždy kolmé na
následuj́ıćı př́ımku po směru hodinových ručiček (viz obr. C.6). Vypoč́ıtejte délku lomené
čáry.

Obr. C.6: Lomená čára ve tvaru spirály

Řešeńı úlohy: Sousedńı př́ımky procházej́ıćı bodem Q maj́ı odchylku 30◦. Délku odvěsny
pravoúhlého trojúhelńıku PQA1, který vznikl nad přeponou PQ, lze vypoč́ıtat pomoćı
funkce sin 30◦ = |PA1|

6
, odtud |PA1| = 3 cm. Délka odvěsny PA1 lež́ıćı proti bodu Q je

tedy rovna polovině délky přepony PQ. Druhá odvěsna QA1 má délku 3
√

3 cm. Tato
odvěsna je zároveň přeponou daľśıho pravoúhleho trojúhelńıku A1QA2, který je podle věty
uu trojúhelńıku PQA1 podobný. Koeficient podobnosti k těchto trojúhelńık̊u je roven:

k =
3
√

3

6
=

√
3

2
.

Koeficient podobnosti k je roven kvocientu geometrické posloupnosti, jej́ıž členy jsou délky
úseček, z nichž je tvořena lomená čára. Jelikož známe délku prvńı úsečky lomené čáry
a hodnotu kvocientu, pro délku celé lomené čáry plat́ı:

s =
∞∑︂
n=1

3 ·

(︄√
3

2

)︄n−1

= 3 · 1

1 −
√
3
2

= 3 · 2

2 −
√

3
=

6

2 −
√

3
= (12 + 6

√
3) cm.

Lomená čára je dlouhá (12 + 6
√

3) cm.
9Převzato z (Malle a kol., 2014: s. 137).
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C.7 Úloha se Sierpińského trojúhelńıkem

Zadáńı úlohy:10 Z rovnostranného trojúhelńıku jsou postupně vystřihovány b́ılé
trojúhelńıky jako na obrázku C.7. Ukažte, že součet obsah̊u všech b́ılých trojúhelńık̊u je
roven obsahu p̊uvodńıho šedého trojúhelńıku.

Obr. C.7: Proces konstrukce Sierpińského trojúhelńıku

Řešeńı úlohy: Pokud by součet obsah̊u všech b́ılých trojúhelńık̊u byl roven obsahu prvńıho
šedého trojúhelńıku, znamenalo by to, že by obsah Sierpińského trojúhelńıku, který od-
pov́ıdá součtu obsah̊u všech šedých trojúhelńık̊u, byl roven 0. Označme obsah prvńıho
trojúhelńıku z obrázku C.7 jako S. Druhý trojúhelńık v pořad́ı chápeme jako prvńı ite-
raci konstrukce fraktálu Sierpińského trojúhelńıku, obsah šedých ploch označ́ıme S1. Třet́ı
obrázek odpov́ıdá druhé iteraci atd. Vyjádř́ıme obsah Sn všech šedých trojúhelńık̊u pro
n-tou iteraci:

Sn =

(︃
3

4

)︃n

· S,

nebot’ obsah šedých trojúhelńık̊u je pro danou iteraci roven vždy třem čtvrtinám obsahu
šedých trojúhelńık̊u v iteraci předchoźı. Proces konstrukce fraktálu je nekonečný, hledáme
tedy hodnotu Sn v nekonečnu. Plat́ı, že

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(︃
3

4

)︃n

· S = 0.

Obsah Sierpińského trojúhelńıku je tedy nekonečně malý a obsah
”
vystřižených“

trojúhelńık̊u je roven obsahu p̊uvodńıho rovnostranného trojúhelńıku.

10Převzato z (Malle a kol., 2014: s. 137).
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