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1. Uvod

Derivace a integral jsou slova, ktera casto budi ve verejném prostoru intenzivni
emoce a negativni vzpominky. Pfesto si bez nich nelze predstavit jakékoliv po-
krocilé studium fyziky a matematiky. Ale i v bézném zivoté lze uplatnit zptsob
mysleni, ktery je s infinitesimalnim poctem spojen, jak ukazuji ¢etné aplikace.
Radi bychom ukéazali, ze jde o zajimavé a uzitecné partie, které pres svou naroc-
nost v sobé skryvaji také krasu a eleganci. Ze stoji za to se jim naucit.

Nasim cilem je podporit ucitele ve vyuce derivaci a integralti a nabidnout mu
k tomu hodnotné materialy: sérii ivah, otazek a odpovédi, které jsou s vyukou
spojeny a které by si mél uvédomovat, dale texty, které transformuji latku no-
vym zpusobem, a sbirku zajimavych ptikladi. V diskuzi o soucasné vyuce, kterou
stavime na zkusenostech z praxe, predstavime dvé zakladni myslenky, které pro-
stupuji celou praci. Za prvé, diferencidlni a integralni pocet je potfeba uc¢inné
motivovat a také prakticky aplikovat. Myslime, ze vyuka neméa znamenat mecha-
nické aplikovani vypocetnich postupt jako schémata per partes a ze motivaci pro
dnesniho stredoskolaka podle nas nestaci hledat v historickych konotacich o hle-
dani te¢ny. Druhou myslenkou je, ze vyuka neméa byt skokem do nezndma, ale
ma navazovat na prirozené vybudované prekoncepty, myslenky a postupy ziskané
v predchozim studiu, dokonce uz na zdkladni skole. Klicem k snadnéjsi a kvalit-
néjsi vyuce derivaci a integrala je podle nas cilena a pecliva propedeutika. Aby
byla tc¢inna, musi s ni ucitel ptijit ve spravny cas a na spravném misté. Uciteli
tyto prilezitosti nabizime prostirednictvim textti a bohaté sbirky fesenych pri-
kladt, které se latce vénuji novou optikou. Texty miize ucitel podle své potieby
upravit ve vyukové pro konkrétni skupiny zaktu. Priklady maji vysoky motivacni
a aplika¢ni potencial ¢i propedeutickou funkci, mnohé z prikladi jsou tplné nové.

V prvni kapitole po zamysleni nad stavem soucasné vyuky prichazi vycet kli-
c¢ovych pojmi, jejichz propedeuticka je podle nas opomijena. Skrz celou kapitolu
(si) klademe otdzky, které podle nés jsou aktualni pro ucitele jako jednotlivce
i celou odbornou verejnost. Na otazky se pokusime odpovédét, ale mnohdy je jen
samotna formulace otdzky posunem vpred. V prvni kapitole také prostudujeme
riznorodou literaturu od zakladoskolskych uc¢ebnic po vysokoskolské, od velmi
starych po nejnovejsi. Provedeme jejich analyzu z hlediska vystavby latky i jeji
propedeutiky. Druhé kapitola je srdce této prace. V ni prezentujeme inovativni
texty a nabizime velké mnozstvi prikladi do rtznych prilezitosti. Uciteli davame
k dispozici sadu propedeutickych cviceni a situaci, kde zalozi koncepty jmenované
v prvni kapitole. Také mu davame priklady k samotné vyuce a aplikacim. Ty podle
nas ucitel neméné potiebuje, aby mél nadhled a mohl vyuku t¢inné motivovat.
Téz se vénujeme didaktickym transformacim specifickych témat ve snaze pred-
stavit je jako nastroj propedeuce ¢i jako motivacni néstroj a moznost praktického
uplatnéni latky. Piiklady i texty se snazime radit tematicky a chronologicky.

Kvalitni vyuka derivaci a integralti se neobejde bez motivace a aplikace ve
fyzice, proto tzké propojeni matematiky s fyzikou prochéazi celou praci. V di-
sledku muze byt pro jednostranné specializovaného ucitele jeji ¢teni narocnejsi.
Vzhledem k rozsahu diferencialniho a integralniho po¢tu nemtzeme v této préci
postihnout vse. Doufame, zZe rozpoutame Sirsi diskuzi o propedeutice a didaktice
infinitesimédlniho poc¢tu. A Ze tato publikace pomuze ke zlepseni vyuky.



2. Otazky soucasné vyuky
diferencialniho a integralniho
poctu

Vyssi matematika predstavuje zajimavé téma, kterému je potfeba vénovat
se po didaktické strance. Soustiedény vyzkum bohuzel postradame, coz bychom
radi napravili. Tato prace ma byt jeho prvnim krokem. Nejprve zhodnotime, jak
aktualné vyuka vypada a poté predstavime nameéty a napady, které by ji mély po-
moci. Podkladem pro nase zamysleni nad soucasnou vyukou jsou zejména vlastni
zkuSenosti autora jako zdka/studenta a jeho zkuSenosti z ucitelské praxe na niz-
§im a vy$sim gymndaziu (Gymnézium Nad Stolou, Praha), zkusenosti z ucitelské
praxe na vysoké skole (FJFI CVUT, FIT CVUT) a praxe douc¢ovani. Pravé proto,
ze je autor detailné obeznamen se souc¢asnym stavem vyuky v rtznych vékovych
stupnich a denné se s nize zminénymi problémy setkava, povazujeme text za hod-
notny i pres relativné kratkou praxi — 6 let na univerzité, od roku 2018/2019 na
gymndziu (plus predchozi praxe pri studiu MFF UK). Tim, ze velkd Cast nésle-
dujiciho textu cerpa z osobni zkusenosti, a prezentuje tedy osobni nazory autora
a jeho vnimani soucasné situace, ji neni mozno podlozit vyzkumem. Takové vy-
zkumy nicméné ani neexistuji. Sami jsme se pustili do drobného dotaznikového
SetTeni, které nase subjektivni vyjadreni podklada objektivnimi fakty. Doufame,
ze tedy tato prace bude slouzit jako predbézna tivaha a dobry zdklad k budoucimu
detailnimu vyzkumu, ktery povede ke zkvalitnéni vyuky na nasich skolach.

Vyznamnym faktem, ktery se bude do celého textu promitat, je neoddéli-
telnost matematiky a fyziky. Na zdkladni a stifedni skole je matematicky svét
motivovan praxi, realitou, zivotni zkusenosti ditéte, primarné tedy jde o teorii
vystavénou na motivaci z praxe. Naopak fyzika je postavena jako matematicky
popis svéta, Cili vyuzivd matematickych poznatki (teorie) k popisu prirodnich
déju (praxe). Jenze toto vymezeni nema pevnou hranici a jak matematika, tak
fyzika pouziva obousmérné uvazovani teorie <> praxe. Celkové vzajemné propo-
jeni matematiky s fyzikou je neoddiskutovatelné, coz v této praci to respektujeme
a uvazujeme chvili vice matematicky, chvili ryze fyzikalné.

Nez zacneme s rozborem soucasné vyuky vyssi matematiky, sezndmime cte-
nare se zkratkami a formulacemi, které budeme pro strucnost pouzivat. Vénujeme
se diferencialnimu a integralnimu poctu, souhrn obou témat zapiseme zkratkou
D&, coz ctenar muze Cist jako "derivace a integraly'. Pokud bude tieba speci-
fikovat pouze pocet diferencialni, budeme psat DP, v pripadé integralniho IP.
Budeme pouzivat bézné zkratky ZS, SS a VS pro skoly zdkladni, stfedni a vysoké.

2.1 Vyssi matematika na stredni skole

"Ma smysl vénovat se vy$Si matematice na SS?" Duvodt, pro¢ by
se mély D&I vyucovat je mnoho. Infinitesimélni pocet je klicovym prvkem pro
mnoho disciplin, nejde jen o matematickou hricku. Predstavuje zptusob vnimani
svéta a dava nastroje, které jsou nepostradatelné pro technickou i jinou praxi.
K tomu se vratime v dalSich odstavcich, ale nyni stru¢né ukazeme, ze D& I patii



na SS. Diivody nachazime nejen v samotné latce, ale také v rdmcovych vzdélava-
cich programech a oporu mame i v zahrani¢nim vzdélavani.

Cesky vzdélavaci systém se dnes opird o RVP, viz stranky Narodniho vzdé-
lavactho tstavu: www.nuv.cz. Ctéme z plant gymnazidlni vyuky matematiky
a fyziky. Cile vzdélavani podle tohoto dokumentu mezi dalsimi mii{ k:

« osvojovani zakladnich matematickych pojmi a vztahti postupnou abstrakci
a zobecnovanim na zakladé poznavani jejich charakteristickych vlastnosti,

o urcovani, zafazovani a vyuzivani pojmi, k analyze a zobecnovani jejich
vlastnosti,

o vytvareni zdsoby matematickych pojmu, vztahi, algoritmi a metod feseni
uloh a k vyuzivani osvojeného matematického aparéatu,

o rozvijeni zkusenosti s matematickym modelovanim (k ¢innostem, kterymi se
uci poznavat a nalézat situace, v nichz se miize orientovat prostrednictvim
matematického popisu), k vyhodnocovani matematickych modeli, k poznéa-
vani mezi jejich pouziti, k védomi, Ze realita je slozitéjsi nez jeji matematicky
model, Ze dany model mtze byt vhodny pro vice situaci a jedna situace miize
byt vyjadfena ruznymi modely),

o rozvoji logického mysleni a isudku, vytvareni hypotéz na zakladé zkusenosti
nebo pokusu, k jejich ovérovani nebo vyvraceni pomoci protiprikladi,

o analyzovani problému a vytvareni planu feseni, k volbé spravného postupu
pri feseni 1loh a problémi, k vyhodnocovani spravnosti vysledku vzhledem
k zadanym podminkam,

e rozvijeni geometrického vidéni a prostorové predstavivosti,

e praci s matematickymi modely, k védomi, ze k vysledku lze dospét riznymi
zpusoby,

» rozvijeni dovednosti pracovat s riznymi reprezentacemi,

e pochopeni vzajemnych vztaht a vazeb mezi okruhy uciva a k aplikaci mate-
matickych poznatkt v dalsich vzdélavacich oblastech,

e pochopeni matematiky jako soucéasti kulturniho dédictvi a nezaménitelného
zpusobu uchopovani svéta.

e tvorbé modelu prirodniho objektu ¢i procesu umoznujiciho pro dany pozna-
vaci ucel vhodné reprezentovat jejich podstatné rysy ¢i zakonitosti,

o pouzivani adekvatnich matematickych a grafickych prostredka k vyjadro-
vani prirodovédnych vztaht. a zakont.

K témto bodim velkou mérou prave D&I prispivaji. Proto povazujeme za
vhodné latku zaiadit do SS vyuky. Piitom ovSem latku v kurikulu RVP (ani)
pro gymnéazia nenachdzime. Pro Uplnost upozornujeme, ze D&I chybi i v pro-
gramech stavari, elektrotechniki, ucetnich, zkratka vsude. Za problém to pova-
zujeme v oborech, pro které jsou D&I dulezité. Abychom ale nektivdili nasim
Skolam a ucitelfim, musime zdiraznit, Ze se na vétsiné SS Zaci s D&I setkaji
navzdory tomu, ze RVP je explicitné nejmenuji.
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Pokud se podivame do zahrani¢i, vyssi matematika je zafazena naprosto
bézné, i kdyz se nékde vyskytuje jen ve vyssi trovné obtiznosti zavérecénych
zkousek — napt. A-levels britskych GCSE zkousek. Prijimaci zkousky na Oxford
https://www.maths.ox.ac.uk/system/files/attachments/test19.pdf,
obdoba maturity v Ciné https://www.sinoskop.cz/analyzy-komentare/ma
turita-z-matematiky-u-nas-strasak-v-cine-povinnost?fbclid=IwAR36
sdxe0ZLy5VNNCX jmFb2WY2u3e JmW-pObplVImJ3dCaiWGIYBOt-ciWO ¢i americké
tutorské stranky https://www.varsitytutors.com/high _school_math_diagn
ostic_1-problem-21706 demonstruji, Ze v ciziné maji D& na SS misto.

Shrnujeme, ze: "Urcita forma infinitesimalniho poc¢tu by méla byt sou-
casti stredoskolského vzdélani," ovsem rozhodné nepodporujeme suchoparny
vyklad doplnény pouze rozsahlou sadou vzorct pro derivaci a integraci a mecha-
nickym pocitanim. Namisto toho je podle nas treba, aby zak vidél praktické vyu-
ziti, aplikace poctu, fyzikalni presah i geometricky vyznam a celkovou uzitecnost
této teorie. K tomu by méla byt dostateéné strucna, le¢ vécné co nejspravnéjsi.
I o to se v této praci budeme snazit.

Zminili jsme, Ze se na nagich SS 7aci vy$§i matematice u¢i. Abychom poznali,
v jakém stavu soucasna vyuka je, vytvorili jsme dotaznik, ktery jsme predlozili
studenttim nastupujicim do prvnfho ro¢niku na FJFI CVUT v Praze. Zadani
i podrobné vyhodnoceni tohoto dotazniku nalezne ¢tenar v dodatku A. Zde napi-
seme pouze strucné shrnuti. Drtiva vétsina studentt prosla urcitou formou vzdé-
lani o D&I, ale jejich znalosti jsou znacné diskutabilni. Presto, zZe slo o studenty
na matematicko-fyzikalné orientované fakulté, asi ¢tvrtina nema ani tuseni o vy-
znamu derivace jako smérnice tecny, asi 35% jich neni schopno zapsat pravidlo
integrace per partes. Jelikoz se domnivame, Ze mechanické poucky o aritmetice
D&I nejsou to klicové, tazali jsme se téz na vyuziti, aplikace, kde jsme rovnéz
u velké casti studentt zaznamenali smutné vysledky. Témeér ¢tvrtina jich ne-
podala jedinou aplikaci DP, I P neumi nijak aplikovat asi 8% studentu. Mezi
aplikace jsme pritom pocitali i urceni teény ke grafu funkce ¢i obsahu plochy
pod kiivkou. Velkou inspiraci pro D& jsou fyzikalni problémy, zkoumali jsme,
zda u zéka doslo k propojeni infinitesiméalniho poctu s latkou SS fyziky. Ptesto,
ze derivace je obvykle vykladana s motivaci v pojmu rychlost, dotaznik zjistuje,
ze D&I zustavajl abstraktnim matematickym problémem odfiznutym od svych
hodnotnych moznosti v podobé riznych fyzikalnich aplikaci. Dalsim zajimavym
zjisténim z dotazniku je, Ze asi ¢tvrtina studenti (matematické vysoké skoly!)
se na SS nesetkala s pojmem spojitosti. Abychom student@im jenom nek¥ivdili,
konstatujeme, ze urc¢ité povédomi o latce i aplikacich vétsina z nich ma. Jejich
sebehodnoceni ovsem precenuje jejich objektivné nabyté znalosti a schopnosti.

Pri¢inu této situace neprisuzujeme zaktim. Z nasi zkusenosti bychom totiz
s nadsazkou mohli Fict, ze existuji dvé skupiny lidi: ti, kteri D& miluji, a ti, kteri
jim jesté neporozuméli. Pri¢inu negativnich vysledkti v dotazniku tedy prisuzu-
jeme spiSe tomu, Ze se Zaci na SS nejspis nesetkali s dostatecné kvalitni vyukou.
K tomu podle nas prispiva nékolik bodii:

« (De)motivace. Po 13 letech povinné matematiky, navic v obdobi slozitého
osobnostniho vyvoje, zak nejspise ztraci chuf do latky, o které navic z ve-
fejného minéni a médii ziskava prevazné negativni predsudky. Je potieba
kvalitni motivace v pritbéhu celého SS studia.


https://www.maths.ox.ac.uk/system/files/attachments/test19.pdf
https://www.sinoskop.cz/analyzy-komentare/maturita-z-matematiky-u-nas-strasak-v-cine-povinnost?fbclid=IwAR36sdxeOZLy5VNNCXjmFb2WY2u3eJmW-p0bplVImJ3dCaiWGIYB0t-ciW0
https://www.sinoskop.cz/analyzy-komentare/maturita-z-matematiky-u-nas-strasak-v-cine-povinnost?fbclid=IwAR36sdxeOZLy5VNNCXjmFb2WY2u3eJmW-p0bplVImJ3dCaiWGIYB0t-ciW0
https://www.sinoskop.cz/analyzy-komentare/maturita-z-matematiky-u-nas-strasak-v-cine-povinnost?fbclid=IwAR36sdxeOZLy5VNNCXjmFb2WY2u3eJmW-p0bplVImJ3dCaiWGIYB0t-ciW0
https://www.varsitytutors.com/high_school_math_diagnostic_1-problem-21706
https://www.varsitytutors.com/high_school_math_diagnostic_1-problem-21706

o Abstrakce a formalnost. Pii vyuce D& klademe na zaka nesmirné vy-
soké naroky. Kromé porozuméni samotnému tématu jej nutime pracovat
s formalnimi abstraktnimi definicemi, které podkladame jen minimalné gra-
fickymi ilustracemi a praktickymi aplikacemi. Zak se tedy musi popasovat
s logickymi vyroky, vnimanim infinitesimalnich veli¢in atd. Tim se nemuze
sousttedit vyhradné na zakladni nosné myslenky, které by postupné rozvijel
a az posléze sam korektné formuloval.

o Absence propedeutiky. Na predchozi bod bezprosttedné navazuje fakt,
ze pokud bychom v zakovi intuitivné béhem predchoziho studia vystavéli
prekoncepty, nebyla by samotna vyuka narocnou védou, ale jen ujasnénim
jiz tuseného, setridéni poznatki a vyjasnéni vzajemnych vztaht nacrtnutych
drive. To se ovSem nedéje. Na rozdil od geometrie, jiz se vénuje zak od prvni
tridy, neexistuje zadna cilend propedeutika pro D&I. Presto, ze se zak napr.
o rok diive vénuje limité posloupnosti, mozna se malo jako ucitelé vénujeme
tomu, aby toto téma smeérovalo k myslenkam, které za rok ptijdou u derivace
funkce. Vyznamny propedeuticky potencial ma nékolik sekci v matematice
a také ve fyzice, bylo by tedy vhodné je identifikovat a k propedeutickym
ucelim cilené rozvinout. Podle nés je cilena propedeutika D& I opomijena,
pri tom velmi dilezita soucast vyuky matematiky a fyziky.

o Osobnost ucitele. Jsme si védomi, ze ucitelé odvadéji svou praci dobre,
ovsem obvykle postupuji v souladu s ucebnicemi a tradi¢ni vyukou, ktera
podle nas v predchozich bodech selhava. V osobnosti ucitele nalézame kli-
covy faktor, ktery je schopen uc¢inné motivovat, smysluplné a srozumitelné
vysvétlovat klicové myslenky a také vcas a peclivé pripravovat pidu pro
budouci vyuku D& 1.

Tyto body nejsou vse, ale tvori kostru toho, ¢emu se budeme ve zbytku prace
vénovat. Jimi bychom chtéli dat odpovédi na otazky, které patrné maji ucitelé
v povédomi, ale nevénuje se jim zadny ani izolovany vyzkum. Tyto otazky nyni
budeme struéné formulovat a pokusime se na né odpovédét. ,, Jak napravit
negativni vnimani D&I u laické verejnosti?* Kromé zlepseni kvality vy-
uky si myslime, Ze ve verejném prostoru chybi nazor opacny k nazoru lidi, jimz
byly D&I noc¢ni murou. Nedostatecnd medidlni prezentace matematiky /fyziky
a matematiki/fyzika s dirazem na vyznam D& se ndm zdéd prevalcovana pro-
hlasenimi jako "Matematika mi nikdy nesla. Derivace a integraly jsem nenavidél!"
S timto aspektem ovsem v této praci nemizeme nic délat, soustfedime se na jiné
otazky. ,,Jak ucéinné motivovat D&I?7¢ Odpovéd hledame v bohatych prak-
tickych aplikacich. Hledani tec¢ny ke grafu je sice zasluzné, ale z nasich zkusSenosti
se zakovi jevi spise jako otazka pro teoretického matematika. Doplnéni o histo-
rii 0 Newtonovi a Leibnizovi podle nas nepredstavuje pro dnesniho zaka zadnou
motivaci. Zakim bychom méli nabidnout zajimavé otézky, jako: Proé¢ je mydlova
bublina kulata? Pro¢ plati zakon lomu svétla? Jak se nejrychleji dostat z mista
A do mista B? Jak nejlevnéji postavit bazén? Jak urcit drahu nejdelstho do-
sice zajimava matematickd otazka, ale jen pokud ji podame dobie, mize sku-
tecné zaka motivovat. Proc je objem koule %7T7“3? I na to umi D& dat odpoved.
Z téchto aplikaci je mnoho postaveno na fyzikalnich myslenkach. Domnivame se



tedy, ze v odpovédi na dalsi otazku ,Co musi ucitel o D&I védét, aby je
mohl dobre vyucovat?“ se skryva zasadni hacek. Ne kazdy ucitel matematiky
méa vysokoskolské vzdélani ve fyzice a dalsich védach, aby mél siroky nadhled
a mohl sypat z rukavu cetné aplikace. Ryzi matematicka teorie v jarnikovském
duchu je sice nezbytnd, ale pro zaky neni vhodna ani dostacujici. Jednim z cila
této prace tedy bude uciteli matematiky nabidnout Siroky pohled do fyzikalnich
aplikaci, které jsou myslenkové dostupné stredoskolakovi. Naopak ucitel fyziky
v nasi praci najde inspiraci, kde mtze uciteli matematiky pomoct s propedeuci.
Tésné propojeni matematiky a fyziky je podle nas aktudlné prekazkou, ptritom
by mélo byt vyuzito.

sUvédomuje si odborna verejnost, ze je potreba se vénovat prope-
deutice a didaktice D&I?* Ackoliv povédomi o problematice vyucovani D&
zde je, neni mu vénovana soustavna péce. To podkladame strucnou resersi v maga-
zinu Uditel matematiky. Prohlédli jsme obsahy jednotlivych ¢asopisu (76 ¢isel da-
tovanych az k roku 1993), jak lze nahlédnout na https://ojs.cuni.cz/ucitel/.
Sice na webu nejsou k dispozici vsechny ¢lanky vSech ¢isel, nalezli jsme ale jen tii
clanky, které se infinitesimalnimu poc¢tu vénovaly: Ktery ctyriuhelnik md nejvetsi
obsah? autora Daga Hrubého (autor gymnazidlni ucebnice [M29]) ve 4. ¢isle ca-
sopisu v roce 2007, Planimetrickd tloha o extrému Alese Kobzy v Cisle 2 r. 2007
(motivovan seminafem Daga Hrubého) a O jednom experimentu ve vjuce ma-
tematiky na gymndziu autora Petra Eismanna v ¢isle 2 z roku 2008. Magazin,
ktery by mél tesit i otazku vyuky D&I obsahuje v podstaté vyhradné geometrii
(v mnoha pripadech i kuzelosecky, které jsou ve vzdélavacich planech na podobné
pozici jako D&I), doplnénou misty o vyuziti po¢itacu ve vyuce, aritmetiku, kom-
binatoriku a pravdépodobnost, Fibonacciho posloupnost a dalsi drobna témata,
kterd se ovsem vyskytuji jen vzacné. Také se obcas vyskytne ¢lanek nadstavbovy,
naprt. o teorii grafti ¢i vytvorujicich funkcich. Priznavame, ze u nékterych clanka
se ze strucné anotace nelze docist, zda se ndhodou problematiky D&I text ne-
dotkne, ale nepredpokladame to. Vsechny zminéné ¢lanky, které obsahuji téma
derivace, jsou pres deset let staré, a navic se prvni dva vénuji primarné geometrii
a vyuzivaji diferencidlni pocet jako ndstroj pro extremdlni tlohu (¢lanek Alese
Kobzy dokonce jesté nabizi cestu, jak diferencidlni pocet obejit), treti ¢lanek pak
- POpisuje experiment z vyucovani matematice na gymnaziu vedouci k objeveni
aplikace diferencidlniho a integralniho poctu.“ Takovych ¢lankt pottebujeme vice.

Bohuzel ani podpirnym témattm, jako napt. posloupnosti a rady, kde je pro-
pedeuticky potencial, se publikace pro ucitele moc nevénuji. V ¢isle 4 roku 2014
Ucitele matematiky nalezneme ¢lanek Nekonecné rady a ich vizualizacia autorek
M. Klepancové a D. Smetanové, ktery jsme v magazinu nasli jako jediny s pro-
pedeutickou funkci. Autorky si velmi spravné vsimaji, ze je pro pojem nekonec¢na
potieba zaka kognitivné vyspélého, a tcelné se vénuji pochopeni nekonec¢na po-
moci vizualizaci. Mylné se ovsem domnivaji, Ze se zdk s nekonec¢nem explicitné
setkd az u pojmu posloupnost, pojedname o tom v sekci 2.2.3. Konstatujeme, ze
ani vyuce podpurnych pojmi se nevénuje dostatecna péce. Propedeutika D& T
v soucasné vyuce chybi a ani nad ni nikdo neuvazuje. Vénovat se ji ucitel pritom
miize uz na ZS. V takové pééi shledavame kli¢ ke zlepSeni jmenovanych problémi.


https://ojs.cuni.cz/ucitel/

2.2 Propedeutické prilezitosti

vvvvvv

D&I?7¢ V této sekci nabidneme Ctenari soubor pojmu a situaci, které se bez-
prostiedné tykaji D&I, a proto je podle nds vhodné se s nimi potykat s cilem
vybudovat cenné premisy a oprit o né budouci vyuku D&I. Nékteré z pojmu,
jako treba limita, jsou nabiledni, nékteré jsou podle nas silné opomijené. Na ty
se soustiedime a zdraznime jejich propojeni s D&I.

2.2.1 Chapani hodnoty veliciny a zmény veliciny

Pro D&I je klicovy pojem funkce. Soucasna vyuka matematiky se soustiedi
na zavedeni pojmu a jednotlivych typu funkei (kvadratickd, exponenciéni. .. ), ale
pres modernizaci vyuky zlstava diraz na vzorce odloucené od vlastnosti funkce,
které jsou podstatné pro prakticky Zivot. Zndmy vzorec e*’ = e® zistava vzorcem
na zapamatovani, bez geometrické interpretace ¢i presahu napr. do vyvoje popu-
lace. Nazorné geometrické vyklady se do vyuky zatazuji jen k obecnému povidani,
ale ne pri vysetrovani funkci. Treba pojem asymptoty, ktery charakterizuje funkci
lokélné v nekone¢nu nebo bodech nespojitosti, se redukuje na vzorce. Zak si ne-
uvédomuje, ze se funkce chova "v nekonec¢nu jako linearni". A ktery zak spravné
zodpovi, pod jakym thlem protina sinusoida osu x?

V definici derivace nalézame klicovy pojem diference. Tu ted v obecnosti de-
finujeme jako zménu néjaké veliciny, argumentu funkce, atd.:

Ax = 19 — 11, (2.1)

pricemz diferenci prifazujeme symbol A a vyznam ostatnich symboli mize byt
ruzny podle kontextu. Naptiklad ve fyzice by mohlo x1, resp. x5 oznacovat polohu
hmotného bodu na zacatku a konci sledovani néjakého pohybu; Az potom znaci
zmenu polohy, ¢ast drahy. Diference je pro nas ustiredni pojem proto, ze derivace
je limitou podilu diferenci.

Slovo zména je zasadni problém vyuky, jehoz za¢atky nalézame na ZS. Na za-
kladé vlastni i cizi zkuSenosti identifikujeme nedostatek ve vniméani a rozumovém
uvazovani zaku: funkce je vzorec (viz vyse), do néjz se nakonec jednou mechanicky
dosadi z — y = f(x), ziskdme hodnotu veli¢iny. Cilené se témér vibec neptame,
co by se stalo, kdybychom zménili x, konkrétné , O kolik se zméni y, kdyz se
zmeéni x?7% O kolik, a kolikrdt jsou dvé zakladni otazky, které umoznuji hloubéji
pochopit nékteré vlastnosti linearnich a exponencialnich funkei a pritom zduraz-
nit odlisnost funkci jinych. Bez perfektniho vnimani diferenci nemtze zak prejit
logicky k derivaci. Jenze matematickd vychova a prvni setkani s fyzikou upevni
chapani veli¢in ve smyslu konkrétnich hodnot x = ... . Dejme dva priklady:

e Téleso méa teplotu T'= 20°C.
o Automobil ujel drahu s = 5 km.

Zminéné véty jsou fundamentalné odlisné, nebot jedna popisuje hodnotu fyzi-
kalni veli¢iny (stav), druhd zménu souradnice (zménu stavu). Z druhé véty se
vitbec nedozvime, kde, na jaké pozici se automobil nachazi. Zménu polohy ovSem
zmatecné nezna¢ime tvarem napi. As, ale slovem draha (jeho pravy vyznam je



délka trajektorie, ale pojmy trajektorie a délka, zustavaji nedefinované) se znac-
kou s. Reseni tohoto problému nenf jednoduché, protoze zavedeni soutadnicového
systému nelze provést na ZS, kdyz se zdk s drdhou a rychlosti prvné seznamuje.
Domnivame se, ze ale presto ucitel muze hovorit o poloze s a draze As.

Polohu jako ivodni veli¢inu jsme vybrali proto, ze nejspiSe u ni za¢ind miskon-
cepce ve znaceni. Pojem draha vyznacuje délku trajektorie (zménu), ne souradnici
(hodnotu) polohy, proto u néj ma oznaceni As dobry smysl. Rozdil se ovsem sma-
zava béhem vyuky jisté i z nasledujictho duvodu. Typicky totiz pocatek prostorové
i casové osy klademe do pocatecni nebo jiné vyznacéné udalosti a odecitana sou-
radnice potom souhlasi s probéhlou zménou ¢asu/drahy, tzn. napt. pro dany tsek
pohybu ty =0 =t =1t—0=t—ty, = At. Zasadni problém pozorujeme na SS,
kde Zaci nejsou schopni u studia rovnomérné zrychlenych ptrimocarych pohybt
analytickym pristupem odlisit pocateéni polohu, urazenou drahu, pocatecni cas
atd. Tyto pojmy ve své mnohosti splyvaji a ztraceji se v textu. Vzorec

1
s =89+ vo(t — to) + §a(t — tg)? (2.2)

zustava nepochopeny i neuchopitelny, nebof s zde nyni znaci souradnici polohy
(koncové), zatimco diive se bézné timto symbolem oznacovala urazend draha,
nyni oznacend As, ktera ve vzorci neni opticky primo vidét. Pritom lze psat:

As = 1At + ;a(At)2 (2.3)

s interpretaci: As je urazena draha za casovy usek At, ktery trval sledovany
pohyb, vy je pocatecéni rychlost a a zrychleni pohybu.

Pri vyjadieni zmény, totiz relativni drdhy (mohli bychom mluvit o volném
vektoru), neurcujeme souradnici bodu viéi pevnému pocatku (vazané vektory).
Zména drahy ve smyslu A tedy také koresponduje s tim, ze zaklady vektorového
poctu, které se spolu s pojmem okamzité rychlosti vyucuji, definuji volné vektory.
Po zakovi tim padem bez mysleni vyzadujeme uvazovani v kontextu vazanych
souradnic § i volné zmény drahy As.

Samotné slovo diference zak za své studium pozna jen pri praci s posloup-
nostmi. Neni ovSem chyba, ze takto klicovy pojem prezentujeme jen jako specialni
vlastnost aritmetickych posloupnosti? Zavérem tohoto oddilu tedy konstatujeme,
ze diference je prekonceptem pro derivaci (jako limita podilu diferenci) a vazou
se na ni miskoncepce. ,,Je si ucitel védom, vyznamné role diference pro
DP7?¢ Jisté bychom mohli tento problém rozvijet vic, ale z prostorovych divodi
prejdeme k navazujicimu pojmu.

2.2.2 Chyba

Chybami se ¢lovék uci, rika se. My s tim souhlasime, dokonce nalézame v
chybé jeden z kli¢t k infinitesimalnimu poctu. Na strankach https://wiki.r
vp.cz/Knihovna/1.Pedagogick%C3%BD_lexikon/HCH/Chyba se dozvidame:
Chyba oznacuje vijkon Zika, ktery se odlisuje od pozZadovaného cilového vysledku
nebo vzorového pribéhu reseni ucebni situace. Chyba je prirozenou soucdsti pro-
cesu ucent a je duleZitym zdrojem pozndni Zaka. Pomdhd urcit hranice toho, co je
spravné a co ne, ukazuje postupy, které neni dobré v budoucnu opakovat, odhaluje
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slaba mista Zakovijch kompetenct, poskytuje pravdivy obraz o aktudlni dovednostni
a znalostni urovni Zaka, muze motivovat k vyssim vykonum. Jako problém vni-
mame, ze toto vniméani chyb ve smyslu omylu je tzkoprsé. ,,Rozvijime u zakua
vnimani chyby v raznych smyslech? Ucime zaky pracovat s chybou
v bézném Zivotd?“ Zik by mél znat hranice svych (ne)znalosti, moznosti, meze
svych pravd, presnost a vérohodnost svych informaci. Z fyzikalni podstaty studo-
vani svéta kolem néas zndme jen priblizné vztahy mezi riiznymi objekty. Spoléhdme
na aproximace a i pri nejlepsi viili a nejspravnéjsim postupu se dopoustime ne-
presnych — chybnych — zavér. Chybu je tfeba vnimat jako odchylku v aproximaci.

Skrz dvojici slov absolutni/relativni propojujeme diferenci s pojmem chyby.
Absolutni chyba relativizuje namérenou hodnotu jako rozdil o kolik se lisi od sku-
tecné hodnoty. Absolutni chyba je tedy diferenci téchto dvou hodnot. Znaceni Az
pro absolutni chybu veli¢iny z je tedy na misté. Vyznam absolutni chyby se po-
nékud stira diky zavedeni relativni chyby, ktera déle relativizuje absolutni chybu
k namérené hodnoté prepoctenim na procenta, jak moc se méreni odchylilo od
skutecnosti. Spravné a plné pochopeni chyb méteni je tedy jednim z faktori, ktery
podle nas miize jednou vyznamné prispét k chapani diferenci a zprostredkované
derivaci atd. Chyba navic souvisi pifimo s D&, protoze pravidla pro fyzikalni
praci s chybou jsou analogii prace s diferencialy. Vzorec pro smérodatnou od-
chylku slozené veli¢iny je dan derivacemi, ale to uz jsme na VS. Detailné o chybé
pojednavé tieba material [F80] urceny pro experimentdlni tlohy fyzikalni olym-
piady. Dokument je bohuzel pro svou narocnost v bézné SS viuce nepouzitelny.
Podle nasi zkusenosti lze s chybou méreni tispésné pracovat v kvarté osmiletého
gymnézia, lépe viak v prvnim ro¢niku SS, kde miizeme predstavit absolutni a re-
lativni chybu a vzorce pro chybu souctu/rozdilu a souc¢inu/podilu veli¢in. Tyto
vzorce je potieba odvodit, aby bylo zfejmé, Ze nejde o shiry spadla pravidla.
O tuto pripravou mizeme pozdéji oprit pojem diferencialu, jak uc¢inime v druhé
kapitole v sekci 3.3.

Fyzika jako takova je postavena na aproximaci skutec¢nych zavislosti ptijatelné
komplikovanymi funkcemi, pritom se obvykle vyuzivaji metody infinitesimalniho
poctu. Klicovym pojmem je Tayloruv rozvoj, ktery je opodstatnénim pro mnohé
kanonické fyzikalni zdkony jako Ohmiv zdkon, Hookeliv zdkon, zakon teplotni
roztaznosti atp. VSechny tyto zdkony se totiz opiraji o to, ze zména urcitého
parametru vyvola jen malou zménu veli¢iny, kterou je mozno se zanedbatelnou
chybou nahradit zménou polynomické funkce. Podrobna diskuze se do latky SS
nedostava, nejspis protoze vétsina zakont se omezuje na linearni aproximaci. Vy-
jimkou je anomalie vody. Taylortiv rozvoj spojuje pojem aproximace a derivace
nejtésnéji, tvori matematickou oporu pro mnohé fyzikalni popisy.

Jak jesté souvisi chyba a D&I? Limita oznacuje mezni hodnotu, od niz se
hodnoty clenti posloupnosti ¢im dal méné odchyluji. Derivace je motivovana hle-
danim tecny, coz je nejlepsi linearni aproximace funkce. Urcity integral nahrazuje
plochu pod kfivkou soustavou obdélnikii, pritom chyba v urceni obsahu jde li-
mitné k nule. Pti sestavovani fyzikalnich integrali se rovnéz zanedbavaji efekty
vyssich radu. Pro to vsechno se domnivame, ze zak musi plné pred vyukou D& I
dobfe porozumét aproximacim, chybam.

Tomu, aby se zak naucil pracovat s chybou podle nés brani standardni hodiny
matematiky, kde se dba na jedno ptresné vzorové tfeSeni v souladu s chapanim
chyby jako omylu. Snad kazdy ucitel ma zkuSenost, Ze zaci na ZS po zavedeni
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desetinnych cisel a pri praci s kalkulackou bézné zapisuji vysledek na vsechna
desetinna mista. Nevi, ze kalkulacka pouziva aproximaci (Taylorovym rozvojem),
navic nékterd ¢isla nelze zapsat konecnym desetinnym rozvojem. Z ucitelské po-
zice upresnujeme zapis periodickych ¢isel, ale iracionalni ¢isla se zavadi pozdéji,
proto nejspis zak ma pocit, ze vysledek x = 1,414213562 je presny a spravny.
Zaokrouhlovani ¢isel zak vnimé jako berlicku z lenosti, ne jako prakticky nastroj
pro urceni ¢iselné hodnoty s prijatelnou chybou. Timto argumentujeme, Ze je po-
treba vést peclivé vyuku o zaokrouhlovani na tii platné cifry s dirazem na jeho
prakticky vyznam, totiz Ze chyba vznikla zaokrouhlenim je < 1%. Za klicové po-
vazujeme, abychom zadavali i priklady ,,Odhadni ..., ¢i ,Kolik asi...?* namisto
,Urci x!“ Takové priklady v dnesnich ucebnicich nenajdeme, ale mizeme je vy-
tvorit s pomoci tématu nerovnosti, které chapeme jako pomocné téma k pojmu
chyby. Na VS se setkivame s odhady a sadami nerovnosti (Schwarzova, Min-
kowského, Jensenova, Holderova, aj.), které jsou hrubé, ale maji vyznamné prak-
tické dusledky. Takové priklady jsou ukazkové pro aplikaci aproximaci, pritom
je miizeme pienést na SS, dokonce ZS. Napf. po sezndmeni s druhou mocninou
Ize ukézat (1 + z)*> > 14 2% pro * > 0, a tim soucasné ilustrovat, ze druhou
mocninu nelze "vetknout" do zavorky. Priklady pracujici s odhady jsou prirozené
v astronomii a fyzice mikrosvéta, kde presné hodnoty nemohou byt k dispozici.

L,Uvédomuje si ucitel souvislosti mezi diferencialnim poc¢tem a chy-
bou ve fyzice?“ Veskeré nacrtnuté souvislosti chyby /aproximace a D&I se pro-
poji az pri vysokoskolském studiu, ale povazujeme za nezbytné, aby zakladni
souvislosti a prace s chybou piisly jiz na SS, nékdy dokonce ZS, kde mohou do-
dat motivaci a predevsim vyjasni zaktuv vztah k matematicko-fyzikalnimu popisu
sveta. D& se pak snadnéji upevni v jiz vybudované struktutre aproximaci, chyb
a mezi.

2.2.3 Uchopeni nekonec¢na

»Jak pracovat s pojmem nekonecno?* Jde o ozehavy pojem, ktery se
vymykd veskeré nasi zkusenosti. Pro dité je pro svou neuchopitelnost kritickym
pojmem, s kterym se ale musi naucit zachézet, podle nas drive, nez prijde pojem
limita. Domnivame se, ze kli¢ pro praci s limitou a derivacemi, lezi v myslence,
ze pro zaka existuji dvé fundamentalné rozdilnd nekonecna. Jedno pojmenova-
vame 'nekonecné velké" a druhé "nekonecéné malé', pritom pro tyto pojmy se
inspirujeme v [V81, V85], kde se formalné zavadi nekonecné malé veliciny.

Prvné na pojem nekonec¢na ve smyslu "nekonecné velkého" narazime pri induk-
tivni tvorbé prirozenych ¢isel. Neustalym pricitanim jednicky nikdy nedojdeme
k findlnimu vysledku, existuje nepredstavitelné velké mnozstvi, které neni zad-
nym c¢islem postizitelné. Ucitel by podle nas mél pouzivat ve vyuce frazi ,,Af si
zvolim libovolné velké ¢islo, nekonecno je jesté vétsi, tim pripravujeme pudu
pro limitu. Samoziejmé, zak v tomto véku nemuze kognitivné postoupit do né-
jaké formy osviceni, mize se ale postupné seznamovat s myslenkami, formulacemi
a frazemi, které jednou zapadnou do celkové mozaiky. Dalsi manifest "nekonecné
velkého" zék zahy potka v zakladech geometrie, kdy primka na rozdil od tsecky
nikde nekonc¢i a nikde nezacind, prichazi z nekonecéna a bézi do néj. Toto nové
geometrické nekonecno je pro dité nepochybné kategoricky odlisné od aritmetic-
kého. Castecné propojeni nalezne aZ po zavedeni zapornjch ¢isel a ¢iselné osy,
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kdy se setkd s minus nekonecnem, relnd osa (¢i alespon celd ¢isla) stejné jako
piimka bézi od —oo do oo (s timto symbolem se zdk také pravé setkava). Co se
nedozvi, je, ze obé nekonecna lze chapat jako projev jediného prostorového ne-
konecna, ke kterému dospél davno v geometrii, a které by vzeslo napt. z teorie
komplexnich cisel.

"Nekonecné malé" je zakladnim kamenem infinitesimalni poc¢tu, bez néj nemu-
setkani s myslenkou "nekonec¢né malého" opét nalézame v geometrii jako pojem
bodu. Mnohem pozdéji se ve fyzice pridavaji pojmy hmotného bodu a bodového
elektrického naboje, které tispésné navazuji pravé na pojem geometrického bodu.
Analogicky k prirozenym ¢islim by zde mohl ucitel jisté upozornit, ze rozmeéry
bodu jsou mensi, nez libovolné zvoleny nenulovy rozmeér. Fundament nekonecné
velkého ¢isla a nekonecéné malého ¢isla se poji s jednou zavaznou miskoncepci: zak
automaticky chape hodnotu nula jako nejmensi mnozstvi, a ma vlastné pravdu.
Ke zmateni dojde po zavedeni zapornych ¢isel, a to v pojmu —oo, které je "ne-
konecné velké', prestoze je nejmensi. Podle nas muze k rozdilu mezi "nekonecné
velkym" a "nekonecné malym" prispét myslenka, ze "nekonecné velké" vznika
skladanim, prodluzovanim, napf. spojovanim usecek v primku, naopak "neko-
necné malé" délenim, zkracovanim, napt. opakovanym putlenim tsecky se blizime
bodu.

Shrnujeme, Ze existuji dvé fundamentalné rozdilnad nekoneéna — to "nekonecné
velké" ve formé +oo a to "nekonecné malé" ve formé 0, ¢i chceme-li €. Pritom
"nekone¢né malé" je podle nasich zkuSenosti pro zédka kognitivné mnohem na-
rocnéjsi, nez "nekonecné velké'. Pozdéji jsou tyto dva fundamenty zapsany v li-
mité posloupnosti (VK)(3Ing € N)(Vnyg < n € N)(a, > K) a limité funkei
(Ve > 0)(30 > 0)(|za — 21| < 0 = |f(x2) — f(x1)] = €). A ano, je mezi nimi
souvislost, kterou formuluje Heineho véta. Jenze to uz jsme na univerzité. ,,Jak
se poprat s dualitou nekonecné velkého a nekonec¢né malého? A v jakém
véku?«.

Nekone¢no se prekvapivé ¢asto vyskytuje ve fyzice uz na ZS. P¥i zkratu tece
obvodem nekonecné velky proud, obraz predmétu umistény do ohniska tenké
spojky se zobrazi do nekonecna... Mnoho fyzikalnich veli¢in se obecné definuje
jako derivace, tj. pomér dvou nekoneéné malych veli¢in. ,,Kde vSude nalez-
neme pojem nekonecno ve fyzice? Jak s nim (vhodné) pracovat?* Pro-
pojeni "nekonecné velkého" a "nekonecné malého" také nalézame ve fraktalni geo-
metrii, fraktdl muze vzniknout nekoneénym opakovanim procedury zjemnujici
strukturu. To zminujeme jen pro zajimavost, protoze fraktalni geometrie bohuzel
neni v zadné formé soucéasti SS viuky.

Zakonc¢eme tvahy o nekonec¢nech tim, ze limita a derivace nejsou jejich zla-
tym hiebem. Ttesni¢kou na dortu je integrace, kterda znamena slozitou predstavu
slouc¢eni nekonecéné mnoha nekoneéné malych objekti.

2.2.4 Limita a spojitost

Konfrontace "nekonecné malého a velkého" by mohla svadét k tomu, ze rozdil
mél své koreny v kontrastu posloupnost - funkce. Uvedeme to nyni na pravou
miru, klicovym pojmem je tzv. lokalnost. Jde o uvazovani v rozmezi uréitych
velmi blizkych hodnot. V pripadé posloupnosti, jejiz ¢leny studujeme s indexem
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rostouci nade vSechny meze, nehraje pro "okoli" nekoneéna n — oo roli prvni
ani druhy c¢len. Dokonce ani milionty. U funkce definované na okoli néjakého
bodu se jeji vlastnosti v daném bodé nezméni, pokud jeji hodnotu v jiném bodé
predefinujeme. Opacnym pojmem k lokalnosti je globalnost, ktera naopak studuje
funkci ve vSech bodech naréz, stejné vsechny ¢leny posloupnosti. Globélnost tedy
spoléhd na popis napf. maximalni hodnoty (globédlnich extrémi), poc¢tu kofent
(tj. nulovych bodu, priseéiki s osou x), celkového charakteru funkce (jako treba
omezenost), nemize proto poskytnout potiebné informace o konkrétnim chovani
funkce v daném bodé. Z lokalnich vlastnosti jmenujeme charakter monotonie,
spojitost, lokalni extrémy, ty totiz umoznuji snadno popsat funkci na tésném
okoli daného bodu.

Takto vagni popis by samoziejmé zasluhoval poradnou matematickou definici,
jenze takovou jsme nikde nenasli. Navic bychom na radné definice vsech téchto
intuitivné znamych pojmu potrebovali mnohem vice mista. Zjednodusime tedy si-
tuaci a lokalitu dale vnimame jako chovani postizitelné studiem limit, tj. analyzou
na bezprosttednim okoli. Pozor, do toho tedy zahrnujeme i limitu posloupnosti
s n — oo. Kritickym okamzikem vyuky je sama definice limity, ktera je pro zaka
velmi abstraktni i pres ndzorné zakreslovani epsilon-delta okoli. Doporucujeme
se limité vénovat mnohem vice pred vyslovenim definice, ostatné to tak provadi
i kniha [V81]. Radime tedy, aby ucitel pfi vyuce limity pouzival slovni spojeni

,chovat se jako“, napf. posloupnost ”T_l »se chova v nekonec¢nu jako konstanta

2241 Inz+1
T

1,“ funkce y = ,se chova v nekonec¢nu jako linearni y = z,“ funkce
»Se chova v nule, jako by méla nabyvat hodnoty 1“. Takovy ptistup nabizi nadhled
nad skutec¢nym prubéhem funkce pfi rozliseni, ze funkce/posloupnost hodnotu ve
skutecnosti nenabyva, ale lokalné je ji podobné az na zanedbatelnou chybu.
Limita je podle nés kritickym pojmem proto, Ze na rozdil od geometrickych ¢i
kombinatorickych tivah pro ni nemame dostatecnou praktickou predstavu. Navic
zak musi kromé narocné predstavy zvladnout zapis logickymi vyroky. Ucebnice
[M29] obsahuje 15 definic limity funkce pro limity jednostranné, vlastni, nevlastni,
ve vlastnich bodech... Toto mnozstvi rtiznych moznosti s rtiznymi logickymi vy-
roky nutné zaka mate a ztraci se v ném klicova myslenka lokalnosti. Ta je ve své
podstaté jedina, ale vzhledem k dualité nekonecna ji zapiseme dvakrat.

Definice 1. Rekneme, Ze posloupnost (a;);=, md nevlastni limitu oo, pravé kdyz
splnuje (VK € R)(3Ing € N)(Vn > ng)(a, > K), zapisujeme nh_)rrolo a, = 00;

Tato definice je klicova pro budovani vztahu k nekone¢nu ("nekonecné vel-
kému'"), jehoz vlastnost je (VZ € N)(IK € N)(Z < K < 00). Slovy: neexistuje
zavora, kterda by oddélila nekonecno od ostatnich ¢isel, pritom nekonecéna nelze
dosdahnout. S timto typem limity se poji slovo nevlastni, jehoz smysl vynikne
v kontrastu s definici:

Definice 2. Rekneme, Ze funkce f md ve vlastnim bodé xy € R:

e vlastni levostrannou limitu L prdvé tehdy, kdyz

(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € (xo—0;x0))(|f(x)—L| <€), zapisujeme IE:IEIOI_ f(z) =L;
e vlastni pravostrannou limitu L prave tehdy, kdyz

(Ve > 0)(39 > 0)(Vx € (xo; 20+0))(|f(z)—L| < €), zapisujeme xgg}Jr f(z) = L.
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Pokud md funkce obé jednostranné limity, pak rekneme prosté, Ze funkce md ve
vlastnim bodé xq vlastni limitu L.

V této definici je ukryta predchozi definice limity posloupnosti, coz nepatrné
lépe vynikne pro levostrannou limitu. Limita funkce je ale obohacena o ("ne-
koneéné malé") priblizovani hodnot z — ¢ z obou stran, tim je definice nova.
Podobnost definice limity funkce a limity posloupnosti neni zfejma, protoze pou-
zivame jiné znaceni, ale zaktim bychom méli vysvétlit pravou souvislost. Pro uci-
tele mizeme uvést, ze jedina myslenka limity se spojuje pro posloupnosti a funkce
Heineho vétou.

Véta 1 (Heineho). Bud f funkce, a € Dy a c redlné cislo nebo £o00. Potom

lim f(z) = ¢ lim f(z,) =c (2.4)

Tr—a

n=1’

pro libovolnou posloupnost (x,).,, kde (Vn € N)(x, € Ds \ {a}) A dim 2, = a.

Domnivame se, ze obsah této véty je vhodné zakovi néjak predat, nicméné
didaktika limity jde za ramec této prace. Proto strucné tikdme, ze po zakovi
u limity chceme prilis. Vyrokové formule a hyperkorektni odliSovani vlastnich
a nevlastnich bodu prebiji smysl definice. Ten bychom méli podpotit vétsim po-
¢tem prikladi, i numerickych, na "hledani ¢", tento pristup je bézny ve starsi
literature véetné [V81]. Dnesni pocitacové metody mohou pro to byt dobrym po-
mocnikem. Mozna by pomohlo i formélni zavedeni mnoziny R*, kdy nekonecno
prohlasime za specifické realné ¢islo. Jeho vyjimecné vlastnosti se tim neztrati, ale
zmizi tim odliSovani vlastnich/nevlastnich limit ve vlastnich/nevlastnich bodech.
Tim umoznime zakovi soustfedit se na myslenku lokalnosti.

Posledni komentar je, ze v pojmu limita ztstava nevysloveno, ze limitu pro-
vadime vzhledem k néjakému parametru, n — oo, x — xg — 0. Limita vzdy po-
rovnava chovani jedné veli¢iny v limitnim prechodu jejtho parametru (indexu n,
argumentu x). Podle nas to zakladd miskoncepci, ze limita je vyhradné vlastnost
funkéniho predpisu, ptritom jde o chovani funkce/posloupnosti v okoli bodu pfi
nepatrné zméné parametru. Uz samotné z — zy ¢i n — oo je myslenka naro¢na
na predstavivost, natoz pak otazka f(x) —7, kdyz x — x¢. Abychom vystihli
zavislost limity na limitujicim parametru, mohli bychom psat oznaceni

. T—x0

mligclo fle)=L & flz)——1L (2.5)
Na zavér se vénujme definici spojitosti. Tu obvykle predstavujeme v poslednim
rocniku tésné pred zavedenim derivace, nejprve intuitivné, pozdéji korektni defi-
nici. "Je tradi¢ni definice spojitosti nezbytna?" Pripominame, Ze na zaka
klademe pfi vyuce mnoho pozadavki. Nejen, aby pochopil smysl limity, ale aby
se dokazal vyporadat s logickymi vyroky, abstraktnimi vétami atd. Mozna to je
divod, proc¢ se podle naseho dotaznikového Setfeni asi ¢tvrtina studentt s definici
spojitosti na SS nesetkala. Podle naseho nazoru je maturitni roénik pozdé na za-
vadéni spojitosti. Dualita spojitého a diskrétniho zaka provazi od malicka, je tedy
vhodné se ji vénovat mnohem diive. Upozornit ho na rozdil mezi posloupnostmi a
funkcemi, rozebrat diskrétni a spojité fyzikalni veli¢iny (ostatné fyzika minulého
stoleti ukazala, ze nas vesmir je kvantovany, napr. energie elektronu v atomu muze
nabyvat jen sady diskrétnich hodnot). Pokud se zék sezndmi se spojitosti driive,
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ostatné intuitivné pochopit kresleni grafii jednim tahem nemusime nechavat do
maturitniho ro¢niku, je pak snazsi zapsat myslenku formalni definici.

K tomu navic doporucujeme, aby ucitel vystavél radné pojem limita. Ten je
klicovy i pro derivaci aj. Pokud jej zak dobte ovlada, mizeme jej vyuzit k definici
spojitosti pomoci véty: ,, f je spojitd v xy < :ch—g:lo f(z) = f(xo)“. Limita v definici
zastupuje delta-epsilonovy formalismus, ktery kontroluje, zda graf funkce "neu-
tece" z okoli f(xg). Muzeme se ptat, zda je ale viibec nutné spojitost definovat?
Na rozdil od limity, jeji definice neni potifebnad k zavedeni derivace a integralu.
Ale figuruje v mnohych vétach, napt. ze spojitd funkce je integrovatelna ¢i ze
diferencovatelns funkce je spojitd. Protoze zék obvykle na SS pracuje s elemen-
tarnimi, ergo spojitymi funkcemi, takové véty jsou pro néj automaticky platné.
Proto by napr. ucitel mohl pojem spojitosti vynechat a upozornit, ze teorie D&
ma své meze a ukazat protipriklady, napt. nespojitou funkci, kterou tedy nelze
integrovat. Pritom by zminil, Ze lze zavést matematicky korektné tzv. spojitost,
ale to prenecha tém, kteri matematiku skuteéné studovat chtéji.

2.2.5 Derivace a diferencial

Matematickd opora pro nase uvahy o nekonené malém je v knihdch [V81,
V85], kde nalézadme korektni definici nekonecné malé veli¢iny. Ta formuluje lokalni
vztah mezi riznymi funkcemi.

Definice 3. Budiz xg € R a n € N. JestliZe existuje vlastni limita

. flzo+ Ax) — f(xo)
A, (Do)

— A, (2.6)

pritom A # 0, pak Tikame, Ze funkce je xq nekonecné mald radu prdve n-tého.
Je-li A =0, rekneme, Ze je funkce v xy nekonecné mald radu vyssiho nez n-tého.

RAd nekonecné malosti se bézné pouzival difve, s dobou z literatury postupné
vymizel. Podle nas je to chyba, nebot jde o nastroj, ktery porovnava lokalné funkci
s polynomy. Ctenaf si snadno rozmysli, ze funkce miize byt nejvyse jednoho fadu
malosti: pro funkei nekonecné malou fadu n a m < n odvodime

lim f(zo + Az) — f(x0) ST f(zo + Ax) — f(x0)

Az—0 (Ax)m Az—0 (A;C)”

(Az)"™=A-0=0.
2.7)
Funkce tddu n nekoneéné malosti se lokdlné chova jako polynom f(z) =
A(x — x0)". Tento pojem buduje mezi funkcemi "hierarchii rustu' funkci. Na-
vic 1ze z myslenky radi nekonecné malosti intuitivné dojit k Taylorovu rozvoji.
Je-li funkce nekoneéné mala prvniho tadu, pak funkce AAx z definice neni
nic jiného, neZ linedrni ¢len diferencidlu funkce!, jak se s nim bézné setkdvdme
na VS. Pro tcely SS vzdélani ale pojem diferencidlu vyuzijeme dévno pfed za-
vedenim limity. Proto je potieba transformovat latku, aby se ucitel obesel bez
limity. To provedeme v sekci 3.3 fyzikdlnim pristupem: obecné diferencialem bu-
deme rozumét nekonecné malou diferenci dz, diferencidlem funkce rozumime df =
f(xo+dx)—f(x0), ptitom pro libovolné veliciny z,y plati dz # 0 # dyAdx-dy = 0%

1Jde o funkci proménné Az, funkci potom aproximujeme f(xg + Az) = f(xo) + AAx.

2Vztah vychazi z toho, ze soucin veli¢in nekoneéné maljch fadu m a n je veli¢ina nekonecné
mald fadu m + n, zanedbani druhého rddu malosti u soucinu diferencidlu stvrzujeme pouzitim
znaménka = namisto =.
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Fyzikalné fikame, ze zanedbavame veli¢iny vyssiho fadu (malosti). Takovy pristup
fyzikaln{ prace je rozumny, napi. je-li diference do = 1071 - pfesnost &isla, s jakou
se obvykle pracuje v pocitacich — pak (dz)* = 107°, coz pocitac¢ identifikuje jako
0. VSimnéme si konfliktu s matematickym faktem dz-dy = 0 = (dz = 0Vvdy = 0),
ten plati (je to prece matematika), ale pro praktické potieby (fyzika) diferencidlu
se v ném umyslné dopoustime prijatelné nepresnosti.

Derivace je formélné definovana jako limitni pomér diferenci (pokud existuje),
je tedy primo konstantou A pro n = 1 v definici radu malosti. Nasim zamérem je
k vykladu pouzit dobfe pripraveného konceptu diferenci a chyby, hlavnim moti-
vem takového vykladu je zptisob zapisu. Symbolicky:

y_dy Ay
V= e T A A, (28)
Vice se k problému zavedeni derivace vyjadiime v sekci 3.5, kdy jiz budeme mit
propedeutiku vybudovanou a budeme se na ni moct odkazovat.

Definice derivace se pri vyuce motivuje a vysvétluje pojmem okamzité rych-
losti. Ta je zakladni a prvni situaci, kde se zak setkdva s myslenkou derivace.
Jeji vyuka je ovSem velice oSemetnd, na rozdil od intuitivni primérné rychlosti
je potfeba zmensit uvazovany casovy usek pode vsechny meze na "nekonecné
maly". Tento problém navic koliduje s mnohymi miskoncepcemi, které se v me-
chanice objevuji, [O0105]. Piikladem muze byt asociace ,ten veptedu je rychlejsi®,
¢i ,ten, kdo zrychluje, je rychlejsi“. Vyuka derivaci prostfednictvim pojmu rych-
lost by proto mohla byt netspésna. Na uciteli fyziky tedy lezi bremeno, aby
peclivé a presné okamzitou rychlost vysvétlil. Fyzikalni rychlost (pfi dspésné vy-
uce) povazujeme za vhodnou didaktickou pomtcku pro dalsi vysvétleni derivaci
ve fyzice, které vyjadruji, s jakou abstraktni "rychlosti" se méni hodnota zavislé
veli¢iny pri zméné vstupni nezavisle proménné. Napt. vykon P = dd—vl/ muzeme
chapat jako rychlost konani prace. Proménnou ovsem nemusi byt cas, ale tep-
lota, délka atp. V takovou chvili ovsem bézna intuice o rychlosti miize selhavat.
Doporucujeme rychlost napt. teplotniho roztazeni materialu preformulovat, kdyz
prevedeme teplotu na ¢as napf. rovnomérnym zahiivanim. V této formulaci se
pak rizné materialy rychleji/pomaleji rozpinaji, coz je ndzorné pii béznych de-
monstracnich experimentech, a rychlost tak preci jen dostava znamy podtext.

Nasi kratkou tvahu bychom mohli rozvadét déle, ale v tuto chvili ji shrneme:
»Jak nejlépe pristoupit k predstaveni derivace? Jak vybudovat prekon-
cept? Je vhodné ji interpretovat jako rychlost zmény veli¢iny?* Rici,
ze derivace vyjadruje rychlost zmény je podle naseho nazoru privétivéjsi, nez
formélni argumentace limitou podilu diferenci, jak je tomu v ucebnicich. Je to
vhodné pro vytvoreni prekonceptl derivace. Geometricky vyznam derivace jako
smérnice tecny pak pripomind, ze rychlost je tecna k trajektorii.

2.2.6 Integral

Vychodiskem pro zavedeni integralu miuze byt prirozena otdzka po operaci
opacné k derivovani. To logicky vede zédka k definicim primitivni funkce atp., které
vétsinou pouze zavadéji terminologii. Ptivodni motivaci pro zavedeni integralu je
nutno hledat v tilohach na urceni obsahu néjakych obecnych ploch, coz vedlo k vy-
tvoreni Newtonova integralu, [V82], ktery byl pozdéji formalizovan s vyuzitim
integralnich souctit do podoby Riemannova integralu. Ale ani jeho konstrukce
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neni jedinecna a miizeme nalézt v literature mnoho pristupi, jak integral v rie-
mannovském duchu vystavét. Kromé Riemannovy definice, kdy se konstruuji pro
normalni posloupnosti déleni intervalt integralni soucty a zkouma se jejich limita,
muzeme také vyuzit Darbouxovu konstrukci, ktera porovnava suprema dolnich in-
tegralnich souctt s infimy hornich integralnich soucti, [V82, V93]. Podle nis muze
zak integraci pro jeji zavedeni jako dudlni operace k derivovani ptisuzovat pod-
radnou roli. Riemannova myslenka je obalena slozitou teorii, aby korektné zavedla
jednoduchou myslenku, totiz ze integrace je soucet nekonec¢né mnoha nekonecné
malych prispévki. ,,Predavame dostateéné myslenku, Ze integrace je jen
pokrocily zpuasob s¢itani?“ Neékterd literatura [V82, V85] skutecné pristupuje
k integralnimu poctu tak, ze predstavi urcity integral a poté se vraci k propo-
jeni s derivaci. Starsi knihy detailné zkoumaji zménu obsahu plochy pod krivkou
S(x + Az) — S(z) = f(z)dr a dochdzi k tvaze, ze obsah S je takova funkce,
ze funkce f je jeji derivaci. Takovy pristup skyta vice prilezitosti pro motivaci,
praci s informac¢nimi technologiemi a celkovému zatraktivnéni vyuky, nez dojde
na nudné vypocitavani integralii. Proto doporucujeme uciteli volit nasledujici po-
stup: motivovat integral urc¢itym integralem, odvodit, Ze klicovou roli v ném hraje
primitivni funkce a v tu chvili odboc¢it k neurcitému integralu, ktery tak vykla-
dame s praktickou motivaci. Pozdéji se muzeme vratit k diskuzi mezi a dokonc¢it
urcity integral a tim dokoncit i otazku urceni obsahu plochy pod krivkou.

Pokud bychom Zaka chtéli seznamit s Reimannovym integralem, dojdeme k za-
sadni krizi, totiz ze latka je pro stfedoskoldka prilis obsahla a naroéna. Uznavame
proto, Ze ve vsi Gplnosti na SS neuspéjeme, ale domnivame se, Ze by se zék mél
alespon se zakladnimi kroky setkat, i kdybychom teorii osidili a nékteré pojmy
nechali v intuitivni roviné. Otazkou zustava: ,,Jak nalézt kompromisni zjed-
noduseni Riemannovy teorie?*“ Nastroj, bez néhoz se stejné jako v D P neo-
bejdeme, je limita, ale zbytek definice mtze byt logicky a ilustrativné podan pro
vybudovani nejprve myslenkového konceptu, pozdéji formélni definice. Nas napad
vyuzivajici aproximaci bude prezentovan v druhé kapitole 3.6.1.
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Obréazek 2.1: Typové stejné obrazky nalézame v mnoha pasazach SS viuky. Je
tieba je cilené vyuzit pro propedeuci. Dvojice vlevo z [F49], vpravo z [F50].

"Kde hledat prilezitosti pro propedeutiku pojmu integral?" Tri za-
kladni elementy zde v ivodu predestieme. Jde podle nas o vyuziti Cavalieriho
principu, jednoduché a pri tom genidlni myslenky, které se ucitel matematiky
muze vénovat v ramci geometrie. Cavalieriho princip je specidlnim pripadem Fu-
biniovy véty. Druhou pomiickou na pripravu vyuky urcitého integralu jsou ho-
diny fyziky, kde se zak setkava s urcenim fyzikalni velic¢iny jako obsahu plochy
pod grafem. Prvni takové setkani je opét u pojmu rychlost, kdy se draha urcuje
"grafickou integraci'. Tento proces zlstava pri vyuce na vedlejsi koleji, i kdyz je
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neékolikrat opakovan, a nedojde k propojeni s pozdéjsi vyukou. Domnivame se,
ze pri vykladu o rychlosti je potfeba grafickou integraci ucelné predstavit jako
matematicky nastroj a béhem vyuky jinych témat tento koncept budovat napr.
s pouzitim pocitacové techniky. V hodindch matematiky se pii vykladu integralu
tyto jiz zndmé metody pouze formuluji korektn(&js)im jazykem. Za posledni po-
miicku povazujeme numerickou integraci, ke které mizeme vyuzit dnes snadno
dostupnou vypocetni techniku.

2.2.7 Vyuziti derivaci a integralti v pokrocilych tlohach

"Pro¢ se na SS nefesi diferenciilni rovnice?" Diferencidlni rovnice hy-
bou svétem, doslova. "Budiz svétlo" matematicky zapiseme jako diferencialni
Maxwellovy rovnice. Harmonicky oscilator je zédkladni tesitelny fyzikalni model
s bohatymi aplikacemi, to vSe opfené o jednoduchou diferencidlni rovnici. Ve-
deni tepla. Meteorologie. . . Aplikaci diferencidlnich rovnic je mnoho a podle nés
predstavuji nastroj uspésné motivace. Domnivame se, zZe zaci by se meéli seznamit
s tim, Zze mnozstvi zakont fyziky, biologie, chemie, ekonomie aj. jsou dany diferen-
cialnimi rovnicemi. Napt. analytickd mechanika umoznuje postavit se obecnym
problémim vyuzitim variacniho poc¢tu a analyzy integralnich funkcionald. Sice
neumoznuje spocitat vse, ale zpristupnuje celou skalu praktickych tloh, o které
stoji za to se podélit. Podobné tieba statistické metody v matematice — pripo-
menme distribuce pravdépodobnosti, pocitani statistickych momentti, entropie
atd. Ochutnavkou nékterych prikladt a situaci zaky nenutime do jejich TesSeni.
7 bohaté série aplikaci lze vybrat nékolik, které jsou zkousnutelné pro stiredo-
mnoha fyzikalnich definic, ale také jej mtizeme brat za nastroj pro vypocet limit.
,Zna uditel, jaké pokro¢ilé typy tloh z vyssi matematiky miZe na SS
resit?“ Nejde preci o to, abychom tlohu vytesili ve v§i matematické formalnosti,
ale nastinili postup a vyuzit{ celé teorie. Zék pak bude jisté mile prekvapen, jaky
novy svét se mu tim otevre.

2.3 Revize vyukové literatury

Ze stohtt knih o D& jsme prosli pestrou skalu, abychom zjistili, jak rizni
autori pristupuji k vystavbé latky, jaké metodické pristupy a priklady voli. Za
tim tcelem jsme studovali zejména riizné VS materidly a knihy pro samouky.
Tyto knihy jsou cileny pro konkrétni studijni zaméreni, proto jsou zdrojem in-
spirace pro praktické priklady. SS a ZS uéebnice proéitame proto, abychom nasli
propedeuticky vhodné situace, zjistili, jestli a jak si jich autori vsimaji. Také kon-
trolujeme samotnou vyuku, jak autori latku vystavuji, jak a jaké ptriklady voli.

Spoleénym prvkem vsech textu je vystavba latky, do které zadna z knih ne-
vklada zadnou inovaci. Podle kontextu se lisi jen motivacni texty, které jsou ty-
picky velmi strucné, isporné. I v literature vysokoskolské nachazime chyby a ne-
presnosti, napt. [V96] tvrdi, ze lim,, o = pw = 0 pro p > 0. Vétdinou mé zjed-
noduseni pri¢inu v potfebé redukovat latku a zpristupnit ji obortim, které nejsou
primarné matematické. Ano, je potfeba najit kompromis mezi korektnosti, atrak-
tivitou a schopnosti latku smysluplné predat. Pristup k takovému kompromisu
neni jedinecny a mél by zaviset na cili knihy, a komu je vénovana. Ptesto vSechny
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nalezené pokusy o kompromis vyustily v opakovani témér identickych prikladi,
obrazkt i textl, které v dnesni dobé nejsou aktualni.

Kostrou vystavby latky je opora ve funkcich, poté se predstavi pojem limita
a dale spojitost. Literatura cilend na pojem derivace a integral ovsem tyto pojmy
probira ve strucnosti a nedostatecné je procvicuje. Derivace se predstavuje geo-
metricky z motivace nalezeni tecny ke grafu a ve fyzikdlnim kontextu rychlosti
jako derivace polohy v case. Po zavedeni se definice typicky procviéi na dvou ¢i
trech prikladech a prejde se k aritmetice derivaci — pravidlu derivace soucinu,
slozené a inverzni funkce. Procvicovaci priklady na tyto véty jsou tvoreny for-
malnim zadanim a testuji vyhradné aplikaci vzorci. DP se uzavira aplikacemi
v podobé vét o stredni hodnoté, hledani extrémiu a vysetfovani funkce. Tim se
procvicuji opét mechanicka pravidla a postupy pro funkce, které jsou odtrzené
od praktickych aplikaci. Definice integralu obvykle prichazi zavedenim primitivni
funkce jako opac¢ny proces k derivovani. Nékteré knihy ovsem pristupuji naopak
zavedenim urc¢itého integralu z motivace urceni obsahu plochy pod ktivkou a poz-
déji ujasnuji vztah urcitého integralu a primitivni funkce. Jiz jsme tekli, vzhledem
k praktické uzitnosti je vice motivacni zacit urc¢itym integralem. Aplikace zusta-
vaji na SS primarné u urceni ploch, pifpadné uréeni objemii rotacnich téles atp.

Zasadni vyhodou literatury pro VS a samouky oproti SS uéebnicim je moti-
vace praxi a tematicky vice ladéné priklady, podle osobnosti autora. Mnohé knihy
se snazi latku redukovat na zakladni myslenky, proto lépe vyuzivaji inzenyrsky
podtext k motivaci a miti k aplikacim, pritom se ovSsem snazi drzet korektnosti.
Z toho samoziejmé existuji vyjimky na obé strany. Napt. [VI0| prezentuje latku
co nejintuitivnéji bez rozboru predpoklada atp. Skripta matematickych fakult
[V92, VI3, V95] naopak teorii tizkostlivé ve vs§i formalnosti vystavuji na mate-
matickych zdkladech. Mnohdy si knihy jako [V90] neuvédomuji, Ze se prezentuji
jako zacatecnické, ale vyzaduji velmi pokrocilé matematické schopnosti, které
jdou za rdmec SS vyuky. Napt. [V99] (uréeno pro zacatecniky!) za¢ind rozborem
kompaktnich a souvislych mnozin. Za rozumny kompromis povazujeme [V87],
kterd tspésné miri na neznalého ¢tenare, kdyz pomoci ndzorného vysvétleni opros-
téného od detailniho formalismu stru¢né a jasné preda podstatné myslenky.

Samostatnou kapitolou je fenomén Jarnik, jehoz dvé zékladni knihy [V81, V82]
provedou ¢tenate logicky veskerou latku, daji mu slusnou sadu procvicovacich pii-
kladi a také nadhled. V predmluvé [V81] autor pravi, ze je kniha uréena tém,
kteri se matematikou chtéji zabyvat dukladnéji. Predmluva nakladatele doplnuje,
ze Ctyrsvazkovy soubor [V81, V82 V83, V84| vychoval mnoho generaci mate-
matikili, polozil zaklady matematického vzdélani techniki, uciteli aj. Také v ni
nachézime zminku, ze dilo proslo metodickymi dpravami a znac¢nym zahusténim.
Pfesto ma [V81] 392 stran. V téchto informacich vidime zasadni fakta, z kte-
rych je tieba se poucit. Text od Jarnika je uré¢en matematikiim, ptes veskeré
zahusténi je extrémné rozsahly, proto nelze cekat, ze ucebnici D&I lze vytvorit
tenkou, struc¢nou, a pritom snadno srozumitelnou a vécné spravnou. Jarnikovy
texty prosly dlouhym vyvojem, ¢imz se staly legendarni, od té doby ovsem ves-
keré dalsi materialy tento zpisob kopiruji. Zadné nalezené ¢eské knihy nenabizeji
jiny piistup. Stejny styl vikladu (pro VS matematického sméru!) se prokopiroval
do gymnazidlnich uc¢ebnic [M29, M42] i webovych materiali. Podle nas je nutné
hledat novy zpusob vykladu reflektujici vyvoj spolecnosti a skolstvi, metodiku
skutec¢né urcenou pro mladé zaky, kteri nota bene nemusi mit zajem o technické
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¢i matematické vzdélani. Inspiraci mizeme hledat i v cizojazycné literature, z ni
nas zaujala [V88].

Zakladni SS ucebnici je [M29], kterd ovSem pro svou formélnost je dnes pro
zaky nestravitelna. Vyzaduje od nich pokrocilou orientaci v logice a abstraktni
latce sestavené témér metodou definice — véta — dikaz. V knize 1ze najit motivacni
texty i praktické priklady, ale pouze ve velmi omezené mire. Samotné myslenky
D&I zapadaji ve slozitém a suchém textu, ktery navic neni doplnén grafickym
zpracovanim. Prilozené grafy také nejsou nejvhodnéjsi pro ilustraci danych mys-
lenek. O mnoho lépe si nevede nova ucebnice [M42], ktera styl prace prebira pravé
z [M29]. Voli modernéjsi styl textu, ktery ¢tenari tykd, navic je graficky zpracovan.
Autori pouzivaji vhodnéjsi (ale ne nejvhodnéjsi) obrazky, a také je kazda kapitola
uvozena kratkym motivaénim a prakticky zamérenym textem. Kniha ovSem ma
zasadni nedostatky. Tim, Ze se autofi snazili dodrzet formalni raz [M29], na ktery
jen roubovali kamaradsky zjednoduseny text, se dopustili mnoha preslapu. A to
je problém zejména po vécné strance, kdyz napr. ve shrnuti o asymptotach funkci
se pise, ze asymptoty bez smérnice jsou kolmé na osu x, maji tvar x = a. Funkce
nesmi byt v bodé a definovana a musi mit alespon jednu jednostrannou limitu.
Podle tohoto popisu by ovSsem asymptotu bez smérnice méla i funkce ‘;”—' v bodé
a = 0. Lze se ohradit, ze dulezité slovo ,nevlastni® limitu bylo v predchozim
vykladovém textu, ale to podle nas neni diivod dopoustét se této nepresnosti ve
shrnuti. Neodpustitelnym hiichem je ditkaz spojitosti obréazkem.

Za nejvhodndjsi soucasnou SS ucebnici D&I povazujeme [M43], kterd je pri-
jemné textové zpracovana, doplnéna slusnou sadu obrazk a prikladd. Nechybi
kratké motivacni texty a poznamky o aplikacich, dokonce tfeba odkaz na Fou-
rierovu transformaci zvukového signalu. Dalsimi krasnymi materidly jsou texty
k fyzikalni olympiddé, které ovSsem cili na talentované studenty. Ucitel v nich
muize najit bohatou inspiraci pro vlastni zlepsovani a nékterymi priklady ¢i po-
stupy muze obohatit svou vyuku. Texty jsou k dispozici na strankach http:
//fyzikalniolympiada.cz/studijni-texty a vénuji se napft. praci s chybou,
aproximacim a Taylorovu rozvoji ve fyzice, parametrickym funkcim, kiivkam...
SS knihou, kterd nés nejvice nadchla, je [F76], kterd prezentuje sérii obvyklych
netrpi vyklad, ktery je naopak podbarven praktickymi ukazkami vypocti z ba-
listiky, optiky a mnoha dalsich. Tato kniha by podle nas méla byt v knihovnicce
kazdého ucitele matematiky ¢i fyziky.

Pokud se chceme vénovat SS literatufe z hlediska propedeutiky, v ucebni-
cich matematiky zakladni gymnazialni fady nakladatelstvi Prometheus hledame
marné, az na zminku o Cavalieriho principu v [M37], ktery je pouZit pravé dva-
krat (objem jehlanu a koule), a ne zrovna jednoduse. V geometrii se obvykle,
zejména v opakovaci literature a sbirkach, vzorce pro vypocet obsaht a objemu
prezentuji jako fakta dand shiry, pritom by se na nich mohl budovat vztah
k integralu. Dalsi ¢asti matematiky jako posloupnosti a tady téz zlstavaji ne-
vyuzity a ani pojem limity posloupnosti nemiii ke studiu lokality a nepfipravuje
nejvhodnéjsi zaklad pro budouci vyuku derivaci. Vyrazné lepsi moznosti k pro-
pedeuci nalézame v ucebnicich fyziky, které ze své podstaty vyzaduji vysvétleni
derivace a integralu davno pred jeho probranim. Konstatujeme, Ze napt. princip
integrace se prezentuje zakovi na gymnaziu od prvniho ro¢niku, kdy se setkava
s tim, ze draha nerovnomérného pohybu je urcena jako obsah plochy pod ktivkou
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ve v — t diagramu. Stejny obrazek nalezneme u pocitani prace jako plochy pod
kiivkou v F'— s diagramu, ¢i ve druhém ro¢niku kde je analogicky obrazek u roz-
déleni rychlosti molekul plynu a zejména u vypoctu prace idedlniho plynu jako
obsah plochy v p — V' diagramu, 2.1. Podobné jako s integraci je to s derivaci,
ktera se prvné projevi u rychlosti a poté se opakuje u vykonu atd. Ucitel fyziky
musi vzdy a znovu vysvétlovat princip derivace/integrace, aniz by mél k dispozici
matematicky podklad. Domnivame se, Ze zde ¢eka zakladni prilezitost pro pro-
pedeutickou praci, nebof ucitel miize zalozit celou novou ideu, kterou postupné
potkava ve fyzice na rtznych mistech. Ve ¢tvrtém rocéniku pak prijde korektni
formulovani idey v hodindch matematiky. Zakovi uz bude l4tka ale dobfe znama.
Propedeutiku lze zaklddat uz na ZS, pfestoZe se tomu nyni déje jen v mini-
malni mife. Domnivame se, Ze uc¢ebnice by mély v tomto véku ditéte zejména klast
diraz na praci s chybou a aproximacemi, rozliSeni hodnoty a zmény hodnoty ve-
liciny atp. Pfitom i riemannovska myslenka pocitani plochy pod kfivkou je pro
zéka prijatelnd, pokud ji pred néj postavime axiomaticky. Tak postupuje [Z18],
viz obr. 2.2. Klasicka série ucebnic fyziky pro ZS od nakladatelstvi Prometheus
(721, 722, 723, 724] propedeutické prileZitosti nabizi pouze jedinym prikladem
na rozdily teplot v [Z21]3, stejné chuda je i sada ucebnic matematiky pro nizs
gymnézium od stejného nakladatelstvi autori Herman J. a kol. [Z1]-[Z16].
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Obréazek 2.2: Dréha télesa jako obsah plochy pod kiivkou v ZS uéebnici [Z18].

Pro srovnani moderniho vykladu s historickym jsme prosli knihy starsiho data,
nejen cizi [V88, V89, V90|, ale i ¢eské, napt. [M48, V85, V86]. To jsou dobré
priklady toho, Zze knihy starsiho data peclivé dbaly na aplikace, nazorny vyklad
i na bohaté procviceni latky. Hned v tivodu [V85] se po Ctenari zada urc¢it funkce
obvodu prurezu tunelu, hustoty smeési lihu a vody, délky zZelezné tyce v zavislosti
na teploté. Takové povédomi o funkcich presné chceme v zacich budovat i dnes.
Proc tedy takovy pristup z knih zmizel a zustala jen formalita logickych vyroka?
Terminologie snad v tu dobu jesté nebyla ustalena, ale ¢teme o limité jako mezni
hodnoté, o nekoneéné malych veli¢inach riznych rada atp. Konkrétné Vojtéchovy
texty povazujeme za velice pinosné a nuti nas k otdzce ,,Sel historicky vyvoj
literatury spravnym smeérem?* Podle nas je na Case se zamyslet, neprebirat
nekriticky latku bezprosttedné z cerstvych ucebnic, ale hledat inspiraci ve staré
literature, ktera se k tématum stavi tak, jak lidé k D& postupné dospivali. Tim
je neméné vhodna, aby citlivé poucila ¢tendre neznalého D&I i dnes.

3U&ebnice je tvofena pro 6. t¥idu! Fyzika s rozdily zapornych teplot trochu piedbihd mate-
matiku, kde se zak pravé udi cela ¢isla.
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Naopak moderni doba, ta nabizi nové moznosti, zejména grafické vizualizace
a numerickych metod, jimz staré texty nemohou konkurovat. Na webu jsou do-
stupné mnohé texty a videa, které ale bohuzel prebiraji latku navzajem od sebe
a zbytecné formalné. Bez kvalitni motivace a nabidky praktickych aplikaci mluvi
o tecnach, slozitych vzorcich, pravidlech derivace atp. Z takto nevhodnych mate-
riali vybirdme napt. z youtube kandlu onlineshool.cz: https://www.youtube.
com/watch?v=JKn84tBTv_E&list=PLxqPHeBj75191y0UVWLfV_vORPLb7eJIq&i
ndex=2&t=0s, lepsi pristup nalézdame napt. na kanalu Marka Valaska, prip. webu
www.mathematicor.com https://www.youtube.com/watch?v=1XZmgv8xm18 Ci
vzdélavacim kanalu Isibalo https://www.youtube.com/watch?v=Sbztj0Ve7Eg.
Vsechna tato videa, ktera jsou na youtube na prednich mistech, sdili stejné chyby,
zejména za motivaci berou touhu urcit tvar grafu funkce. K tomu sice vyuzi-
vaji 1épe ¢i hiife terminologii zmén funkce ¢i analogii fyzikalni rychlosti, tim
se ale nelisi od ucebnic, které jsme pravée z toho duvodu kritizovali. Ani v za-
hrani¢nich kanélech nenachézime dobra videa, napt. u Khan Academy https:
//www.youtube.com/watch?v=rAof9Ld5s0g, https://www.khanacademy.
org/math/ap-calculus-ab/ab-differentiation-1-new/ab-2-1/v/de
rivative-as-a-concept, kde navic strohy nudny vyklad bez motivace dopl-
nuji tragickymi kresbami v nespecifikovaném softwaru. Soustfedénim na vzorce
pak oplyva video https://www.youtube.com/watch?v=SfruceekKV54. Hod-
notime tedy, ze vétsina webovych materialii neni kvalitni. Existuji ovsem vy-
jimky, napf. https://www.youtube.com/watch?v=WUvTyaaNkzM, kde se
autori vénuji i principu integrace. Kanal 3BluelBrown se vénuje i pokrocilym
tématim jako parcidlni diferencidlni rovnice ¢i Fourierova transformace velmi
poutavé a nazorné s dobrym grafickym zpracovanim a vécnou spravnosti. Ne-
vyhodou je, ze k anglickému videu nejsou k dispozici ceské titulky. Snad diky
univerzalnimu jazyku matematiky nebude uciteli angli¢tina vadit a vezme si cen-
nou inspiraci. Kromé vyukovych videi se uciteli hodi software pro praci s grafy
atp. Kromé jiz znamé GeoGebry bychom radi ¢tenari dali odkaz na webovy kal-
kulator Desmos, ktery je GeoGebte velmi podobny, nevyzaduje ale zadnou in-
stalaci, protoze je k dispozici pfimo ve webovém okné www.desmos.com. Na
této strance lze také nalézt hotové materidly pro distancéni online vyuku riz-
nych matematickych partii. I samostatné webové stranky vénované D& sdili
mnohé chyby ucebnic ve snaze zredukovat latku na minimélni obsah. Vyznam
takovych materialia se tim ale velmi snizuje, potencial grafické vizualizace je ne-
vyuzit, a proto nejsou o nic vhodnéjsi nez papirové ucebnice. Uvadime priklady
takovych stranek, ¢tendr sam mtze posoudit: https://www.karlin.mff.cun
i.cz/~portal/karel.trnka/derivace/?page=12derivacevbode, http:
//math.feld.cvut.cz/mt/txtd/1/txc3dalc.htm, https://maths.cz/clank
y/200-zaklady-derivace, https://matematika.cz/derivace, z cizojazycnych
https://www.mathsisfun.com/calculus/derivatives-introduction.html,
http://tutorial.math.lamar.edu/Classes/CalcI/DefnOfDerivative.aspx.
Volame po tom, aby byly vytvoreny nazorné a srozumitelné interaktivni mate-
ridly, kde motivaci nebude hledani tecny a obsahu plochy, kde derivaci nebude
minéna sada vzorcu pro derivace konkrétnich funkci, kde integralem nebude mi-
néno pouzivani pravidla per partes. Je potieba zaktim a zajemctim o matematiku
ukézat, co vSechno zajimavého a uzitecného D& mohou skutecné nabidnout.
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https://www.youtube.com/watch?v=JKn84tBTv_E&list=PLxqPHeBj75l91y0UVWLfV_vORPLb7eJIq&index=2&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=JKn84tBTv_E&list=PLxqPHeBj75l91y0UVWLfV_vORPLb7eJIq&index=2&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=JKn84tBTv_E&list=PLxqPHeBj75l91y0UVWLfV_vORPLb7eJIq&index=2&t=0s
www.mathematicor.com
https://www.youtube.com/watch?v=lXZmgv8xm18
https://www.youtube.com/watch?v=SbztjOVe7Eg
https://www.youtube.com/watch?v=rAof9Ld5sOg
https://www.youtube.com/watch?v=rAof9Ld5sOg
https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-differentiation-1-new/ab-2-1/v/derivative-as-a-concept
https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-differentiation-1-new/ab-2-1/v/derivative-as-a-concept
https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-differentiation-1-new/ab-2-1/v/derivative-as-a-concept
https://www.youtube.com/watch?v=SfruceeKV54
https://www.youtube.com/watch?v=WUvTyaaNkzM
www.desmos.com
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~portal/karel.trnka/derivace/?page=12derivacevbode
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~portal/karel.trnka/derivace/?page=12derivacevbode
http://math.feld.cvut.cz/mt/txtd/1/txc3da1c.htm
http://math.feld.cvut.cz/mt/txtd/1/txc3da1c.htm
https://maths.cz/clanky/200-zaklady-derivace
https://maths.cz/clanky/200-zaklady-derivace
https://matematika.cz/derivace
https://www.mathsisfun.com/calculus/derivatives-introduction.html
http://tutorial.math.lamar.edu/Classes/CalcI/DefnOfDerivative.aspx

3. Priklady a texty pro rozvoj a
aplikaci infinitesimalniho citéni

V této kapitole si klademe za cil dat uciteli matematiky a fyziky do ruky texty
a arzenal prikladu, které jsou vhodné pro propedeuci, pritom se soustiedime na
klicova hesla nalezena v predchozi kapitole. Texty miize brat ucitel jako zaklad
pro vlastni didaktickou transformaci latky, mize je snadno a volné zpracovat ve
vlastni vyukové texty. Nékteré priklady slouzi k upozornéni uciteli, aby nevyne-
chaval ty zdanlivé snadné, které jsou ale z hlediska propedeutiky D& I podstatné.
Jiné priklady pfimo cili na rozvoj infinitesimalniho citéni a velkd sada prikladi
tického vyznamu jsou podle nas nezbytné, protoze ucitel je mize pouzit jednak
pri samotné vyuce D&, ale také jako inspiraci a zejména motivaci.

Cést prikladi je inspirovana nebo piimo prevzata z dostupné literatury, mnohé
z prikladu jsou ovSem tak elementarni, ze neméa smysl citovat autorstvi. U neob-
vyklych, originalnich ptikladl zdroj citujeme. Pokud jsme prevzali néjaky napad
ke konstrukci nového prikladu, oznacujeme to citaci s poznamkou ,,Insp.“. Pokud
je priklad nasi autorskou tvorbou, ¢i prezentujeme zajimavé autorské reseni zna-
mého prikladu, budeme takovou situaci znacit ©. U nefesenych ptikladi casto
pro kontrolu davame vysledky do zavorky na konec zadani.

3.1 Zména je zZivot

Pojem diference se na SS objevuje jen jako specifikum aritmetickych posloup-
nosti, my jej formalné zavedeme u vsech posloupnosti, tim dojdeme az k tématu
diferen¢nich rovnic. Transformaci tohoto tématu pro SS zaky zamyslime mj. se-
znamit je se stylem prace definice — véta — dikaz diive, nez u D&I. U posloup-
nosti, kde chybi limitni prechod k "nekonecné malému", je to vhodnéjsi zacatek.
Hlavné tim pripravujeme prekoncept pro derivaci a diferencialni rovnice. Zava-
dime k tomu novou terminologii opfenou o diferencidlni pocet. Samotné posloup-
nosti a fady nejsou hlavni naplni této prace, proto jsme pro nasi didaktickou
transformaci jejich formélniho zavedeni vyhradili dodatek B a nasledujici text
mifi pfimo k pojmu diference. Do dodatku doporucujeme ¢tenari nahlédnout,
pokud by ndhodou nemél jasno ve znaceni, které v dalsim textu budeme pouzi-
vat, navic se budeme drzet stejného stylu textu. Takto podanda latka nemusi byt
vhodnd pro viechny zaky SS. Spise slouzi jako inspirace pro uéitele, ktery si ji dale
transformuje do vyuky posloupnosti podle situace. Po matematické sekci o dife-
renci v posloupnostech a radach rozebereme roli diference ve fyzice, navrhneme
nové konzistentni znaceni respektujici rozdil mezi hodnotou a zménou hodnoty
veliciny. Nechybi priklady na ujasnéni této duality.

3.1.1 Diference a posloupnosti

Uvazujme posloupnost (a;);. Potom se mtizeme ptat, jak obecné vypadé vztah
mezi sousednimi ¢leny. Takovy vztah totiz muze usnadnit studium nékterych
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posloupnosti. Napt. pro rostouci posloupnost musi byt rozdil po sobé jdoucich
¢lent kladny.

Definice 4. Pro posloupnost (a;)_, definujeme i-tou diferenci jako rozdil
a, = a4 — a;. Dem’vovanou posloupnostz’ rozumime posloupnost diferenci, tj.
posloupnost (a )l 1 s jejiz cleny jsou a) = a;11 —a;. Kromé znacent (a}); pouZijeme

i znaceni (Day);.

Pozndmka. Derivovana posloupnost od aritmetické je konstantni. Protoze jsou
vSechny diference stejné, nema smysl mluvit o i-té diferenci, ale obvykle udavame
jen termin diference. U ostatnich posloupnosti jsou diference nekonstantni funkci
indexu 1.

Pozndmka. Rizné posloupnosti mohou mit stejnou derivovanou posloupnost, na
priklad posloupnost lichych a posloupnost sudych c¢isel. Posloupnost tedy neni
jednoznac¢né urcena svoji derivovanou posloupnosti.

Tvrzeni 2. Posloupnost je jednoznacné urcena svou derivovanou posloupnosti
a jednim svym clenem.

Diikaz. Zname-li jeden clen, je mozné uzitim znamych diferenci dopocitat libo-
volny dalsi ¢len a tento vypocet je jednoznacny. Pti j > ¢ plati

-1
;= a;+ajq +aj gyt =ait+ ) a. (3.1)
k=i

Poznamka. Motivovani terminologii funkci, budeme pro jednoduchost o posloup-
nostech, jejichz ¢leny jsou dany polynomem a; = P(i), hovorit jako o poly-
nomickych posloupnostech. Pripadné uzijeme termin kvadraticka, atp. Pro po-
sloupnosti ve tvaru a; = at + f tak mame dvé splyvajici pojmenovani - aritme-
ticka a linearni posloupnost. Z tradice se pridrzime prvniho pojmenovani, druhy
termin by byl namisté pri icelném srovnani souvislosti s polynomy.

© Pro nasledujici posloupnosti (a;); naleznéte jejich derivované posloup-
nosti - napiste je vzorci pro i-ty Clen.

o posloupnost lichych ¢isel a; = 2i — 1 (a) = 2)
o a; =1’ (a} =2i+1)
o a;=1° (af = 3i* +3i+1)
o a; =2 3" +1 (a) = 6i* — 1)

© Posloupnost derivovana od rostouci posloupnosti mé kladné cleny.
Analogicky pro neklesajici ¢i klesajici posloupnosti. Ukazte tak, ze posloupnost
(a;); = (i* —4%); je rostouci. Od kterého ¢lenu je rostouci posloupnost (b;); =
(* = Ti*+6i+5),7 (a;=3>—i>0proVieN, b, =3i>—11i > 0 pro i > 4)

Uvazovat mtzeme i posloupnost derivovanou od derivované posloupnosti. Dalsi
derivované budeme znacit dalsimi ¢arkami, napt. druhou derivovanou posloupnost

(a}),, indexem v zévorce, (aZ@)) , anebo se znakem D, (D%q;),.

Ldertvare = odvadét vodu, prenesend: odvozovat
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Pro posloupnost (2°), naleznéte prvn{ a druhou derivovanou posloup-
nost. Jak by vypadaly dalsi derivované? Naleznéte predpis pro prvni ¢len k-té
derivované posloupnosti od ((—1)"),. (D*F2%); = 28, (D*(=1)%); = —(—2)%)
© Ma-li posloupnost ¢leny udané jako polynom v indexu a; = P(i),
pak zdivodnéte, ze derivovana posloupnost mé také cleny dané polynomickym
predpisem, ale se stupném o jedna nizsim.

© Pro posloupnost (i* — i?), urCete, kolikata derivovana bude (nenulo-
vou) aritmetickou posloupnosti. (Ctvrtd)

Podobny princip funguje i u posloupnosti, jejichz ¢leny jsou dany jako prevra-
cend hodnota z polynomu, stupen polynomu ve jmenovateli derivovanim roste.
© Pro posloupnost (%)Z spocitejte prvni, druhou a treti derivovanou.

Vsimneéte si, Ze derivované posloupnosti se sttidaji v monotonii (klesajici, rostouci,
klesajici, ...) a ve jmenovateli pfedpisu se vyskytuje polynom s vétsim a vétsim
stupném.

© Zavadime sérii posloupnosti (pl'); pro n € Ny takovych, ze p! =
(”2_1). n-ta posloupnost je tedy tvorena ¢isly v n-té diagonale Pascalova troju-
helniku. Odvodte a v Pascalové trojihelniku vyznacte derivované (D™pl);.

Res.: Reseni spociva ve vlastnosti kombinacnich ¢isel: pj' , — p}' = (“;") —
i+n—1 i+n—1 _ v.. _ . , .
(”Z ) = (Tﬁl ) = pﬁrf. Obecnéji D™p? = pin'. Derivované posloupnosti

jsou tak postupné dalsi diagonaly v Pascalové trojihelniku, pticemz se derivo-
vanim postupuje horizontalné doleva.

Opacny proces, tj. k dané posloupnosti najit takovou, jiz by zadana byla

rozumné nejdiiv uvést pojem rady.

Definice 5. Libovolnou posloupnost (A;); takovou, Ze posloupnost (a;); je od ni
derivovand, nazveme primitivni posloupnosti k posloupnosti (a;);. Primitivni po-
sloupnost oznacime bud velkym pismenem (A;),, indexem v zdvorce (aﬁ‘”), nebo

symbolem (Sa;);. Pripadné dalsi primitivni posloupnosti pak intuitivne (agfk)), ci

(Skai) podle potreby a vhodnosti oznacend.

Poznamka. Primitivni posloupnost neni uréena jednoznacné, lze pouzit symbol
(Sa;), pro oznaceni vSech primitivnich posloupnosti k (a;);. Dvé rtizné primitivni
posloupnosti (4;), # (B;); k dané posloupnosti se lisi o konstantu, tj. (Vi,j €
N)(A; — B; = A; — B; = const). Primitivn{ posloupnost je jednoznacné urcena
libovolnym jednim svym clenem. Zname-li A,, a (a;);, pak pro n > m plati
n—1 m—1
A, = A, + Y a;, zatimco pro n < m plati A, = A,, — > a;.
i=m i=n
Pozndmka. Symboly D a S pouzivame jako predzveést derivace a integralu. Sym-
bol S navic odkazuje na souvislost primitivni posloupnosti a ¢astecnych souctt.
Predchozi poznamka je analogii Newtonovy formule a zamény mezi integralu, coz

vynikne pfi symbolickém prepséni F(n) = F(m) + }L f(z)dz.

© Naleznéte primitivni posloupnost (D;); k posloupnosti pfirozenych
¢isel (d;), := (i); s podminkou Dy = 1.
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Res.: Pro i > 1 platt D; = Dy + Y0 1d, = 1+ s;_;. Stad

n=1
tedy urcit n-ty castecny soucet. GauBovou metodou zapiseme 2s, =
(1+n)+2+n—-1)+B+n—-2)+...+(k+(n—k+1)+...] = n-(n+1).
Zaveér prikladu tedy je:

i(i—1) @& —i+2

D, =1
* 2 2

(3.2)

Uz jsme vidéli, ze k polynomické posloupnosti je derivovand posloupnost také
polynomicka. Vsimneme si, ze pro polynomickou posloupnost je i primitivni po-
sloupnost polynomickd, polynom méa ovsem naopak stupen o jedna vyssi.

© Naleznéte takovou posloupnost (a;),, ze geometricka (g;); := (%) je

jeji derivovand, a navic sama (a;), je geometricka.

Res.: Opét je tfeba urcit n-ty castecny soucet: s, = >}, 4%. Muzeme vyu-

zit fakt, ze jde o geometrickou posloupnost s s; = ¢ = i, castecny soucet je

n 1
Sp = 81 111qq = ill_ﬁ" = 3(1 —47"). Posloupnost (a;); mé tedy ¢leny
4
1 i—1
4 . 1— (3
a; =a; + - (1 — 47" :a1+<4). (3.3)
3 3
Jelikoz ma jit o geometrickou posloupnost, musime najit takové a;, ze
. 1—2 v v v ’
a; = a; - Q"!. Prepidme a; = % a zapisme pomeér po sobé jdoucich

clent, ktery ma byt konstantni:

Qi1 3a; +1— 471
a;  3ap+1—41-

= (@ = const. pro Vi € N (3.4)

, . 3a;+1—1 ! 3a1+1—-L , .
Srovndme-li -4 = %2 = 3 — 16 dostaneme po Upravé (3a; + %)2 =

3a1+1-1 = a1 az 3a1+1—i
3ai(3a; + %) a dale se rovnice redukuje na %al = —%, ¢imz dostaneme kan-
didata a; = —z. Ovérime, ze tento pocatecni clen skutecné udava konstantni
pomér po sobé jdoucich ¢lenii pro vSechna i: kvocient () dostaneme srovnanim

5 - v . v v e . 7’ . 7 .o
Q = 4 = ﬁiﬂ = i = q, coz je skuteéné nezavislé na i. Nalezend dvojice
1

Wl

(1)t .
a; = —%, Q= i skutecné umoznuje zapsat a; = a; + % =, QL.
Obecnd tvaha pro obecnéjsi geometrickou posloupnost (¢*); by se opirala o po-
dobny argument. Dostali bychom

1— g .
a; = ( q)la'l + q q ; ale—l (35>
—4q

a o geometrickou posloupnost piijde, pravé kdyz a; = q_il, Q = q. Je ovsem lepsi
tento vysledek uhodnout a ovérit, nez obecné odvozovat.

Podstatny zavér, ktery lze z prikladu ucinit, je: derivovana i primitivni po-
sloupnost ke geometrické posloupnosti je geometricka posloupnost se stejnym
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kvocientem. V pripadé primitivni posloupnosti je tfeba upfesnit, ze az na posu-
nuti (nejednoznacnost primitivni posloupnosti). Speciélné, kazda primitivni po-
sloupnost ke geometrické posloupnosti (¢*), mé ¢leny Sg; = ﬁqi—i—const. Opacné,
derivované posloupnost ma Dg; = (¢—1)q'. Jako zajimavost nepochybné postieh-
neme, ze v derivované i primitivni posloupnosti se objevuje faktor (¢ — 1), jednou
v Citateli, podruhé naopak ve jmenovateli. Tento fakt vynikne pouze pro tyto
specialni posloupnosti, kdy a; = ¢, situace s obecnou geometrickou posloupnosti
a; = a1¢"~1 by byla zbyteéné komplikované pro tuto chvili. Specidlni jednoduchy
pripad je nasledujici:

© Od posloupnosti (a;); se cleny a; = 2~ naleznéte vSechny posloup-
nosti (agk)), ke Z. ((agk)) = (ai)i)

Geometrické posloupnosti potkdme i pfi oddechu. Herni systémy jsou posta-
vené na zvysujici se obtiznosti. Zakladni jednoduchou tvahou je pozadovat na
postup o dalsi droven zhruba tolik zkusenosti, kolik hra¢ nasbiral za cely dosa-
vadni postup. Takovou vlastnost ma pravé geometrickd posloupnost, napr. pro
piedchozi pitklad lze ovéfit a;41 = 1+ Xi_; a;. Pro motivaci hraci a z divodt

vvvvvv

© Pro libovolnou geometrickou posloupnost a; = a,¢*~! ukazte, Ze n-ty
casteény soucet s, se da vyjadrit linearni funkei a,,; a naopak. Uzijte nalezeny
vztah k tomu, abyste nalezli n-ty ¢astecny soucet posloupnosti (2071);.

Res.: . .
qn - Ap+1 — A1 .
Sp = ap = aq = , b
,,; q—1 q—1
1 ay
Sp = jan_;'_l — j s an+1 = (q — 1)871 ‘I— aq (36)

Zadand posloupnost 2071 je geometrickd s a; = 1,q = 2, proto s, = a,41 — 1.

Pr. 12:] © Hra OldSchool Runescape vyuziva systém trovni zaloZeny na sbi-
rani zkusenosti, jako drtiva vétsina her. V tomto pripadé jsou celkové potiebné
zkusenosti X P k ziskani dané irovné Lvl predepsané vzorcem:

XP(Lvl) = u Lvil (k -+ 300 2’%)J , (3.7)
k=1

kde zavorky |-| znaci spodni celou ¢ast (desetinné ¢islo tedy zaokrouhlime dolu).
Numerické hodnoty jsou vypsany v tabulce 3.1 pro prvnich dvacet trovni. Kolik
zkusenosti a,, je potieba k postoupeni o jednu troven, z n-té na dalsi? Zkoumejte,
jak je to aritmeti¢nosti, geometricnosti posloupnosti (XP(Lwvl)),. V predpisu
sumy se vyskytuji dva ¢leny: £ a 300 - 27, Jaky je jejich vyznam pro postup do
dalsi irovné na nizkych a vysokych trovnich hrace?

Pojem derivované funkce lze s tispéchem pouzit pro studium rekurentnich po-
sloupnosti. V této terminologii studujme Fibonacciho tlohu: F, o = F,,.1+ F,, &
F ., =F, Uloha pro nalezeni vzorce pro n-ty ¢len tedy spoéiva v tom, nalézt
takovou posloupnost, kterd ma zadany vztah viaci své derivované posloupnosti.
Tuto tlohu budeme nazyvat feSenim diferencni rovnice, [V94]. Takovou rovnici je
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Tabulka 3.1: Tabulka celkovych (tj. kumulativnich) zkuSenosti XP potfebnych
pro postoupeni na danou uroven Luvl. Vypis pouze do trovné 20, maximalni do-
sazitelnd troven ve hre je 99.

Lvl | XP Lvl | XP Lol | XP Lvl | XP
1 0 6 | 512 11 | 1358 16 | 2746
2 83 7 | 630 12 | 1584 17 | 3115
3 174 8 | 801 13 | 1833 18 | 3523
4 276 9 | 969 14 | 2107 19 | 3973
5 388 10 | 1154 15 | 2411 20 | 4470

libovolna rovnice svazujici ¢leny posloupnosti a ¢leny posloupnosti od ni derivo-
vanych. Vytesit diferenéni rovnici ovSem miize byt velmi slozité.

Studujme specidlni piipad a, = const., kterd neni nic jiného, nez hledani
primitivni posloupnosti ke konstantni posloupnosti. A my jiz vime, ze fesenim
bude aritmeticka posloupnost. Fakt, ze primitivni funkce neni jednoznacna, vede
k tomu, ze diferencni rovnice dopliujeme tzv. "poc¢atecnimi podminkami', které
vyselektuji jedineéné feseni. Takova podminka je napt. a; = 1 ¢i 3as = 2as.

Podivejme se na Fibonacciho posloupnost danou rovnici % = 1. Tato rov-
nost znamend, ze derivovana posloupnost roste stejné tak, jako/ puvodni posloup-
nost. Tuto vlastnost jsme vidéli u geometrické posloupnosti: qiq—fl = (¢—1). Do-
stavame podezieni, ze ¢leny F,, budou mocninnou funkei n. Toto podezreni zesili,
pokud zkontrolujeme castecné soucty s, = > ; F; nasledujicim zptisobem:

Fn:anl—i_anQ

Foa=F, o+ F, 3
Fn—QZFn—3+Fn—4

F3 = Fy + Fy
Sn_F2_F1:Sn_Fn_F1+3n_Fn+Fn—1

z ¢ehoz vidime, ze s, = 2F,, + F,_1 — F5 = F, 1o — F5. Jelikoz Fy, = F} =1, je
zde obzvlasté napadné, ze F, o = F; + s,, coz je podobné jako u geometrické
posloupnosti, kterd je sama sobé primitivni ¢, 1 = ¢1 +s,. Pfes drobné odlisnosti
zkusme hledat predpis pro n-ty ¢len ve tvaru F,, = «". Derivovana posloupnost
mé tvar F = (o — 1)a™ a dosazenim do diferen¢ni rovnice dostavame:

F) (a —1)a™t

]’;:1: — =lead—a—-1=0 (3.9)

Takto ziskanou rovnici nazyvame charakteristickou rovnici a pravé jejim prostred-
nictvim se snadno studuji i slozitéjsi diferenéni rovnice. Nebudeme se detailné
zabyvat matematickou teorii, ale strucné predstavime zaveéry, které dava. Reseni
charakteristické rovnice jsou dvé, a to:

1+v5

= (3.10)

Které reseni ale vystihne Fibonacciho posloupnost? Teorie diferen¢nich rovnic po-
tvrzuje intuitivni myslenku, ze oba kofeny se na feseni podili a Fibonacciho ¢islo
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je urceno néjakou kombinaci geometrickych posloupnosti s nalezenymi kvocienty
(touto kombinaci nyni zprestiuje puvodni naivni odhad geometrické posloupnosti).

F,=Xaf + A a”, (3.11)

kde koeficienty Ay uréime z poc¢éteénich podminek: Fi = Ajol + Aol =
/\++’\‘+\ég()‘+_A‘) L 1,F = /\+ozi + Ao = 6()‘++’\‘)+i‘@(>‘+_)“) ~ 1. Po sub-

stituci u = Ay + A_,v = v/5(\; — A_) dostdvame soustavu rovnic:

6bu+2v=4
wrer (3.12)
u+v =2,

a odtud plyne Ay = —=A_ A X — (=A_) = % a konefné \y = :l:% . Shrneme

5
ziskané vysledky do zavéru:
(1+V5)" — (1 —+5)"
27/5
Ackoliv se toto Teseni muze zdat vizualné komplikované, je tfeba si uvédomit, ze
jsme k nému dospéli na zakladé intuice a jednoduchych tvah. Za rozebrani stoji

F, =

(3.13)

nasledujici dva fakty: Posloupnost dana korenem o = —0,618 prispiva ve vyssich
mocninach k hodnoté F}, naprosto zanedbatelné. Rychle klesa a uz pro n = 2 je
OLQ . a2 . v v/ ’

— =0,17a 7; = 1,17, takze staci psat

V5

F, = lﬂ;{?n} , (3.14)

kde hranaté zavorky oznacuji zaokrouhleni na nejblizsi celé ¢islo. Diky tomu
naivni pristup s odhadnutim Fibonacciho posloupnosti geometrickou zafungoval.
Daéle, podil dvou po sobé jdoucich ¢lentt Fibonacciho posloupnosti neni kon-
stanta, protoze posloupnost neni geometrickd v pravém slova smyslu. V napsaném
ptibliZeni (zanedbdme prispévek dany «_) ale pro vysoké hodnoty n muzeme bez
uzardeéni psat
Fn+1
Fn
Cislo o tedy dostava piesny vyznam - popisuje, jak rychle rostou ¢leny po-
sloupnosti pro velkd n (kvocient ptiblizné posloupnosti). Toto ¢islo mé ovsem
vyznamnou roli v mnoha dalsich tlohach teoretickych i praktickych. Je zndmé
pod nazvem zlaty fez a obvykle se v literature zna¢i ¢ = 1,618. Znamy je jako
vizualné nejptijemnéjsi pomér délky a Sitky v umeéni, ale najdeme jej i v prirodeé:
pomér vysky c¢lovéka a vzdalenosti jeho pupiku od zemé také odpovida zlatému
rezu. O toto Cislo je dale oprena tzv. logaritmicka spirala, kterou lze nalézt na Sis-
kach stromi, parozich a klech zvére ¢i schrankédch mlzi. Mnoho fyzikalnich tloh
rovnéz vede na zlaty fez, napr. pomér vzdalenosti nabitych ¢astic pri minimal-
nim elektrostatickém potencialu. Hmyz se pak po logaritmické spirale priblizuje
ke svétlu, ¢imz fesi tlohu na trajektorii, z niz je cil vidét pod stéale stejnym tthlem.
Z aritmetickych vlastnosti zlatého fezu jsou to tieba

/ 1

L+

= o, (3.15)

zkrétka narazime na néj (nejen v geometrii) témér na kazdém rohu.
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3.1.2 Diference ve fyzice

Touto kapitolou reagujeme nejen na otazku diference jako takové, ale i na
problém rozlisSovani mezi hodnotou a zménou hodnoty veli¢iny, 2.2.1. Domnivame
se, ze k tomu, aby zdk védomé rozdil rozlisoval, je vhodné vyuzit jednoduché
priklady z bézného zivota, které se zapisi formalismem diferenci. Pro fyzikalni
veli¢inu f rozumime absolutni diferenci zménu jejich hodnot mezi dvéma stavy.
Af = fo — f1. Absolutni diference veli¢iny méa stejnou jednotku jako ptivodni

veli¢ina. Relativni diferenci potom rozumime bezrozmérny podil 6 f = % =

%. S pojmem diference mizeme zacit prirozené uz mnohem diive v matematice.

Cena brambor ¢ se zvysila o Ac = 5%. O jakou ¢astku AC zaplatime
vice pti nakupu 5 kg brambor? Je podstatné, kolik stal kilogram brambor pred
zdrazenim?

Kolik korun AC' budeme muset priplatit, jestlize namisto pozadovanych
15 dkg salamu dostaneme navazeno 18 dkg? Cena salamu je 120%.

K odliseni hodnoty veli¢iny od jeji zmény, je podle nds podstatné, aby ucitel
v ruznych situacich i vékovych stupnich neopomijel zdanlivé jednoduché priklady
jako napr.
© Automobil jede po dalnici a postupem casu miji rtizné kilometrov-

niky, viz obrazek 3.1. Mélo auto vétsi primérnou rychlost v = % v prvinim, nebo

druhém tuseku cesty? Spocitej primérnou rychlost za cely tisek mezi Ctyricatym
a stym kilometrem.

Obréazek 3.1: Automobil jede po dalnici.

© Na obrazku 3.2 je graf zavislosti teploty vzduchu na denni hodiné.
Zapiste do tabulky aktudlni teplotu 7'(t) po kazdych tfech hodindch a zménu
teploty oproti predchozimu stavu AT(t) = T'(t) — T(t — 3). V kterém casovém
useku se teplota ménila nejrychleji?
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Obrézek 3.2: Meteogram teploty vzduchu. Zdroj: www.chmi.cz

Tento priklad nendpadné sméruje i k derivaci a analyze pribéhu funkce, kdyz
hleda nejvétsi zménu teploty pri stejné zméné casu.

Za matouci okamzik, ktery je mozna pri¢inou mnohych miskoncepci nejen ve
fyzikalnim smyslu, povazujeme tepelnou vyménu na zakladni skole. PTi vyuce
o teple jako formé energie dochazi casto k nedorozuménim, které se nasledné
mohou prolnout s miskoncepci hodnoty a zmény veli¢iny. Zakladnim matoucim
prvkem je oznaceni tepla @), které indikuje, ze téleso ma néjakou hodnotu tepla.
Pritom teplo je forma energie, kterda se manifestuje pouze jako zména vnitini
energie jednoho télesa na tkor jiného. Toto téma je detailné rozebirano na vysoké
skole, kde se dospéje k tomu, ze teplo neni totalni diferencial, a zavede se entropie,
ale pro potreby zakladni skoly navrhujeme nasledujici.

O teple v hodinach hovorme pouze jako o predané energii, jakozto zmeénu ener-
gie jej zapisujeme vyhradné diferenci AQ. Doporucujeme provést poctivé ener-
getickou analyzu tepelné vymény dvou téles z hlediska celkové energie a zmény
energii a mechanicky napocitat mnozstvi prikladii se zdiraznénim hodnoty tep-
loty a zmény teploty. Pritom povazujeme za dilezité zduraznovat, ze aktualni
hodnota veli¢in (z jaké teploty na jakou teplotu) neni podstatna.

Jakd bude zména teploty AT kilogramového Zelezného zavazi, jestlize

mu dodame teplo AQ = 2200 J7 ¢ = 44075 (T =5°0)

Diference se dale s pojmem energie objevuji i v dalsich situacich a teprve
prii vysokoskolském studiu dojdou hlubsiho pochopeni. Z prikladi takové situace
ted vybirame mechanickou praci. To je téz forma energie, kterou jeden fyzikalni
systém predava jinému (kond/je na ném konédna préace). Definice prace prichazi
pro elementarni situaci presunu télesa silou F' po draze s. Opét si povSimneme,
draha neni pozice télesa, nybrz jeji zména. Na misté tedy je psat diferenci As.
Teprve az na VS po zavedeni konzervativnich sil a potencialii dojde na zavrseni

F = —VU, coz lze s nadhledem a pfimhoutenim fyzikalniho oka zapsat do tvaru
AW

F=_-_—_"" 3.17

As (3.17)

Byli bychom tedy pro, aby se pro zménu energie (ve formé prace) psalo i AW,
jako jsme u tématu tepelné kapacity zménu energie (ve formé tepla) zapisovala
AQ. Duvodem pro to je nejen budovani koncepce diferenci, ale také se opirame
o VS definici potencidlu a podobnost s teplem, kde tepelné kapacita je definovana
jako funkce teploty prostrednictvim derivace C' = %. Podle nas bychom tedy na
SS i ZS méli psat AW = FAs, AQ = mcAT.

Téma energii zavrsujeme pojmem potencidlni energie, kterou rozebereme
v homogennim gravitaénim poli, jak se s nf setkdvaji zaci jiz na ZS. V takovém pii-
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padé plati mg = AAE;L”, coz je opét jen forma 3.17. Zduraznujeme tedy jesté jednou,

ze teorie potencialii je pro soucasnou vyuku neprijatelné obtizna, problémy ¢ini
i na elitnich gymnéziich. Zejména lze problémy zaki demonstrovat na neschop-
nosti definovat nulovou hladinu potencialu, kterou vnimaji sice intuitivné napft.
jako podlahu, ale absolutné a jako fyzikéalni fakt, ne pomucku. Novinka, volba nu-
lové hladiny potencialu, by nds mohla vést k vykladu symbolu AE, namisto E,
jako relativni energie stavu vici nulové hladiné AE, := E, — Ey = E, — 0 = E,,
ale nejsme si jisti, ze by tato relativizace zaky nezmétla vice nez v soucasnosti
problematické fixace nulové hladiny. Zména energie pti prechodu z jednoho stavu
do druhého by byla AEp = AEPQ — AEpl = Ep2 — EpO — (Epl — Epo) = Ep2 — Epl
v souladu s klasickym chapanim a definice je v tomto smyslu dobra. Ale povazu-
jeme ji za zbytetné komplikovanou, zejména pro ZS.

Navrhujeme vyuzit ve vyuce pouze symbol AE), pro vyjadifeni zmény energie
mezi dvéma stavy (v souladu s pojmem diference) a oprostit se tim od volby nu-
lové hladiny potencialu. Ma totiz prakticky smysl ptat se, kolik joulet potencidlni
energie ma zavazi umisténé ve vysce pét metri? Ne, pokud nespecifikujeme pét
metri nad ¢im. Vyuka zavedenim AE, také zachovava pojeti ustfedniho vzorce
3.17. Potencialni energie by se tak postavila do podobné role, jakou jsme dali
teplu. Samotné nemé smysl (systém neobsahuje teplo), jen pri zméné stavu (pre-
dalo se teplo). Dani za toto pojeti bude ponékud jiny styl prace se souc¢asnymi
priklady, ale zapadne do konceptu AW pri diskuzi zachovani mechanické energie,
kdy pro zdvihnuti télesa je potfeba vykonat praci AW = AE,.

O kolik se zméni potencialni energie télesa hmotnosti m = 1 kg, které
jsme vyzvedli o vyskovy rozdil Ah = 1 m? Pocitame, ze na Zemi je tihové zrych-
leni g = 10%.

| Res.: Dosadime AE, = mgAh =10 J, tedy energie se zvysi o 10 J.

Jakou praci je treba vykonat pfi pfesunu knihy ze spodni do horni
policky knihovny? Jakou energii kniha ziskd? Policky jsou vzdaleny 2m a kniha

vazi 250 g.
Res.: Praci, kterou na knize vykoname, spoc¢itime soucinem sily F' = mg
(kompenzujeme gravitaci) s urazenou drahou Ah. Tato ndmi vykonand prace

AW = mgAh = AE, je rovna priristku potencidlni energie knihy, pocetné
AW =AE,=0,25-10-2=5J.

Kamen jsme upustili z vysky 5m nad zemi. Jakou rychlosti na ni
kamen dopadne?

Res3.: Zména vysky v gravitaénim poli je Ah = 5m, p¥i padu se tedy potencidlni
energie zméni o AE, = mgAh. Tato energie se pfeménila na kinetickou energii,
kterd ptivodné byla nulovéd AE, = AE), = Ej, — 0 = imv?. Celkem

2gAh =12 & v =10" (3.18)
S

Vidime, 7Ze narazime na problém pfi praci s kinetickou energii, u niz je v ne-
relativistické fyzice na SS rozumné se bavit, ze "auto méa tolik a tolik joulet
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kinetické energie'. Tim ma Ej, jiny charakter nez E,,Q,W a v tu chvili je tedy
potieba zavést zménu kinetické energie mezi dvéma stavy, coz by ovsem mohlo byt
mnohem intuitivnéjsi, nez predstava nulové hladiny potencidlu. Zménu kinetické
energie beztak musime rozebrat pti diskuzi zdkona zachovani celkové mechanické
energie. Navic ani kinetickd energie neni jednoznacné a zavisi na volbé vztazné
soustavy, tim dokreslujeme celkovou narocnost vyuky energie.

Motocyklista jede s poatecni rychlosti 365" z kopce samospadem.
Jakou rychlost ziska, pokud se sjezdem zméni jeho nadmorska vyska o 15 m?

Neuvazujeme treni ani odpor vzduchu.

Res.: mgAh = AE, = AE, = Z(v3 — 0}), tedy 2-10 - 15 = v3 — 100, tj.
vy = 207F. Rychlost motocyklisty se tedy zvysi o Av = 10™.

Problém znaménkové konvence u konani prace, vymény tepla a prirtstkii ener-
gie je stejny jak v navrhovaném, tak soucasném pristupu, proto je vic nerozebi-
rame a téma energii uzavirame.

Rychlost je jednou z prvnich (navic intuitivnich) fyzikalnich veli¢in defino-
vanych jako pomér diferenci, navic se pouziva pri vyuce derivaci jako motivacni
prvek. Proto je z propedeutického hlediska nesmirné vyznamna. Na ZS se zavadi

pouze prumeérna rychlost v = %, na SS se k ni nejprve vracime.

© Automobil se nachézel v 23 hodin 15 minut na 28. kilometru dalnice.
45 minut po pilnoci byl na 208. kilometru. Jakou drahu As urazil za ¢asovy tsek
At? Jaka byla prumérna rychlost automobilu? Pokud byl v piilnoci fidi¢ na 103.
kilometru, v jakém z tiseki mél fidi¢ vétsi primérnou rychlost? (120’%"7 druhém)

A v kontrastu k ni zavadime okamzitou rychlost, pficemz vysvétleni tohoto
pojmu se nemuze oprit o pojem derivace ani limity. Soucasné ucebnice tedy pri-

. v, t 1 e~ Vel s . ; _As . .
nejlepsim vykladaji, Ze okamzitd rychlost je podil v = 3% pro velmi mald At.
Domnivame se, ze zustava nedostatecné okomentovano pravé ono "velmi mala',
coz by se dalo napravit napt. nasledujicimi priklady.

© Hmotny bod se vlivem neznamych sil pohybuje po pfimce. Na grafu
3.3 je zachycena jeho poloha v ¢ase. Urcete rychlosti télesa v jednotlivych tsecich

a spocitejte prumérnou rychlost za prvnich, prostirednich a poslednich Sest sekund
pohybu. Jaka je primérnd rychlost za celych 10 sekund? Naleznéte alespon dvé
takova Casova rozmezi, ze primérna rychlost v tomto obdobi je nulova.

© Hmotny bod se vlivem neznamych sil pohybuje po pfimce. Na grafu

3.4 je zachycena jeho poloha v ¢ase. Uréete primérnou rychlost za celé obdobi.
Déle urcujte pramérnou rychlost v dvousekundovych intervalech, pak jednosekun-
dovych a nakonec pilsekundovych. Odectéte co nejpresnéji okamzitou rychlost
bodu v ¢asech t = 1s,t = 3s,t = 5s,t = 6s. V kterém okamziku uvazovaného
pohybu ma téleso nejvétsi okamzitou rychlost?

© Hmotny bod se vlivem neznamych sil pohybuje po primce. Na grafu
3.5 je zachycena poloha hmotného bodu v ¢ase. Odhadnéte, o jakou situaci se

jedna. Odectéte okamzitou rychlost v ¢asech: 1s, 2s, 6s a pri dopadu v cca 3s.
Co z grafu usuzujete o rychlosti dopadu pfi druhém a ¢tvrtém dopadu? Urcete
priumérnou rychlost za cely druhy skok (kolem ¢tvrté sekundy) a ¢tvrtého odpadu
(v ¢asech mezi cca 5,6 s a 6,5 s).
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Obrazek 3.3: Urcete okamzité a prumérné rychlosti pohybu.
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Obrazek 3.4: Urcete okamzité a praumeérné rychlosti pohybu.

Res.: Situace by mohla predstavovat pady a odrazy télesa volnym padem na
zem. Jeden dilek casové osy predstavuje 0,1 s, dilek prostorové osy 10 cm. V in-
tervalu (—0,9;1,1) s (dva dilky kolem zadaného okamziku 1s) téleso spadlo
z vysky zhruba 5,2m na vysku asi 1m. Tim padem okamzita rychlost télesa
je cca vy = g—:g = 217, V casech 1,9 s a 2,1 s se téleso nalézd v identické vysce,
proto vy = 0. V Case kolem Sesté¢ sekundy se za dva casové dilky urazi asi 7,5
vyskovych dilki, proto vg = 3,75 s. Kolem dopadu v treti sekundé se za jeden
casovy dilek urazi 18 délkovych, tj. vz = 187F. Podobné v 5 = 97, tedy rychlost
pri ¢tvrtém dopadu je poloviéni oproti rychlosti druhého dopadu. Druhy skok
trval 1,8 s a vyska vystupu byla asi 5,85m, proto primérna rychlost tohoto
useku pohybu je vrr = 6,57, pro ¢tvrty skok podobné odhadneme vy = 4,52
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Obréazek 3.5: Urcete okamzité a primérné rychlosti pohybu.

Zavedeni okamzité rychlosti je kriticky okamzik, protoze poprvé vyzaduje in-
finitesimalni citéni do té doby nepotkané. Ucitel by si mél byt védom, Ze v této
latce mize zalozit mnoho spravnych i mylnych koncepci, z fyzikalniho hlediska
zustava prechod k "nekoneéné malému" neokomentovan, ale 1ze jej ilustrovat na-
zorné graficky a jisté lze pouzit terminologii z budouci latky. To, ze zak netusi,
co je limita, neznamend, ze si nespojuje slovo "limitni" s néjakou mezni hodno-
tou. Domnivame se, ze tedy neni na skodu pouzit slovni obraty jako napr. At se
limitné blizi nule, ale je potfeba k tomu dodat adekvatni ilustraci ¢i vysvétleni.

Rychlost neni jedina veli¢ina definovana jako pomér diferenci (at uz v limité
jako derivace, nebo ne). Jmenujme nyni dalsi latku, kde se tento matematicky jev
vyskytuje:

 rychlost a zrychleni v = %, a= %
1hlova rychl hlenf w = &% ¢ = Aw
o thlova rychlost a zrychleni w = 3%,e = z7
e 2. Newtonuv zdkon F' = ilz a 2. véta impulsova M = %

e vykon P = %

Y ) : _AQ
« (popf. mérna) tepelnd kapacita C' = X

.1 _ AQ
o elektricky proud I = %7

o 1. Faradayuv zakon (definice elektrochemického ekvivalentu) A = ﬁ—g

« proudovy zesilovaci ¢initel (tranzistoru v zapojeni se spoleénym emitorem )

A
B =5
o Faradaytv zakon elektromagnetické indukce U = —AA—?;
s . o AD
o vlastni indukce L = 37
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Prvni situaci, kde jiz nevystacime s pojetim diferenci, tj. neni dostatecna napr.
primérna rychlost, primérny vykon, ale je nutno brat vztah v limité derivace,
nastane u Faradayova zdkona elektromagnetické indukce?. Do té doby se zék se-
znamuje se zakony linedrnimi (rovnomérny primocary pohyb apod.), kdy se podil
diferenci shoduje s derivaci. Soubéh limitniho pfechodu k derivaci spolu s vysoce
abstraktni veli¢inou toku magnetického pole povazujeme za zasadni problém vy-
uky, protoze jde o prilis velky skok v uvazovani. Nejspis proto je tato kapitola
fyziky extrémné nepopularni — navzdory rozsahlému praktickému uplatnéni.

Posledni podstatnou latkou, pfi niz se intenzivné vyuziva pojmu diference, je
studium relativntho prodlouzeni (v tuto chvili pro jednorozmérny piipad). Bud
vlivem teplotni roztaznosti, nebo deformaci pti piisobeni vnéjsich sil. V obou pii-
padech srovnavame koncovou délku télesa oproti pocatecni, ¢ili Al. Tento délkovy
rozdil je poméren k pocatecni délce a zavadime relativni prodlouzeni. Navrhujeme,
aby se ke znaceni relativniho prodlouzeni pouzila vyhradné symbolika pouzivana
pro zapis (relativni) chyby méfeni, jak jsme avizovali v prvni kapitole a déle

rozvedeme v sekei 3.2:
B Al

lo
Analogii s chybou méreni povazujeme za velice pozitivni. Je-li jiz zak s pojmy
relativni a absolutni chyba (nyni diference) sezndmen, nalezne snadnéji porozu-
meéni v této latce. V tuto chvili ovsem poukazujeme na to, ze ve vztahu (vzorecku)
muze vystupovat pouze jedna diference — sila F' vyvolava deformaci Al, coz jde
proti zkuSenostem s veli¢inami dosud zapsanymi v tomto textu. V pripadé tep-
lotni roztaznosti se vracime k intuitivnimu konceptu, ze zména teploty AT vyvola
prodlouzeni Al. Podrobnéjsi diskuzi provedeme v sekci o Taylorovu rozvoji 3.8.

5l (3.19)

3.1.3 Prakticky vyznam diference

Diference nabyva podstatného vyznamu i bez pouziti derivace ve chvili, kdy
se zméni vstupni parametry néjaké situace. Mizeme se pak ptat, jak se zméni
funkéni hodnoty, a to opét bud absolutné nebo relativné. Kromé zakladu — mate-
matického ¢ fyzikdlniho vzorce ziskdvame nadstavbu — napf. o kolik/jak se zméni
gravitacni zrychleni ptisobici na druzici, pokud zméni polomér své obézné drahy?
Definice fyzikalnich veli¢in v minulé podsekci jsou jen pripady, kdy tyto situace
maji dulezity fyzikalné-prakticky vyznam.

Nyni se budeme vénovat rozvoji funkcionalniho citéni, které se pozdéji mize
stat zédkladem pro pojem derivace. Uvadime sadu prikladi jak ryze matematic-
kych, fyzikalnich i kombinovanych.

Insp. https://www.youtube.com/watch?v=cuBbmeLwZGg. Predstavme
si provaz napnuty kolem dokola po rovniku Zemé. O kolik bychom museli nastavit

provaz, aby takto obepinal Zemi ve vysSce 1 m nad povrchem? Nejdiive si tipnéte
a poté presné spocitejte.

Res.: Tento priklad patii k tém, pfi nichz selhdava bézna intuice. Pri pred-
stavé obrovské zemékoule, kterou musime rozsitit v poloméru jesté o jeden metr,

2Existuje jediny piiklad — rovnomérné se posouvajici vodi¢ po rovnobéznych kolejnicich
v homogennim mag. poli, na ném se zakon demonstruje a lze provést odvozeni diky specialnimu
tvaru ®(t) =t - const.
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to bude nepochybné vyzadovat velkou délku provazu srovnatelnou s obvodem
Zemé, ne? Nemtzeme se mylit vic: Al = 2rAR = 6,28 m. Na tento kol nepo-
trebujeme vic nez deset metru lana! Intuice nas zklamala, protoze jde o diferen-
covani linearni zavislosti, ale na obrovském argumentu (to zaujalo nas mozek)
diference obvodu viibec nezalezi. Stejné bychom museli nastavit lano pri obepi-
nani celé Slunecni soustavy i jediného atomu.

© Jak se zméni obsah ¢tverce (absolutné i relativné), jestlize se o 1em
prodlouzi jeho strana, kterd ma A)a = 1lem, B)a = 2em, C)a =5em, D)a =
10 em? Na zakladé téchto vypoctt uhodnéte vzorec pro zménu obsahu jako funkei
délky strany a, tj. AS = AS(a) =?. Tento vztah potom odvodte teoreticky
a srovnejte funkce S(a) a AS(a).

Res.: Pro prehlednost zapiseme do tabulky vsechny znamé veliciny a dopoci-
tame neznamé; carkou znac¢ime parametry zvétseného ctverce.

a 1 2 5 10
a 2 3 6 11
S 1 4 25 | 100
S’ 4 9 36 | 121
AS 3 5 11 21
38 | 300% | 125% | 44% | 21%

7 tabulky hadame, ze AS = 2a + 1. To dokazeme, kdyz si ujasnime zapsanim
AS =S5 —S5=(a+1)?—a*=2a+ 1. Funkce jsou S ~ a?, AS ~ a.

© Jak se zméni povrch a objem krychle (absolutné i relativné), jestlize
se 0 1 em prodlouzi jeji strana, kterd ma A)a = 1em, B)a =2cm, C)a = 5cm,
D)a = 10e¢m? Na zdkladé numerickych vypocti se pokuste uhodnout vzorce
pro zmény povrchu a objemu jako funkei délky strany a, tj. AS = AS(a) =7,
AV = AV(a) =?. Tyto vztahy potom odvodte teoreticky a porovnejte funkce
AS(a) a AV (a).

Res.: Zapiseme do tabulky vSechny znamé veli¢iny a dopoc¢itdme neznamé:

a 1 2 > 10
a 2 3 6 11
S 6 24 150 600

S’ 24 54 216 726
AS 18 30 66 126
dS | 300% | 125% | 44% 21%
V 1 8 125 1000
Vv’ 8 27 216 1331
AV 7 19 91 331
oV | 700% | 200% | 72,8% | 33,1%

Zatimco lze s troskou pile (¢i poznatky z minulého piikladu) uhodnout AS(a) =
6(2a + 1), k objemu bude spise potreba vztah odvodit: AS = S — S =
6(a+1)>—6a> =6(2a+1), AV =V =V = (a+1)® —a® = 3a®> + 3a + 1.
K povrchu S(a) jako kvadratické funkci je AS(a) funkce linedrni. Ke kubické
funkei objemu V' (a) je zména AV (a) funkei kvadratickou.
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© O kolik by musela byt pocatecni rychlost svislého vrhu vzhiru vétsi,
aby vrh télesa trval o 1s déle?

Res.: Pro dobu svislého vrhu vzhiiru plati ¢t = 22, Po¢atedni rychlost tedy musi
byt o & vyssi, bez ohledu na jeji konkrétni ptivodni hodnotu.

[F72] O kolik je vétsi draha volné padajiciho télesa za n-tou sekundu,
nez za sekundu predchézejici? (2)

© O kolik metrii se prodlouzi dostiel pri vrhu pod thlem 45°, pokud
se zveétsi pocatecni rychlost vrzeného télesa o 177

Res.: Pro dostfel plati d = %, tedy Ad = 2”’%1. Tento vysledek vynika podob-

nosti s ptikladem na obsah ¢tverce, kde vyslo AS = 2a + 1.

Insp. [F78]. O kolik se zmensi gravitacni zrychleni, kdyz se vzneseme
0 10% poloméru Zemé nad jeji povrch?

Res.: Ag=¢—g=rM (ﬁ — #) = g% = —0,17¢g . Gravitacni zrychleni
je asi 0 1,777 mensi.

Rozpad radioaktivniho materidlu (tvoreného jedinym izotopem) se ridi zéko-
nem m = moe >, kde my a m jsou hmotnosti materidlu na za¢atku a konci
sledovani procesu, jez trval ¢as At. Parametr A\ souvisi s tzv. polo¢asem rozpadu
a udava "rychlost', s jakou jaderny rozpad probiha. Uvazujme pro jednoduchost
modelovy materidl s A = In2dne ', to umoziiuje zdkon rozpadu zapsat jako

m = mo(%)m, kam cas dosazujeme ve dnech.
Zapiste do tabulky, jakd hmotnost radioaktivniho materidlu m s polo-
casem rozpadu jeden den zistane po prvnim, druhém, ..., n-tém dnu a jaké mnoz-

stvi latky Am se ten dany den rozpadlo, pficemz my = 32 kg. m(n), Am(n) uréuji
posloupnosti indexované dnem pozorovani n; napiste predpisy pro m(n), Am(n).
Konecne, vyjadrete Am jako funkci m.

Tento priklad jsme mohli zminit uz v sekci o posloupnostech 3.1.1, nebot de
facto Tesi geometrické posloupnosti, ale uvadime jej zde pro navaznost na pred-
chozi priklady o zméné funkénich hodnot u riiznych zavislosti. Navic ve fyzikalnim
kontextu. Za zminku rozhodné stoji vysledek Am = —m (obecné Am = —Am,
resp. dm = —\3). Ten ¥ik4, Ze rychlost rozpadu je pfimo timérnd mnoZstvi ma-
teridlu, cili relativni mnozstvi rozpadajicitho se materialu je konstantni. A to je
divod, pro¢ je manipulace s radioaktivnim materidlem tolik nebezpecna. Model
exponencidlné rostouci populace (Fibonacciho tloha) lze pro tuto tlohu také po-
uzit; priklady na troky, vybijeni kondenzatoru apod. s exponencidlnim pribéhem
jiz. nejsou tak dobfe ilustrativni. Jejich métitko je bud nerealistické (v predchozi
tloze by slo o trok 100%), nebo fyzikalni pozadi ulohy je naro¢né a zbytecéné
odvadi pozornost od matematické otézky.

3Vztah piechdzi v limité Am — 0 na tzv. logaritmickou derivaci, o té se zminime pozdé&ji.
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3.2 Chyby a aproximace

3.2.1 Smysl pro preciznost

74k na ZS si velice rychle zvykne pracovat s desetinnym rozvojem ¢&isla, ale
dlouho si neuvédomi, co se mu o ném snazi ucitel fict. Totiz, Ze jde jen o prakticky
a mnohdy jen pfiblizny zapis. Zék by podle nds mél umét napi. pfi ndkupu spodi-
tat cenu zbozi - ne presné, ale dostatecné presné. Jde tedy o smysl pro preciznost,
zaokrouhlovani a odhady, které jsou v hodindch matematiky casto odpojené od
fyziky a praxe. Soustfedime na "zlepsovaky', které ndm umozni snadno pocitat
bez kalkulacky.

Zakladni priblizné vztahy jsou podle nas nasledujici:

1.1 3
T=—=-&—-=1,Tn=22,871=25 (3.20)
T 3 T
2 . 10 . .
=10 —=3&3r=10 (3.21)
T
1 7 7 9
= 07.4/2=—-+43=_-+5=Z2 3.22
B 0TVEE g V3=V (3.22)

Lze vymyslet celou $kalu podobnych zaokrouhleni, ¢isla 7 a v/2 ale hraji pod-
statnou roli v geometrii, a proto na né narazime nejcastéji. Fyzikalné dulezita
a prekvapivé presna aproximace plati pro tithové zrychleni na povrchu Zemeé.

g=n’ (3.23)

Nez prejdeme k praktickému vyuziti, varujeme, ze 1770 =3 a {; = 3 jsou sice dva
priklady zaokrouhleni, ale druhy z nich je nepatrné presnéjsi. Souvislost si ¢tenar
jisté uveédomi, kdyz si vzpomene na nerovnosti pri déleni.

© Priblizné urcete: %

Res.: V dtateli podhodnotime vyraz pod odmocninou v/37 = v/36 a jmenova-
tel zmensime na 0,7. Jelikoz jsme jak citatele, tak jmenovatele zaokrouhlili na
stejnou stranu, mame tu vyhodu, Ze neptesnosti se ¢astecné vyrusi. Tim padem
odhad % = % = 10 bude vcelku presny, ale nemtizeme snadno tici, zda
bude viici presnému vysledku nadhodnocen ¢i podhodnocen.

;. 35: Fiblivne urdete: Y6
© Priblizné urcete: = VR

| Res.: % =Za % = &, proto vyraz piepiSeme na 2 + &= = 24489 = 1.

10~ 70
P¥. 36:| © Priblizné urcete: % (9 =/5)
P¥. 37:] © Piiblizné urdete; ¥3HV5 4 v2+V6
[PF. 37:] R+ R
Res.: Nejspise si povSimneme, ze jde o vyraz typu % + % To bychom
. . v ’ 2— 2 VY . v
sice mohli vzorcem prevést na AA%, ale vétsina odmocnin se neodecte:
7.9
(3+2V15+5)— (242V12+46) _ Namni . A . 49
= .... Namisto toho rovnou nahradime & = ‘—=~+
V6+v/10+v18++/30 B P+
T = % = %. Protoze scitanec % z celého vyrazu odhadujeme nepatrné
7T 4
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vétsi nez jedna, musi byt podle naseho odhadu druhy sc¢itanec % nepartné mensi

nez 1. Celkovy soucet je tedy = 2. Zcela mimodék jsme si také povsimli, ze

V3+vh=V2+V6=14
© Priblizné urdete: /1821

521

Res.: Po usmérnéni odmocniny na 18, /57 = 18\/% = 6,3. Jelikoz jsme pod-
hodnotili citatel 7 = 3, spravny vysledek bude vétsi, nez nas odhad.

© 7 paméti priblizné vypocitejte obvod kruhu s polomérem 30 cm.
(188,4 cm)

© Kolik tisicikorun musime vybrat z bankomatu, pokud chceme v ob-
chodé nakoupit dlazbu na do kuchyné o vyméte 22 m?? Cena dlaZby je 249%. Co

kdybychom chtéli piikoupit jesté 2m? "do foroty"'?

Res.: Prvni aproximaci je zaokrouhlen{ ceny dlazby na 250%. Pfi ndkupu 22 m?
tak cenu nadhodnotime o 22 K¢, ale s takto upravenou c¢astkou se dobre pocita.
Chceme koupit vice nez 20 m?2, coz by stalo 5000 K¢. Ale chceme koupit méné nez
30m?2, coz by vyslo na 7500 K¢. JelikoZ zéavislost ceny na mnoZstvi je linedrni,
je vidét, ze za 25m? (pramér odhadnutych vymér) bychom zaplatili 6250 K¢
(priimér ceny, nemusime tak ndsobit 25 - 250), s vymérou 22m? se tedy jisté
vejdeme do ceny 6000K¢. Zavér tedy je, ze staci vybrat Sest tisicikorun.

Mimochodem, lze si pov§imnout, Ze pro vétsi vyméru 24 m? bychom mohli
cenu odvodit od ceny za 25m? odeétenim 250K¢, &imz by cena byla odhadnuta
na problematickych 6000 K¢. V tuto chvili prichazi do hry, Ze jsme cenu nad-
hodnotili zaokrouhlenim ceny dlazby. Skutec¢néa platba by byla nizsi a stale by
tedy stacilo 6 tisicikorun.

© Z jakého materialu je kovova kulicka o poloméru 4 cm, pokud prii

zaveéseni na silomér odecéitame silu 20 N7

Res.: p = 47'2;%3 = 4&8,5 = 7812,5%. V tabulkdch nalezneme nejblize tomuto

vysledku zelezo p = 7860% ¢i ocel p = 7850%.

© Jakou silou by se pritahovaly dvé identické kulové planetky s polo-
mérem 10m, které by se pravé dotykaly, kdyby byly z materidlu s hustotou asi
3000% (hornina s pfimési kovu)?

Res.:
(p*5)° . 2.0 4wy ST

B =y 3 s/ TR

1071 3000% - 10* =25 N

Kde jsme odhadli xk = 2 - 10_117%1, T =1, 87 = 25. Pfesny vypocet (vetné

K = 6,6743 - 1011 A7) by vedl na F = 2,635 N.

© Dvé kolejnice kazdé délky 1 km jsou k sobé jednim koncem napifmo
privarené a na opacnych koncich pfi teploté —6°C' napevno pripevnéné k zemi.
Pokud by se zahtatim na teplotu 30°C ve svaru vybocily podle obrazku 3.6,
urcete velikost ¢ervené vyznacené velikosti vyboceni. Urcete také, o jaky thel by
se kolejnice od ptivodniho sméru vychylily. Soucinitel teplotni délkové roztaznosti
oceli jea = 1,7-107° K1,
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]

;=1 km

Obrazek 3.6: Vyboceni kolejnice vlivem teplotni roztaznosti.

ResS.: Preponou pravothlého trojihelnika je délka teplotné roztaZené koleje
[ = lp(1 + aAT). S ¢iselnym zaddnim se dd bez pomoci kalkulacky spocitat
17 - 36 = 612, ¢imz uréime [ = 1000,612m. Odvésnu uré¢ime z Pythagorovy
véty © = \/(1000 +0,612)2 — 10002 > /21000 - 0,612 = /1225 = 35m. Uhel
vyboceni urc¢ime na kalkulacce z tan o = % — a = 2°.

V sekci o Taylorové rozvoji upozornime na aproximaci tan o = « pro a = 0.

S jejim pouzitim netfeba kalkulacky ani pro vypocet thlu o = 0,035rad =
0,035-180° _ 2:3,15° - 9o

T T

3.2.2 Chyba méreni

Z4dné skutecné fyzikalni méFeni neni presné, ale poskytuje pouze néjaké roz-
mezi hodnot. S tim mizeme u mladych zakia zacit mnohem diive, nez se pustime
do formalni prace s chybou ve fyzice. Nasledujici priklady miizeme pouzit v ma-
tematice pri praci s nerovnicemi a jejich nesporna vyhoda je v tom, ze si zak
ujasni zménu znaménka nerovnosti pii rozdilu a podilu veli¢in (déleni mensim
¢islem dava vétsi vysledek). Nasledujici priklady bereme ze zakladoskolské uceb-
nice [Z28], skoda, Ze se do soucasnych knih nedostaly.

Dvé tyce délek 12mm < a < 14mm, 34mm < b < 36 mm byly spo-

jeny. Urcete, v jakém rozmezi je délka spojené tyce. (46mm < a+ b < 50mm)

Obsah ¢tverce je 360,5cm? < p < 369,5cm? Urcete jeho strany.
(18,99cm < a < 19,22 c¢m)

Z obsahu trojtuhelnika (39,44-0,1) cm? a z vysky (7+0,2) cm vypocitejte
prislusnou stranu. ((5,7£0,1) cm)

Nyni jiz prejdeme k fyzikalnimu pristupu k préaci s chybou. Pro potieby vyuky
na nizsim gymnaziu jsme do vlastni praxe vytvorili struény, zahustény text, ktery
predstavuje tvod do této prace. Tyto poznamky slouzi zakim k doplnéni tstniho
vykladu a demonstrac¢ni prace.

Fyzikalni méreni

Fyzika jako véda je zavisla na pozorovani okolniho svéta. Libovolné méreni
libovolné fyzikalni veli¢iny je vzdy zatizeno néjakou chybou. At uz nepresnosti
pristroje, nedokonalosti metody experimentu, vlivem okolnich podminek nebo
nedbalosti experimentatora.

Chyby podle charakteru rozliSujeme na:

e Nahodné - vznikaji soubéhem riznych okolnosti, diky nim je kazdé méreni
trochu jiné. Daji se odstranit mnohanasobnym opakovanim méteni.
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o Systematické - vznikaji specifickou chybou ptistroje, metody méteni. Vysle-
dek ovliviuji vzdy stejné, nelze je odhalit opakovanim stejného méreni.

o Hrubé - vznikaji omylem, méreni ovliviiuji vyznamné, a proto se takova
meéreni rovnou vytazuji.

Jak zapisovat chybu? Oznac¢me pro fyzikalni veli¢inu s jednotkou j pisme-
nem X jeji skutecnou hodnotu a x namérenou hodnotu. Potom velikost rozdilu
nameérené hodnoty a skuteéné hodnoty nazyvame absolutni chybou:

Ar = |X — x| (3.24)

Vsimnéme si, ze je-li napt. pro délku skuteéna hodnota X = 100 ¢m, namérena
hodnota z = 101 ¢m, potom je absolutni chyba Ax = 1 ¢m. Tedy absolutni chyba
meétfeni ma stejnou fyzikalni jednotku jako veli¢ina samal

Chybu, s jakou méfime, ovsem nezname, proto je tfeba ji odhadnout, typicky
podle méridla. Za absolutni chybu se obvykle bere nejmensi dilek, ktery stup-
nice ukazuje, nékdy se bere pouze polovina nejmensiho dilku. Piipadné je chyba
mériciho pristroje ptimo specifikovana. Vysledek potom zapisujeme:

X = (x £ Ax)j (3.25)

V praxi je ovSem vhodné pouzivat chybu ne ve smyslu o kolik jsme se spletli,
ale jak moc vici namérené hodnoté jsme se spletli. Absolutni chyba 1 ¢m ma
preci uplné jiny vyznam, kdyz mérime prameér vlasu a kdyz mérime vzdalenost
Zemé — Mesic! Proto zavadime relativni chybu:

_ A

T

dx (3.26)

Vsimnéme si, ze pro vyse zminény priklad méreni délky je relativni chyba

B lem
100 ¢em

Jednotky se krati a relativni chyba nema fyzikalni jednotku! Typicky ji uvadime
v procentech.

Jak pracovat s chybou? Predstavme si, ze jsme zmérili dvé stejné fyzikalni
veli¢iny, mizeme si predstavit napt. ¢asy, za jaké ubéhneme prvni a druhé kolecko
na stadionu. Namérili jsme X7 = (1 +Ax1)j a Xy = (xo£Axy)j a ptame se, jaky
je celkovy ¢éas X = (x + Ax)j na obé kolecka dohromady. Bez chyby by to bylo
nepochybné X; + X5, ale jak s chybou? Pfi prvnim méfeni jsme mohli udélat
chybu az Ax; a pfi druhém az Az,. Dohromady jsme se tedy mohli dopustit
chyby prinejhorsim

S = 0,01 = 1% (3.27)

Ax = Az + Az, (3.28)

Podobné pti odéitani, tj. napriklad zjistovani, o kolik sekund bylo druhé kolecko
pomalejsi. Celkova chyba je ptfinejhorsim sloZzenim obou chyb. Mizeme psat:

X1 + X2 = (1’1 + i) + (Al‘l + Al’z))]

) 3.29
X1 — Xo = (21 — 20 £ (Azy + Axy))j ( )

Jinak feceno:

A(Xl + XQ) = Al‘l + AZL’Q
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Jak je to s nasobenim a délenim veli¢in?

Xl . Xg = (271 + A$1)(ZB2 + AZL‘Q) = T1T9 + l‘lAZEQ + l’gAl’l + ASL’lAZBQ / — T1T2
A(l’ﬂ[’g) = X1X2 — T1T9 = iL‘lAiL’Q -+ fEQA.Tl + A.Z'lA.TQ / . (.2511'2)
A A A Az A
§(x1mo) = (2122) _on A%, Ahah

172 T T2 T T2

=0x1 + 09 + 01029

(3.31)

Klicové je si uvédomit, ze relativni chyby jsou mala ¢isla blizko nuly. Soucin

dvou takovych ¢isel je tedy zanedbatelny oproti namérenym hodnotam (srovnej

§ = 0,001 a 62 = 0,000001 < §). Clen obsahujici sou¢in chyb tedy vyskrtneme.
Dostavame tak

d(z122) = 6(x1) + 6(x2) (3.32)

Co se tyce déleni, uvazujeme néasledovné (zamysli se, pro¢ v prvnim kroku dosa-
zujeme Xy = xo — Axy):

1+A$1
X1 _ zm+Ax; _ x z; a1 14027 _ xy 1-=6x9o+dx1+xs
X2 o x27AI2 T To 1_ﬂ T o 1751‘2 T To 1751‘2
x9
i Xy oz 2 dm+dw T .2
t‘] X2 _ To + T2 1—5.132 / xTo [ xTo
X1 _m
Xs T2 T — dz140ze _ (0x14+0x2)(1+0x2) _ §z14+0z0+0x10T0+0x20To
T o To o 1—5.’E2 T (1—(5.%2)(1-}—51’2) o 1—(5%2)2
T2

(3.33)
Opét jako u vyse u soucinu vyskrtneme zanedbatelné ¢leny (kde se vyskytuje
soucin relativnich chyb), tj. vyrazy typu d - §. Dostavame:

52 = Sy + 6 (3.34)
4]

Tyto ziskané poznatky z rovnic 3.30, 3.32, 3.34 shrnujeme do pravidla:
Absolutni chyba souctu/rozdilu veli¢in je soucet jejich absolutnich chyb.
Relationi chyba soucinu/podilu velicin je soucet jejich relativnich chyb.

Jaky je objem drevéné krychle, pokud jsme délku hrany urcili jako
a=(10=£0,5) em?

Res.: Objem V = a® spoéitdme jako soudin dvou velidin - obsahu podstavy
S = a? a vysky a. Obsah podstavy je soucin dvou veli¢in, a to délek a s relativni

chybou da = %’ = 5%. Ziskavame z pravidla pro souéin:

S = a® = 100 em? s relativni chybou 6S = da + da = 10%
Znovu uplatnime pravidlo pro soucin a spocitame absolutni chybu:
V =S -a=1000cm? s relativni chybou 6V = 65 + da = 15%

AV =V -6V =1000- 0,15 = 150 em?
Zavér je, ze objem krychle je V' = (1000 £ 150) cm?.

Obvod kruznice jsme zméfili jako o = (31,4 £+ 0,2) cm, polomér jsme
namerili jako r = (10 £ 0,2) em. Kolik je ¢islo 77
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Res.:

T = 23 = §(m) = 0(0) + 5(2) + 5(r)
r
Jelikoz ¢islo 2 je konstanta urcena s chybou 0%, mame ptimo 0(7) = 301’24 + (}3 =

0,02637. Zavér tedy je, ze ¢islo m ma hodnotu 7 = (3,14 + 0,08). Stejného
vysledku bychom dosahli, kdybychom pouzili vztah o = 7d a pocitalid =r +r
s chybou A(d) = A(r) + A(r) a déle pravidlem pro podil.

3.3 Diferencial

Pojem diferencial vzejde z definice derivace, my jej naopak chceme zavést
jako nastroj propedeuce. Proto se opirdame o predchozi praci s chybou a zavadime
jej "fyzikalneé'. Nenutime zdka do predstavy nekonec¢né malého primo. Limitni
prechod se projevuje jako logické a prirozené zanedbani urcité chyby.

Diferencialem rozumime nekonecné malou diferenci Ax, znac¢ime dx. Diferen-
cidlem funkce rozumime df = f(z+dz)— f(x). Pro diferencidly dvou libovolnych
veli¢in z, y plati dx # 0 # dyAdz-dy = 0. Slovné: je to nula, kterou mizeme délit.
Takto podana "definice'neni matematicky korektni, nevystihuje pojem, ale spise
fyzikalni zptisob prace. Ten spoc¢iva v tom, ze diferencial povazujeme za nejmensi
zméritelnou diferenci. Jakékoliv mensi mnozstvi nejsme schopni detekovat. Ko-
rektni definice bychom opfteli o pojem nekonecné malé veli¢iny z [V81, V85|, viz
souc¢in nekonecné malych veli¢in fadt m, n, ktery je nekonecné malou veli¢inou
radu m + n a v limité dr — 0 je v podilu s veli¢inou nekoneéné malou radu
mensiho nez min {n, m} nulovy.

Fyzikalni zpiisob zanedbavani vyssich radia malosti ilustrujeme nésledujicim
prikladem. Uvazme ¢tverec o strané a vystfizeny z papiru. Pokud jej chceme ne-
patrné zmensit, ze dvou (k sobé kolmych) stran odstiihneme prouzky o sitce Aa.
Jak se zménil obsah ¢tverce? Pod hodnotami si pritom miizeme predstavovat ¢i-
selné a = 1m, Aa = 1073m. AS = (a — Aa)? — a* = —2aAa + (Aa)?. Je-li
Aa < a, pak ¢len (Aa)? (druhého Fadu malosti, v ¢iselné piedstavé 1076 m?)
zanedbdme vici 2aAa (prvniho fadu malosti s ¢iselnou predstavou 2 - 1072 m?),
jeho vyznam je obsah dvou tenkych prouzku se stranami a, Aa, které jsme od-
stfihli (proto znaménko —) ze dvou stran. Tim, Ze jsme stiihali postupné, je
druhy odst¥izeny prouzek kratsi, chybi mu ¢tvercovy rizek (Aa)?, viz obrazek
3.7. Tento drobny ¢tverecek jsme do AS odecetli v obou pascich, proto jej mu-
sime jednou pricist. Pokud je ovSem Aa dostatecné malé, tento prispévek neu-
mime zmérit, proto zapisujeme dS = —2ada. Pokud bychom ¢tverec zvétsovali
dolepenim prouzki, stejnym zanedbanim bychom ziskali dS = +2ada. Tim jsme
osvéetlili i vyznam znaménka diferencialu, je-li kladny, hodnota funkce se zvétsuje
se zveétSujicim se parametrem, je-li naopak diferencial zaporny, hodnota funkce
klesa s rostoucim parametrem.
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Domnivame se, ze s timto pri-
kladem snadno uspéjeme uz na
7S pii procvicovani obsahu ob-
délnika, navic bychom jej mohli
spojit s ovérenim vazenim karto-
nového ¢tverce na analytickych —a
vahach. Motivovani tispéchem se (a-Aa)?
muzeme pustit do slozitéjsich

1 e . s a.Aa
prikladi, které jiz budeme rtesSit ~
formalnéji. Pokud to ptjde, zd-
raznime, kde se zanedbanim vys-
sich radt dopoustime chyby.

a.Aa (Aa)?

-

Obrazek 3.7: Diferencial obsahu ¢tverce.

Insp. [F78]. Jak se zméni povrch a objem krychle, pokud se zméni jeji
strana o da?

Res.: AS = 6(a + Aa)? — 64> = 12aAa + 6(Aa)? — dS = 12ada, AV =
(a + Aa)® — a® = 3a*Aa + 3a(Aa)? + (Aa)® — dV = 3a*da. Tento vysledek
je intuitivni - pokud chci zvétsit krychli v kazdé strané o kousek délky Aa,
musim na t¥i stény sdilejici stejny vrchol nalepit tii desky tloustky pravée Aa
(a samoziejmé o plose stény krychle a?). Zaokrouhlovani (Aa)? apod. piedstavuji
problémy napojeni v rozich krychle/¢tverce. Plogky téchto detaili jsou ovSem
mnohem mensi, zanedbatelné vii¢i dolepovanym plocham.

Insp. [F78]. Jak se zméni obsah kruhu S a objem koule V', pokud se
zméni jejich poloméry o dR?

Res.: RozepfSeme si diference AS = n(R*> + 2RAR + AR? — R?),
AV = (R*+ 3R’AR + 3R(AR)* 4+ (AR)® — R?) a zanedbénim ziskdme

dS =2nR-dr ,dV =4wR*-dr. (3.35)

Tyto vyrazy jsou pro nas velmi uzitecné, protoze davaji nasledujici predstavu
o kruhu a kouli: Pokud chceme vyrobit z daného kruhu kruh s polomérem o AR
vetsim, pripravime si pasek o délce obvodu kruhu a tloustce AR. Tento tenoucky
pasek jako provazek navineme kolem kruhu. V pripadé koule musime na jeji po-
vrch nalepit vrstvu o plose povrchu koule 47 R? a tloustce AR. Takto bychom
mohli kruh/kouli lepit od stfedu postupné k vétsimu a vétsimu polomeéru dle
libosti, takto slepena koule by se sklddala z jednotlivych elementarnich slupek
podobné jako cibule.

Insp. [F50]. U ty¢e z daného materidlu pii malé zméné teploty o AT

nameéiime relativni prodlouzeni/zkraceni % = oAT. Urcete, relativni zménu

obsahu ¢tvercové plochy a objemu krychle vyrobené ze stejného materialu.

Res.: Piedpis pro délkovou roztaznost prepiSeme do tvaru I = (1 + aAT).
Obsah ¢tverce je potom S’ = I = (14 aAT)? = S(1+2aAT + o2XT?), tedy

zanedbéani kvadratického ¢lenu (pro malé rozdily teplot) vede na % = 2aAT.
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Pro krychli V' = ”* = 3(1 + aAT)? = V(1 + 3aAT + 3a2AT? + 2ATY),
tedy % = 3aAT. Posledni rovnost je zadkladem pro polozeni objemové teplotni
roztaznosti V(T') = Vo (1+SAT), kde soucinitel 5 = 3. Zde uz jen vyzdvihneme
fyzikalné zajimavy dusledek, ze pokud se vlivém zmény teploty zméni délkovy
rozmér daného materidlu o napt. 1%, pak se plosny rozmér zméni asi o 2%
a objem asi o 3%.

Vy$e zminéné priklady slouzi k ujasnéni toho, jak pracovat s diferencidlem
souctu a soucinu. Tato pravidla pfimo navazuji na praci s chybou 3.30, 3.32, 3.34,
jichz jsou novou matematickou formou obohacenou o neformalni praci s pojmem
nekoneéné malé. Shrneme pravidla:

d(f +9)=df +dg, d(f-g)=[f-dg+g-df, (3.36)

kde v specidlnim pripadé g = ¢ = const. plati d(c- f) = ¢ - df. Vicendsobnou
aplikaci téchto pravidel lze dojit k diferencialu libovolného polynomu. Nyni se
podivame na diferencial podilu, odmocniny a pozdéji na diferencidl goniometric-
kych funkci, logaritmu a exponenciely.

Insp. [F78]. Jak se posune obraz pii zobrazeni tenkou spojkou, pokud

se predmét posune nepatrné o dx?

Res.: Zobrazovaci rovnice uréuje polohu obrazu ' z polohy predmétu a a oh-
niskové vzdalenosti cocky f: i + % = % Porovname situace pred a po posunuti:
é + % = % = a+1Aa + m = a?a'Taa? + a’Ad’ + a?Aa + ad’ Aa + ad’ Aa’ +
(a+ayAaxa = a*d’ + aa” + ad’Aa + d'aAd’ = dd' = —da = —ﬁda.
Zajimava je zde role znaménka —. Pokud téleso priblizujeme z nekonec¢na k oh-
nisku cocky (da < 0), obraz se vzdaluje k nekonecnu da’ > 0. Nic se neméni
prechodem predmeétu skrze ohnisko - obraz "preskoci' z 400 do —o0, ale opét se
priblizuje k ¢occe z predmétového prostoru, da’ > 0. Diferencial tedy respektuje
komplikovanou znaménkovou konvenci.

Timto prikladem jsme mimochodem odvodili diferencial podilu, ktery lze jed-
noduchou aritmetikou a zanedbanim xAx oproti 22 odvodit pifmo.

d— = —dx (3.37)

© Jak se zméni doba volného padu, pokud upustime téleso z vysky

nepatrné vétsi o dh?

Res.: Dréha volného padu je urcena vztahem h = %th, je tedy pro nas
snadné urcit, o kolik se prodlouzi draha padu, pokud bude trvat o At déle:

Ah = %gA(ﬁ) = %g - 2tAt = gtAt. V predpise dt = % ovsem vystupuje doba
padu, ktera je funkei vysky, kterd nas puvodné pro vyjadreni At zajima, proto

dosadime z rovnice pro volny pad t = \/% -vh a dostavdme dt = % . 2‘\%. Ve

vztahu explicitné vystupuje vyska, z které téleso poustime, pokud téleso pous-
time z vétsi vysky, doba padu se prodlouzi méné, nez pri padu z mensi vysky.
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Zaveérem prikladu je vztah pro diferencidl odmocniny, ke kterému miizeme
prijit i primo (priklad de facto vyuzil derivaci inverzni funkce) na zakladé alge-
braickych operaci.

AVE = Vi T AT Vi= (Ve +Ar— Vo) (Ve +Ar+ Vo) z4+Ar—u
Vr+ Az +/z Vr+ Az + .z

Pokud uvéazime, ze v aproximaci Az = 0 plati vz + Ax = /x, pak dostdvame

dy/x = 26%. Vyse pocitany priklad ndm dal obecnéjsi situaci, pro niz zobecnime

pravidlo:
«
d = —d 3.38
Var+f= o e egda (3.38)

© Kulovy balonek o poloméru 10 em zmensil pti uchazeni vzduchu svij
povrch o 1mm?. O kolik se zmengil jeho polomér?

Res.:

/1 1 1 as
= —S=dr= ds = 3.39
" 4 - VAT 2\/ S() 871'7’0’ ( )

kde jsme oznacili Sy = 4772 pivodni povrch balonku s po¢atecnim polomérem

ro = 0,1m. Dosazenim dS = 0,000001 m? nalezneme dr = 3,98 um. Pfesny

AS
47
ciffe, coZ je dano tim, Ze skuteéné AS = 0,000001 m? je zanedbatelny tubytek
vii¢i povrchu Sy = 0,126 m?. Vypocet pres diferencial lze navic provést z hlavy

zaokrouhlenim 87 = 25, pak dostaneme dr = 4 um, coz je jisté dostacujici
vysledek.

© Odhadnéte /T,1.

Res.: Piedstavime si /1,1 = v/1-z + 1 pro = 0,1. Snadno takovou odmoc-
ninu uréime vz = 0 — /1 = 1. Jak se zméni odmocnina, kdyZ se zménilo
x o Axr = 0,1 ur¢ime z pravidla pro diferencidl odmocniny dv/1-x+1 =
ﬁdm = %dx, nebot se bavime o prirtistku funkce v dosazeném bodé x = 0.
Odhadneme tedy, ze I,1 = V1 +AyT-2+1 =1+ 2% = 1,05. Odhad neni
presny, protoze Ax = 0,1 nelze povazovat za nekonecéné malé. Presto jsme se
aproximaci dopustili pfekvapivé malé chyby, skutecnd hodnota je /1,1 = 1,0488.

vypocet Ar = ro—/r¢ — se od vypoctu pres diferencial lisi az na paté platné

© Experimentalni pozorovani zavazi na pruzince odhalilo, ze vychylka
télesa od rovnovazné polohy je ddna rovnici x = sin(wt). Odhadnéte, jakou oka-
mzitou rychlost ma téleso v case t a jakou silou na néj v ¢ase t pruzina piisobi.

Res.: Zad4ni hovoii o okamzité rychlosti, kterd je definovand jako pomér zmény
polohy a zmény casu, které jsou velmi malé, v = %. Predbézné muzeme (i na
zakladé praktické zkusenosti) Tici, ze v okamziku, kdy téleso prochézi rovnovaz-
nou polohou, je jeho rychlost nejvyssi, zato v bodech obratu je nulova. Mame
ale za tkol urcit, jak vypada zména polohy télesa v obecném case. S pouzitim

goniometrickych vzorcu:

Ax = sin(w(t + At)) — sin(wt) = sin(wt) cos(wAt) + sin(wAt) cos(wt) — sin(wt),
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kde po substituci ¢ = wAt provedeme odhad malych zmén ¢asu Ap = 0 —
sin Ap = Ap A cos Ap = 1. Tim jsme ziskali

Ax = cos(wt)wAt, (3.40)

tim padem rychlost definovand jako pomér diferencialt je v = w cos(wt).

© Deskovy kondenzator je tvoren ¢tvercovymi deskami o strané a, které
jsou od sebe vzdaleny d. Jak by se zménila kapacita kondenzatoru, pokud bychom
hranu desek zvétsili o nepatrnou délku Aa? Jak by se zménila kapacita, pokud
bychom od sebe oddalili desky o nepatrnou délku Ad?

Res.: Pii zvétsovani desek zanedbénim ¢lenu (Aa)? ziskdme AC = S - 2Aa.
Pokud si vybavime pravidla pro skladani kapacit, poznavame, Ze jsme timto
pouze paralelné pripojili k puvodnimu dalsi deskovy kondenzator, jehoz desky
maji rozmér 2aAa (to je pravé ona pridand plocha). Kazdy deskovy kondenza-
tor tedy muzeme chapat jako paralelni zapojeni mnoha malinkych deskovych
kondenzatork.

Pro priblizeni desek pouzijeme aproximaci d + Ad = d, a nalézame tak

— eq2(— L1y _ _2d=(d+Ad) - 2-Ad _ ~1=Ad 7; Yol AC _ _Ad
AC = ea*(g755—3) = ¢€a qitad — ca —p° = C=3%. Jinak feceno < = —<F,

¢ili 0C' = —dd*. Pokud se tedy piiblizi desky napi. o 10% ptivodni vzdélenosti,
zvy$i se kapacita kondenzatoru také o 10%.

© Uvazme rozpad radioaktivniho materialu podle vztahu m = m(t) =
moe . Uréete, jaky ¢as od poéatku uplynul, pokud se hmotnost materidlu zmé-
nila o dm.

Res.: PiepiSeme t = —%111 o Pokud se oprostime od konstant, jde nam

v podstaté o urceni diferencidlu logarimtu A(lnz) = In(z + Az) — Inz =

In(14-£2). Oznacime pismenem N = £ arozsfifme A(lnz) = + NIn (1 + %) =
N N

+In (1 + %) . Zname limitu limpy_,q (1 + %) = e, v naSem piipadé precha-

zime od Az k nekonecné malému dx, coz znamena, ze velicina N roste nade

vSechny meze a mizeme argument logaritmu opravnéné aproximovat limitou.
Po tipravé a zpétném dosazeni uzavirdme, ze diferencidl logarimtu®ma tvar

dz

T

d(Inz) = (3.41)

Miuzeme se vratit k radioaktivnimu rozpadu, kde po dosazeni upravime At =

—%Aﬁm. Fyzikdlné zajimavy tvar této rovnice ovsem je Am ~ —mAt, jinak fe-

¢eno: mnozstvi rozpadlého materialu za kratky casovy okamzik je tmérné mnoz-
stvi materialu, jesté jinak: rychlost rozpadu materidlu je imérna jeho mnozstvi.

Také je ale zavisla na materidlové konstanté A, ktera souvisi s tzv. poloc¢asem

rozpadu 11 = ln%
2

4Nepouzivame zapis znakem diferencidlu, abychom Zédka nezmétli vyrazem typu dC d = dd C.
5Cenou za zisk tohoto klicového poznatku je znalost limity. Bez ni bychom museli tvar
diferencialu nechat "spadnout shiiry", pripadné podlozit numericky.
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Posledni myslenka v feseni prikladu neni zcela intuitivni, ale provedené mate-
matické kroky slouzi jako naznak dikazu, ze pravé tento fakt stoji za exponen-
cialni zdvislosti m = m(t) = moe™**. Exponencidlni zavislost tak miZeme hledat
vsude tam, kde narazime na Azx ~ x. Kromé toho, ze jsme v prikladu odvodili
diferencial logaritmu, muzeme jit dal a odvodit dalsi pravidlo zpétnym dosazenim
za m: At = —i% = Ae M = — e MAt. Dostavame pravidlo pro diferen-
cial obecné exponencialy. Nedalo by jiz mnoho prace odvodit nasledujici vztahy
pro préaci s logaritmem a exponencidlou

adx
axr + 3’

které mizeme vyuzit nejen v situacich obvyklych pro latku o logaritmech
a exponenciale.

Insp. [V101]. Mescerského rovnice. Uvazme vozik nalozeny piskem, ktery
je pohanén konstantni silou. Pokud z néj pisek volné vypadava rychlosti p, jak se
bude vozik pohybovat?

d (eo‘HB) = e . dr | din(ax + B) = (3.42)

Res.: Nejde ndm o explicitni vyfeseni tlohy, ale o vyznaceni viznamu diferen-
cidlu. Pohyb urcuje 2. Newtontuv zdakon, ktery obvykle zapisujeme F = ma.
V tomto pripadé se ovsem bavime o télese s proménnou hmotnosti m(t) =
mgy — pt. Vyjdeme proto z obecného zapisu F' = %. Do néj musime urcit, jak
se v ¢ase méni hybnost definovanda jako p = mwv. Diferencial ur¢ime nasledovneé:
Ap = (m + Am)(v+ Av) — mv — dp = mdv + vdm. Zéakon sily proto ¢teme

dv dm
F=m—+u—, 3.43
dt dt ( )
tuto rovnici nazyvame Mescerského rovnici a predstavuje vychozi bod pro obecné
simulace pohybu téles. v v ni ma vyznam rychlosti, kterou materidl opousti
vozik. To je v ptipadé, kdy se pisek volné vysypava 0, takze nemusime rozebirat

clen ‘fi—’f, coz je pomér, jak se méni hmotnost voziku se zménou casu, v nasem
pripadé CZ—T = —pu. Pokud dosadime hmotnost voziku, obdrzime rovnici
dv F
F=m({t)— — dv=———dt, (3.44)
dt mgy — ut

kterd popisuje zménu rychlosti prostiednictvim zmény c¢asu. Vyraz na pravé
strané je ovSsem komplikovany, proto bychom se mohli v rdmci stiedoskolské
vyuky omezit napt. na ukazani numerickych simulaci. K analytickému vyteseni
této rovnice bychom dospéli ivahou o jmenovateli m(t), kdy prepiSeme prostied-
nictvim rychlosti vysypavani pisku dt = %dm

Fd F
dv=—"= —Z d(lnm), (3.45)
fom I
kde jsme vyuzili tvar diferencialu logaritmu. Jelikoz pomér diferenciali dffl”m =

const., znamena to, ze rychlost je linearni funkeci v In m. Stejné jako driv situace

% = a = const. znacila rovnomérné zrychleny pohyb, tehdy rychlost byla line-

arni funkce ¢asu. Pokud prevezmeme vysledek pro rovnomérné zrychleny pohyb
v = a + at, mizeme rovnou psat v = o — %lnm =a— gln(mo — ut). Zbyva
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ur¢it hodnotu parametru «, ktery v pripadé rovnomérné zrychleného pohybu
mél hodnotu pocatecni rychlosti vy. Pokud bychom zvolili, ze v ¢ase t = 0 byl
vozik v klidu, pak 0 = o — %ln(mo). Po dosazeni zpét do TeSeni a upravach
logaritmt ziskdvame:
o(t) = Fo Mo
po mo — pt
Rychlost voziku poroste s ¢asem, jak je ilustrovano na obrazku 3.8. Samoziejmé
do té doby, nez ve voziku dojde pisek, pak by byla hmotnost voziku konstantni
a pohyb by se zménil v rovnomérné zrychleny. Formalné stejné feseni by méla
i napr. situace sekani sekackou se sbérem travy, v takovém pripadé by hmotnost
télesa rostla, coz by se na vysledku projevilo zménou znaménka u .

(3.46)

0 I I I
0 mof;.c

1

Obrazek 3.8: Rychlost télesa s proménnou hmotnosti podrobeného konstantni
sile. Pfipad zmensujici se hmotnosti (¢ervené) ma kriticky bod v ¢ = 22, kdy se
hmotnost télesa stava nulovou a zrychleni i rychlost roste k nekonecnu. V ptripadé
s rostouci hmotnosti (modfe) zrychleni télesa postupné klesa.

Insp. [V101] Ciolkovského rovnice. Uvazme raketu ve volném vesmiru,
ktera k pohybu pouziva horeni paliva, které vyvrhuje rychlosti u za sebe. Jakym
zpusobem se bude pohybovat?

Res.: Jde opét o pohyb télesa s proménnou hmotnosti. V Mes¢erského rovnici
3.43 ale nyni musime dosadit F' = 0, protoze raketa je izolovand soustava bez
vnéjsich sil. Dale, u # 0 je nyni predepsana a musime ji brat v potaz. Vznika tak

specialni pripad, rovnice, kterou nazyvame Ciolkovského, kam rovnou dosadime
dm

a —

dv dm dv
m(t)% = —up — dv = —u - = -u d(lnm) — a0nm)

= —u  (347)

Znaménko minus u rychlosti u je proto, ze zplodiny raketu opousti v opa¢ném
sméru k pohybu rakety. Rovnice se svou strukturou nelisi od rovnice v predcho-
zim prikladu, jind je pouze konstanta na pravé strané, proto rovnou prevezmeme
feseni: v = o — ulnm. Protoze v ¢ase t = 0 ma raketa hmotnost m(0) = my,
nalezneme hodnotu konstanty « a upravime reseni na:

v=uln 2 (3.48)
m
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Nemame tentokrat explicitni tvar feSeni s ¢asem, protoze nezname, jak presné
rychle raketa palivo spaluje. Ale mame dost informaci, abychom mohli postavit
raketu pro vyslani do vesmiru! Ma-li raketa dosdhnout co nejvétsi rychlosti, mu-
sime bud zvysit rychlost u, s jakou spaliny opousti raketu, nebo zvysit pomér 7.
To znamena, ze raketa sama by méla byt co nejlehéi a méla by byt naplnéna po-
kud mozno jen palivem. Zavérem uvedme, ze pro ucely startu do vesmiru bychom
museli ve skutecnosti uvazovat vliv gravitace 0 # F, = F,(t,h) = m(t) - g(h)
a odporu vzduchu F, = F,(v,h), coz jsou slozité funkce rychlosti, polohy a Casu.
Ale presto mame uzitecny vysledek, ktery jednak umoznuje odhadnout mnozstvi
paliva potfebného pro danou raketu, ale také rika, ze zadné dalsi konstrukcéni
vylepseni rakety na zvyseni rychlosti nema vliv.

3.4 Limita

3.4.1 Propedeuticka funkce limity

Zakladnim smyslem limity je vystihnout lokalni chovani dané funkce v daném
bodé, resp. posloupnosti v nekonecnu. Tuto myslenku lze snadno modifikovat
k porovnani dvou funkei (posloupnosti). Domnivame se, Ze i v tomto lezi dobry
motivacni potencial. Sepisujeme tedy nékolik tloh, které hezky znazornuji takové
porovnani ¢i ukazuji néktera matematicka fakta v zajimavém svétle. Nevynecha-
vame ani priklady, které jiz obsahuji zarodky derivace. Nasledujici tii priklady
prebirame z [V96], kde je podobnych k dispozici vice.

Pr. 61:

143454+ (2n—1)

lim

n—00 1+24+3+---4+n
Res.: Sectenfm rovnosti k + (k — 1) = 2k — 1 pro Vk € 7 dostavame 1+ 345+
c+-4+2n —1=n? Také vime, Ze 1 +2+3+---+n = Z(n+ 1). Celkem tedy

(3.49)

. 143454+ (2n—-1) _ 2n?
lim = lim

=2 (3.50)

Tento vysledek neni zcela intuitivni, ukazuje, Ze soucet prvnich n lichych ¢isel
je pro velka ¢isla asi dvakrat veétsi, nez soucet prvnich n ¢isel. Jako by v souctu
byly podstatné pouze posledni sc¢itance.

Pr. 62:
12 22 2 2 12 2 2 2 _12
lim LT + 3% + +n’hm +3*+5+--+(2n—1) (3.51)
n—00 n3 n—00 n3

Res.: Postup je podobny jako v predchozim piikladé, jen je potieba odvodit
Sk 2 = 2tUED potom je ovsem

o 1PP422432 4+ 1 12432 4+524+ -+ (2n—-1)* 4
lim = —, lim =
n—00 n3 6 n—oo n3 3
(3.52)
Jinymi slovy, soucet ¢tvercti prvnich n Cisel je pro velka n zhruba sestkrat mensi,
nez n3. I soucet ¢tverct lichych éisel roste jako n® pro velkd n.
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Dokazte limy,_ Sin(IJrh);Sin(x_h) =2cosw
sin(z+h)—sin(x—h)

Res.: Pouzitim znamych souctovych vzorca limy_ =

! : ! . : h
hmh—>0 sin x cos h4-cos x sin h;sm:ccos htcoszsinh __ 2cos T 1lmh_>0 sn}th = 208 1.

© ZapiSte rovnici seény paraboly f(z) = x?, kterd prochdzi bodem
[1;1] a bodem [p; p?]. Provedte v této rovnici limitu p — 1. Nacrtnéte tuto limitni

primku do grafu. Jaky je jeji geometricky vyznam?

Res.: Piimka ma obecnou rovnici (v rdmei vyuky funkef, neni potieba analytické
geometrie) y = ax + (3, pritom vime, kterymi body primka prochazi: 1 = a+ A
p? = apB. Tyto dvé rovnici poskytnou a = 1+ p A 8 = —p, &ili rovnice seény je
y = (1+p)z—p. V limité piejde trividlné rovnice v y = 2x — 1. Tato primka je
tetnou ke grafu v bodé [1;1].

3.4.2 Limita ve fyzice

Fyzika neposkytuje na SS velké mnozstvi pifkladfi na limitu z toho dévodu,
ze k provedeni limity je potfeba nejprve obecné situace, v niz jeden z parame-
tr je volny a v ném muzeme limitu provést. Takovych situaci je méalo, protoze
velka c¢ast vztahi zavisi na jedné proménné. K tomu je navic vétsina vztahi
co do limitnich situaci "nudnych", protoze fyzikalni zavislosti jsou obvykle hladké
funkce. Priklady, kdy sila rostouci nade vSechny meze vyvola zrychleni velké nade
vSechny meze nejspis nebudou mit motivacni uc¢inek. Predstavujeme nékolik situ-
aci, které cerpaji z nadhledu nad SS latkou. Udané vztahy lze zdkovi predstavit
jako fakt plynouci z pokrocilého studia. Piesto, Ze nejsme schopni na SS trovni
ptvod vzorctl vysvétlit, presto ukdzeme SS metodami jejich disledky.

Insp. [F76]. Van der Waalsova stavovd rovnice plynu ma tvar
(p —ny%s)(V —nb) = nRT. Korekeni faktor %5 zachycuje charakteristickou vzda-

lenost silové interakce castic. Korekéni parametr b predstavuje nenulovy objem
c¢astic plynu. Diskutujte vyznam limity a,b — 0.

Res.: Limita ¢ — 0 m4 ten vyznam, e ¢astice spolu interaguji pouze pokud se
dostanou do vzajemného kontaktu. Tj. mimo srazky spolu silové neinteraguji.
Limita b — 0 pak znac¢i nahrazeni ¢astic hmotnymi body. Takovy plyn je v di-
sledku idealné stlacitelny. Tyto pozadavky definuji model idealniho plynu, jehoz
rovnice pV = nRT je pravé studovanym limitnim piipadem van der Waalsovy
rovnice.

Insp. [V102]. Kulovy kondenzator je tvoren elektrodami ve tvaru sou-
stfednych sfér. Je-li polomér vnitini elektrody r a vnéjsi elektrody R, kondenzator
je vyplnén dielektrikem s permitivitou € a nabit nabojem @, pak jeho kapa-
cita je dana vztahem C' = 4re RR_T -. Ukazte, Ze pokud vzdalenost elektrod klesa
k nule, pfechazi kapacita kulového kondenzatoru v kapacitu deskového konden-
zatoru C' = 5%, kde S je plocha desek a d jejich vzdalenost.

Res.: Oznacime R — r = d vzdélenost obou elektrod. Potom C = 4W5@ =
Adme R2QM . 'V citateli miizeme zanedbat ¢len obsahujici d, ktery je nesrovnatelné

v/ v v 2 v . . ,
mensi nez ¢len R?. Potom ale C' = 84’Tj‘ , coz je kapacita deskového konden-

zatoru, jehoz plocha mé velikost povrchu vnéjsi elektrody S = 47 R2%. Striktné
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vzato, v tomto prikladu jsme neprovedli limitu, ale jen jakési prvni priblizeni.
Dosahli jsme ale ndzorné geometrické predstavy, kdy v limité nulové vzdalenosti
elektrod nezavisi na jejich zakriveni, lokalné se kulové elektrody chovaji jako ro-
vinné desky. Na rozdil od deskového kondenzatoru ale tento kulovy kondenzator
nema okrajové efekty!

Insp. [V102]. Vélcovy kondenzator (koaxialni kabel) je tvofen elektro-
dami ve tvaru souosych plasta valcu. Je-li polomér vnitini elektrody r a vnéjsi
elektrody R a jejich vyska v, kondenzator je vyplnén dielektrikem s permitivitou
€ a nabit ndbojem @), pak jeho kapacita je dana vztahem C = m%’f}’m. Ukazte,
ze pokud vzdalenost elektrod klesa k nule, prechazi kapacita valcového konden-
zatoru v kapacitu deskového kondenzatoru C' = 5%, kde S je plocha desek a d

jejich vzdalenost.

~

1 -1
v . R v v , . . R .
Res.: Faktor (ln T) prepiSeme pomoci R — r = d na <ln ] d) =
R—d\ ! R 2 , . o\ . ; d
—In = —Z—Lf - Pro nazornost si mizeme pomoct substituci % =
R d ln 1-% R
z ~ 0, kdy si sndze uvédomime, 7Ze lim,_,o 21=2 = —1. PouZitim tohoto piibli-

x
zeni ziskame C' = 5%. Vyraz 2mRv neni nic jiného, néz obsah plasté vnéjsi

valcové elektrody. V limité priblizujicich se elektrod se tedy co do kapacity ztraci
kriivost valcovych ploch, lokalné se elektrody chovaji jako rovinné desky.

© Urcete polohu obrazu pfedmétu pti zobrazeni tenkou spojnou coc-
kou, pokud predmét priblizujeme smérem k ¢occe do ohniska a pokud predmét
priblizujeme do ohniska smérem od cocky.

Res.: Vyuzitim zobrazovaci rovnice cocky % + % = % mame provést limity
. / c 7 1V , / _  af v/ v PR sz v v v v
lim, ¢4 a’. Po vyjadreni o’ = = 7V pripadé priblizovani predmétu k cocce

do ohniska, tj. a = f+, obdrzime lim,, s, @’ = oo, tedy obraz se za cockou
promita "do nekonecna'. Pro pripad priblizovani predmétu k ohnisku smérem
od ¢ocky pak lim,, s, @' = —oo. Obraz se tedy bude posouvat do nekonecna,
ale v predmétovém prostoru (obraz je zde zdanlivy). Tento matematicky zapis
je diivodem, pro¢ se pouziva terminologie ,zaostfit na nekonecéno* apod.

Insp. [V102]. V teorii relativity je energie télesa pohybujiciho se rych-

losti v urcena jako E = %, kde Ej je tzv. klidova energie. Jak se bude ménit

1—2v2
2

rychlost télesa, pokud mu budeme dodéavat dalsi a dalsi mnozstvi energie? Urcete,
co se stane v limitnim pripadé £ — oo.

~ 2

Res.: Vyjadiime rychlost télesa pomoci jeho energie: v = c¢y/1 — % Pokud
‘ ‘ . v . , E2 v v

roste dodavana energie, zmensuje se vyraz 53, broto se zvétsuje rychlost télesa.

V limité limg_,,, v = c. Rychlost télesa se bude blizit rychlosti svétla. Tento stav
neni experimentalné dosazitelny, protoze neexistuje zdroj nekonecéné energie.

Insp. [F77]. Pokud neuvazujeme odpor vzduchu, téleso padajici volnym
padem je podrobeno pouze tihové sile, kterd mu udéluje konstantni zrychleni.
Odporové sily pti pohybu vzduchem jsou imérné ¢tverci rychlosti, F, = %C’S pv,
kde p je hustota vzduchu, S plocha prirezu padajicitho télesa a C' soucinitel
odporu dany tvarem télesa. To mé za nasledek, ze béhem padu roste treci sila,
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kterd piisobi proti sméru tihové. Tim se zrychleni télesa ¢asem snizuje, rychlost
télesa se nemuze nekonecné zvétSovat, ale blizi se néjaké limitni hodnoté (pfii
niz by treci sila byla pravé rovnd sile tthové). Podrobnou analyzou se dospéje
k tomu, ze rychlost télesa je nasledujici funkei casu: v(t) = \/%tgh(t\/g_A). Urcete
tzv. terminalni rychlost dopadu v, pritom dosadte do vztahu konstantu A, jejiz
vyznam odvodte z rovnovahy sil. Spocitejte, jakou rychlosti dopadne na zem
parasutista, pokud i s vystroji vazi 100 kg, ceskoslovensky padak OVP-68 ma
polomér kulového vrchliku 4,8 m a ¢initel odporu je asi C' = %.

Res.: Terminaln{ rychlost dopadu je dédna mezni situaci, kdy se kapka padem
pohybuje nekonecné dlouho, t.j. ve = limy_ v(t). Cas se vyskytuje pouze v ar-
gumentu hyperbolického tangentu, tento argument x roste k nekonec¢nu, tim
padem tghx — 1. Termindlni rychlost je proto v, = \/% . Konstantu A urc¢ime

z rovnovahy sil F, = %C’Sp% =mg = Fg. Proto A = % a termindlni rychlost
je Voo = \/% . Pro ¢iselny dopocet v pripadé parasutisty dostaneme rychlost
asi 15’%". Zptesnéni vypoctu bychom docilili uvazovanim vztlaku v plynu. Po-
dobny vypocet umoznuje odhadnout rychlost destovych kapek, kde ovsem hraje
nejvétsi roli jejich nestaly tvar, a tim problematickd hodnota C'.

Insp. [F77]. Uvazujte pohyb kovové kulicky vazkou kapalinou, t¥eba
olejem. V takovém pripadé je treci sila pri laminarnim proudéni pfimo timérna
rychlosti télesa, coz vyjadiuje tzv. Stokestv vzorec: F, = 6mrnu, kde se kulicka
poloméru r pohybuje rychlosti v skrz kapalinu s dynamickou viskozitou 7. Pro
vodu je dynamické viskozita n = 1073 Pa-s. Uvazme, Ze do vody vhodime kulic¢ku;
bude na ni kromé vazké treci sily ptisobit tihova a vztlakova sila, jejich vyslednice
bude kuli¢ce udilet zrychleni, dokud se treci sila nezvysi natolik, Ze vyslednice sil
bude nulova. D4 se odvodit vzorec pro rychlost kulicky pfi tomto volném padu
ve vazké kapaliné: v = £(1 — e B4, kde B je kladnd konstanta. Uréete, jakou
mezni rychlost mize kulicka nabyt, pritom odvodte vyznam konstanty B a do-
sadte. Numericky dopocitejte, jakou rychlost padem v ricinovém oleji (hustotu
zaokrouhlime na 1000%, dynamické viskozita je n = 1 Pa - s dosdhne kulicka

z vanadu (jeho hustota 6000%) o poloméru 3mm. Dale se da odvodit, jakou

7Bt71
B

dréhu téleso urazi za C¢as t timto padem: s(t) = £(t — < ), zjednoduste vyraz

B
pro velké casy.

Res.: Provedenim limity (pii niz e — 0): vy = limy_o0 v(t) = 4. Tato rychlost
vyvolava tfec sflu, kterd vyrovna sflu tthovou a vztlakovou: 67nr% = mg—myg,
kde jsme symbolem mg oznacili hmotnost kapaliny télesem vytlacené. Pokud
uvazujeme, ze téleso je kulicka, mizeme konstantu B prepsat pomoci hustoty

télesa p; a hustoty kapaliny py: B = (pt_i’:;gwg =3 AQZTQ. Terminalni rychlost tim
3

. . 2 . . :5000-10-0,0032
padem ma tvar v, = Mg%. Pro vanadovou kulicku v oleji v, = 250009% =

0,12, Dréha tclesa pro dostatecné velké casy prejde s(t) = 4(t — §) =
Voo (t — ”?’O) To odpovida rovnomérnému primocarému pohybu termindlni rych-
losti s odectenou chybou za pozvolné dosazeni rychlosti.

Limitu lze téz nenapadné pouzit k integrovani, vyzaduje to ovsem slozitéjsi
matematické nastroje (konkrétné rady) diiv, nez jsou ve fyzice k dispozici.

Insp. [F76]. Uréete moment setrvacnosti homogenniho kruhu o polo-
méru R a hmotnosti M pri rotaci kolem své osy.
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Res.: Moment setrvaénosti umime spoéitat pro téleso o hmotnosti m rotujici ve
vzdélenosti r od osy rotace: i = mr?. Takovym télesem miiZe byt tenks obruc,
jejiz osa splyva s osou rotace. Pokud si cely kotou¢ nahradime jednou takovou
obru¢i (kruznici) o polomeru , pak odhadujeme moment setrvac¢nosti jako

R2
Li=M— =025 M R? (3.53)

Tento odhad je ale ptilis hruby, proto jej zjemnime a nahradime kotou¢ dvéma
obrucemi s hmotnostmi %, které maji poloméry % a %. Potom by moment
setrvacnosti byl

M (R* (3R?\ MR , _, ,
AL _ 22 =0,3125- M 54
2= <42 e 5o (P +3)=03125- MR (3.54)

Zkusme nahradit kruh tfemi obrucemi o hmotnostech , které rovnomeérné

umistime na misto kotouce, cili jejich poloméry budou

M <R2 (R, (5R>2> MR

L= — =
3 e e 62 3 62

3 — (12 4+ 3% +5%) = 0,3241 - M R* (3.55)

Vidime, ze zpfresnovanim déleni kruhu se moment setrvacnosti zvysuje, po-

kracujme proto a nahradme kruh 4 obrucemi s hmotnostmi % a polomeéry
%,%,%,?, takze I odhadujeme:

M (R (3R> (BR)*  (TR)*\ MR 5 5 2 2
Ij=—|—= 1°4-3°4+5°+77) =0,3281- M R
44(82+82+82+82 =3 g T =0,

(3.56)
Kdybychom rozdélili kruh na n mezikruzi a kazdé mezikruzi nahradili obrudi se
stfednim polomérem mezikruzi, tj. pro k-té mezikruzi rp = ’;—R a kazdé obruci
priradili hmotnost m; = %, pak bychom méli
M R?
I, =— PP+324+52+7+...(2n—1) 3.57
n(2n>2(++++ (2n —1)?) (3.57)

Nekonecné jemné déleni bychom reprezentovali limitou, pricemz lim,,_ .o, I, =

2 12432452 4.4 (2n—1)2 2 / : 4
M- TS En]) . MRPA %MRQ. Tento vysledek je ovsem

- limy, oo 3 T3
fyzikalné chybny, protoze kazdému mezikruzi priradil stejnou hmotnost. Tim se
ovsem disk stal hustéjsi u stredu, a nebyl tedy homogenni. Vypocet, ktery byl
snadny a ktery vyuzil limity 3.52, musime upravit, aby zohlednoval hmotnost
konkrétniho mezikruzi.

Rozdélme polomér kruhu délicimi body (r;), kde rg = 0,r,, = R. Kruznice
s témito poloméry déli kruh do soustavy n mezikruzi. Obsah k-tého mezikruzi je
7(rf —rf_,), proto mu prislusi hmotnost my = 45 (rf — r7_;). Takové mezikruzi
Te+Tk—1

2

nahradime kruznici s hmotnosti m, a polomérem . Moment setrvac¢nosti

k-té kruznice je dan:

M

1z Tk i) (e + )’ (3.58)

U =
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Cely kruh ma potom odhadnuty moment setrvacnosti [ = Y 7_; 7. Zbyva nalézt
rozumnou volbu rozdéleni kruhu do mezikruzi. Nejjednodussi volba je stejné
Sirokych mezikruzi: (Vk € 7)(ry — rp—1 = £), jinak Feceno ry, = RE. Potom
upravime:

i = M(}?’“2 R“k_mj<3k—3k_ﬁzzﬂﬂyek—n3(3@)

4R? n? n n 4nd

Poscitani vsech prispévki potom znamenad, ze odhad momentu setrvacnosti roz-
délenim na n mezikruzi je soucet rady

MR? 2 MR?2n* — n?
Ly =) ir= 2k —1)° = : 3.60
S
K uréenf Y7, (2k — 1) lze vyuzit zndméjsich souctu Sp_ k = in(n + 1),

Yh k? = gn(n+1)2n + 1), 30 k* = 1n®(n 4 1)%. Zévérem zbyvé zjemiio-
vat déleni kruhu na mezikruzi skrz parametr n. Cim vice se pocet mezikruzi
blizi nekonecnu, tim presnéjsi je jeho nahrazeni kruznici. Limitnim prechodem
dostavame A )
2n* —n 1
lim ———— =2=1= 5MR2, (3.61)

n—oo n4

coz je spravny vysledek. Pro zajimavost, posloupnost M se priblizi hodnoté

2 pomérné brzy, uz pri n = 4, tj. nahrazenim kruhu soustavou 4 kruznic, pod-
hodnotime moment setrvac¢nosti o méné nez 4%. Pro n = 5 pak presné o 2%,
pfi n = 10 pak presné o 0,5%.

Posledni priklad je za moznostmi bézné stredoskolské vyuky, jen méalo zaku
(nejspise Tesitelu olympidd) by jej bylo schopno i ptes skvély nazorny vyklad
vstrebat. Ale jako ukézka pro ucitele, ze i takto lze ucivo o radach a limitach
prevést v pripravu na integralni pocet, je priklad hodnotny. Pro zaky by stacilo
seznameni se zasadni myslenkou rozdéleni kruhu do nekoneéné mnoha kruznic.
P1i opétovném setkani s touto myslenkou pti vystavbé urcitého integralu by zak
mél intuitivni podklad.

3.5 Derivace

Pojem derivace stavime na dobte vybudovaném pojmu diference.

Definice 6. BudiZ funkce f definovand na intervalu obsahujicim xy € R. Pokud

existuje limita
Af o flao+ Ax) — f(xo)
Aili%ﬂ: Ax Aili%i Ax ’ (362)

nazveme ji pravou resp. levou derivaci funkce f v bodé xy. Pokud existuji obe
limity a jsou si rovny, md funkce f v bodé xq derivaci a znacime ji

;l‘];(:co) , popr- ;ij; &i f'(xo) - (3.63)

T=x0

Jinak funkce derivaci v bodé nemd.
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Zapis pomoci Az je vhodnéjsi a srozumitelnéjsi v kontextu zmény hodnoty
nezavisle proménné a zavislé funkéni hodnoty. Pri vykladu se obvykle pracuje
s limitou x — xg ¢i s pojmem okoli, resp. prstencového okoli a o vyrazu pomoci
delt se knihy obvykle nendpadné zminuji jako o mozné alternativé. Tim se ale
nenavazuje na propedeutické myslenky, které jsme budovali v predchozich sekcich.
Nyni avahy o diferencich zavrsujeme limitnim prechodem a definujeme derivace
jako mezni pomér diferenci. Takto cileny zapis definice %(xo) = limaz .0 ﬁ—g
zduraznuje ze vSech pro¢tenych knih jen dvojice [V88, V89|, podle nich tedy
navrhujeme zapisovat definici derivace prfimo tvarem 3.62, ucitel musi peclivé
vysvétlit znaménko Ax pri diskuzi jednostrannych derivaci.

V bézném pouziti si nevystacime s derivaci funkce v bodé, proto se dale zavadi
derivace jako funkce v intuitivnim smyslu. Domnivame se, ze tim vznika urcita
miskoncepce. Ta mozna stoji za tim, ze zaci v dotaznikovém Setfeni neuvadi geo-
metricky vyznam derivace. Tu chapou pouze jako prirazeni, funkci odvozenou
z jiné funkce. Tim se ztraci uvazovani v lokalnim kontextu, coz je nezadouci. Uci-
tel by to mél mit na paméti a rozdil mezi derivaci jako funkci a derivaci v bodé

radné vysvetlit.

Definice 7. Md-li funkce f konecné derivace na vnitrcich vsech souvislych kom-
ponentdach svého definicniho oboru a ma jednostranné derivace ve vsech krajnich
bodech svého definicniho oboru, pak funkci definovanou v kazdém bodé Dy prislus-
nou derivaci %(z) nazyvame derivaci f a znacime % ¢i krdtee f.

Uvedme zasadni véty, které se k préaci s derivacemi poji. Zakladni aritmetika
derivaci je pouze dusledkem aritmetiky limit.

Véta 3. Maji-li funkce f,qg v bodé xy vlastni derivace, pak

(f +9) (x0) = f'(w0) + ¢'(20),
(f - 9)(z0) = f'(z0)g(x0) + f(x0)g' (o), (3.64)

ve druhém pripadé navic predpoklidame g(xq) # 0.

Témito pravidly zuzitkovavame praci s chybou fyzikalniho méreni, kde platilo
A(f+g)=Af+AgaA(f-g) =Af-g+ f-Ag, tyto rovnice jsme pouze podélili
Az a provedli limitu Az — 0. Diference zde ztratily konkrétni smysl fyzikalni
chyby a stavaji se abstraktnim pojmem.

Véta 4. Necht g ma vlastni derivaci v bodé xy a funkce f md vlastni derivaci
v bod€ yo := g(xo). Potom sloZend funkce f o g md derivaci v xo, plati

(fog)(wo) = f'(v0) - ¢ (o). (3.65)

Véta 5. Bud funkce f prosta a spojitd na intervalu obsahujicim jako vnitrni bod
To, oznacme yo = f(xg). Necht inverzni funkce f~' md v yo derivaci riznou od
nuly. Potom md f v xg derivaci a plati

1
(f=1)' (o)

P oy .. o o v df _ df dg
Pro posledni dvé véty miuzeme pouzit mnemotechnické pomucky pii 5~ = 4 do

I (z0) = (3.66)

-1
a(y= 1) = Z—z = (%) = (y/)~!. Matematik nemtze pouZivat tyto pomicky jen
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tak bez rozmyslu, nebot prislusné véty maji predpoklady, které je treba ovérit.
Konstatujeme zde, Ze pro drtivou vétsinu funkei studovanych na SS (zejména ve
fyzice) predpoklady jsou splnény, proto je mozné k feseni prikladu pristupovat
"fyzikalné". Prace s derivaci v matematice by méla najit kompromis mezi ko-
rektnosti a praktickou uzitnosti, napt. prostfednictvim pravé zminéné pomitcky
Leibnizovy notace. Nemtzeme déat jednoznacny navod, jak by tento kompromis
meél byt zvolen, také protoze styl prace na gymnaziu a na priamyslové skole miize
byt velmi odlisny.

Véta 6. Ma-li funkce v bodé xy vlastni derivaci (prip. jednostrannou), je v tomto
bodé spojitd (resp. spojitd jednostranné).

Posledni tvrzeni dava do souvislosti spojitost a diferencovatelnost. A jednodu-
chy protipriklad ukazuje, ze opacnd implikace neplati - staci vysettit f(z) = |z|.
Pokud ve vyuce vypustime pojem spojitost, toto je jeden z okamziki, ktery mu-
sfme zpracovat jinak. Nic se nejspise v kontextu vyuky D&I pro SS nestane, kdyz
tuto vétu vypustime také.

3.5.1 Derivace ve fyzice

Zékladnim spojenim fyziky a derivace je rychlost, kterou jsme v prvni kapi-
tole navrhli jako propedeutickou pomtcku. Pro ujasnéni nyni jmenujme fyzikalni
latku, s kterou se Zdk na SS setkdvé (nebo miize setkat), a pii tom jde o veli¢iny
definované derivaci (nejen podle ¢asu) ¢i situace, kde se bez derivace neobejdeme;
¢ast jsme zminili uz v kapitole o diferencialu:

o okamzita rychlost a zrychleni v = fl—f, a= ‘572””

o okamzita thlova rychlost a thlové zrychleni w = ‘fl—f, a= ‘fo

e vykon P = %

» potencialni energie, teorie potenciali F' = —% (obecné F= —grad U)

e 2. Newtoniiv zadkon a 2. véta impulsova F' = %, M = %

vy p . _dQ
e (mérnd) tepelna kapacita ¢ = %%
. ’, _dQ
o elektricky proud I = #
o , __dm
1. Faradayiv zakon Al =

o Curieova teplota a kritické body fazovych prechodii jsou dané nespojitostmi

. , - dv
derivaci, napt. skokem &%

o Faradaytv zdkon, zména magnetického toku U = —%

e vlastni indukce L = %

« rovnice kontinuity a diferencidlni rovnice napt. pro harmonicky oscilator ¢i
elektromagnetické vinéni
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Insp. [M44]. Denni zivotni cyklus (tzv. cirkadidnni biorytmus) clovéka
se projevuje zménou télesné teploty v pribéhu dne. Tato zavislost se u zdra-
vého clovéka dé zhruba popsat rovnici 7'(t) = 36,8 — 1,3 sin B—Z(t — 2)}, kde T
je teplota v °C' a t je ¢as v h. Vysvétlete vyznam hodnot 36,8, 27 a 24 v rovnici.
Uzijte znalosti goniometrickych funkci k tomu abyste nalezli dvojice: ,in, Tnin
dajici hodnoty teploty. Stejny kol provedte vyuzitim diferencidlniho poc¢tu. Jeho
uzitim naleznéte casy t 2, kdy se teplota lidského téla méni nejrychleji a urcete
tuto rychlost 9,4, (s jednotkou %)

Res.: ReSen{ rozebereme pouze z pohledu diferenciglniho poétu. Hodnota 36,8 je
prumérnd denni teplota ve °C', podil 3—2 skaluje funkci, aby byla periodické s pe-
riodou jednoho dne. Dvojice extremalnich teplot jsou t,,;, = 8 h, Tyuin = 35,5°C
a tymar = 200, T = 38,1°C. Tyto hodnoty nalezneme uzitim diferencidl-

niho poctu z derivace J(t) = %& = —1,3 2% cos B—Z(t - 2)] Pro extrémy tep-

loty pokladdme ¥(t) < 0. Pokud nas zajima rychlost zmény teploty ¥(¢), hle-

2

déme % =13 (3—1) sin B—Z(t — 2)] Pro maximalni rychlost zmény musi byt
% - 0, coz nastava v casy t; = 2h,ty = 14h a teplota se méni rychlosti
Jinas = —0(2) = 9(14) = 1,357 - 157 = 0,347

© Ukazte, Ze pro kvadratickou zavislost veli¢in lze vztah y = ax? +
Bx +y 1ze prepsat do tvaru y — yo = a(x — z0)?, pricemz v bod [zo; yo] je extrém
funkce - minimum pro o > 0 ¢i maximum pro a < 0.

= , L C o ! .
Res.: Nalezneme extrém dané zavislosti derivaci % = 2ax + [ = 0. xg sourad-
B

nice extrému je tedy urcena pomoci parametrii predepsané¢ zavislosti jako 5.
Funkéni hodnota je pak yo = y(xg) = a - % + - ;—f +y=7- %. Shrneme
soufadnice extrému: )

—B s ]

[0; yo] = lQ’Y - (3.67)

2a 4o

Nyni je treba nalézt tlohu téchto hodnot v predepsané rovnici. Zadani napovida

ﬁpravunaétverec:y:7+a($2+2%+5—2—5—2) :7—%+a(x+%) =

4da? 4a?
Yo + a(z — 19)? a k tomu jsme sméfovali. O tom, zda m4 zavislost maximum ¢i
d?y

minimum rozhoduje druhd derivace, ktera je pro Vr € R rovna -4

odpovida tvrzeni ze zadani.

Mimochodem, miizeme si v&imnout vyrazu —4ay, = 3% — 4a, coz je dobie
znamy diskriminant kvadratické rovnice, a to ptivodni rovnice y = az? + Bz +
v = 0. V tom vidime souvislost, kdy pro nulovy diskriminant ma kvadraticka
rovnice jen jedno Teseni - a to extremalni - dfive jiz chapané jako jediny prisecik
s primkami y(x) = const.

= 2a, coz

3.5.2 Extremalni Glohy

Priklady na hledédni extrému jsou kanonem aplikaci diferencialniho poctu.
Bohuzel, vétsina prikladi v soucasnych materidlech ma nudny tvar, ktery deri-
vace suchoparné promita do geometrické abstrakce. Typickym prikladem je tiloha
dokéazat, ze obdélnik daného obvodu s maximélnim obsahem je ¢tverec. Proto
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prinasime sérii téchto klasickych tloh v lepsim kabaté. K tomu déle prisazujeme
priklady, které jsou dobfe Tesitelné ¢i maji zajimavé TeSeni, ale v literature je
nenachazime. Klicem k tspésnému reseni veskerych tloh na extrém je paramet-
rizovat ulohu jedinym volnym parametrem, ktery jednoznacné identifikuje feseni.
Spravna parametrizace je otazkou urcité geometrické intuice a vnimani funkénich
zavislosti a muze tlohu vyznamné zjednodusit.

Urcete, jakou maximélni vyméru obdélnikového pozemku lze ohradit
plotem dané délky [, a ukazte, ze tento pozemek je ¢tvercovy.

Pokud chcete mit obdélnikovy zdhon o dané vymére S, ktery ma co
nejmensi obvod, jaky pomér stran musite zvolit? Vypocitejte pak tento minimalni
obvod. (piijde o ¢tverec, o = 4v/S)

Uréete, jaké rozméry musi mit bazén tvaru kvddru s objemem 375 m?
a hloubkou 3m, aby na vykachlickovani jeho stén bylo potfeba nejméné materialu.
Jaké je minimalni ¢astka, kterou vykachlickovani bazénu bude stat, jestlize 1 m?
kachli¢ek stoji 25 K¢?

Insp. [V87]. Pripustné zatizeni trdmu o obdélnikovém prifezu se za-
kladnou z a vyskou v je imérné ~ zv?. Uréete, jaky pomér stran v : z musi mit
tram vytezany z brevna kruhového prirezu o poloméru R, aby vydrzel co nejvétsi
zatizeni.

Res.: Vztah mezi zékladnou obdélnika z, jeho vyskou v a polomérem bievna R
je totiz R? = (§)2+(g)2, 2 éehoi je nejvhodnéisi vyjadit v? = 4R%—22. ZatiZeni
je tak urceno jako funkce zakladny, extremalizujeme funkci F' = 4R?z — 23:

dF | 2 8
T 4AR?2 322 =0 e :\/7]% 3.68
- 2 = 2= —=R=v 2 (3.68)

Pomér stran je tedy v : 2 = /2. Ze mé nosnost skuteéné maximum, ukazuje

, . 2
druhé derivace % = —6z < 0.

Zadani zada nalézt obdélnik extremalizujici funkci, kterd tentokrat neni jen
obvodem ¢i obsahem; postup byl sice podobny, jako bude v nésledujicich geome-
trickych prikladech, ale primé praktické uziti v stavebni praxi je nesmirné hod-
notné. Priklad je mozno upravit a doplnit ¢iselnymi tdaji, napt. pro R = 20 cm
mé trdm maximalni nosnosti priifez velikosti S = 4—*3@]%2 = 754 cm?.

Jaky nejvétsi obdélnik lze vepsat do pravouhlého trojihelnika? Vy-
jadrete obsah tohoto maximalniho obdélnika v pomeéru k obsahu trojihelnika.
(1:2 nezavisle na tvaru rozmeérech trojihelnika)

Jaky nejvétsi obdélnik lze vepsat do rovnoramenného trojuhelnika s vr-
cholovym thlem «a? Vyjadiete obsah tohoto maximélniho obdélnika v poméru
k obsahu trojuhelnika.

Res.: KdyZ rovnoramenny trojihelnik rozdélime vyskou proti zdkladné na dva
shodné pravouhlé trojuhelniky, prechazi priklad v predchozi.

Ukazte, ze z pravouhlych trojihelniki s danou preponou mé nejvetsi

obsah ten rovnoramenny.
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Urcete obsah nejvétsitho obdélnika vepsaného kruznici s polomérem R.
Ukazte, ze jde o Ctverec.

© Ktery z pravouhlych trojuhelniki s danym obsahem mé nejmensi
obvod? Naopak, ktery z pravouhlych trojihelnika s predepsanym obvodem méa
nejveétsi obsah?

Res.: V pravouhlém trojihelniku vyjadifme vztah mezi obsahem a obvodem
prostfednictvim jednoho z thli «, kdyz strany nejdiive vyjadiime pomoci pre-
pony a = csina,b = ccosa, obsah je ddn S = % ’

5 = S sinacosa a obvod
o=a+b+c=c(l+sina+ cosa). Eliminaci ¢ ziskdme

1 + sin ¢ + cos « 2 sin o cos o
V2S =
0 = g

0
V/sin v cos « 2 (1 +sina + cosa)?’

Vv

(3.69)

vysledky 1ze upravit na

32 ~ (tan o — 1)(cotg% +1), Zi ~ cos o — sin a, (3.70)
oba vyrazy polozené rovny nule vedou v kontextu pravothlého trojuhelnika
a € (0,5) k jedinému feSeni, a to a = 7F. Dokazovat , zda jde o maxi-
mum/minimum nen{ vhodné kvili technické narocnosti druhych derivaci. Proto
doporucujeme na tesent jit "fyzikdlné'feSenim limitnich pripadia o — 0,a — 7.
V ptipadé konstantniho obvodu se trojihelnik stava témér dvojici identickych
usecek délky ~ § svirajici nulovy obsah, pro tihel rostouci od 0 musi obsah rist,
takové tvrzeni podle nés neni tieba vice dokazovat. Regenf 7 je jedinym moz-
nym extrémem, tedy odpovidd maximu, kdy se obsah zacne pro « rostouct k 7
zmensovat. Tato situace dobre zapada do symetrie trojuhelnika, v niz bychom se
mohli omezit na studium o € (0, 7). Pipadné Zakovi miZeme ozndmit, Ze druha
derivace by vysla 4 —3v/2 < 0. V piipadé pevné daného obsahu se s o« — 0 musi
strany b, ¢ prodluzovat nade vsechny meze, ¢imz o — oo. S rostoucim thlem
tedy obvod klesa, az do kritické hodnoty o = 7. Hodnota druhé derivace je zde
skutecné 2(1+ +/2) > 0. Pro tplnost uvedme, Ze v extrému a = ¥ je vztah mezi

obvodem a obsahem trojihelniku o = v/S - 2(1 + v/2).

© Za ctverce papiru o hmotnosti 1,5 ¢ chceme vystrihnout rovnora-
menny trojuhelnik tak, ze vrchol proti zékladné bude jednim z vrcholt ¢tverce.
Ukazte, ze takovy vystfizeny trojuhelnik muze vazit nejvyse 0,75 g.

© Urcete obvod nejvétsiho (co do obsahu) rovnoramenného trojihel-
nika vepsaného do kruznice o poloméru R. Jakou ¢ast obsahu kruhu zabira plocha
takového trojihelnika?
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Res.: Vyuzijeme vztah stfedového
a obvodového 1hlu a jednoznacné
parametrizujeme trojuhelnik vr-
cholovym thlem «, viz obrazek
3.9. Jelikoz tsecka BD méa délku
Rsina a usecka AD méa délku
R(1 + cosa) (rozmyslime si, ze
vztah plati i pro tupé thly a >
90°), pak obsah trojthelnika je ddn a
S = R%sina(l + cosa). Hleddme
tedy thel «, pro néjz je extremalni
geometricky faktor sin a1+ cos ).

Obréazek 3.9: Rovnoramenny trojuhelnik
vepsany v kruznici.

as

. !
—— ~cos?a+cosa —sina = 2cos’a +cosa —1 =0 (3.71)
da
P#i substituci x = cosa nalézédme feseni kvadratické rovnice 222 + z = 1:
T = %,xQ = —1. Uhly podezielé na extrém jsou tedy a; = 3, = 7. Druha

derivace geometrického faktoru pro tyto thly ma po radé hodnoty —@, 0. Maxi-
malni obsah tedy ma trojuhelnik, ktery je rovnostranny. Jeho vysku gR, urcéime
jako délku AD pro pifpad ai, stranu jako dvojndsobek délky BD, ¢li v/3R.
Trojuhelnik ma tedy obvod o = 3v/3R a obsahem zabiré % = 41% kruhu.
Pro zajimavost, obvod kruhu je k obvodu trojihelnika dvojnésobny. Po-

kud bychom hledali nejvétsi vepsany trojihelnik co do obvodu, hledali bychom
extrém funkce o = 2R(sina + 1/2(1 + cosa)) = 4R cos B(1 + sin 3), kde jsme

substituovali 8 = §. Derivaci dostaneme kvadratickou rovnici 2y +y = 1 se
substituci y = sin 3. Vyslednym fesenim (sin § = %,%@/z{f) je, ze trojuhel-
nik s maximéalnim obvodem je téz ten rovnostranny. Vzhledem k vicenasobnym
substitucim a vzorci pro cos § by takové zaddni bylo komplikovanéjsi.
Nesmime ovsem opomenout jednu véc. Je-li « = 0Va = 7, pak je logicky ob-
sah trojihelnika ABC nulovy, ¢ili minimalni mozny, pro jiné hodnoty nenulovy.
Je proto z povahy véci rozumné predpokladat kromé dvou globalnich minim
existenci (alespon jednoho) thlu, ktery ur¢i onen maximalni trojihelnik. Ten
jsme vskutku nasli, ale nase analyza prostfednictvim derivaci nas dovedla jen
k tomu, ze pro feseni a = 7 jde o inflexni bod. Nesmime zapomenout na okraje
definiéniho oboru, protoZze nas problém je ohranicen o € (0; 7). V bodé a = 0 je
funkce rostouci, v bodé a = 7 klesajici, tyto body tedy skutecné jsou minima.

© Urcete obsah nejvétsitho pravotuhlého trojuhelnika, jehoz prepona
ma vrcholy na obvodu dané kruznice a vrchol ptfi pravém thlu lezi na praméru
kruznice, ktery obsahuje jeden z vrcholi. Viz obrazek 3.10.
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Res.: Tento piiklad je variantou ptedchoziho. Studovany trojihelnik je totiz
polovinou z rovnoramenného.

Obrazek 3.10: Pravouhly trojuhelnik s odvésnou na prameéru.

© Z kruhu chceme vystrihnout dva kruhy, aby mély v sou¢tu maximalni
obsah. Jak to mame udélat?

Res.: "Rozumnd" volba vepsani
dvou kruhti je zobrazena na vedlej-
sim obrazku. Neni slozité si povsim-
nout vztahu

R:T1+T2,

ktery umoznuje zapsat obsah vepsa-
nych kruhu jako

S =7(ri + (R —1)?).

Derivaci g—fl ~ 2r1 — R ziskdme bod
R

podeziely na extrém 7, =1y = 3.

Obréazek 3.11: Kruhy vystrizené z kruhu.

Tento priklad ale zarazujeme proto, ze ukazuje dulezitost druhé derivace.
057*29 = 2 > 0 znadi, ze jsme ve skutecnosti nasli minimum. Hledané maximum
teay odpovida situaci, kdy se jeden z kruht redukuje na bod a druhy splyne
s puvodnim kruhem. Tato situace skuteéné z ptuvodniho kruhu zabere maxi-
malni mozny obsah. Nejde jiz ale formalné o dva kruhy. Priiklad tedy muzeme
uzaviit s tim, ze rozumné feseni pro praktické tcely, jako je stfihani ntzkami,
neexistuje.
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© V kruhu zvolme primér a na ném délici bod. Vzniklé tsecky berme
za uhlopricky dvou ¢tvercl. Pro jakou polohu déliciho bodu bude nejvétsi soucet
obsaht takovych ¢tvercu?

© Jaky maximalni obsah ¢tvercového papiru mohou zabrat dva kruhy,
které z néj vystrihneme?

Tyto dva priklady jsou identické v postupu feSeni, jako jim predchazejici, jiné
jsou pouze vztahy a iméry mezi délkami/obsahy.

Jaky nejvétsi kuzel lze vytiznout z koule? Urcete pomér objemi téchto
dvou téles.

Res.: Osovy fez kouli s vepsanym kuZelem de facto mame na obrazku 3.9.
Oznacime-li polomér podstavy kuzele r = |BD| a vysku kuzele v = |AD|, mi-
zeme je vztdhnout pfes polovinu vrcholového thlu ¢ = § = <DAB k poloméru

koule R = |SB| : r = Rsin2y,v = fans» Proto objem kuzele je

1 4 av
V= gm’zv = §7TR3 sin? 1 cos? 1) = "~ sin cos® ¥(3cos? i — 2) =, (3.72)

odkud jsou polozenim % = 0 trividlné vidét minima pro ¢ = 0 A = 7,
jsou okraje p¥ipustného intervalu pro . Rovnice 3cos?t¢ —2 = 1 — 3sin?¢ = 0
dava v uvazovaném intervalu dalsi koten, ¢ = arcsin% = 35,26°. Tento tihel ur-
cuje hledané maximum, pritom jej nemusime k urceni objemu presné vycislovat,

protoze dosadime do vzorce pro objem cos?¢) = 2 sin*¢ = 1

coZ

4 4 8
V= §7TR3 - 2sin? 1) cost ¢ = §7TR3 ‘57 (3.73)
Pomeér objemiu koule a nejvétsiho mozného kuzele je 27 : 8, dodejme, ze vyska
tohoto nejvétsiho kuzele je v = 2R cos? 1) = %R.

Jaky nejvétsi valec lze vyTiznout z koule? Urcete pomér objemi téchto
dvou téles.

Res.: Protoze vyska vélce v a jeho polomér r jsou s polomérem koule R svézany
vztahem % +1r? = R?, je objem vélce snadno vyjadfitelny parametrem v:
2 av 3 2

VZWTQU:W(RQ—Z)vé%~R2—402é0:>v:\/§]%, (3.74)
proto pro kriticky polomér valce bude 72 = R? — % = 2R? a maximaln{ dosazi-
telny objem valce zabere

2 _, 2 4 1
V=mr?v=n-R*-R=-nmR* —, 3.75

tedy asi 57,74% objemu koule.

© 7 kuzele dané hmotnosti vyrizneme valec maximalniho objemu.
Ze zbylého kuzelového vrchliku opét vyrizneme valec nejvétsitho objemu a takto
pokracujeme déle, do nekonec¢na. Kolik bude vazit odpad?
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Res.: Oznatme R, W polomér a vysku kuzele a r,v polomér a vysku vepsaného
valce. Potom musi platit z podobnosti pravouhlych trojihelniki % = R;’“. Pro
objem vélce tedy plati

w av 2
V:WTQUZWEOQR—TS):ENQTR—?)?J;Oﬁr:O\/r:gR (3.76)

Maximum nastava pro r = %R v = %R a objem vélce zabere V = mriy =

éwRQW- %, tzn. zabere % objemu ptvodniho kuzele Vj. Zbyly vrcholovy kuzel méa

vysku %W, ale stejné proporce, proto jeho objem je %VO. Navic z néj vytiznuty
valec bude opét zabirat g jeho objemu. Tedy dalsi valecek ma objem % . g\g).

Dalsim serezdvanim vrcholovych kuzelt, jejichz objem vzdy klesa faktorem o,

dostaneme valecky o objemech (%)n . %Vb. Nekonecné opakovani tohoto procesu
vyusti ve valecky, jejichz objemy tvori geometrickou posloupnost s ay = %VO
a kvocientem %. Souctem rady je

< 4 8\" 4 1 12
Vi =S 2y () ~ 2y il V8 (3.77)
,;O 0% \27) "9 1-2 19

Odpad vznikly ofezavanim kuzele tedy tvori 1—79 jeho objemu.

¢ Dvé rovné silnice se potkéavaji na kiizovatce pod pravym thlem. V je-
den okamzik je jeden za automobili 360 metra od krizovatky a priblizuje se rov-
nomérné rychlosti 20m/s. Druhy z automobili se priblizuje po kolmé silnici ze
vzdélenosti 420m rychlosti 15m/s. Za jak dlouho budou oba automobily nejblize
sobé a na jakou vzdalenost?

Res.: Okamzitd vzddlenost automobiltt je pfeponou pravothlého trojihel-
nika o stranach 360 — 20t¢,420 — 15¢. Hleddme proto extrém funkce

\/(360 — 20t)% 4 (420 — 15t)2 = 25./489,6 — 43,2t + t2. Polozime jeji derivaci
rovnu nule a ziskame ¢t = 21,6 s.

© Cyklista jedouci po primé silnici se chce dostat k taboristi, které je
umisténo na louce v kolmé vzdalenosti b = 60 m od silnice. Podélna vzdalenost
cyklisty k mistu na silnici, které je nejbliz taboristi, je a = 120 m. Pokud se po
silnici cyklista pohybuje rychlosti v; = 5% a po louce rychlosti vy = 3", za jaky
nejkratsi cas muze k taboristi dorazit? V jakém misté ma pritom sjet ze silnice
na louku?

Res.: Situaci schematicky znazornime obrazkem 3.14 a pti daném oznaceni bude

doba dojezdu urcena
a—z Vb2 + 22

U1 V2

T = , (3.78)

6Tento typovy pifklad je v ucebnici [M29], ale v geometrické feci. Neni jednoduché najit
hodnoty tak, aby pfiklad Sel fesit snadno bez pouziti kalkulacky, vymysleli jsme toto zadani
jako jednu z rozumnych vyjimek.
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nejkratsi dobu dojezdu hleddme derivaci ¢ = 0, coz vyusti v
bvg
0T =vVh?+2? = 1= ——, (3.79)
2 _ .2
vy — 13

pritom je vhodné okomentovat regulérnost tprav. Vsimneme si napt., ze hledané
misto sjezdu na louku nezavisi na podélné vzdalenosti cyklisty na silnici a, to
je samoziejmé pouze v situaci a > x. Také by se priklad zménil, kdyby vy > vy,
kdy by podle provedené tipravy vyslo pod odmocninou zaporné ¢islo. V kontextu
zadani je prave nalezeny vysledek spravny a dosazenim ¢iselnych hodnot ziskame
r=4bmalT =40s.

ll)}

a-x
Obréazek 3.12: Optimalizace trasy cyklisty.

Podobné priklady lze upravit napi. do kontextu stavby co nejlevnéjsich cest
apod. Pokud ovSsem chceme, aby zadani mélo prijatelné numerické hodnoty, jen
obtizné lze nalézt realistické hodnoty.

Extremalni tlohy maji i ten vyznam, ze fada fyzikdlnich pravidel a vzorct
vychazi z extremalizace urcité veli¢iny, mezi tyto typy vyssich zdkont patii napt.
Gaufiuv princip, ktery hovori o minimalizaci tzv. vazanosti; Hertzav princip rea-
lizuje pohyb po kfivkach s minimalni kfivosti (tzv. geodetikach); Maupertuisav
princip minimalizuje tzv. zkracenou akci, jeho dusledek je tzv. Jacobiho princip,
ktery z Maupertusiova principu vylucuje cas a tim urcuje tvar trajektorie pohybu
nalezenim extremalniho Teseni. Dusledkem Jacobiho prinicpu je Fermattv prin-
cip, ktery je integralni formu Hertzova principu, a o kterém se obvykle bavime
v optice jako o principu nejkratsiho casu. Ten v nasledujicim ptikladé vyuzijeme
k odvozeni zjisténého zdkona lomu svétla, ktery zak poznéd nejprve experimen-
talné.

Extremalni situaci predstavuji i tzv. integraly pohybu, velic¢iny Z, pro jejichz
casovy vyvoj plati % = (. Takovou veli¢inou casto byva energie ¢i moment hyb-
nosti a uvedené vlastnosti integralti pohybu lze vyuzit k teseni fyzikalni situace

bez nutnosti explicitniho feseni parcidlnich diferencialnich rovnic.

Vyuzijte Fermatiiv princip nejkratsiho ¢asu k odvozeni Snellova zakona

lomu svétla.
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Obrazek 3.13: Schéma k odvozeni Snellova zédkona lomu.

Res.: Mame dvé optickd prostiedi, v nichz se svétlo 8 rychlosti vy, vo. V kaz-
dém z prostiedi zvolime libovolny bod. Formulace principu nejkratsiho casu rika,
ze svételny paprsek spojujici zvolené body bude takova lomena c¢ara, ze cesta
touto trajektorii zabere fotonu nejméné céasu. Na obrazku 3.13 je vidét zakres ta-
kového rozhrani a pro néj nyni provedeme odvozeni. Fakt, ze v homogennim pro-
stTedi se svétlo Siii primocare Ize brat za experimentalni fundament, ale také se
da z Fermatova principu odvodit pomoci varia¢niho poc¢tu. Lomena ¢ara pri pru-
chodu rozhranim je jednoznacné urcena polohou pruseciku paprsku a rozhrani.
Pri oznaceni z obrazku 3.13 je cas, za ktery projde svétlo prvnim resp. druhym

\/:c1 2+d1 2

V1,2
cas potfebny k urazeni trajektorie jako funkci jediné proménné, kterou pro jed-

x —z)2 2
noduchost ozna¢ime z1 = x = [ — 9, takze t(x) = t1 +1ty = v ,,;Ldl Ve UQ) 4,

Jelikoz tento ¢as ma byt nejkratsi mozny, hledame lokalni extrém prostirednic-

tvim derivace jt

prostfedim urcen t; 9 = . Vyuzitim z; + x5 = [ mtuzeme psat celkovy

dt 2z 2(l — z) 1y
dx vm/x2+d% var /(I — x)? + d3

¢imz jsme v podstaté hotovi. Pohledem na pravouhlé trojuhleniky v nacrtku
zjistime, Ze pravé nalezenou rovnost mizeme prepsat do tvaru

(3.80)

sina 1 x 1 2(-2z)  sinw
G Ul\/xQ—l—d% V2, /(1 — x)? +d2 U2

a tento vztah se s vyuzitim definice indexu lomu n = ¢ d4 pfepsat na znamy
tvar ni sin o« = ng sinw.

(3.81)
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[V102] Pro dva rezistory o odporech Ry, Ry zapojené paralelné na zdroj
s napétim U zjistéte, v jakém pomeéru se ma proud do vétvi rozdélit, aby se na
rezistorech rozptyloval minimélni tepelny vykon.

Res.: Oznacme I celkovy proud protékajici obvodem, ten se rozdéli do dvou
vétvi s proudy I; + I, = I, takze rezistorem s R; potece proud [; a druhym
rezistorem s Ry proud I — I;. Celkovy ztratovy vikon je P = P, + P, = I?R; +
(I —I1)*R,. Proménnou je zde proud I, ktery nese informaci o rozdéleni proudu
do vétvi. Minimalni vykon nalezneme derivaci:

dpP ! R
— =2LHR -2l -LH)Ry,=0=1=1—— 3.82
ar, ~ 2hi— 2= 1)k "R+ R, (3.82)
Pomeér velikosti proudu ve vétvich uréime
I [ R
e ) (3.83)
Iy T—-1357 R

Tento vztah mtzeme zapsat do podoby I1R; = U = I, R, coz 1ika, ze napéti
na obou rezistorech je stejné. Tento fakt propojuje Ohmuv zdkon a "ispornost’
prirody ve formulaci minimalniho vyzareného tepelného vykonu.

3.5.3 Diferencialni rovnice a dalsi vyuziti derivaci

V prvni kapitole jsme naznacili, ze zaka bychom méli seznamit s diferenci-
alnimi rovnicemi, pritom neni tieba je explicitné Tesit. Zakladni moznosti pro
seznameni jsou: trajektorie obecného zrychleného pohybu & = % a specialni pti-
pad linedrni{ harmonicky oscildtor @ = —%x. Radioaktivni rozpad . = —Am.
Tyto priklady jsme jiz rozebrali, dokonce jsme v prikladech 59, 60 pouzili trik,
kdy jsme mezi riznymi situacemi s formélné shodnymi diferencialnimi rovnicemi
prelozili zndmé vysledky do kontextu nového prikladu. Tento novy pristup je
i pfes svou jednoduchost pro soucasného zédka SS nejspis narocny, ale v semina-
fich maturitnich roénikt aplikovatelny, nebot predstavuje ptrelozeni univerzalniho
matematického aparatu z jedné konkrétni situace do jiné.

V literatute jsou kapitoly o aplikaci derivace zakonceny tzv. vétami o stredni
hodnoté. Témto vétam jsme ovSem nedokézali najit praktickou aplikaci vyjma
nasledujici: ,,Pokud opilec dorazi z hospody domt, pak alespon v jednom oka-
mziku Sel spravnym smérem.“ Tyto véty maji vyznam pro rozvoj geometrické
predstavivosti a jako nastroj v mnohych dikazech matematickych vét, pro zaka
na SS je jejich vyznam maly. Diferencidlni pocet ale lze pouzit napi. k polozeni
jiz znamych partii na matematicky korektni zédklady. V dodatku D zavadime pro-
stfednictvim derivaci, resp. Taylorova rozvoje goniometrické funkce. Konstrukei
neni treba zakim do detailt predavat, staci je seznamit s tim, ze je DP silny
nastroj umoznujici i pokrocilou teoretickou praci.
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3.6 Integral

3.6.1 Vystavba Riemannova integralu

Konstrukce Reimannova integralu je slozitd proto, aby korektné a formalné
postihla myslenku nekone¢ného zjemnovani v aproximaci funkce. K vystavbé inte-
gralu vedou rizné konstrukce. Naptr. Darbouxovy tvahy o infimech a supremech
hornich a dolnich integralnich souétéi. N&§ piistup k vystavbé pro SS popsany
nize se snazi vyuzit pivodni Riemannovy konstrukce déleni intervalu, graf funkce
aproximujeme intuitivné uchopitelnou lomenou carou. Prijatelného zjednoduseni
objemné teorie se dojde zamérnym nerozebiranim patologickych funkci, s nimiz
se 7ék na SS beztak nesetkava. Pfesto lze zaka informovat, Ze takové schéma
integralu ma své matematické limity. Z prostorovych divod nepodkladame nase
pojeti detailné priklady a grafickymi podklady. To nechavame na uciteli, ktery
stejné latku musi prizptsobit své tride.

Nase vystavba cerpa predevsim z Jarnikova pojeti a strucéné, presto husté
a bez vétsich preslapu ¢i restrikci nésleduje ptuvodni konstrukei v riemannovském
duchu. Opirame se o vybudované prekoncepty aproximaci a funkci nahrazujeme
tzv. rektifikaci. To je pojem, ktery se aktualné v tomto kontextu nepouziva, ale
dobTe pojmenovava provadénou aproximaci spocivajici v nahrazeni grafu funkce
lomenou carou — rectificare = narovnavat. Opirdame se i o existujici pojem rekti-
fikovatelné funkce, ktery do naseho konceptu dobre zapada. Nami zavedend rek-
tifikace by tedy navic mohla nalézt Sirsi uplatnéni v dalsi vyuce. Obsah plochy
pod ktivkou aproximujeme plochou pod jeji rektifikaci, tj. soustavou pravouhlych
lichobéznikt. Pokud pti zpresnovani rektifikace vysledny obsah nezalezi na presné
zvolené rektifikaci, pak se dostavame na pudu Riemannovy konstrukce prostred-
nictvim véty 67 v [V82]. Na jeji geometricky uchopitelné interpretaci a pfi tom
matematické korektnosti tedy vystavujeme urcity integral zptsobem prijatelnym
pro zaka SS. Bé&Zné ucebnice vyuzivaji pfimo riemannovské tvahy o hornich a dol-
nich souc¢tech. Aproximace stupnovitymi funkcemi ale nechavaji neformulované,
v intuitivni roviné, pfitom jsou podle nas naro¢néjsi, nez nas koncept rektifikace.
My se navic vyhneme srovnavani hornich a dolnich integralnich sou¢ti v nerov-
nostech, s nimiz zaci nemaji mnoho zkusenosti.

Zkoumejme funkci f > 0 a pokusme se urcit obsah plochy, kterou funkce
ohrani¢uje v intervalu (a;b), tj. obsah tzv. kiivoc¢arého lichob&mniku’, titvaru vy-
mezeném grafem funkce f, osou x a ptimkami x = a,z = b. Tento obsah budeme
nadale znacit S. Rozdélime-li interval na drobné tiseky a v nich nahradime funkci
linearni funkci, priblizné urc¢ime obsah krivocarého lichobézniku jako soucet ob-
sahu mnoha (pravouhlych) lichobézniki. Otédzkou zustéva, jestli délenim intervalu
na mensi a mensi dily dostaneme presnéjsi a presnéjsi odhad obsahu S?7

Definice 8. Délenim intervalu {a;b) rozumime libovolnou uspordadanou mnoZinu
X bodi a =g < x1 < x9 < -+ < x, = b. Intervaly (x;;x;11) nazgvdme podin-
tervaly ¢i subintervaly. Normou takového rozdéleni rozumime "délku nejdelsiho

intervalu’, | X| = max {z;11 —x;t. Zjemnénim Y déleni intervalu X rozu-
’ 0<i<n—1 o'

mime takové délent intervaluY, Zea =yg < --+ < Y, = b a pritom X C Y. Je-li
X #Y, hovorime o vlastnim zjemnéni.

"Tento pojem je uzivan v [V81, V85] i dalsi b&mé starsf literatufe. Domnivame se, Ze intui-
tivné pojmenovava uvazovany obrazec. Pojem by se tedy mohl do ucebnic znovu vratit.

69



Pozndmka. Jemnéjsi rozdéleni tedy muze pridat dalsi délici body a tim rozdeélit
nekteré podintervaly. Predchozi délici body jsou zachovany. Jinymi slovy rostouci
posloupnost délicich bodi X je posloupnosti vybranou z posloupnosti délicich
bodi Y. V dusledku plati |Y| < |X|. Pozor, ani pro vlastni zjemnéni nemusi
platit [Y] < | X|!

Definice 9. Posloupnost rozdélent intervalu (X,) -, nazveme normdlni, pokud
A [ X} = 0.

Definice 10. Rektifikaci funkce f pri rozdéleni X = (a = xg, 21, %9,...,b = )
na intervalu {(a;b) rozumime po cdstech linedrni funkci definovanou na kazZdém z
podintervali (x;; x;y 1) ndsledovne®:

f(Ii+1) - f(Iz)

Tiv1 — X4

f(@) = fla:) +

(x — ;) (3.84)

Pozndmka. Graf rektifikace funkce je lomend ¢ara tvorend tiseckami, které spojuji
body [z;; f(z;)] dané funkénimi hodnotami na bodech déleni intervalu.

2T

Obrazek 3.14: Ruzné jemné rektifikace (Cervené) sinusoidy (¢erné) pri ekvidistant-

nich délenich intervalu (0; 27) s normami 2%, n € {0;1;2; 3;4}.

Definice 11. Strednim integralnim souctem funkce f pri rozdéleni X = (a =
T, T1, T2, ..., b = x,) rozumime c¢islo

FH(X) = 5; He +2f($i“) (i1 — 2) (3.85)

Pozndmka. Stredni integrélni soucet je obsahem plochy pod grafem rektifikace f,
tj. je definovan jako soucet obsahtu jednotlivych pravoihlych lichobézniki, které
tuto plochu tvori.

Definice 12 (Cauchyiv-Riemannuv integral). Bud funkce f omezend na inter-
valu {(a;b). Pokud pro kaZdou normdini posloupnost (X,,),—, rozdéleni intervalu
(a;b) existuje konecnd limita strednich integrdlnich soucti lim 7 (X,) a hodnota

8V kontextu diferenci bychom mohli zavést znaceni napi.: Af = ﬁi LAz,
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této limity nezdvisi na volbé posloupnosti (X,,),~,, pak tuto spolecnou limitu na-

b
zvdme urcitym integralem funkce f v mezich a,b a znac¢ime [ f(x)dz, pripadné
a

b
I f. Pokud md funkce urcity integrdl na daném intervalu, rikdme Ze je na ném
a

integrovatelnd.

Poznamka. Definice urc¢itého integralu pro nezapornou funkci odpovida zameéru
urcit obsah plochy pod ktivkou. Funkce je rektifikovana, jeji graf je tedy nahrazen
lomenou ¢arou. Obsah ktivocarého lichobéznika je tedy nahrazen obsahem mnoha
pravouhlych lichobézniki. Pokud délime interval jemnéji a jemnéji tak, ze vyska
jednotlivych lichobézniktt Ax; = z;,1 — x; jde limitné k nule, stfedni integralni
soucet 1épe a lépe aproximuje obsah krivocarého lichobéznika. Pokud vysledny
soucet v limitnim prechodu nezavisi na konkrétnich aproximacich, pak spolecna
limita skuteéné udava obsah kiivocarého lichobéznika.

Pozndmka. Pokud budeme uvazovat urcity integral zaporné funkce, vyjde nume-
ricky zaporné ¢islo. Urcity integral tedy rozlisuje, zda je graf funkce nad ¢i pod
osou x. Obsah kfivocarého lichobéznika pod osou x je potom roven absolutni
hodnoté urcitého integralu. Stejné tak je potieba brat |f| v pfipadé, ze funkce
nabyva kladnych i zapornych hodnot.

Poznamka. Skutecné existuji funkce, u nichz stfedni integralni soucty pro rizné
normalni posloupnosti rozdéleni nemaji jedinou limitu. Nemusi dokonce pro né-
které normalni posloupnosti déleni intervalu ani existovat. Prikladem "patolo-
gické" funkce je tzv. funkce Dirichletova. Jejim defini¢nim oborem jsou realna
¢isla a je definovana:

1 proxe@Q

D(z) = { 0 prozeR\Q (3.86)

Pokud volime déleni intervalu s iracionalnimi délicimi body, je rektifikaci nulova
funkce a integralni soucet je nulovy, naopak pro déleni s racionalnimi body je
rektifikaci konstantni funkce s hodnotou 1 a integrélni soucet na intervalu (a; b)
je roven cislu b — a. Klicovym faktorem pro tuto "patologii" funkce je to, ze
ma nekonecné mnoho bodi nespojitosti. Naopak funkce spojita se z hlediska
integrovatelnosti chova mravné, coz shrnuje nasledujici véta.

Véta 7. Funkce definovand na intervalu (a;b), kterd md konecné mnoho bodi

b
nespojitosti, md na tomto intervalu urcity integral [ f(z)dzx.

Urcity integrél je dan funkci a mezemi. Proto predstavime nasledujici véty,
které maji intuitivni charakter:

b
Véta 8. Pro integrovatelnou funkci f plati [ f(z)de = — [ f(x)dx.

b c
Véta 9. Necht md funkce f urcité integraly [ f(z)dz a [ f(x)dx pro meze a <
a b
b < c. Potom md [ i urcity integrdl v mezich od a do ¢ a plati [ f(x)dx =
a

jf(:c)d:c + zf(x)dx.
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Otézkou zustava, jak a zda viibec spolu souvisi urcity integral a derivace. Pro
nalezeni odpovédi predstavime zakovi urcity integral nasledujicim zptisobem. Pro

integrovatelnou funkci f na intervalu (a;b) definujeme funkei S(z) := f f(t)dt, je

to tedy integral jako funkce horni meze. Takova funkce udava obsah k(%ivoéarého
lichobéznika vytceného od kraje intervalu jen do urcité pozice x. Porovnejme,
jak se zméni obsah, pokud se posuneme v mezi o maly tsek Az. Rozdil je udan
v aproximaci obdélnikem s obsahem S(z + Axz) = S(z) + f(z) - Az, pri limitnim
prechodu Az — 0 presné. Jinymi slovy

AS . S(x+ Ax) — S(z)

lim — = lim
Azx—0 A.CE Az—0 AZE

— f(a), (3.87)

funkce f(z) je tedy derivaci S(z), ikame, ze S(z) je primitivn{ funkef k f(z)?.
Definice funkce S je ovsem opfena o bod a a od néj se nyni oprostime, zejména
také z divodu, zZe je treba studovat funkce definované na celém R, kde neni zadny

vyznacny krajni bod. Oznacime-li S,(z) := ff(t)dt, Sp(z) == ff(t)dt pro néjaké
a b

b
hodnoty a < b, je potom podle prechozi véty S = Sy(z) — Su(x) = [ f(t)dt, coz je

¢iselna konstanta. Dolni mez integralu tedy odpovidd posunu primitivni funkce
o konstantu!®. Obsah plochy pod kiivkou f mezi body a < b miiZeme s vyuzitim
libovolné zvolené funkce S, psiat S = S.(b) — S.(a) a tato hodnota je nezévisla
na volbé dolni meze c. Je tedy nepodstatné, kterou konkrétni primitivni funkci
z neurcitého integralu vybereme, a to nas opravnuje k zapsani vysledku zndmého
jako Newtonova formule.

b
Véta 10. Necht existuje [ f(z)dx pro a < b a necht F je primitivni funkci k f,

navic F' je spojitd na {(a;b). Potom plati

/ f(a)de = F(b) — F(a). (3.88)

Vypocet integrali z Riemannovy definice je témér nemozny, a to i pro zakladni
bézné funkce. Uznejme, ze ani pocitacové nelze projit vSechna mozna déleni in-
tervalu a pocitat rektifikace. Vztah k neurc¢itému integralu nam ovsem situaci
zesnadnuje, protoze primitivni funkce nalezneme v tabulce derivaci C.3. Pripo-
menme na tomto misté dilezity poznatek: derivace a integrace jsou dva procesy
k sobé opacné. To ovSsem nerika, ze oba procesy budou stejné snadné. Praktické
porekadlo, které vystihuje, jaky je mezi derivaci a integraci rozdil, zni: "Derivovat
je jako mackat pastu z tuby. A integrovat, to je jako ji tam cpat nazpatek."'!

Zakladni nastroje pro praci s integraly, af uz urc¢itymi ¢i neurcitymi, lze odvo-
dit pomoci pravidel pro aritmetiku derivaci. Ta jsou zapsana v kazdé literatute
a neni cilem této préace se jim detailné vénovat.

9Timto a aZ ted zavddime neurcity integrdl. To bychom provedli klasicky, z prostorovych
divodu zde definici neuvadime.

10Vgechny takto definované funkce nélez{ neurcitému integralu.

1Na tento ndzor pry profesorka Edita Pelantov4 narazila v rdmci vyuky analyzy na FJFI,
autorem vystizného prirovnani je tedy nejspis nezndmy zoufaly prvak. Profesorce Pelantové se
ovSem prisuzuje autorstvi prirovnani, ze derivovani a integrovani je jako v telefonnim seznamu
hledat telefonni ¢islo podle jména a naopak jméno podle ¢isla.
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3.6.2 Princip integrace

Riemannovska vystavba integralu je proces, ktery pouzivame pro studium slo-
zitych objektt. Jde o myslenkou souvisejici s diferencidly a derivacemi, nicméné
dusledky, do kterych vede, jsou tak siroké, ze si zaslouzi své vlastni knihy. Dife-
rencial odpovidal na otazku, jak se méni zavisla veli¢ina se zménou jiné. Integral
umoznuje korunovat tuto myslenku praktickou aplikaci, kterou shrnujeme nésle-
dovné: Slozity objekt rozdélime na nekoneéné mnoho nekoneéné malych objekt.
Diky diferencidlu a dalsim (tfeba fyzikalnim) vztahtim o téchto nekone¢né malych
objektech muzeme Fici mnoho (co o celku neumime), tyto diléi informace potom
poskladame pro cely slozity objekt.

Prikladem budiz obsahy ploch. Obdélnik je jednoduchy utvar, jehoz obsah
umime dobfe spocitat. Muzeme tuto znalost pouzit k uréeni obsahu kruhu? Ano,
a myslenka neni tézka - spravnym zpusobem matematicky "nastithame" kruh
na obdélniky, jejich obsahy spocitame pro kazdy zvlast a poté vSechny obsahy
posc¢itame v obsah celého kruhu. Ovsem jsme zatim neprozradili, jak se naucit
umeéni spravné matematicky "stiihat'. Nemusi samoziejmé zlstat jen u obsahu
plochy, ale mtzeme postoupit k objemim a také riznym fyzikalnim veli¢inam.
Newtonuv gravitacni zakon urcuje silu, kterou se pritahuji dva hmotné body.
Jakou silou by ale hmotny bod piitahovala koule? Nebo krychle? Ci valec? Takové
slozité téleso si predstavime jako nekonec¢né mnoho hmotnych bodii, elementii, pro
které Newtonuv zakon plati. Kazdy z elementti vyvolava elementarni vektor sily,
a pokud vsechny tyto prispévky seCteme za vSechny elementy télesa, dostaneme
celkovou vyslednici sily, tieba od celé planety.

Nejspise prvni clovék, ktery se formalné zaobiral touto jednoduchou myslen-
kou, byl Bonaventura Francesco Cavalieri, jehoz princip se v [M37] formuluje
nasledovné:

Véta 11. Jestlize pro dvé télesa existuje takova rovina, Ze kazdd rovina s ni
rovnobézna protind obé télesa v rovinnych utvarech se stejnymi obsahy, maji télesa
stejny objem.

Podstatna myslenka ovsem je ta, ze celek se rozdéli na casti. Pokud jsou dvé
télesa lokéalné stejna ve vsech téchto ¢astech, maji stejnou globalni miru zkoumané
vlastnosti. Mimochodem, Cavalieriho princip v podstaté pouzil uz Eukleidés, kdyz
ve svych Zékladech ukazal, ze kvadr lze rozdélit na t¥i objemové shodné jehlany,
a tim spocital objem jehlanu.

Nyni uvedeme zakladni priklady vyuziti Cavalieriho principu pro vypocty
obsahti a obvodl zékladnich téles. Vychozim dtvarem je obdélnik, jehoz obsah
definujeme jako soucin délek jeho stran S = ab. Uzitim Cavalieriho prinicipu
Ize libovolny rovnobéznik prevést na obdélnik o stranach a,v,, kde v, je vyska
rovnobéznika nad stranou a, obsah rovnobéznika je tedy S = awv,. Libovolny
trojuhelnik lze doplnit identickym trojihelnikem na rovnobéznik, proto je obsah
trojtihelnika roven poloviné obsahu rovnobéznika S = “+. Libovolny ttvar ohra-
niceny konecnym poctem tusecek lze rozlozit na sjednoceni disjunktnich trojihel-
niki, proto umime obsah takového utvaru secist. Jednoduchym prikladem uziti
Cavalieriho principu je obecny lichobéznik, ktery lze transformovat na pravouhly
lichobéznik, viz obrazek 3.15. Ten chapeme jako sjednoceni obdélnika o stranach
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¢,v a pravouhlého trojihelnika s odvésnami a — ¢, v. Proto

= 1
M:5(201}—|—av—cv)=va+c

S =cv+

(3.89)

2 2

a c a-Cc

Obrazek 3.15: Vyuziti Cavalieriho principu k vypoctu obsahu lichobéznika.

Problematické jsou utvary ohrani¢ené nekoneénym poctem tsecek ¢i kiivkami.
U nich rozebereme kruh, kde situaci dokresluji obrazky 3.17, 3.16.

N\ TR
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Obrézek 3.16: Rozdéleni kruhu ve vysece a jejich preskladani v obdélnik.

Cavalieriho myslenku aplikujeme na rozdéleni kruhu na velmi malé kruhové
vysece o tthlové mite Ay. Pro zanedbatelné malou hodnotu Ay lze vyse¢ aproxi-
movat rovnoramennym trojihelnikem. V limitnim ptiblizeni je tihel pti zakladné
pravy'? a délka jedné odvésny je v pravoihlém trojihelniku s druhou odvésnou
R rovna RtgAyp; také je v pravouhlém trojihelniku prepona tvorena polomérem
kruhu, ¢ili délku odvésny je mozné urcit vztahem Rsin Ap. Obé tyto aproximace
splyvaji v limité¢ Ap — 0 = sin Ap = tgAp = Ap. Nahrazeni goniometrické

12Ptesnéji oba dva thly pii zdkladné jsou pravé, ale tato pfedstava je velmi matouci. MZeme
si ale pomoci tim, Ze thel pri protéjsim vrcholu je nulovy a stale se zachovava soucet uhli,
i v tomto rovnoramenném trojihelniku musi byt 7.
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Obréazek 3.17: Rozdéleni kruhu do mezikruzi a jejich preskladani v trojtihelnik.

funkce argumentem okomentujeme blize v sekci 3.8. Dochézime k tomu, Ze ob-
sah elementarni vysece je roven obsahu aproximacniho pravoihlého trojuhelnika
s odvésnami %‘E. Tato predstava je klicova pro mnoho fyzikalnich jevi, napf.
plosnou rychlost planet. Pokracovat jiz mtizeme Cavalieriho principem, kdyz dvé
protilehlé vysece slozime v elementarni obdélnik a tyto elementarni obdélniky na
sebe slozime podél stran délky R. Druhé strana vysledného trojihelnika je tvorena
elementy obloukt, jejich souhrnna délka musi byt obvodem pilkruhu 7wR. Pte-
vedli jsme kruh pomoci Cavalieriho principu na obdélnik, jehoz obsah je v limitni
aproximaci roven S = R - mR = mwR?. Tohoto zapisu dosdhneme i neformalnim
souctem jednotlivych elementarnich vyseéi: S = > %A“" = %2 S Ap = %2 - 2.
To protoze se s¢itaji ithlové prispévky po celém kruhu, tedy na plny thel 27. Cely
proces je mozné nazorné demonstrovat i mladsim zakim, kdyz kruh z papiru na-
sttihaji a preskladaji podle navodu na 3.16.

Analogicky muzeme urcit objem véalce, kdy pouze namisto kruhu délime valec
a vysece valce skldaddme v kvadry. Snazsi na prostorovou predstavivost je ovSem
predstava valce rozdéleného do soustavy kruhovych desticek infinitesimalni vysky;,
kruhovou desku Ize vysSe uvedenym procesem premeénit na obdélnikovou, pak nejde
o nic jiného neZ o objem elementdrniho kvadru dV = mR?dv. Komplikovanéjsi je
pripad kuzele. Jeho elementarni valce lze také Cavalieriho principem v limitni
aproximaci prevést na kvadry o stranach r, 7r, dv, kde je ovsem r proménné po-
dél vyskové polohy v kuzelu z, r(z) = ZR. To znamena, Ze strany obdélnika
rostou linedrné s vyskou. Shrnujeme, ze kuzel lze ptrevést na jehlan o obdélni-
kové zakladné s obsahem 7r? a vyskou v. TFi objemové identické kopie takového
jehlanu lze slozit v kvadr o rozmérech r, 7r; v, jak dokéazal jiz Eukleidés. Zavérem
je, ze objem kuzele je roven V = iwR%.

Povazujeme za vhodné budovat geometrickou predstavivost Cavalieriho prin-
cipem ve vyssich dimenzich napt. ivahami o slozeni kuzele z elementarnich ku-
zelovych plasta ¢i z elementarnich valct s infinitesimalni vyskou a proménnym
polomérem. Myslenka valce jako soustavy valcovych ploch ¢i koule jako soustavy
sfér je dulezitd pro mnohé fyzikalni aplikace od rota¢nich pohybu po kondenza-
tory. Dalsi priklady aplikace Cavalieriho jevu jsme uvedli ve vypoctu momentu
setrvacnosti disku v pt. 72, kdy jsme skladani kruhu z infinitesimalnich mezikruzi

vvvvvv

bychom mohli zacit takto:
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Urcete energii potiebnou k vystavéni Cheopsovy pyramidy. Jeji za-
kladna méla hranu asi 230 metrt a jeji vyska byla zhruba 147 m. Pocitejte, ze

cely jehlan je vyplnén vapencem o hustoté 2700%.

Res.: Pro uéely vypoctu je jedno-
dussi pocitat od Spice a zkoumat
jedno tenké "patro" pyramidy, které
je vzdaleno v hloubce z od vrcholu.
Pritez pyramidy v dané trovni je
¢tvercovy s hranou danou linearni
funkef a(z) = 2z, kde A je za-
kladna jehlanu a v vyska, viz nacr-
tek . Jakou energii vyzadovalo vy-
zdvihnout materidl na stavbu to-
hoto patra, tedy o vysku Ah =v—z
od zemé? Potencidlni energie télesa
v této vysce je dana vztahem

AE, = mgAh
Hmotnost daného patra je dana sou- Obrazek 3.18:
¢inem jeho hustoty a objemu.

Kazda c¢ast jednoho patra
pyramidy ma stejnou potencialni energii.
Musime tedy odhadnout objem, coz ucinime tak, ze dané patro nepatrné
vysky dz budeme brat za kvadr s touto vyskou a zédkladnou o plose a?(z). Ele-
ment objemu pyramidy je tudiz dV = Z‘—jzg dz, jeho hmotnost dm = pdV,
a pririistek energie potiebny k vyzdvizeni patra je proto
2

A
dE, = pgﬁzQ(v —z)dz (3.90)

Pyramidu vystavime pristavovanim pater ve vyskach z € (0;v), tedy vyséitame
celkovy prirustek potencidlni energie, ktery je roven praci potfebné na vystavbu

A% v, A? A1V 1417 1 S
Ep—pgﬁ/o z%(v—2z) dz—pgﬁ (V lg]o — LJO = EpgA V= (3.91)

Numerickym dosazenim ziskdvame FE, = 2,527 J energie. Pro srovnani, jaderna
elektrarna Temelin ma nominalni vykon 2100 MW, potiebnou energii by tedy
vyrobila za 20 minut. Samoziejmé, vypoctend potencialni energie neni zdaleka
dostatecna, neuvazovali jsme prekonavani tfeni atp. Pfesto tento vypocet podpo-
ruje to, ze se staroveka stavba mohla obejit bez pomoci magie ¢i mimozemskych
navstévnik.

Insp. [V102]. Urcéete odpor krychle o hrané a vyrobené z materialu
s rezistivitou p, pokud elektrody ptilozime na protéjsi stény.

Res.: S krychli spojime souradnou soustavu tak, ze jeden z vrcholi splyva s po-
catkem a prislusné strany s osami, pritom osa x mifi ve sméru prochazejiciho
proudu. Krychli si predstavujeme jako soustavu nekonecné mnoha nekonecné
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malych rezistori - kvadiikt o hranach Ax, Ay, Az. Uzijeme vztah R = pé pro
vypocet odporu vodic¢e délky [ a prurezu S, abychom urcili, ze odpor takového
elementarniho rezistoru je

Ax
AyAz
Tyto elementarni odpory jsou sériové (podél osy x) zapojeny do infinitesimal-
niho kvadru, "dratu". Uzitim pravidla pro s¢itani sériové zapojenych odport
R =3, R; ptes prispévky Azq, Az, .. .:

AR =p

(3.92)

Az Axy Axs > Az a

AR. — = _ _
e pAyAz + pAyAz + pAyAz + (3.93)

-7 AyAz pAyAz

Takto vytvofené elementarni vodice jsou zapojeny paralelné (podél osy y) do
desky o zanedbatelné tloustce dz. Uzitim pravidla pro sc¢itani paralelné zapoje-
nych odporit R~' = 37, R; ! s¢itame pies piispévky Ay, Ays, .. .:

1 AylAz+Ay2AZ+A%AZJF...:gZAyF Az
AR, pa pa pa pa s P
P
AR, = P 94
Fay Az (3:94)

Tyto elementarni desky jsou zapojeny opét paralelné (podél osy z), proto piseme

L_Bu  An At p P (3.95)
R p P P P a
Tento zavér potvrzuje i rozmérova analyza — velicina R ma jednotku 2, veli¢ina
p jednotku Qm, proto se musf délkovy rozmér uplatnit jediné zptisobem R ~ 2,
rozmeérova analyza ovsem nemohla poskytnout konstantu imérnosti, do které
promlouva geometrie utvaru. Nas vypocet tedy zjistil, ze konstanta tmérnosti
pro krychli je 1.

K vypoctu lze zvolit i jiny pristup, kdy z bodt budujeme tsecky, z tsecek
plochy a z ploch objem postupné podél jinych os, viz obrazek 3.19.

i

3
. s ;

4 0.

y S [ - - y L |- 4 v

Obrézek 3.19: Integrace krychle z bodovych elementt v poradi podle riznych os.
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Tento priklad lze pouzit ve vyuce prostorové predstavivosti, vyuce fad ¢i vyuce
elektrického proudu ve tietim rocniku SS. Podle kontextu lze patficné upravovat
notaci a praci se sumami, bez kterych se mizeme obejit. Diky tomu, ze veskeré
zavislosti jsou linearni, neni tfeba nutné provadét limitni prechod Azx — dx

a zapisovat stylem % = ﬁ. Pokrocilou formou prikladu by byly priklady na

odpor vodi¢t s proménnym prutezem S(x). Ty uz vyzaduji znalost integrdlu
a mohou dokonce slouzit jako motivace pro zavedeni zobecnéného integralu.

© Urcete odpor krychle o hrané a vyrobené z materialu s rezistivitou
p, pokud elektrody prilozime na protéjsi hrany.

~

Res.: Oproti predchozimu prikladu je potfeba krychli "nakrajet" jinak, aby dé-
leni respektovalo priichod proudu. Krychle je tvorena sériovym zapojenim dvou
identickych ¢tytstént, jez rozdélime do soustavy obdélnikovych ploch o hra-
nach a,v2z s infinitesimalni vyskou dz. Odpor takové desky v poloze z je
dR(z) = p \/‘%fm, pricemz tyto desky jsou zapojeny sérioveé, proto integrujeme

a
R= /O \/gmdx — \/%a [In 2)2 =7 (3.96)
Tento integral bychom mohli spravné diskutovat az pfi zavedeni zobecnéného
integralu, nicméné fyzikalni podstata umoznuje obejit problém pomoci intuice:
Prirez "vodic¢e" se zmensuje, az piimo u hrany klesa k nule, tim ovSem odpor
takové vrstvy roste k nekoneénu. To odpovida formélnimu dosazeni do Newto-
novy formule R = —%-(a — (—00)) = co. Abychom mohli pifklad dofesit bez
téchto komplikaci, staci z krychle kolem hran odfiznout libovolné malé ¢asti, viz
obrazek 3.20, ¢imz se z hran stanou plochy a integral prejde v:

“ p p « P @
X 2ax v ﬁa[nz]x 2a % ( )

Specialnimi volbami X mtzeme
dostat ritzné vysledky, vsechny
tvaru R = £2¢, kde § je geometri-
cky faktor postihujici presny tvar
krychle s odseknutymi hranami.
Napt. volbou X = ¢ dostaneme
£ = v2In2 = 0,98. Nezapome-
neme totiz na to, ze integraci x €
(X;a) jsme ziskali odpor pouze
poloviny utvaru.

Obrézek 3.20: Krychle s odfiznutymi
hranami pro vypocet odporu.

Pr. 100:| © Puavodné valcovy drat byl tazen, takze nyni méa délku [ a polo-
meér jeho prufezu roste linearné od ry do ry. Urcete odpor dratu, je-li zhotoven

z materialu s rezistivitou p.
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Res.: Prifez vodie mé podél jeho délky z tvar S(z) = w(r + 2(ro —11))>.
Infinitesimélni element odporu tedy ma

dx ! pdx
dR=p——=R= 3.98
5@~ /0 7+ 2(rs — 1)) (3.98)

kde vyuzijeme substituci s = r; + 7(ro — r1), procez

p_p [ L ds_ pl {—1]7"2_ pl (1_1)

T Jr 7‘2—7’15 w(ro—ry) Ls 1y wlro—mr) \r1  m

pl
TTr1To

r =

(3.99)

Fyzikalné se tedy takovy vodi¢ chova jako valcovy s polomérem danym geome-
trickym pramérem r = /75!

Podobnych prikladii 1ze vymyslet mnoho, jejich narocnost spoc¢iva v kombinaci
dvou véci: geometrické predstavy v Cavalieriho principu a limitniho prechodu od
sumy k integralu. Obecné je potfeba v tlohach sestavit integral na zakladé fyzi-
kalni a geometrické situace a poté integrdl spocitat. Zakim nemusime tyto dvé
narocné situace kombinovat, ale mizeme primo zadat, ze napi. odpor vodice je
dan integralem 3.98, a takto zadat fyzikalné ladény priklad na substituci v inte-
gralu. Podobné priklady, kde je vynechano vyuziti Cavalieriho principu, predsta-
vuji vzorce pro vypocet povrchu plasté a objemu rotacnich téles. Domnivame se,
ze odvozeni téchto vzorci lze provést nazorné a pochopitelné, podobné, jako jsme
kreslili rozklad kruhu. Jako aplikaci Cavalieriho principu mizeme chapat také
Guldinovy véty, které nahrazuji vypocet objemu, resp. povrchu plasté rotacniho

jako urcité formy stfedni hodnoty

f(m(x) - x) dx‘

X = S m(x)dx

(3.100)

Cavalieriho princip spoc¢iva v preskladani c¢asti celku, opira se tedy o schopnost
rozdélit celek do urcitych c¢asti. Pokud ma vést k uzitecnému cili, mtize byt takovy
proces déleni slozity. V pripadé paraboly uspél jiz Archimédés. Ten prevedl obsah
useku paraboly na soucet fady tvorené obsahy trojihelnik. Vyuzitim geometric-
kych vlastnosti, hledanim spolecnych zakladen a vysek jednotlivych trojuhelniki
je v obrazku 3.21 odhaleno, Ze kazda sada mensich z posloupnosti trojihelniki ma
¢tvrtinovy obsah oproti predchozi. Je-li obsah prvniho pravouhlého trojihelnika
roven 1, pak obsah paraboly je S =1+ i + %6 +.o= 17% = %. V pripadé, ze ob-
sah pravothlého trojihelnika je roven Sy, pak obsah celého parabolického tseku
je S = %So. V obrazku 3.21 je obsah plochy pod /x roven %, nebot obsah Sy = %
je polovinou jednotkového ¢tverce. Obsah plochy pod parabolou z?,z € (0;1)
pak muzeme provést jako doplnék do ¢tverce, zkousku spravnosti mizeme udélat
znamym integralem 1 — %% = % = [y 2? dx.

Poslednim matematickym zamyslenim nad vyukou integrald je obecna nume-

ricka kvadratura, ke které se beztak casto uchylujeme pocitacovymi metodami
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Obréazek 3.21: Numerickd kvadratura paraboly.

pii feSeni praktickych problémi. Ve staré literatuie [V82, V85| nachazime jako
béznou soucast latky pravidlo lichobéznikové a Simpsonovo pravidlo. Obé tyto
metody vychazeji z nahrazeni skutecné funkéni zavislosti a numericky pocitaji
obsah plochy pod kfivkou z funkénich hodnot. Lichobéznikova metoda ve svych
variantach vychazi z nahrazeni grafu funkce po ¢astech konstantni funkei, popft.
vylepsena metoda vyuziva rektifikaci, jak jsme ji zavedli v této préaci. Simpsonova
metoda nahrazuje graf funkce funkcemi po ¢astech kvadratickych. Domnivame se,
ze v dnesni pocitacové dobé je vhodné tyto metody zakim predstavit, protoze
s jejich pomoci mohou sami snadno na pocitac¢i numericky integrovat. Z prosto-
rovych divodii se témto metodam nebudeme vénovat. Rozhodné by ale mohly
podporit Riemannovu myslenku integralu.

Pr. 101:] Urcete numericky obsah plochy pod kfivkou sinusoidy na intervalu

(0; 7). Pracujte s riznymi déleni intervalu, s tabulkami ¢i softwarem.
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3.6.3 Integral ve vyuce fyziky

Kde se nachazi prilezitost k propedeuci integralu ve fyzice? Predstavujeme
témata, ktera jsou na integral primo Sita. Nejprve rozebereme pojmy jako rychlost
¢i drdha a na nich upozornime na zakladni jevy a vystavime tim propedeuticky
pristup aplikovatelny i v dalsich oblastech.

Pohyb hmotného bodu si mizeme v nekonecné malém okamziku predstavit
jako rovnomérny se specifickou okamzitou rychlosti ds = v(t)dt. Nejprimitivnéj-
Sim prikladem je, kdyz je v uvazovaném casovém useku od ¢; do ¢, rychlost stala,
potom scitani prirustki je jednoduse [ds = v- [ dt, ¢ili As = vAt. Méné trividlni
le¢ jednoduchy pripad je, kdyz rychlost roste linearné s ¢asem, to zname jako
rovnomérné zrychleny pohyb v(t) = at = As = [ds = a [tdt = $a(t3 — 1}).
Pokud si ujasnime, Ze v okamzicich ¢; » ma bod po fadé rychlost vy o = at; 2, pak
prepiSeme As = %(ty — t1)(t1 + t2) = Atg(aty + aty) = At - 2522 Tento vztah
interpretujeme tak, ze rychlost sice linedrné nartstala a v kazdém okamziku mél
bod jinou rychlost, ale z hlediska celého studovaného tseku, jako by se pohyboval
rovnomeérné prumeérnou rychlosti vy = % To je vlastnost, ktera je spolecna
vsem situacim, kde budeme integrovat linedrni funkci.

0 : \

0 t, t t,

Obrézek 3.22: Draha rovnomeérné zrychleného pohybu uréena grafickou metodou
piedstavuje pro zaka prvniho ro¢niku SS prvnf setkani s integraci. Linedrné ros-
touci okamzitou rychlost 1ze nahradit priimérnou rychlosti diky tomu, ze obsahy
¢erveného i modrého trojihelnika jsou shodné.

V pripadé slozitych zavislosti rychlosti na ¢ase se mizeme obratit na vypomoc
grafickymi metodami. Pokud si vykreslime graf zavislosti rychlosti na case (napf.
zaznam z tachografu), pak obsah plochy pod kiivkou je urazend draha. Proc?
Protoze pokud si vySetiime nepatrny casovy usek dt, pak element urazené drahy
ds = v(t)dt je obdélnicek o hraniach dt a v(t), které pravé odecitdme z grafu.
Proces integrace by analyticky vyscitani celé plochy (urazené drahy) provedl,
pokud bychom méli k dispozici pfesny popis funkce v(t), a tu bychom navic
uméli zintegrovat.
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U studia pohybu miizeme zajit jesté dal a integraci provést dvakrat, po-
kud zndmou informaci bude zrychleni a(t). Potom obecné mizeme psat s(t) =
J([(a(t)dt) + vo) + so, ndroc¢né je ovsem vysvétlovani role integracnich konstant,
které narazi na miskoncepce jmenované v prvni kapitole. V tu chvili je velmi
dilezita propedeutika naznacena v prvni kapitole a vyse v tomto oddile.

Kromé pohybu se setkdme s integralem a s podobnym pracovnim postupem
v nasledujicich tématech:

Mechanickd prace: dW = F- djs, na SS se obvykle poéité s pifpadem kon-
stantni sily (ale sila svird se zménou polohy jisty tihel «v) pisobici po primé
dréze, v ucebnici [F49] je uvedeno grafické schéma integrace, tj. obsah plo-
chy pod krivkou v F — s diagramu. Tato situace je pro propedeutickou
pripravu nejvhodnéjsi.

Impuls sily: dI = Fdt je podle naseho nazoru zbytecné zavadény pojem pro
zménu hybnosti. Tedy jde o prepsani 2. Newtonova zakona. Zadné ucebnice
pojem nerozebird a nevyuziva k propedeutice integralniho poctu, ktera je
postupem totozna s tou u mechanické prace.

Poloha hmotného stredu: Hmotny stfed je vazeny prumeér rozlozeni hmoty

= rdm . P vz . e
v prostoru R = fm, na stfedni skole se obvykle nepocita, ale intuitivné

naléza na zakladé symetrii. Kalkulace jsou na prikladech preveditelnych na
soustavu diskrétnich bodi, kde se integral redukuje na jednoduchy soucet.

Moment setrvacnosti: dI = r?dm je prvni piiklad vyssiho statistického mo-
mentu, ktery na rozdil od hmotného stifedu nema jednoduchou analogii.
Vzorce pro moment setrvacnosti jsou tudiz exotické a memoruji se.

Prace idedlniho plynu: dW = pdV je reformulace mechanické prace v kon-
textu tlaku p plynu, ktery se rozpina v objemu V. Svym dalekosahlym prak-
tickym vyznamem v oblasti motort a moznosti propedeutické prace s p—V
diagramy jde o jedno z nejlepsich propedeutickych témat, kde Ize vyuzit
Cavalieriho principu, predestiit princip integrace, pracovat numericky atd.

Hustota elektrického ndboje: dQQ = pdV pro stfedni skolu nemé vétsiho
smyslu, podobné jako u hmotnosti a jeji hustoty se vzdy uvazuji homogenni
symetricka télesa.

Elektrické napéti: U = Ap = [ E (7)-dr je prikladem vztahu, ktery v dnesni
fyzice na SS neumime dostateéné vysvétlit, protoze vynechdvame teorii po-
tencialti. Muzeme ovsSem elektrické napéti dobre zavést pro dvé situace:
homogenni elektrické pole, tj. E = const. a coulombovské elektrostatické
pole E () = k‘% Obvykle se probira pouze piipad homogenniho pole, kde
U = E-A§, kde AF je vektor spojujici vychozi a cilovy bod, mezi nimiz
napéti meérime.

Energie kondenzdtoru: E = %CU2 je vzorec, ktery pochéazi z integralu:
Chceme-li na nabity kondenzator s nabojem ¢ privést dalsi elementarni
néboj dg, pak musime vykonat praci dW = U(q)dq. ProtoZe pro nabity
kondenzator s kapacitou C plati vatah U(q) = &, je celkova energie konden-
zatoru E = fOQ ‘%" = % = %C’U 2. Propedeuticky mtizeme pifklad piedvést
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i nasledovné: Napéti na kondenzatoru roste linearné s nabojem, graf QQ — U
tedy vypada jako 3.22. Protoze funkce je linearni, urc¢ime obsah plochy pod
krivkou snadno jako polovinu obsahu obdélnika o hranach U a Q) = CU, ta-
kovy soucin ma fyzikalni rozmér energie, jde tedy o elektrostatickou energii
uloZenou v kondenzétoru, E = CU.

Biotuv-Savartiv zdkon: Elektricky proud, tj. zména elektrického pole, vy-
voldva pole magnetické. Prispévek vyvolany proudovym elementem dl v
misté od néj vzdaleném o vektor 7 je dB = ﬁdi XT Tak toto je presné pii-
klad situace, kde s propedeutikou neuspéjeme. Vyucuji se vyhradné piipady.
1) indukce ve stiedu kruhové smycky s polomérem R, pro niz integraci v po-
larnich soutradnicich, kde stfed smycky je v pocatku:

7= (—Rcosy, — Rsinp,0), dl = I(—Rsin @ dp,R cos ¢ dp,0)

co7 integrujeme B = % 2T dy - (0;0;1), tj. B = %(0;0; 1). 2) vztah pro
indukci primého nekonecné dlouhého vodice lze zpracovat v cylindrickych
soutadnicich, pro vodi¢ umistény v ose z dava B= %%, kde je cylin-
dricky polomér R = /22 + y2. Tento piistup neni realizovatelny na SS,
strucéné jej uvadime jen pro uciteltiv prehled.

Magnetickd sila (Ampériv vzorec): Na vodi¢ v magnetickém poli s indukei B
je vyvijena magneticka sila, ktera na element proudovodice dl ma prispévek
dF = dI x B. Zde nenf prilezitost pro propedeutickou praci, memoruje se
vztah pro usek pirimého vodic¢e v konstantnim poli F = Bllsin a, kde [ je
délka vodice-uisecky, ktery svird s magnetickymi indukénimi ¢arami thel a.

Energie civky: V civce dochazi k preméné elektrické energie v energii mag-
netického pole, ta je uréena vzorcem F = %L[ 2, Stejné jako u kondenzatoru,
i tento vzorec vzchazi z integréalu. Zména magnetického pole v civee (vyvo-
land zménou proudu tekouciho skrz civku) je popsdna zménou magnetického
indukéniho toku, ktery souvisi prostfednictvim zdkona elektromagnetické
indukce s napétim na civce U = —% = %% = %i, tj. dE = UdQ = %.
Zména magnetického indukéniho toku civkou je ale soucasti definice vlastni
indukcnosti civky: d® = L di. Dosazenim do vzorce pro energii dostavame
dE = Lidi, coz integrujeme od nulového proudu (tehdy je nulové i magne-

tické pole) do plného proudu I. Vysledek je E' = %L[ 2,

Vigkon v obvodu se stridavym proudem: Jde o velice zajimavé téma, které
v sobé skryva Ssanci na propedeutickou praci, ale bohuzel se pedagog v tu
chvili obvykle musi soustfedit na jiné véci. Univerzalni vztah pro vykon
P = % = % = UI je platny i pro proménny proud, tedy P(t) =
U(t)I(t). Harmonicky stiidavy proud postihuji rovnice I = Iysin(wt),U =
Upsin(wt 4 @), kde f = 3% je frekvence proudu a ®, fazovy posun na-
péti a proudu. Celkovy naboj, ktery projde danym mistem obvodu za jednu
periodu proudu je uréen Q = [dQ = [Idt = %fg” sin pdp = 0, kde
jsme pouzili substituci wt = . Tento vysledek odpovida faktu, ze naboj
pri stfidavém proudu "béhd tam a zpatky', zadny naboj se tedy nepre-
nese. To ale neznamend, Ze by obvod nemohl konat praci (jinak bychom
si ostatné rychlovarnou konvici neuvafili ¢aj). Vykon v daném c¢ase ma po
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aplikaci goniometrického vzorce sin(z + y) = sinzcosy + coszsiny tvar
P(t) = Uply(sin® wt cos @y — sin 2wt 3220, Integrujme préci obvodem vy-
konanou za jednu periodu W = [ P(t)dt, opét se substituci wt = ¢, kdy
jsou meze ¢ € (0;2m). Integral se rozpadd ve dva, v jednom se integruje
sin 2, ten integraci vymizi. Fyzikdlné tuto ¢ast vykonu nazyvame vykon
jalovy, protoze vyjadiuje energii, ktera se cyklicky preménuje mezi magne-
tickou energii civek a elektrickou energii kondenzatorii. Nevymizi ¢len dany
tzv. ¢innym vykonem, W = Uyl cos @g f02” sin? pdp = Uylym cos ®g. Toto
je celkova prace vykonana za jednu periodu Ay = 27, prumérny vykon je
tedy

P= Z; = COS’;D“UOI0 = cos @03%\%
kde tzv. uc¢innik cos @y zachycuje fazovy posuv proudu a napéti. V obvodu
bez reaktance je cos g = 1 a to je pric¢inou zavedeni tzv. efektivniho proudu
I a efektivniho napéti U, jejich hodnoty jsou svazény s amplitudami stii-
davého proudu a napéti vztahem I, = \/§Ief, Uy = \/§Uef. Jde o hodnoty
stejnosmérného proudu a napéti, ktery by v obvodu vykonal stejnou préci.

Z matematického hlediska nejde o nic jiného, nez pocitani sttednich hodnot

2 f(z)dx - .
E(f) = % Pro zédka na SS ji ale miuzeme predstavit pouze graficky,

protoze pojem stredni hodnoty, natoz integralu jesté nejspise nezna. Bohu-
zel se ale v kapitole o stridavém proudu musi ucitel fyziky vénovat jinym
vécem, tento priklad by tedy mohl byt cvicenim pii vyuce integrali, kdy uz
zak zna fyzikalni podklad této situace.

= cos PgUesl.y, (3.101)

Pravé psana témata se prolinaji celym SS studiem a ucitel fyziky by je mél
vyuzit ne jako mimobéznou zajimavost, ale cilené a systematicky, aby si zak
z nich odnesl klicové myslenky integrace a aby mu tento proces byl povédomy.
Jinak opakovani, ke kterému dochazi, viz obr. 2.1, nema propedeuticky efekt.
K nému je tfeba doplnit vyklad o obsahu plochy i ptiklady jako nasledujici, ktery
pouzivame ve vlastnim vyucovani; obrazek je pripraven k oboustrannému tisku.

Pr. 102:| Urcete praci, kterou vykona idedlni plyn pti kruhovych déjich zachy-
cenych v p — V diagramech na obrazku 3.23.

Kromé vyctu témat, které jsou implicitné vystaveny integralnim poctem, mu-
zeme integraci prinést do ruznych jinych tloh bez primé souvislosti s integralem,
jako byl priklad o pyramidé 3.6.2, nebo nasledujici.

Pr. 103:| Urcete silu, kterou ptisobi voda na svislou sténu plného akvaria. Vyska
stény je v = 50 cm a sitka s = 80 cm.

~

Res.: Hydrostaticky tlak je zavisly na hloubce pod hladinou, proto zvolime
pocatek svislé osy v hladiné a nasmérujeme ji doli, v hloubce h myslenkoveé
vytneme vodorovny obdélnicek sitky stény s a nekoenéné malé vysky dh. Takovy
obdélnicek ma obsah dS = s dh a ptisobi na néj tlak p = pgh, proto sila ptisobici
na tento obdélnicek je dF' = pdS = sgph dh. Celkovou silu dostaneme integraci

F= sgp/o hdh = sv - pg% = 1000 N. (3.102)
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Tento zapis volime schvalné, protoze jej mizeme chépat tak, ze na celou sténu
akvaria s plochou S = sv ptisobi primérny hydrostaticky tlak p = pgs. Tento
fakt je dusledkem toho, ze tlak roste linedrné s hloubkou, situace je analogicka
rovnomérnému pohybu, viz obr. 3.22.
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Obrazek 3.23: p — V diagramy pro urceni prace jednoho cyklu idealniho plynu.
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3.7 Krivost

Derivace funkce v daném bodé ma geometricky vyznam jako smérnice te¢ny
ke grafu funkce. Maji vyssi derivace také sviij geometricky smysl? Ano, vét-
Sina ucebnic vyuziva druhou derivaci k urceni konvexnosti/konkévnosti funkce.
Umime druhé derivaci pritadit geometricky vyznam presnéji? Tecna ke grafu (ur-
¢end prvni derivaci) funkce je piimka, kterda se v bodé dotyku ke grafu nejlépe
primyké. Existuje kvadratickd kiivka, ktera by méla podobnou vlastnost? Pred-
stavme si nejprve néjakou kruznici, ktera ma v daném bodé grafu teénu stejnou,
jako samotna funkce. Takova kruznice neni jedind, snadno rozmyslime, zZe je jich
nekonecné mnoho. Ale jen jedna z nich se bude ke grafu primykat "nejlépe". Jak
postihnout ono "nejlépe" pomoci derivace? Uvazme jednoduchy ptiklad, kdy si
zvolime za funkci () = 22 a budeme chtit nalézt "nejlepsi" kruZznici v bodé do-
tyku [0; 0]. Kruznice bude mit intuitivné ze symetrie stfed na ose y nad osou x,
tedy rovnice kruznice bude vypadat

k: o+ (y—r)i=rrek@=y=r—vr2—a2 (3.103)

kde posledni vyraz explicitné vyjadiuje spodni pilkruZnici, kterd k parabole z?
primykd. Parametr r, polomér kruznice, specifikuje konkrétni z nekone¢na moz-
nych kruznic se sttedem na ose y v kladné poloroviné y > 0 a prochézeji bodem
[0; 0]. UkaZeme, Ze vSechny takové kruznice skuteéné maji s parabolou spoleénou
teCnu:

dp dk, x

—=2r N — =, 3.104
dx dx r? — 2 ( )
coz v bodé dotyku z = 0 znamend rovnost derivaci Z—Z =0 = ‘g‘; , tim padem
i te¢en. Cim se lisf rizné kruznice, jsou druhé derivace:
d?k, r? 1
= - prox=0=£k'(0)=- (3.105)
dz? <r2 — ;1;'2)5 T

Ktera kruznice ma stejnou druhou derivaci jako parabola? Je to pro volbu r = %,
kdy £1(0) = 2 = p”(0).
2

© Vykreslete (ruc¢né ¢i v néjakém programu) parabolu y = 2% a krui-
nice 22 + (y — 1)2 =1, 2% + (y - %)2 = (%)2, r? + (y — i)Q = (i)z.
V geometrii se daji definovat obecné pojmy vztahujici se ke "kfivosti" kiivek
a timto prikladem jsme je trochu nakousli. Takovou kruznici, ktera nejlépe pri-
myka ke kiivce v tom smyslu, ze ma v bodé dotyku stejné prvni i druhé derivace,
nazyvame oskulacni kruznici. Jeji polomér nazyvame polomér krivosti kiivky (v
daném bodé [x¢; yo]). Pro praktické uziti se ovSsem pouziva jeho pfevracend hod-
nota, na kterou jsme narazili v rovnici 3.105. Nazyva se prosté krivost £ a pro
obecnou kiivku f v jejim obecném bodé [xg; f(z0)] se d& odvodit nasledujici vzo-
rec: ,
H(fa) = —T170) (3.106)
(1 + (f"(x0))?)2
Takto definovana k¥ivost miize nabyvat kladnych i zapornych hodnot, podle zna-
ménka druhé derivace. Diky tomu znaménko krivosti rozhoduje o vydutosti, plo-
chosti ¢ vypuklosti kiivky (tj. tvar U, / ¢i N podle f” > 0, f” =0, f” < 0), teprve
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absolutni hodnota kfivosti |.#'| o mife zakfiveni, jak by clovék intuitivné cekal.
Pokud bychom tento obecny vzorec chtéli mechanicky aplikovat na nas priklad
paraboly a k ni nalezené oskula¢ni kruznice, dosazujeme:

a zjistujeme, ze priklady na kfivost mohou byt velmi pracné i pro tak jednoduchy
utvar, jako kruznice. A proto jsme si také odpustili odvozeni vzorce pro krivost.

P¥. 105:] © Urcete rovnici oskula¢ni kruznice a kfivost pro f(x) = cosz v bodé
x=0.

Res.: Na kiivosti kosinu nic nezménime, pokud si jej posuneme do hezé{ polohy,
tedy uvazme g(x) = cosz — 1, oskula¢ni kruznice bude mit bod dotyku [0; 0],
stfed na ose y, ale tentokrat pod osou x, coz se projevi na

1
ke:a?+(y—r)i=rsk@=y=—r+vVr2—a2=E/(0)=—— (3.108)
r
Protoze ¢”(0) = — cos0 = —1, polomér oskula¢ni kruznice musi byt 1. Rovnice

oskula¢ni kruznice zadané funkce f(z) = cosz je 2 + y* = 1 a kiivost je —1,
tedy kruznice lezi pod grafem.

Pf. 106:| © Urcete kiivost a oskula¢ni kruznici vétve hyperboly f(z) = =%
v =0.

Res.: Po rozkresleni situace zjistujeme, ze stfed oskulacni kruznice lezi na

2
ose kvadrantu y = x. Oskula¢ni kruznice musi mit tvar k, : (x— %) +

2
(v — %) = r* Najdeme explicitni vyjédfeni oblouku kruznice v blizkosti po-

2
catku: kp(x) = 75— \/ r2 — (m — %) . Vypocet druhych derivaci je pracny:

" _ 2v/2r2 1" _ 2 (g " _2v2 Lo _ qn
kl(z) = (T2+2\/§m72w2)% a f’(x) = e Srovndnim k] (0) v 17(0)
dostavame polomér r = /2. Hyperbola mé tedy v poc¢atku kiivost £ (f,0) =
a oskulacni kruznici (x — 1)? + (y — 1) = 2.

e[S

Sekci zakonc¢ime sdélenim, ze i vyssi derivace maji sviij geometricky vyznam
a popisuji (i kdyz ndm nezndmym zpusobem) kiivost funkce. Intuitivné jsme
oblouky kfivek pomoci druhé derivace nahrazovali oblouky kruznic, ale snazsi
by bylo pouzit oblouky parabol, jak ukazal vypocet v tvodnim prikladu. Treti
derivace by analogicky porovndvala graf funkce s kubickou kiivkou z? atd.

Pro tuto sekei o kiivosti byly inspiraci predevsim knihy [V81, V85, V88, V89,
které se krivosti a veli¢cinami nekoneéné malymi zabyvaji. Sepsali jsme to, co
nam osobné v literature chybélo, takovyto text a priklady nikde dostupné nejsou,
pokud je nam znamo.

87



3.8 Tayloruv rozvoj

V této sekci nejprve podame zjednodusené odvozeni Taylorova polynomu. Sice
budeme volné pracovat s predpoklady, zato navazeme na stredoskolskou latku
matematické indukce a jednoduché integrace polynomu. Poté predstavime roz-
sahlé uziti rozvoje ve fyzice.

V néavaznosti na predchozi sekci si klademe néasledujici otazku. Méjme zné-
mou funkei f(z), kterd je ovSem pro nase vypocetni potieby prilis komplikovana,
napt. sinx, kterou s pomoci tuzky a papiru neumime v obecném bodé spoci-
tat. Mizeme si néjak pomoci a nahradit tuto funkci polynomem? Séitani a na-
sobeni ¢isel bychom totiz na papife v principu zvladli. Na tuto otdazku mame
odpovéd, i kdyz nemtzeme ted dokazat, ze je skuteéné funkcéni. Jeji myslenka
je: Predstavme si, ze chceme urcit priblizné hodnotu funkce v bodé x okoli
jistého bodu, stfedu [xg; o] a funkci budeme aproximovat polynomem P(x) =
o+ ai(z — xp) + ag(x — 10)* + . . .. Jak zvolit koeficienty polynomu g, ay, ... 7
Vyuzijeme jiz znamého faktu, ze geometrické chapani krivosti postihuji prave de-
rivace funkce, hledané koeficienty tedy budou tvoreny pravé derivacemi funkce.
Jak nalézt presnou podobu jen nastinime.

Nejprve oznaéme Az = x—x a pripomeneme znaceni vyssich derivaci f™ (z)
véetnd nulté f(0(z¢) = f(x0). To déldme proto, Ze aproximace bude pozorovat,
jak se zméni funkce (A f), pokud se odchylime v argumentu (Ax) prostiednictvim
derivaci. Pokud bychom chtéli funkci v xg nahradit konstantou, pak bude rozumna
volba

Py(x) = [ (x0). (3.109)
Pokud bychom chtéli funkci nahradit primkou, ptijde o te¢nu

Pi(z) = fO(zo) + fO(x0) A (3.110)

Jak prejit k nahrazeni funkce polynomem druhého stupné? To nevime, ale kdyz
umime nahradit polynomem nultého a prvniho stupné néjakou funkci, mizeme
stejny postup aplikovat na funkci f’(x). Integraci linedrni aproximace f’ ziskame
néjakou kvadratickou aproximaci f. Je to ovSem vhodné aproximace? Ze ano,
napovi nultd aproximace derivace f’, coz je konstantni funkce f’(zg), ktera ale
S esr e v dPy(z) o . . o
nenf ni¢im jinym, nez derivaci =3 =. Tim dostavame recept, jak induktivné vy-
tvorit aproximace vyssiho fadu. Umime-li zapsat aproximacni polynom n-tého
radu, zapiSeme jej ne pro f, ale pro derivaci funkce f’. Formalni integraci zis-
kame aproximaci ptivodni funkce polynomem o stupen vyssim, ptritom integracni
konstantou je vzdy f©(xy). Uvedme tedy, jak dostaneme kvadratickou aproxi-
maci: linedrni aproximace derivace f’ ma tvar f()(zg) + f@(zo)Ax, integraci
dostaneme

Py(w) = FO(z0) + 1D (20) Az + ; £ (20) Az?. (3.111)

MiZzeme snadno ovérit, ze jsme skutecné nasli takovy polynom, Ze jeho druha
derivace je shodnd s druhou derivaci ptivodni funkce. Pokud do této aproximace
dosadime opét f’ misto f a integrujeme, dostaneme kubickou aproximaci.

Py(x) = fO(x0) + fD(wo) Az + ;f(g) (z0) Az + éf(?’)(:cg)Ax?’. (3.112)
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A muzeme postupovat dal a dal; vSimneme si ted, jaky ciselny faktor se obje-
vuje u vedoucich ¢lent polynomu. Protoze vyssi aproximace ziskdvame postup-
nou integraci polynomu s vyrazy Ax™, vyuzijeme vzorec pro integraci polynomu

J(Az)"d(Az) = 5 (Az)™t. Cleny vysSich a vyssich aproximaci se postupné
nasobi zlomky ;- % % ..., u vedouciho ¢lenu aproximace n-tého radu bude tedy
faktor .

Takto vytvoreny aproximacni polynom nazyvame Taylorovym polynomem
funkce f (stupné n) se stfedem x, jeho predpis je nasledujici.

T} ()= f ($0)+f(1)($0)A$+21,f(Q)(Io)AI2+;f(3) (20) Az '+;,f(n) (wo) A"

' ' ' (3.113)
Musime se ovsem tazat, jestli takovyto polynom umime vzdy sestrojit. Oc¢ividny je
fakt, ze musi existovat patiicné derivace. Proto nelze sestrojit Taylortv polynom
napt. pro funkei |z| se stfedem v bodé 0. Matematickd véta, kterd o Taylorovu
polynomu mluvi vypada nasledovné:

Véta 12. Necht f je funkce, kterd md v bodé a € R konecnou n-tou derivaci.
Potom existuje prdave jeden polynom T, stupné nejvyse n takovy, Ze

(Vk € 7) (TP (a) = fP(a)) (3.114)

Tento polynom nazgvame Taylorovym polynomem (rozvojem) funkce f v bodé a.
Jeho predpis je

N (g
To(z) = kzo ! k!( )(x - a)k =

©)(q W(a @)(q (") (a n
:fo!()(x—a)0+f1!()(:U—a)1+f2!()(x—a)2+-~-+fn!()(x—a) )
(3.115)

Nalezneme nyni nékolik prikladit Taylorova polynomu: aproximujme funkci
sin(x) se stfedem zy = 0. Takovy priklad je jednoduchy, protoze derivace sinu
a kosinu na sebe vzajemné cyklicky prechazeji. Derivace sinu v nule maji tedy
nasledujici tvary: sin0 = 0,cos0 = 1, —sin0 = 0,—cos0 = —1 a dale se tyto
koeficienty opakuji. Taylortiv polynom vypada:

3 5 7 [EQ

Xz T X
T(r)=0+2+0— 5 =0+ 7 +0— 7 =0+ 5+ (3.116)

Pr. 107:| Naleznéte Taylortav polynom pro funkci cos x se sttedem zq = 0.

Res.: Derivace kosinu jsme uréili béhem piikladu se sinem. Vysledek tedy je
4 6

2 8
T(x)=1+% -G +8 -84

Vsimavému oku neunikne, ze v rozvoji sinu vystupuji pouze liché mocniny,
u kosinu naopak sudé. Sinus jako lichou funkci je nutno kombinovat pouze z ¢lent,
které jsou samy liché. Jediny sudy ¢len by lichost zkazil. U kosinu naopak. Ostatné
prave v této vlastnosti bychom nejspis vypatrali divod pojmenovani lichych
a sudych funkci.

Proc¢ je Tayloriv polynom tak vyznacny matematicky objekt? To, ze jeho de-
rivace jsou shodné s derivacemi ptuvodni funkce zarucuje, ze grafy obou funkci
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se k sobé tésné primykaji. Mezi vSemi polynomy daného stupné je Taylortv ten,
ktery se "primyka nejlépe’, je to tedy zobecnéni teény jako primky, ktera nejlépe
priléha ke grafu. Pokud pro hodnoty x blizko 2y pouzijeme pro vypocet f(z)
aproximaci Taylorovym polynomem, dopustime se nejmensi mozné chyby, kte-
rou aproximace polynomem umoznuje. Stejné jako teéna se ale mtze Tayloriv
polynom s ptvodni funkci rozchazet v hodnotach daleko od stfedu. Naprtiklad
uz z principu je kombinace polynomi neomezena funkce, zatimco sinus je funkce
omezena, logicky tedy nelze rozvoj pouzit pro vypocet hodnot sinz pro velka
z (k tomu ale zase mame jiné néstroje). Jakych chyb se muzeme aproximacemi
dopustit, ilustruji nasledujici priklady.

Pr. 108:] Vypoctéte, jaké chyby se dopustite u funkce sinus, pokud jeji hod-
notu vypoctete Taylorovym rozvojem T3(z) = x — é—? Zkoumejte hodnoty x €

A L1y (8,3-107%,8,3-107"%,8,3-107%,2,6 - 107%,8,1 - 107%)

10007100°1072°

Pr. 109:| Ve fyzikalni vyuce o harmonickém oscilatoru se pouziva aproximace
sinx = x s komentarem, ze tato aproximace plati dobfe do hodnot 5°. Urcete,
jaka je chyba takové aproximace. (asi 1,1 - 1074, tj. asi 0,13%)

Vypocet Taylorova rozvoje z definice umime obejit trikem, viz [F78], u funkce

f(z) = (1 £ )7, kdyz si uvédomime, Ze pro |z| < 1 plati {1 = lim, 0o 5 =
SRt =1+x+ 2%+ .... Zaménou x — —z snadno dostaneme (1 + x)~! =

1—x+ 2% — 23

Pr. 110:| Chceme spocitat Taylorovym rozvojem hodnotu \/% Jakou funkci
rozvineme a do jakého tadu, pokud vysledek ma souhlasit na pét desetinnych

mist?

Res.: Do rozvoje (14 2)" = 14 nz + "(nz!_l)ﬁ + n(n_ls)!(n_mﬁ + ...... bereme
n = —%,[E = 0,1. M&-li vysledek souhlasit na pét desetinnych mist, posledni

¢len, ktery by mohl piispét, je Sesty. V ném vystupuje const.107%. Pokud si
ale rozmyslime, jak vypada konstata dand kombinac¢nim ¢islem, bude jisté < 1,
vystaci ndm tedy rozvoj do patého stupné. Politéme: y = (1 +0,1)72 = 1 —
%10*1 + %10*2 — %10*3 + %581()*4 — %10*5. Prevodem na spoleény jmenovatel
256 - 10°y = 25600000 — 1280000 + 96000 — 8000 + 700 — 63 = 24408637 —
y = 0,95346(24). Srovnanim s kalkulackou zjistime — = 0,95346(26). Chyby

VIl
jsme se aproximaci dopustili az na Sestém desetinném misteé.

To, co takto vylozené latce Taylorova rozvoje chybi, je odhad chyby. Vzhledem
k narocnosti této otazky povazujeme za vhodné zaktm Tici, ze chyby se dopous-
time vzdy a neni v stfedoskolskych silach ji presné urcit. Pokrocilymi metodami
lze odhadnout chybu Taylorova rozvoje do n-tého radu jeho n+1-tym ¢lenem. Pro
nas bude postacujici, pokud budeme Taylortv rozvoj pouzivat pro vypocet hod-
not s dostatecné malym x < 1. To, Ze chyba je zanedbatelnd, dobte specifikuje
pojem limita, Taylortiv rozvoj tedy lze zpétné pouzit k vypoctu limity.

Pr. 111:| Urcete lim 22,
z—0 T

Res.: Nahrazenim sinu fadou

— 2= liml+a-Pl) =1, (3.117)
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kde jsme zbytek tady prepsali do polynomu P. Jelikoz polynom je nekonecnou
rfadou, pro garanci, ze tato fada pro x = 0 neroste k co, musime k fadnému vy-
budovani teorie. V predstaveé, ze ovsem Taylorovym polynomem lze aproximovat
funkci libovolné presné s chybou < ¢, je koneéna hodnota P intuitivni.

Py. 112:] Urcete hH(l) locosz 5 hH(l) sz—  Navrhnéte dalsi limitu tohoto typu
z—> z—

T

a spocitejte ji. (%%)
P¥. 113:] Urcete lim Z=20+0 5 fjm €=1=z, (3:3)
=0 @ =0 © 272

Timto konc¢ime vykladovou ¢ast o Taylorovu rozvoji a ptame se, kde presné
na SS narazime na Taylortiv rozvoj na SS? Je to ve fyzice na mnoha mistech,
bohatou sadu prikladi k tomu nalezneme v [F78], napt. kalibraci chodu hodin
na nadmorskou vysku, adiabatické kmity ve valci s idedlnim plynem, korekci na
zobrazeni dutym zrcadlem mimo paraxialni prostor atd. Z prostorovych duvoda
¢tenatre odkazeme pro dalsi fesené priklady i inspiraci na zminénou brozuru a zde
predstavime zajimavé priklady, které v brozure nejsou. Také vyjmenujeme klicové
pifklady a situace bézné vyuky, které Taylorova rozvoje na SS vyuzivaji.

Zékladnim principem fyziky je odvozeni zakonti, které popisuji priibéh ¢i stav
neéjaké fyzikalni situace. Do jejiho popisu muze promlouvat dlouhd rada veli¢in,
pritom se za tucelem vhodného popisu omezujeme pouze na nékolik vybranych.
Timto zizenim se dopoustime ptijatelné chyby, kterd ovsem miize rist se zmé-
nou zanedbaného parametru. Takovym prikladem jsou teplotni efekty, napt. pro
elektricky odpor soucastky, ktery je definovin Ohmovym zakonem jako R = %
Na ZS pro jednoduchost R povazujeme za konstantu. Z ¢asticové podstaty latek
ale prameni jeho teplotni zévislost, na SS se dobereme k tomu, ze jde o zavislost
linearni.

R 0 1

R(T) = R(Ty) + R(To)a(T — Tpy) & i =1-(T-Tp) + (T —Tp) (3.118)
Nejde o nic jiného, nez o priblizeni skutecného komplikovaného vztahu do Tay-
lorova fadu o stupen vyssiho. Pritom se 1ze snadnym experimentem presvédcit,
ze linedrni aproximace neni dostacujici pro bézné dosazitelné teplotni rozdily cca
100°C. Stredoskolsky vztah tedy zavadi novou konstantu teplotni soucinitel elek-
trického odporu «, kterd je pro zaky vcelku abstraktni, a tim povazuje otazku
teplotni zavislosti odporu za uplné vyresenou. Povazujeme za nezbytné zakovi
zduraznovat, ze jde jen o aproximaci.

Analogicka je situace u teplotni roztaznosti materialu, kde zapisujeme

I =1o[1+ (T — Tp)]. (3.119)

Oba zakony teplotni zavislosti jsou komplikované kvili zavedeni relativniho pro-
dlouzeni IA—OI, resp. relativni zmény odporu %f. To, ze jsou ale oba zakony struk-
turné stejné, je naopak vyhoda. Soucinitel délkové teplotni roztaznosti ma stejny
matematicky vyznam jako teplotni soucinitel elektrického odporu, proto je to-
tozné i jeho znacka, dokonce i jednotka K ~!. RoztaZnost materidlu ale poskytuje
dalsi opérny bod pro propedeutiku D&, kdyz z délkové roztaznosti odvozuje ob-
jemovou V = Vy(1+3(T—Ty)), tento pifklad jsme uvedli v sekei o diferencidlu, 51.

Myslime, ze by bylo velmi vhodné vyuzivat znaceni, které jsme budovali v sekci
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o chybé 3.2, zapisovat 6l = aAT ¢i alespon f‘—ol =1+ aAT, a také neopomenout
vztah mezi teplotni, plosnou a objemovou roztaznosti.
V ucebnici [F50] se uvadi, ze se nékdy pouziva téz aproximace kvadraticka

L=1lo [14 on(T = Tp) + aa(T = Tv)?] (3.120)

pri prohledavani dalsich zdroj i na internetu jsme ovsem nenasli zadné uplatnéni,
ani jsme nedohledali pripadné hodnoty materidlovych koeficientt. Domnivame se,
ze tato nedostupnost materidll je ke skodé, nebof kvadraticka aproximace by byla
prijemnym zpestienim pro vyuku. Jeji uplatnéni totiz najdeme uz v zakladoskol-
ské latce, anomalii vody. Tabulka 3.2 uvadi zavislost hustoty vody na teploté
v rozmezi blizko 4°C'. Uvadime nasledujici fesenou tlohu, ktera je vhodnd jako
demonstracni prave k faktu, ze teplotni roztaznost fyzikalné uchopujeme v opote
o Taylortiv rozvoj. Konkrétné nahradime hustotu vody linearni a kvadratickou
funkci. Nejde sice o Taylorovy polynomy v pravém slova smyslu, ale nasim za-
mérem neni na ZS argumentovat pravé Taylorovym rozvojem, ten slouzi jako
matematickd opora pro uziti polynomialnich aproximaci. Skutecnym zamérem
prikladu je propedeuce aproximaci.

Tabulka 3.2: Anomalie vody: Zavislost hustoty vody p na jeji teploté v rozmezi

kolem 4°C'. Data pfevzata z tabulek [O107].

TeCl | pl4] W TEC] plzs] N TECI] %] L TEC] ] pled]
0,0 19998426 |I” 2,0 1999,9429 [ 4,0 | 999,9750 || 6,0 | 999,9430
0,1 |999,8403 || 2,1 [999,0461 || 4,1 |999,9748 || 6,1 | 999,9398
0,2 19998558 || 2.2 9990491 || 4.2 [999,9746 || 6,2 | 999,9365
0,3 |999,8622 || 2,3 [999,9519 || 4,3 | 9999742 || 6,3 | 999,9330
04 |999,8683 || 2,4 [999,9546 || 4.4 | 9999736 || 6.4 | 999,9293
0,5 |999.8743 |I 2,5 [999,9571 || 4.5 | 9999728 || 6,5 | 999,9255
0,6 |999,8301 I 2,6 [999,9595 || 4.6 | 999,9719 || 6,6 | 999,9216
0,7 | 9998857 || 2,7 [999,9616 || 4,7 | 999,9709 || 6,7 | 999,9175
0,8 |999,8912 |[ 2,8 [999,9636 || 4,8 | 999,969 || 6.8 | 999,9132
0,0 |999,8964 || 2,9 [999,9655 || 4,9 | 9999683 || 6,9 | 999,9088
1,0 999,905 || 3,0 9999672 || 5.0 |999,9668 || 7,0 | 999,9043
1,1 1999,9065 | 3,1 [999,9687 || 5.1 [999,9651 || 7.1 | 999,8996
12 19999112 || 3.2 [999,9700 || 5.2 9999632 || 7.2 | 999,8948
1,3 999,9158 | 3,3 [ 9999712 || 5.3 [999,9612 || 7,3 | 999,8398
1,4 9990202 | 3.4 [999,9722 || 5.4 [ 9999591 || 7.4 | 999,8847
1,5 1999,9244 || 3,5 | 9999731 || 5.5 |999,9568 || 7.5 | 999,8794
1,6 1999,9284 | 3,6 | 9999738 || 5.6 |999,9544 || 7.6 | 999,8740
1,7 1999,9323 | 3,7 9999743 || 5.7 [999,9518 || 7.7 | 999,8627
1.8 [999,9360 || 3.8 | 9999747 || 5.8 [999,9490 || 7.8 | 999,8569
1,9 1999,9395 | 3,9 9999749 || 5,9 [999,9461 || 7,9 | 999,8509

8,0 | 999,8509

Pr. 114:| © Vyuzijte dat z tabulky 3.2, abyste nasli zavislost hustoty vody na
jejl teploté. Pouzijte k tomu napi. Excel — nalezeni spojnice trendu — polynomicka

stupné 2. Tim se ziska kvadratickd aproximace skutecné zavislosti, zaokrouhlete
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koeficienty rovnice na pét desetinnych mist. Naleznéte nejvyssi a nejnizsi hodnotu
hustoty pro teplotni rozmezi udané tabulkou. Porovnejte tyto hodnoty s prumér-
nou hodnotou tabulky a porovnejte s prolozenim linearni zavislosti. Jaky je roz-
dil hmotnosti vody, pokud namérime 100 ml pri teplotach odpovidajici nejnizsi
a nejvyssi hustoté? Namérime tento hmotnostni rozdil na bézné laboratorni vaze
s presnosti 0,01 g7

Res.: Aproximace jsou po radeé:

po(T) = 999,93119 ,
p1(T) = 999,92908 + 0,00053 T, (3.121)
p2(T) = 999,84470 + 0,06461 T — 0,00801 T2 .

7 kvadratické aproximace lze hledat lokalni extrém — maximalni hustotu

a teplotu, pro kterou jev nastava: % = —0,016027T + 0,06461 0= Trae =
4,03°C' = pmaz = polme: = 999,9750%. O tom, Ze zde hustota vody sku-
teCné ma maximum, se lze presvédc¢it z druhé derivace aproximace - ta je za-
porna dokonce pro vsechny hodnoty 7. Toto zjisténi umoznuje prepsat intui-
tivné: po(T) = 999,97499—0,00801(7 —4,03308)2. Minimaln{ hustota v intervalu
T € (0; 8)°C nastava pro teplotu T},;, = 0°C' a ma hodnotu p,,;, = 999,8426%.
V porovnani s priimérnou hodnotou pg se maximalni a minimalni hodnota nelisi
o vice nez 0,1%, coz je Ctvrta platna cifra. Pri bézném zaokrouhlovani na tii
platné cifry tak vystacime s primérnou hustotou.

Nejvétsi dosazitelny rozdil hustot v daném teplotnim rozmezi je Ap =
Pmaz — Pmin = 0,1324%. Pokud namérime 100 ml vody, lze dosdhnout nejvyse
hmotnostniho rozdilu Am = VAp = 0,013 g. Tento rozdil je nepatrné vyssi nez
citlivost vah, a 1ze jej tedy danou laboratorni vahou pti maximéalné peclivé praci
zachytit.

Nejpodstatnéjsi zavér spoc¢iva ve srovnani kvadratické a linearni aproximace.
Linearni funkce nepostihuje skutecnost a poskytuje Spatny odhad pro pripad-
nou extrapolaci dat, kde by dosahovala znacnych chyb pro vyssi teploty (ros-
touci aproximace ptimo odporuje klesajici zavislosti; pro teplotu 20°C' by apro-
ximace poskytly p1(20) = 999,9397%, p2(20) = 997,9329%, tabulkova hodnota
je p(20) = 998,20632%). Tento fakt, Ze v okolf 4°C' se zdvislost hustoty vody na
jeji teploté nedd uspésné aproximovat linedrné, je tak nezvykly pro nefunkénost
bézné pouzivané linearni aproximace, ze si se svymi praktickymi disledky vyslou-
7il nazev anomalie vody. Pro bézné situace rozpinavosti kapalin i pevnych latek
muzeme Tayloriv rozvoj pouzit jesté jinak:

[F50] Pii 20°C mé rtut hustotu py = 1354624, Z jejtho soucinitele
objemové roztaznosti B = 1,818 - 107*K ! urcete hustotu rtuti pii teplotach
—20°C a 100°C.

Res.: Pro objem po zméné teploty o At =t — to plati V = V(1 4+ SAt), kde
Vo je objem pii teploté ¢o. Hustota jako pomér p = 77 se tedy zméni pri zacho-
vani soucinu pgVy = m = pV, protoze hmotnost latky se teplotnim rozpinanim
neméni. V disledku dostavame pro hustotu po zméné teploty vzorec, kam do-
sadfme Taylorovu aproximaci (1 + x)~* = 1 — z, coZ si miizeme dobie dovolit,
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protoze v = BAT < 1072,

k k
P = po(1 = BAT) — p_gg = 136442 piog = 133492 (3.122)
m

_ ~g
P =1y AT m

I dalsi pripad Taylorova rozvoje zistava u material, a to u deformacnich
ucinkd sil. Pusobeni tahem /tlakem na material dochézi k jeho prodlouzeni/ zkra-
ceni. V technické praxi i na SS se zavadi relativni prodlouzeni ¢ = % a normalové
napéti o (velikost deformacni sily vztazend k prirezu materialu), kde pro malé

hodnoty normélového napéti plati Hooketiv zakon:
o= Fe (3.123)

I tento vztah je pouze Taylorovym rozvojem komplikované zavislosti prodlou-
zeni na napéti. To lze vycist z tzv. kiivek deformace, kde se ovSem konvencéné
(a neintuitivné) bere napéti jako funkce prodlouzeni. Prakticky vyznam Hooke-
ova zakona ovsem spociva ne v tom, ze takovy Taylortv rozvoj lze provést kolem
nulového napéti, ale v tom, Ze oblast, kdy je linedrni aproximace dostacujici,
je u mnohych materiali prekvapivé siroka. Meze platnosti Hookeova zakona tak
vyrazné prevysuji obvyklé aproximacni limity jako sinx = x pro x < 5°.

Podobnou studii bychom mohli provést u studie zavislosti elektrické rezistivity
na teploté. Posledni veli¢inou, ktera se vaze k materialim, je tepelna kapacita. Ta
se podobné jako elektricky odpor na ZS povazuje za konstantu. Na SS se p¥ipustf,
ze se tepelna kapacita s teplotou méni, tabulkové hodnoty uvadi kapacitu pri
20°C'. Opét nejde o nic jiného, nez o Taylorav rozvoj. Téma tepelné kapacity
navic bylo zdrojem prekvapivych disledkt, kdyz se v kvantové teorii ukazalo, ze
s teplotou blizkou absolutni nule vymizi tepelnd kapacita [V103]. Tim se exoticky
charakter mérné tepelné kapacity jako funkce teploty jesté posilil.

Pokud opustime materidlové vlastnosti, mizeme Taylortv rozvoj pouzit v dal-
sich, obecnych vypoctech k praktickym zjednodusenim:

© Urcete, pti jaké rychlosti je lidské ucho schopno vnimat Dopplertiv
jev u zdroje zvuku, ktery jej miji? Uvazujte, ze zdroj vydava komorni a s frek-
venci 440 Hz, rychlost zvuku je 3407 a ucho v tomto frekvencnim pasmu rozeznd
frekvence lisici se o 3 Hz.

Res.: Frekvence zvuku f, kterou vnimame, pokud se zdroj priblizuje/vzdaluje
rychlosti u je ddna jako [ = VLM f, kde V' je rychlost zvuku a f je frekvence
zvuku vydavana zdrojem. Rozdil frekvenci od priblizujiciho a vzdalujiciho zdroje

tedy je
V V 2
— = 3.124
V- uf V+ uf —w / ( )
Ocekavame u < V, proto kvadraticky ¢len ve jmenovateli zanedbavame, v feci
Taylorovy aproximace (1 — z?)~! =1+ 2? = 1. Dosazenim potom dostdvdme

Af=

2440
340

3:Af:2%f: u:>u£1,16% (3.125)

Dopplertuv efekt bychom tedy pti peclivém soustiedéni meéli byt schopni vnimat
uz pri chlizi. Mnohem vice se ale projevi napf. pii projizdéni automobilu, coz
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bychom mohli potvrdit o fad presnéjsi aproximaci % = (1 + ‘“,—22> Pro rych-

lost automobilu u ~ 207 bychom ocekavali zménu frekvence asi 13 Hz. Takovy
rozdil v tomto frekvenénim pasmu odpovida ¢tvrtténu. Pro vysoké ¢i hluboké
tony tento vysledek neni platny kvili zavislosti na f a rozdilné citlivosti ucha.

Pr. 117:] Uvazme smycku rotujici v homogennim magnetickém poli kolem osy,

ktera je na vektor magnetické indukce kolma, viz obr. 3.24. Odvodte z Faradayova
zakona indukované napéti na civce, jestlize thlova rychlost rotace je w.

O
g%
\\
S

|
|
N

Obrazek 3.24:
Smycka rotujici
v magnetickém poli.
Efektivni plocha
vyznacené cervene.

o

:
!
|
(]

Res.: Faradayuv zakon rikd pro velmi malé zmény casu At:

AD
U=- AL (3.126)
kde @ je tok magnetického pole smyckou. Pokud je normélovy vektor smycky
rovnobézny s magnetickou indukci é, pak smyckou prochdzi maximalni tok,
ozna¢me jej ®y. Pokud se smycka natoci o thel ¢, pak se viuci magnetické
indukci efektivné zmensi plocha, a tim padem i tok, a to faktorem cos . Tim
padem ziskavame casové vyjadreni toku magnetického pole:

O(t) = O cos(wt) (3.127)

pii ¢emz jsme bez jmy na obecnosti brali, ze v okamzik t5 = 0s je pg = 0.
Zkoumejme, jak se tok magnetického pole zméni, pokud se ¢as zméni o At:

AD = (t + At) — B(t) = Bo[cos(w(t + At)) — cos(wt)] =

= Oy cos(wt) cos(wAt) — sin(wt) sin(wAt) — cos(wt)], (3.128)

pricemz jsme vyuzili souc¢tovy vzorec pro kosinus. Je-li ovsem At velmi malé,
pak iz = wAt = 0. Vyuzijeme, Ze pro hodnoty blizké nule aproximujeme cos x =
1,sinx = = a cteme

AD = Pplcos(wt) - 1 — sin(wt) - wAt — cos(wt)] = —Pow sin(wt)At,  (3.129)

odkud rovnou

AP .

U=—— = dowsin(wt). (3.130)

At
To ovsem znamena, ze indukované napéti ma harmonicky prabéh, navic se méni
s uhlovou frekvenci stejnou, jako je rotace smycky. Také vidime, ze amplituda
indukovaného napéti je pfimo imérna thlové frekvenci, tedy ¢im rychleji bude
civka v magnetickém poli rotovat, tim vétsi napéti se indukuje. Tento priklad
je tedy zakladem vyroby elektrického proudu, jak jej zname a pouzivame.
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Pi. 118:] Insp. [V102]. Urcete kinetickou energii v relativistické fyzice a srov-
nejte s kinetickou energii v klasické fyzice.

Res.: Téleso pohybujici se rychlosti v mé definovanou energii podle tzv. Ein-
steinova vzorce E = ymc?, kde m je klidova hmotnost télesa, c je rychlost svétla

1
ay = (1 — Z—j) ?. Kinetickou energii definujeme jako rozdil energie télesa v po-

hybu a klidu T = E(v)—E(0) = mc*(y—1). Klasicky je kinetickd energie urcena
jako T = fmv . Tyto vyrazy se zdaji byt diametralné odlisné, ale zkoumejme
tzv. klasmkou aproximaci, tj. ptipad v = 0. Potom lze rozvinout ~ faktor jako
funkei (1 + :E)*% piix = —Z—j = 0, proto do prvniho fadu Taylorova rozvoje

1 —2\ 1
T =mc* [(1 +1z)72 — 1} = mc? [(1 — g) — 1} = mc* - (— 2‘32 = §mvz.

(3.131)
Klasicka kinetické energie je tedy prvni priblizeni relativistické kinetické energie.

Insp. [F78]. Dokazte z barometrické rovnice p = poe_%m (pri kon-
stantni teploté), ze pro malé rozdily nadmotskych vysek Ah plati vzorec pro
hydrostaticky tlak Ap = —pgAh v homogennim tithovém poli. Jaky atmosféricky
tlak namétime presné a v aproximaci v Praze a na vrcholu Snézky, je-li na hladiné
mote normalni atmosféricky tlak py = 1013,25 hPa? Primérna nadmotska vyska
v Praze je h = 235 m, vrchol Snézky lezi ve vysce h = 1603 m a hustotu vzduchu
berte p = 1,2'“—%.

Res.: Taylorova aproximace e* = 1+ dava: p = po(1— Ah) S Ap=p—py =
—pgAh. Znaménko minus je zde za pokles tlaku s rostouc1 nadmotskou vyskou,
narozdil od bézného vykladu latky totiz neméfime hloubku, vertikalni osa je
opacné orientovana.

Uzmm b%iometrlcke rovnice pro tlak v Praze ziskavame p =
1013 256 Tota T = 985,96 hPa, zatimco pri aproximaci p = 1013,25 —
% = 985,59 hPa, rozdil tedy neuvidime pii zaokrouhleni na tii platna
mista. Pro vrchol Snézky dostaneme tlaky asi 841 hPa presné a 825 hPa v apro-

ximaci.

P¥. 120:| © Pii vybuchu jaderné elektrarny Cernobyl uniklo mnozstvi radio-
aktivniho izotopu 7Cs s polocasem premény T}/ = 30,17 let. Urcete, jaka ¢ast
mnozstvi se rozpadla za rok od incidentu.

In2

~ o
Res.: Zikon rozpadu zapiSeme %z) =e N1/2 30 82 =1 —0,023. Za rok se

tedy rozpadne asi 2,3% cesia. Stejné zaokrouhleny vysledek dostaneme i expli-
citnim vypoctem exponencialy, vysledky "> se lisi na 4. desetinném misté.

Sekci uzavieme kratkou tvahou o jedné ze zakladnich tloh mechaniky, line-
arnim harmonickém oscilatoru, vytkneme si tikol studovat matematické kyvadlo
za aproximaci malych odchylek. Polohu kyvadla v kruznici, kterou opisuje, cha-
rakterizujeme thlem, ktery svird privodi¢ bodu se svislou poloosou mitici dolii.
Do 2. Newtonova zakona dosadime primét gravitacni sily a obdrzime formalni
diferencidlni rovnici ¢ = —¥ sin ¢, kterou v pifpadé bézného zpiisobu feseni apro-
ximujeme sin ¢ = ¢. Potom takové diferencidlni rovnici vyhovuje () = sinwt,
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kde w = ﬂ . Perioda kyvadla je tim padem T = 27r\/g = 24/1 (pii zaokrouhlen{

g = 7 na Zemi) a nezdvisi na pocdtecni vychylce. Pokud nepouZijeme taylo-

rovskou aproximaci, nejsme schopni ilohu zintegrovat, protoze vede na novy typ
funkei, tzv. elipticky integral 1. druhu, [V103]. O ném lze pokrocilymi metodami
ukazat, ze perioda kyvadla zavisi na tzv. rozkmitu, ¢ili poc¢atecni vychylce ¢,
v komplikovaném rozvoji:

[ 1\2 m 1-3\2 m 1-3-5\2 m
T =27 g[1+(2> sin2<'02—|—(24> sin4g02+<2.4'6) sin6%—|—...
(3.132)

Pti aproximaci ¢ = 0 skutecné tento vzorec prechézi na periodu 7' = 271'\/%.

Komplikované feseni vzeslo z toho, ze zavazi kyvadla kona kruhovy pohyb. Takové
zévazi i v aproximaci malych kmitti ¢casem nakumuluje chybu, ¢ili jednoduché ky-
vadlové hodiny nemohou bézet presné a nelze je ani kalibrovat, pokud nejsme s to
udrzet konstantni amplitudu. Existuje krivka, po niz by se zavazi mélo pohybovat,
aby hodiny bézely rovnomérné pri jakékoliv - nejen dostatecné malé - vychylce?
Ano, tou krivkou je cykloida, coz lze ovérit vypoctem komplikovaného integralu,
viz [F79]. Cykloida je kiivka, kterou opisuje pevné zvoleny bod na kruznici, kterd
se odvaluje po primce. Tedy naptriklad kaminek uvazly v pneumatice automobilu.
Fakt, ze cykloidalni kyvadlo umoznuje mérit ¢as rovnomeérné, zjistil uz francouz-
sky matematik a fyzik Ch. Huygens, ktery diky tomu roku 1673 sestrojil presné
hodiny. Cykloidalni kyvadlo 1ze snadno sestrojit upravenim zavésu kyvadla do
specifického tvaru (matematicky jde o evolventu cykloidy). Kruznici ptuvodniho
matematického kyvadla mizeme povazovat za prvni priblizeni cykloidy, jak uka-
zuje obrazek 3.25, kde je vykreslena cykloida se svou oskula¢ni kruznici. Ma-li
oskulac¢ni kruznice polomér 4/, cykloida vznikla odvalovanim kruznice o poloméru
[ a perioda cykloidalniho kyvadla je presné T = 27T\/g :

4] I

3l

2|

0 ! ! I ! . ! !
-4 -7l -2 -l 0 | 2l | 4|

Obrazek 3.25: Cykloida (Cervené) a jeji oskulacni kruznice (modre).
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Z.aver

Narocna vyuka D&I je spise na okraji zajmu, pritom jde o zajimavé a hod-
notné partie matematiky, jak jsme ukazali sadou prikladi. Proto maji co tict
na stfedni skole, coz jsme prokazali zejména studiem ramcovych vzdélavacich
programi. Hlavni myslenkou této prace je potireba propedeutiky, ktera buduje
souvisejici koncepty, na nichz se pozdéji samotna vyuka vystavi. Kromé bézné
vnimanych pojmu jsme se soustiedili na faktory, jejichz propedeuticky potenciél
je opomijen. Tyto pojmy jsou diference, chyba (méreni), diferencial a Cavalie-
riho princip. Propedeutiku je treba vést cilené a smysluplné, aby napr. ucitel
fyziky nevysvétloval nékolikrat oddélené urceni veli¢iny jako obsahu plochy pod
krivkou, ale aby s touto situaci pracoval s védomim, ze zakldda dulezitou mys-
lenku integralu. Prilezitosti k propedeuci je mnoho, nalézame je uz na zakladni
skole napt. v pojmu rychlost ¢i pii praci s chybou métreni. Poskytli jsme Sirokou
sadu prikladu a texti, které maji propedeutickou roli. Pritom ztstavaji méné ko-
gnitivné narocné. V ramci propedeutickych tvah jsme také upozornili na cetné
miskoncepce, napt. v chapani hodnoty a zmény hodnoty veli¢iny, pojmu rychlost
¢i nedostate¢nou intuici o nekoneénu.

Dalsi esenci pro tspésnou vyuku D&/ je kvalitni motivace a potencial prak-
tického vyuziti. K tomu jsme uciteli nabidli texty o pokrocilejsich partiich a téz
sady prikladia. Bez patricného nadhledu a mezioborového presahu nemuze ucitel
latku podat atraktivné a smysluplné. Mezi nadstavbova témata jsme zaradili Tay-
lortiv rozvoj, ktery v sobé elegantné propojuje pojmy chyby a derivace. Pritom
na ném jsou postaveny mmnohé stredoskolské fyzikalni zakony, jako napr. vztah
pro teplotni roztaznost.

Za nezbytné povazujeme propojeni matematiky s fyzikou, které ilustrujeme
prehledy fyzikélnich témat oprenych o matematické pojmy, napt. jsme jmenovali
veli¢iny probirané na SS, které jsou definované prostiednictvim derivace. Velkou
cast prikladi jsme prevedli do fyzikalniho kontextu, ¢imz se podle nas dosdhne
vetsi atraktivity latky. Dilezitym upozornénim pro ucitele je, ze od zaka pri vyuce
D& I vyzadujeme mnoho. Kromé pochopeni myslenek, které jsou objektivné ob-
tizné, vyzadujeme praci s logickymi vyroky, aritmetickou zruc¢nost, geometrickou
predstavivost a zvladnuti limity. Cilem samotné vyuky by mélo byt soustfedéni na
zakladni myslenky, napt. Ze integrace je pokrocily zptisob sc¢itani. Pravé tispésna
propedeutika a kvalitni motivace umoznuji zakovi tyto myslenky snadnéji uchopit
a soustredit se na né.

Resersni praci jsme dospéli k zaveru, ze drtiva cast literatury postupuje jar-
nikovskym stylem. Ten neni pro stredoskolaka vhodny, nebof je velmi zahustén
a soustredén na korektnost a faktickou bezvadnost. Té podle nas na stredoskolské
urovni nelze dosdhnout a ucitel by mél umét délat kompromis. Dostupna lite-
ratura rozumny kompromis nenabizi. Navic, ZS a SS ucebnice nevedou cilenou
propedeuci. Za nejvhodnéjsi soucasnou SS ucebnici povazujeme [M43], ktera na
rozdil od klasické [M29] obsahuje motiva¢ni texty a je lépe textové i graficky
zpracovana, ve srovnani s [M42] ma citlivéjsi vyklad bez faktickych chyb a pri-
lisnych zjednoduseni. Ucitel by si podle nas mél pred vyukou D& projit knihu
[V87], kterd je uréena pro samouky ¢i jako podpora VS studia a voli pifjemnou
rovnovahu naroc¢nosti, motivace a aplikace. Kromeé toho je ale vhodné pro ucitele
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projit knihu [F76], ktera je uréena SS fesitelfim olympiady a je uZite¢nou sbirkou
vykladovych texti a zejména aplikaci latky ve fyzice. Podptirné webové materi-
aly k fyzikalni olympiadé na strankéch http://fyzikalniolympiada.cz/texty
rovnéz predstavuji pro ucitele uzitecny zdroj inspirace, ale pro zdkovské potieby
jsou prili§ obtizné. Ze zahranicéni literatury za zajimavé povazujeme knihu [V90],
ktera se soustiedi na zakladni myslenky matematickych témat vcetné derivaci
a integralu a rozebird i jejich zajimavé souvislosti. [V88] je dostupnd pouze v
ruském originale, navic témér neni k sehnani, ale podle nas nejlépe stavi na pro-
pedeutickych zakladech, které jsme my v této praci polozili. Soucasné webové
materidly podle nas nenaplnuji sviij potencial a napredstavuji zddnou pridanou
hodnotu oproti tradi¢nimu vykladu opfenému o bézné ucebnice.

Doufame, ze nase texty, ptiklady a doporuceni povedou ke zkvalitnéni vy-
uky, jejimu obohaceni o zajimavé a dilezité souvislosti. Také doufame, Ze se nam
podaii zahajit sirsi diskuzi a propedeutika a didaktika D& I se stanou tématy, kte-
rym se bude vénovat $irsf odborna vefejnost. Casem se tak zlepsi vysledky nami
navrzeného a vyhodnoceného dotazniku, ktery zjistil, ze na znalostech a schop-
nostech stredoskoldkl je mnoho dobrého, ale také mnoho ke zlepSovani. Derivace
a integraly jsou totiz krasné téma, které si to zaslouzi.

99


http://fyzikalniolympiada.cz/texty

Seznam literatury

Zakladoskolské vyukové materialy

[Z1] HERMAN, J. a kol.; Matematika pro niZsi rocéniky viceletych gymndzii -
Uvodni opakovdni. 2. vydani. Prometheus, Praha, 2005. ISBN 80-7196-080-2.

[Z2] HERMAN, J. a kol.; Matematika pro niZsi rocniky viceletych gymndzii- Kladnd
a zdpornd cisla.2. vydani. Prometheus, Praha, 2014.ISBN 978-80-7196-371-4.

[Z3] HERMAN, J. a kol.; Matematika pro nizsi rocniky viceletyjch gymndzii - Osovd
a stredovd soumeérnost. 1. vydani. Prometheus, Praha, 1995. ISBN 978-80-
7196-258-8.

[Z4] HERMAN, J. a kol.; Matematika pro niZsi rocniky viceletych gymndzii -
Deélitelnost. 2. vydani. Prometheus, Praha, 2015. ISBN 978-80-7196-261-8.

[Z5] HERMAN, J. a kol.; Matematika pro nizZsi rocniky viceletyjch gymndzii -
Trojuhelniky a ctyrihelniky. 2. vydani. Prometheus, Praha, 2015. ISBN 978-
80-7196-332-5.

[Z6] HERMAN, J. a kol.; Matematika pro nizZsi rocniky viceletyjch gymndazii -
Raciondlni c¢isla. Procenta. 2. vydani. Prometheus, Praha, 2007. ISBN 978-
80-7196-238.

[Z7) HERMAN, J. a kol.; Matematika pro nizZs§i rocniky viceletyjch gymndzii -
Hranoly. 2. vydani. Prometheus, Praha, 2015. ISBN 978-80-7196-257-1.

[Z8] HERMAN, J. a kol.; Matematika pro nizZsi rocniky viceletyjch gymndzii -
Vigrazy 1. 1. vydani. Prometheus, Praha, 2016. ISBN 978-80-7196-013-3.

[Z9] HERMAN, J. a kol.; Matematika pro nizZsi rocniky viceletyjch gymnazii -
Vigrazy 2. 1. vydani. Prometheus, Praha, 2004. ISBN 80-7196-064-0.

[Z10] HERMAN, J. a kol.; Matematika pro nizsi roéniky viceletych gymndzii -
Rouvnice a nerovnice. 1. vydani. Prometheus, Praha, 2002. ISBN 80-7196-
014-4.

[Z11] HERMAN, J. a kol.; Matematika pro nizsi rocniky viceletijch gymnazii- Kruhy
a vdlce. 1. vydani. Prometheus, Praha, 2015. ISBN 978-80-7196-023-2.

[Z12] HERMAN, J. a kol.; Matematika pro nizsi rocniky viceletyjch gymndzii -
Umeérnosti. 1. vydani. Prometheus, Praha, 2004. ISBN 80-7196-056-X.

[Z13] HERMAN, J. a kol.; Matematika pro nizsi rocniky viceletyjch gymndzii -
Geometrické konstrukce. 1. vydani. Prometheus, Praha, 2003. ISBN 80-7196-
114-0.

100



[Z14] HERMAN, J. a kol.; Matematika pro nizsi roéniky viceletyjch gymndzii -
Rowvnice a jejich soustavy. 1. vydani. Prometheus, Praha, 2006. ISBN 80-
7196-137-X.

[Z15] HERMAN, J. a kol.; Matematika pro nizsi roéniky viceletyjch gymndzii -
Funkce. 1. vydani. Prometheus, Praha, 2003. ISBN 80-7196-182-5.

[Z16] HERMAN, J. a kol.; Matematika pro nizsi roéniky viceletyjch gymndzii -
Jehlany a kuZely. 1. vydani. Prometheus, Praha, 2006. ISBN 978-80-7196-
225-2.

[Z17] RAUMER, K. a kol.; Fyzika 6, ucebnice. 1. vydani. Fraus, Praha, 2004. ISBN
80-7238-210-1.

[Z18] RAUMER, K. a kol.; Fyzika 7, ucebnice. 1. vydani. Fraus, Praha, 2005. ISBN
80-7238-431-7.

[Z19] RAUMER, K. a kol.; Fyzika 8, ucebnice. 1. vydani. Fraus, Praha, 2006. ISBN
80-7238-525-9.

[Z20] RAUMER, K. a kol.; Fyzika 9, ucebnice. 1. vydani. Fraus, Praha, 2007. ISBN
978-80-7238-617-8.

[Z21] KOLAROVA, R., BOHUNEK, J.; Fyzika pro 6. rocnik zdkladni $koly. 2. upra-
vené vydani. Prometheus, Praha, 2004. ISBN 80-7196-246-5.

[Z22] KOLAROVA, R., BOHUNEK, J.; Fyzika pro 7. rocnik zdkladni $koly. 2. upra-
vené vydani. Prometheus, Praha, 2013. ISBN 978-80-7196-265-6.

[Z23] KOLAROVA, R., BOHUNEK, J.; Fyzika pro 8. rocénik zdikladni skoly.
1. vydani. Prometheus, Praha, 2003. ISBN 80-7196-149-3.

[Z24] KOLAROVA, R. a kol.; Fyzika pro 9. roénik zdkladni Skoly. 1. vydéni.
Prometheus, Praha, 2003. ISBN 80-7196-193-0.

[Z25] BOHUNEK, J.; Sbirka tloh z fyziky pro Ziky zdkladnich skol 1. dil. 2. vydani.
Prometheus, Praha, 2005. ISBN 80-85849-06-2.

[Z26] BOHUNEK, J.; Sbhirka loh z fyziky pro Zaky zdkladnich skol 2. dil. 2. vydani.
Prometheus, Praha, 2005. ISBN 80-85849-15-1.

[Z27] BOHUNEK, J.; Sbhirka loh z fyziky pro Zaky zdkladnich skol 3. dil. 2. vydani.
Prometheus, Praha, 2005. ISBN 80-85849-82-8.

[Z28] DUBEC, A. a kol.; Matematika pro osmy postupny rocnik. 1. vydani. SPN,
Praha, 1953.

101



Stredoskolské ucebnice a cvicebnice matematiky

[M29] HRUBY, D., KUBAT, J.; Matematika pro gymndzia - Diferencidlni a inte-
grdlni pocet. 3. vydani. Prometheus, Praha, 2008. ISBN 978-80-7196-363-9.

[M30] ODVARKO, O.; Matematika pro gymndzia - Funkce. 3. upravené vydani.
Prometheus, Praha, 2005. ISBN 80-7196-164-7.

[M31] ODVARKO, O.; Matematika pro gymndzia - Posloupnosti a tady. 3. vydan.
Prometheus, Praha, 2009. ISBN 978-80-7196-391-2.

[M32] ODVARKO, O.; Sbirka iloh z matematiky pro gymndzia - Funkce. 2. vydand.
Prometheus, Praha, 2006. ISBN 80-7196-305-4.

[M33] ODVARKO, O.; Sbirka tloh z matematiky pro gymndzia - Posloupnosti a
rady. 2. vydani. Prometheus, Praha, 2005. ISBN 80-7196-314-3.

[M34] BUSEK, 1., CALDA, E.; Matematika pro gymndzia - Zdkladni poznatky
z matematiky. 4. vydani. Prometheus, Praha, 2013. ISBN 978-80-7196-366-0.

[M35] CHARVAT, J., ZHOUF, J., BOCEK, L.; Matematika pro gymndzia - Rovnice
a nerovnice. 4. vydani. Prometheus, Praha, 2016. ISBN 978-80-7196-362-2.

[M36] POMYKALOVA, E.; Matematika pro gymndzia - Planimetrie. 5. vyddani.
Prometheus, Praha, 2008. ISBN 978-80-7196-358-5.

[M37] POMYKALOVA, E.; Matematika pro gymndzia - Stereometrie. 4. vydani.
Prometheus, Praha, 2016. ISBN 978-80-7196-389-9.

[M38] ODVARKO, O.; Matematika pro gymndzia - Goniometrie. 3. vydani.
Prometheus, Praha, 2005. ISBN 80-7196-203-1.

[M39] KOCANDRLE, M., BOCEK, L.; Matematika pro gymndzia - Analytickd geo-
metrie. 3. vydani. Prometheus, Praha, 2018. ISBN 978-80-7196-390-5.

[M40] CALDA, E.; Matematika pro gymndzia - Komplexni cisla. 4. vydani.
Prometheus, Praha, 2008. ISBN 978-80-7196-364-6.

[M41] CALDA, E., DUPAC, V.; Matematika pro gymndzia - Kombinatorika, prav-
dépodobnost a statistika. 5. vydani. Prometheus, Praha, 2017. ISBN 978-80-
7196-365-3.

[M42] LiSKA, M.; Matika pro spoluidky - Diferencidlni a integrdlni pocet.
1. vydani. Prospoluzaky.cz s.r.o., Praha, 2018. ISBN 978-80-88255-32-1.

[M43] ZEMEK, V.; Matematika pro stredni skoly 10. dil (ucebnice). 1. vydani.
Didaktis, Brno, 2019. ISBN 978-80-7358-314-9.

[M44] ZEMEK, V.; Matematika pro stredni skoly 5. dil (pracovnd sesit). 1. vydani.
Didaktis, Brno, 2015. ISBN 978-80-7358-218-0.

102



[M45] VOSICKY, Z.; Matematika v kostce pro stredni Skoly. 1. vydéni. Prome-
theus, Praha, 2007. ISBN 978-80-253-0191-3.

[M46] RIECAN, B., FRANEK, M., CERVENKOVA, O.; Ulohy z matematiky pro III.
rocnik gymnasia. 1. vydani. SPN, Praha, 1974. ISBN 14-227-74.

[M47] PETRANEK, O., SCHMIDTMAYER, J., SIKOLA, B.; Matematika 3 pro

stredni priumyslové skoly a stredni zemédélské technické skoly. 1. vydani. SPN,
Praha, 1980. ISBN 14-533-80.

[M48] RYSAVY, V.; Pocitky vyssi matematiky v vesenyjch tlohdch. JCMF, Praha,
1945. ISBN 80-7196-048-9.

Stredoskolské ucebnice a cvicebnice fyziky

[F49] LEePIL, O. a kol.; Fyzika pro gymndzia - Mechanika. 1. vydani. Prometheus,
Praha, 1995. ISBN 80-7196-048-9.

[F50] BARTUSKA, K., SvOBODA, E.; Fyzika pro gymndzia - Molekulovd fyzika
a termika. 4. vydani. Prometheus, Praha, 2002. ISBN 80-7196-200-7.

[F51] LePIL, O.; Fyzika pro gymndzia - Optika. 3. vydani. Prometheus, Praha,
2004. ISBN 80-7196-237-6.

[F52] LepPIL, O. a kol.; Fyzika pro gymndzia - Mechanické kmitini a vinénd.
3. vydani. Prometheus, Praha, 2001. ISBN 80-7196-216-3.

[F53] LePIL, O.; Fyzika pro gymndzia - Elektrina a magnetismus. 5. vydani.
Prometheus, Praha, 2000. ISBN 80-7196-202-3.

[F54] MACHACEK, M.; Fyzika pro gymndzia - Astrofyzika. 1. vydani. Prometheus,
Praha, 1998. ISBN 80-7196-091-8.

[F55] StoLL, 1.; Fyzika pro gymndzia - Fyzika mikrosvéta. 3. vydéani. Prometheus,
Praha, 2002. ISBN 80-7196-241-4.

[F56] BARTUSKA, K.; Fyzika pro gymndzia - Specidlni teorie relativity. 3. vydand.
Prometheus, Praha, 2001. ISBN 80-7196-209-0.

[F57] BARTUSKA, K.; Sbirka tesengch loh z fyziky pro stredni $koly. Dil I.
Mechanika. 2. vydani.
Prometheus, Praha, 1997. ISBN 80-7196-236-8.

[F58] BARTUSKA, K.; Sbirka resengch dloh z fyziky pro stredni $koly. Dil II.
Molekulova fyzika a termika; Mechanické kmitdini a vinéni. 2. vydani. Pro-
metheus, Praha, 1997. ISBN 80-7196-289-9.

[F59] BARTUSKA, K.; Sbirka tesenych iloh z fyziky pro stredni Skoly. Dil III.
Elektrina a magnetismus. 2. vydani. Prometheus, Praha, 1998. ISBN 80-
7196-235-X.

103



[F60] BARTUSKA, K.; Sbirka resenych tloh z fyziky pro stredni skoly. Dil IV.
Optika; Fyzika mikrosvéeta; Specidlni teorie relativity. 1. vydani. Prometheus,
Praha, 2000. ISBN 80-7196-037-3.

[F61] LePiL, O., BEDNARIK, M., HYBLOVA, R.; Fyzika pro stredni Skoly II.
3. vydani. Prometheus, Praha, 2010. ISBN 978-80-7196-185-7.

[F62] VACHEK, J. a kol.; Fyzika pro 1. rocnik gymndzii. 2. vydani. SPN, Praha,
1985.

[F63] SvOBODA, E. a kol.; Fyzika pro 2. rocnik gymndzii. 1. vydani. SPN, Praha,
1985.

[F64] NAHODIL, J. a kol.; Fyzika v bézném Zivote. 1. vydani. Prometheus, Praha,
1996. ISBN 80-7196-005-5.

[F65] NECAS, T.; Fyzika pro gymndzia - Mechanika. Disertacni préce online
https://is.muni.cz/th/lvbeb/disertacni_prace.pdf

[F66] LePIL, O. a kol.; Fyzika - Sbirka iloh pro stredni skoly. 1. vydani. Prome-
theus, Praha, 1995. ISBN 80-7196-048-9.

[F67] Kruzik, M. a kol.; Sbirka 4loh z fyziky pro Ziky strednich skol. 4. vydand.
SPN, Praha, 1979. ISBN 14-190-79.

[F68] TOMANOVA, E. a kol.; Sbirka dloh z fyziky pro gymndzia I. dil. 1. vydani.
SPN, Praha, 1988. ISBN 14-624-88.

[F69] KOUBEK, V. a kol.; Shirka iloh z fyziky pro gymndzia II. dil. 1. vydani.
SPN, Praha, 1988. ISBN 80-04-23-980-3.

[F70] LINDNER, H.; Riesené dlohy z fyziky. 1. vydani. ALFA, Bratislava, 1973.
ISBN 63-028-72.

[F71] Z1vNY, F., LEPIL, O.; Praktickd cviceni z fyziky. 5. vydani. SPN, Praha,
1974. ISBN 14-241-74.

[F72] BALAZ, O.; Zbierka tloh z fyziky. 4. opravené vydani. SPN, Bratislava,
1969. ISBN 67-025-69.

[F73] SANTAVY, L., TROJANEK, A.; Fyzika - priprava k prijimacim zkouskdm na
vysoké skoly. 1. vydani. Prometheus, Praha, 2002. ISBN 80-7196-138-8.

[F74] KUBINEK, R., KOLAROVA, H.; Fyzika v prikladech a testovijch otdzkdch.
1. vydani. Rubico s.r.o, Olomouc, 1996. ISBN 80-85839-07-5.

[F75] KoHnout, V.; Pisemky z fyziky SS. 1. vydani. Nakladatelstvi Scientia,
Praha, 2007. ISBN 978-80-86960-30-2.

[F76] UNGERMANN, Z.; Matematika a 7eseni fyzikdlnich tloh. 1. vydani. SPN,
Praha, 1990. ISBN 80-04-22957-3.

[F77) VoLF, 1., SEDIVY, P.; Pohyby télesa v odporugjicim prostredi. Studijni text
pro Tesitele fyzikalni olympiddy. http://fyzikalniolympiada.cz/texty/
odpor . pdf

104


https://is.muni.cz/th/lvbeb/disertacni_prace.pdf
http://fyzikalniolympiada.cz/texty/odpor.pdf
http://fyzikalniolympiada.cz/texty/odpor.pdf

[F78] KAPOUN, M.; Aprozimace ve fyzikdlnich tilohdch. Studijni text pro Fesitele
fyzikalni olympiddy. http://fyzikalniolympiada.cz/texty/aproxim.pdf

[F79] JARESOVA, M., VOLF, 1.; Matematika krivek. Studijni text pro TeSitele
fyzikalni olympiady. http://fyzikalniolympiada.cz/texty/matematika
/mkrivek.pdf

[F80] VYBIRAL, B.; Zpracovdni dat fyzikdlnich méreni. Studijni text pro feSitele
fyzikalni olympiddy. http://fyzikalniolympiada.cz/texty/mereni.pdf

Vysokoskolské a pokrocilé vyukové materialy

[V81] JARNIK, V.; Diferencidlni pocet (I). 6.vydani. Academia, Praha, 1974.
[V82] JARNIK, V.; Integrdlni pocet (I). 5.vydani. Academia, Praha, 1974.
[V83] JARNIK, V.; Diferencidlni pocet (II). 4.vydani. Academia, Praha, 1984.
[V84] JARNIK, V.; Integrdlni pocet (II). 3.vydani. Academia, Praha, 1984.

[V85] VOJTECH, J.; Zdklady matematiky ke studiu véd prirodnich a technickych,
¢dst I. 7.vydani. JCMF, Praha, 1947.

[V86] VOJTECH, J.; Zdiklady matematiky ke studiu véd prirodnich a technickych,
¢dst II. 6.vydani. JCMF, Praha, 1949.

[V87] REKTORYS, K.; Co je a k cemu je vyssi matematika. 1. vydani. Academia,
Praha, 2001. ISBN 80-200-0883-7.

[V88] ZELDOVIC, Ja.B.; Boiciasg MaremMaTka jijis HAUMHAIONIUX U €€ [PUJIOXKe-
uust K dbusuke (Vyssi matematika pro zacdtecniky a jeji aplikace ve fyzice).
Nauka, Moskva, 1965.

[V89] ZErDOVIC, Ja.B., JAGLOM, I.M.; Bbicimag maremaTuka Jijisi HAUUHAIOTIUX

dbusukos u rexuukon (Vyssi matematika pro zacinajici fyziky a techniky).
Nauka, Moskva, 1982.

[VI0] CoLERUS, E.; Od ndsobilky po integrdl. 2. vydani. ALFA, Bratislava, 1969.
ISBN 63-001-69.

[VI1] KVASNICA, J.; Matematicky apardt fyziky. 2. opravené vydani. Academia,
Praha, 2004. ISBN 80-200-0603-6.

[V92] PELANTOVA, E., VONDRACKOVA, J.; Matematickd analjza 1. 1. vydani.
Nakladatelstvi CVUT, Praha, 2007. ISBN 978-80-01-03011-0.

[V93] PELANTOVA, E.; Matematickd analijza 2. 1. vydani. Nakladatelstvi CVUT,
Praha, 2007. ISBN 978-80-01-03661-7.

[VO4] MASAKOVA,  Z.;  Diskrétni  matematika  II.  Online  skripta
http://people.fjfi.cvut.cz/masakzuz/dim_soubory/dim2.pdf

105


http://fyzikalniolympiada.cz/texty/aproxim.pdf
http://fyzikalniolympiada.cz/texty/matematika/mkrivek.pdf
http://fyzikalniolympiada.cz/texty/matematika/mkrivek.pdf
http://fyzikalniolympiada.cz/texty/mereni.pdf
http://people.fjfi.cvut.cz/masakzuz/dim_soubory/dim2.pdf

[V95] CERNY, R., POKORNY, M. ; Matematickd analyjza pro fyziky 1. Online
skripta http://www.karlin.mff.cuni.cz/~lavicka/vyuka/maf/skript
a_MAF_cerny_pokorny.pdf

[V96] HLAVACEK, A.; Sbirka prikladi z vyssi matematiky pro pripravu pracugjicich
ke studiu na vysokych skoldch. SPN, Praha, 1965.

[V97] LiBRA, M. a kol.; Fyzika v prikladech pro studenty technickych univerzit.
Nakladatelstvi R. Hajek, Usti nad Labem, 2003. ISBN 80-96540-17-0.

[V98] SAMEK, L., CERNY, F.; Fyzika v prikladech - Mechanika - Pro studenty
vysokych skol. 1. vydani Academia, Praha, 2014. ISBN 978-80-200-2319-3.

[V99] HavLICEK, K.; Diferencidlni pocet pro zacdtecniky. SNTL, Praha, 1965.
[V100] HORSKY, Z.; Diferencidlni pocet. SNTL, Praha, 1981. ISBN 04-012-81.

[V101] StoLL, L; Mechanika. 3. vydani. Vydavatelstvi CVUT, Praha, 2010.
ISBN 978-80-01-04554-1.

[V102] StoLL, 1; Elektrina a magnetismus. 2. vydani. Vydavatelstvi CVUT,
Praha, 2003. ISBN 80-01-02693-0.

[V103] StoLL, 1., TOLAR, J.; Teoretickd fyzika. 4. vydani. Vydavatelstvi CVUT,
Praha, 2008. ISBN 978-80-01-04005-8.

[V104] HALLIDAY, D., RESNICK, R., WALKER, J.; Fyzika. Cdst 1 - Mechanika.
1. vydani. VUTIUM, Brno a Prometheus, Praha 2000. ISBN 80-214-1868-0
(VUTIUM), ISBN 81-7196-213-9 (Prometheus).

Ostatni

[0105] MANDIKOVA, D., TRNA, J.; Zdikovské prekoncepce ve vijuce fyziky.
Paido, Brno, 2011. ISBN 978-80-7315-226-0.

[0106] PAVELKOVA, 1., HRABAL, V.; Jaky jsem ucitel. Portal, Praha, 2010.
ISBN 978-80-7367-755-8.

[0107] LipE, D.R. a kol.; Handbook of Chemistry and Physics 85" edition.
CRC Press, Boca Raton, 2005.

[0108] Ucitel matematiky. Ctvrtletni magazin, riiznad &isla. Online na
https://ojs.cuni.cz/ucitel/

106


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~lavicka/vyuka/maf/skripta_MAF_cerny_pokorny.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~lavicka/vyuka/maf/skripta_MAF_cerny_pokorny.pdf
https://ojs.cuni.cz/ucitel/

A. Dotaznik ke stavu vyuky

Abychom poznali, v jakém stavu soucasna vyuka D&I je, vytvorili jsme do-
taznik A.1, ktery byl urcen pro cerstvé studenty prvniho roéniku bakalarského
studia na FJFI CVUT v Praze. Dotaznikové Setieni probéhlo 4.10.2019 béhem
prednasky z matematické analyzy. Z odevzdanych 154 listki jsme vytadili ty od
74k, kteff studovali SS v zahrani¢i. Nésledujici statistické vyhodnoceni se tedy
opird vyhradné o vypovédi ceskych zaka, kterych bylo 132. Pokud student na
danou otazku neodpovédél, pak jeho odpoveéd zapocitana neni, proto ne vzdy
sedi kontrolni soucet odpovédi. Listky od zahrani¢nich studentit ndm poslouzily
jen pro srovnani a obohatily nas o par zajimavosti o zahrani¢nim vzdélani, ale
vzhledem k nepatrnému poctu takovych listkii z nich netvorime zadné zaveéry.

Zakladni okolnosti dotazniku je, Ze Setfeni probéhlo mezi studenty, kteri se
rozhodli matematiku/fyziku do hloubky studovat, maji pro to nejspise vhodnou
SS pifpravu a také jistou davku vloh. Stejny dotaznik by mezi ostatnimi odma-
turovanymi mohl dopadnout vyrazné odlisné. Druhou okolnosti zadani dotazniku
je to, ze studenti jiz v té dobé byli ve druhém tydnu semestru. Tomu navic pred-
chazel tzv. pripravny kurz, kdy se studenti intenzivné seznamovali mj. s pojmy
derivace a integral. Nase Setfeni o aktualnich znalostech z oboru tedy muzeme
povazovat za mirné zkreslené ve prospéch znalosti studenti.

Smyslem dotazniku je dvojity pohled na nabyté vzdélani. Prvni strana do-
tazniku obsahuje otdzky typu, "myslim si', "porozumél jsem" a pta se na zakovo
sebehodnoceni a také hodnoceni ucitele, tim zjistuje subjektivni vnimani vlast-
nich znalosti zdka. Druhd strana (kterou si zak typicky neprocte pred vyplnénim
prvni strany) pak nekompromisné testuje skutecné znalosti konkrétnimi otazkami,
napr. na pravidlo integrace per partes, tim objektivné zjistuje zakovy znalosti.
Tento dvoji metr umoznuje objektivni znalosti a sebevniméni zaka konfrontovat
a ukazat, zda si zak opravnéné prisvojuje porozumeéni latce.

Dotaznik jsme zadali v této formé umyslné, protoze se autor dennodenné
setkdva s prehnanym sebehodnocenim, ale nedostatecnymi znalostmi. Dotaznik
tento nesoulad objektivné posoudi. Kromé toho mé dotaznik poskytnout zakladni
tdaje o tom, kolik studenti (matematicko-fyzikalnich obort) proslo néjakou for-
mou vyuky derivaci a integrali na SS, zjistit, jak Gspésna ona vyuka byla, a tedy
poskytnout korektni oporu pro nékteré dojmy a nazory autora. Ve své podstaté
budou zanalyzovana data i motivaci pro celou tuto praci samotnou.

Dotaznik umoznil i zkorelovat zndmku z fyziky/matematiky s hodnocenim
ucitele a oblibou predmétu. Struéné uvadime, ze dotaznik souhlasi s vyzkumem
v [0106], Ze obliba predmétu koreluje se zndmkou zéka, zato hodnoceni ucitele
ne. Lze ovSem spatfovat jistou korelaci v hodnoceni ucitele a oblibou pfedmétu.
Ve vsech ukazatelich jsou silnéjsi korelace u fyziky. Korela¢ni koeficienty jsou
k nahlédnuti v tabulce A.1 nize. Nemtuzeme zodpovédeét, jestli Spatny prospéch je
pricinou, ¢i nasledkem neobliby predmétu, ale mizeme Tici, Ze s timto faktem by
mélo skolstvi pracovat. Nalézame také casteénou korelaci mezi zakovymi zndm-
kami z matematiky a fyziky, jejich korela¢ni koeficient je 0,3128. Domnivame
se, ze se zde ukazuje propojeni obou predmétii, na coz jsme v praci kladli diraz.
Ucitelé matematiky obdrzeli od svych zakt primérnou znamku 1,75, fyzikari pak
1,92. Primérna znamka zaku pritom je z matematiky 1,53 a z fyziky 1,38.
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Korelaéni Obliba Znamka Hodnoceni
koeficient matematiky | z matematiky | matikare
Obliba matematiky X 0,5356 0,2131
Znadmka z matematiky 0,5356 X 0,1362
Hodnoceni matikare 0,2131 0,1362 X
Korela¢ni Obliba | Znamka | Hodnoceni
koeficient fyziky | z fyziky | fyzikate
Obliba fyziky X 0,5516 0,3909
Znéamka z fyziky | 0,5516 X 0,3209
Hodnoceni fyzikare | 0,3909 | 0,3209 X

Tabulka A.1: Korela¢ni koeficienty pro oblibu, znamku a hodnoceni ucitele.

V ramci subjektivniho hodnoceni se méli studenti vyjadrovat, zda rozumi da-
nym pojmim. Neni tim viibec zodpovézeno, ze skuteéné pojmu rozumi - mohou
si mylné myslet, ze ano, ale také mohou jen predstirat. Anebo pojem skutecné
chapou, ale podle své predstavy, kterd muze byt zkreslena ¢i néjak zjednodusena,
podle vyuky pedagoga. Pokud tedy student odpovédél, ze pojmu rozumi, nemii-
zeme usuzovat, ze tomu tak je. Nam jde ale o to, udélat si prehled o zacich, kteti
se priznavaji, ze tyto pojmy nezvladli, a také o poc¢tu zakt, kteri jdou studovat
matematiku a s limitou & spojitosti se na SS nesetkali. Z anketnich listki, kde
byly odpovédi zaskrtnuty, shrnujeme data do tabulky A.2.

Otéazka (a # odpovédi) Ano Ne | Neznam

Pojmu limita rozumim (131) 91,60% | 5,34% | 3,05%

Pojem limita mi pfijde néro¢ny (130) 17,69% | 79,23% | 3,07%
Rozumi{m matem. definici spojitosti funkce (128) | 75,00% | 13,28% | 11,72%

Tabulka A.2: Subjektivni nazor zak na porozuméni pojmim.

Shriime podstatné: 3% zaki se na SS nesetkaly s pojmem limita. Z téch, kteid
vyukou prosli, se jen lehce pres 5% priznava, ze limitam nerozumi. Pres 79% limity
nepovazuje za narocné, coz povazujeme za nesmirné zajimavé, protoze abstraktni
koncept zahrnujici formalismus delt a epsiloni je zcela objektivné pro stredosko-
laka obtizny. Pokud by tedy téchto 79% zdku mélo pravdu, mohli bychom nase
Skolstvi povazovat za skvélé. Jenze praktické zkusenosti z viuky na VS ukazuji,
ze toto ¢islo neodpovida skutecnosti, jak ukdzeme nize. Pres 11% se nesetkalo
s pojmem spojitosti a jen necelych 85% zaku, ktefi ji probrali, jeji definici idajné
rozumi. Ackoliv pojem spojitosti neni nezbytné nutny k vyuce D&I, jako urcitd
synergie je uziteény, a zavéry dotazniku tedy nejsou povzbudivé.

Subjektivni hodnoceni dotazniku provedeme prehledem sectenych odpovédi
v tabulce A.3, odkud ¢tenar vycte velkou skalu informaci. Pfitom rozebirame jen
113 ze 131 platnych listkt, a to zaka, kteri prosli néjakou vyukou D&I. Konsta-
tujeme tedy, ze asi 86% zaku proslo vyukou D&I. Vsichni se podle svého nazoru
orientuji v derivacich, ale asi 10% se priznava, ze nerozumi integralim. Témér
19% zaku sice ovlada urcity i neurdity integral, ale nechapou jejich vzdjemnou
souvislost. Zhruba jeden z deseti je nepovazuje za zajimavou latku.
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Vypoved ;éi;(g)ovg(;;
Derivaci jsem pochopil. 113 0
Neurcity integral jsem pochopil. 103 9
Urcity integral jsem pochopil. 101 11
Chapu vztah mezi ur¢itym a neurcéitym integralem. 85 26
Chapu urcity i neurcity integral. A vztah mezi nimi chapu. 78 18
Ovladam pravidla pro aritmetiku D&I. 90 20
Derivace jsou zajimavé. 103 10
Integréaly jsou zajimavé. 100 12
D& I jsou uzitecné. 110 3
D&I v latce celé SS rozpoznavam. 85 27
Derivaci i integral (urcity i neurcity) jsem pochopil

. . S Qs 75 41
a nalézam je v latce celé SS.
Derivace jsem pochopil a jsou zajimavé. 103 10
Integraly (urcity ¢i neurcity) jsem pochopil a jsou zajimavé. 89 8

Tabulka A.3: Subjektivni nazor zakt, ktefi prosli vyukou, na pochopeni D& 1.

Druhéa strana dotazniku testuje objektivni znalosti studentii, vysledky jsou
v tabulce A.4. Jelikoz otazky byly oteviené, hodnotili jsme je néasledujicim zpi-
sobem: Pokud zak projevil presnou znalost, pripisujeme mu atribut ,znd*; v pri-
padé, ze jmenuje netrividlni aplikace, zapisujeme je jako ,Siroké“. Pokud zdk
formuluje myslenku pouze orientac¢né, napt. derivaci oznaci jako ,teénu k funkci®
¢i vzorec pro per partes zapiSe ve formatu [wuv’ = uv — u'v, pak odpovéd pri-
razujeme do skupiny ,tusi“; pokud z aplikaci jmenuje pouze hledani teény ke
grafu, urceni rychlosti pohybu ¢i obsahu plochy pod krivkou, oznacujeme, ze zna
yzakladni“ aplikace. Pokud je odpovéd fundamentdlné Spatna, ¢i chybi, zapisu-
jeme jako ,nezna‘“ ¢i ,zadné“ aplikace. Specifickou situaci je, ze k vyuziti D& I
ve fyzice napsala ¢ast zakil, ze je lze nalézt vsude. Tato salomounska odpoved je
svym zpusobem pravdiva, ale neukazuje objektivni znalost Zzaka, proto ji fadime
jako zvlastni kategorii. Zakladnim zavérem je, ze velka ¢ast studentti ma tuseni
o zékladnich vlastnostech a aplikacich, ale neni schopna je formulovat presné. Na-
vic se omezuji na zakladni poucky o te¢né ¢i obsahu plochy. Takto hrubé ¢i vagni
znalosti jsou podle nas pravdépodobné pric¢inou, ze za zajimavé D&I povazuje
jen asi 9 z 10 zak.

Z3ku zZna tusi nezna
geometrickou interpretaci derivace 37 49 26
vzorec per partes 43 26 43
Z4kt zna Siroké | zékladni | z4dné
vyuziti derivace 17 69 26
vyuziti integralu 13 82 17
73kt zna jsou vsude | Siroké | zakladni | zadné
vyuziti D&I ve fyzice 14 30 45 23

Tabulka A.4: Objektivni znalosti zaku, ktefri prosli vyukou D& 1.
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Zavery z testu objektivnich znalosti jsou neutésivé, nebot rikaji napr., ze témeér
¢tvrtina zakl neni schopna po vyuce derivaci ani ¢astecné vysvétlit jeji geometri-
cky vyznam coby smérnice tec¢ny, pricemz pravé odsud se k definici derivace pri-
jde. Podrobnéji interpretujeme hodnoty srovndnim subjektivniho a objektivniho
vnimani, které je detailné rozepsané v tabulce A.5. Jelikoz vétsina studenti de-
klarovala, ze D&I rozumi, hodnoty jsou podobné.

Ze 112 lidi, ktefi o sobé tvrdi, Ze derivace chapou, témér ¢tvrtina neprokazala
ani priblizné jeji geometricky vyznam. Podobné s integraly, kdy asi 30% zaku
tvrdi, ze ovlada aritmetiku derivaci a integralii, ale neni schopno ani priblizné
vyjadrit vzorec integrace per partes. Souhrnné tvrdime, ze znalosti zékt jsou ilu-
zorni. Domnivame se, Ze nesoulad subjektivniho a objektivniho hodnoceni spociva
ve dvou vécech. Jednou z nich je prehnané sebehodnoceni zéka (vzniklé nedosta-
teénym vzdélanim?) a druhou to, ze zak nejspis umi jen mechanicky vypocitavat
jednoduché priklady typu ,,Zderivuj f!“ To ovsem je situace, kterd neni zadouci,
radi bychom, aby zaci dosli hlubsimu porozuméni a znali praktické vyuziti D&I,
coz jich prokazalo jen asi 15%. Zhruba dvojndsobnou tispésnost v znalostech apli-
kaci maji ti zaci, ktefi o sobé tvrdi, Ze si uvédomuiji roli D& v celé SS latce. Prave
proto povazujeme propedeutiku za vyznamny kli¢ k vyuce D&I. Domnivame se,
ze presvedceni zaku o zvladnuti latky je oprené o vypocty snadnych priklada
napt. na derivace polynomi, jednoduché priklady tfeba na derivaci polynomu by
mohli zvladnout, ale napt. 35% zéku (ktefi podle svych slov integraly pochopili!)
neni schopna ani priblizné udat vzorec integrace per partes. Nelze proto podceno-
vat prehnané sebevédomi zakti, nejspise i s mechanickym pocitanim mohou mit
problémy, ale nejsou si toho védomi. To by méli mit na zfeteli hlavné ucitelé na
VS, ktei{ pfedpokladaji ur¢itou znalost infinitesimalniho poétu.

Je tfeba upozornit, ze zak mohl nékteré otazky nepochopit ¢i si je vylozit
po svém. To by se mohlo podepsat napt. na konfrontaci: ,,Ovladam pravidla pro
aritmetiku D&I,“ tvrdi a vzorec integrace per partes zak zna/tusi/neznd. Zak
nemusel do svého konceptu pravidel aritmetiky integrali zahrnovat véty o sub-
stituci a per partes. A mozné je ze SS ani neznal. Pro vysoké relativni zastoupenf
negativnich vysledkt se ovSem domnivame, ze riziko chybného vylozeni neni ma-
joritni pric¢inou. Tu spatiujeme ve skuteénych (ne)znalostech, coz bychom ziskali
interpretaci pouze tabulky A.4 objektivniho testu znalosti. Je smutnym faktem,
ze asi 23% zaku neznd zadnou aplikaci derivace a 8% neformuluje ani jedinou
aplikaci integralu. Drtiva vétsina zakt alespon uvedla ty zdkladni, které slouzi
jako motivace pro vystavbu latky, tj. urc¢eni te¢ny ke grafu, urc¢eni obsahu plochy
pod kfivkou, urc¢eni rychlosti pohybu, analyzu pribéhu funkce atp. Pokrocilé zna-
losti jako napf. urceni prace, momentt setrvacnosti ¢i reseni optimalizac¢nich tiloh
piitom lze na SS zédktm uspésné predat, o ¢emz sveddl asi 15% resp. 14% procent
zakl, ktefi tyto aplikace derivace resp. integralu uvadeéli. Zajimavym fenoménem
je aplikace D&I ve fyzice, kdy 12,5% zéku tvrdi, Ze je nalézd vSude. Neni sice
objektivné podlozené, ze o takovych aplikacich maji konkrétni povédomi, ale po-
kud je presto zapocitame k tém, kteri fyzikalni aplikace alespon v naznaku znaji,
zbyva necelych 17% zéku, ktefi nejsou schopni udat jediné propojeni D& s fyzi-
kou. I toto cislo ale povazujeme za vysoké, protoze fyzikalni problémy jsou velkou
inspiraci pro D&I a také jich bohaté vyuzivaji k reseni kazdodennich problém.

Déle konkrétni hodnoty nerozebirame, nechavame na ctenéri, aby si poskyt-
nuta data interpretoval sam. Uzavirame dotaznikové Setfeni tim, Ze zaci, ktefi
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Situace pocet relativni
odpovédi | zastoupeni

"Derivaci jsem pochopil," tvrdi a Zn?, 37 33,04%
T . .. tusi 49 43,75%
geometricky vyznam derivace zak p— 96 93.91%
"Integral (urcity nebo neurcity) ZNné 43 40,57%
jsem pochopil," tvrdi a tusi 26 24.53%
vzorec integrace per partes zak nezna 37 34,91%
"Ovladam pravidla pro aritmetiku Zna 39 43,82%
D&I," tvrdi a vzorec tusi 23 25,84%
integrace per partes zak nezna 27 30,34%
Desvac jsem pochopl” bxdia R gty
jejl aplikace zak zna Sz g 56 93.91%
"Integral (oba, urcity i neurcity) siroké 13 13,54%
jsem pochopil," tvrdi a zakladni 75 78,13%
jeho aplikace zak zn4 zadné 8 8,33%
"Derivaci i integral (uréity i neurcity) Jsou Ysude 12 12,50%
jsem pochopil," tvrdi a jejich aplikace siroke 28 29,17%
Frice 74k ' zakladni 40 41,67%
Ve lyzice zak zna 7adné 16 16,67%
jsou vsude 10 11,76%
"D&I v latce SS rozpoznavam," tvrd{ | Siroké 23 27,06%
a jejich aplikace ve fyzice zak zna zakladni 39 45,88%
zadné 13 15,29%

Tabulka A.5: Konfrontace subjektivniho a objektivniho hodnoceni studentii.
Napr. asi 35% zaku uvadi znalost integrdlu, ale vzorec pro integraci per partes

nedokézali ani naznacit.

jdou studovat matematicko-fyzikalni obory, o sobé v drtivé vétsiné tvrdi, ze po-
jmy jako derivace, integral ¢i limita chapou, ovladaji. Bohuzel to obvykle znamena
tzv. biflovani bez hlubsiho porozumeéni. Velkym problémem je, ze az ¢tvrtina zakua
odchézi z bran SS s védomim, Ze "viemu rozumi", ale neznaji zadné aplikace. Dalsi
zhruba dvé tretiny se vyjadiuji vagné a znaji jen zakladni aplikace, kde podle kva-
lity poskytnutych odpovédi lze pochybovat o jiném nez povrchnim porozuméni

a memorickém pristupu.
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B. Posloupnosti a rady

Posloupnost a rada slouzi jako fundament pro stavbu budoucich znalosti D& 1.
Latku mtzeme do jisté miry vynechat, upravit a "osidit", coz je ovsem nevhodné,
protoze umoznuje zakovi ziskat fadu uzitecnych prekonceptii. Nepochybné zaji-
mavym fenoménem této latky je, Ze vétsina pojmi na SS zlstava nedefinovana,
uciteli tak nezbyva nez se odkazovat na intuitivni chapani pojmu. My se zde
proto pokusime predstavit latku v duchu formélniho jazyka, i kdyz je jasné, ze
neni mozné uspét. Vychazime ovSem z presvédcéeni, ze prace ve stylu definice-
véta-dikaz muze byt pro zaka prinosnou novinkou prave ve chvili, kdy se bavime
o intuitivné chapanych pojmech. Proto latku prezentujeme jako ucebni text, jak
by mohl doplnit, pfipadné misty nahradit napt. text v [M29], ale pfipomindme, ze
jde spise o prehled pro ucitele. V této podobé by samoziejmé vyzadoval doplnu-
jici vyklad, sady procvicovacich prikladi atd., ale zdtiraznujeme, ze cilem tohoto
dodatku je spise se uvést do obrazu o pojmech a zakladnich faktech.

Definice 13. Posloupnosti rozumime usporidany sled cisel, at uz konecny ¢i ne-
konecny. Jeji cleny indexujeme po radé prirozenymi cisly. n-clennou konecnou
posloupnost, jejiz i-ty prvek je a;, oznacujeme ndsledujicim zpiusobem:

(%’)?:1 ) (Bl)

pro nekonecnou posloupnost se symbol n nahradi symbolem oco. Nemuze-li dojit
k nedorozumeéni v indexovani clent, lze zkratit zdpis (a;); zahrnujici oba pripady.
Posloupnost lze zadat vyctem, explicitnim vzorcem pro n-ty clen ¢i rekurentnim
vztahem.

Priklad. Nekonecna Fibonacciho posloupnost je dana rekurentnim vztahem:
F1 =1 s F2 = ]_, Fn+2 = Fn + Fn+1 pro Vn € N (BQ)

Pozndmka. Lze se setkat s odlisSnym indexovanim c¢lenti posloupnosti motivova-
nym praktickymi divody. Posloupnost pak miize mit nulty ¢len nebo tfeba tvar
(ai)?:_5. Jde pouze o prejmenovani indexu, stejné tak lze psat napr. (a;),—, dle
potteby.

Specialnimi pripady posloupnosti jsou:
* posloupnost aritmetickd < (3d € R)(Vn € N)(ap41 — a, = d),
rozdil d nazyvame diference;

o posloupnost geometrickd < (g € R)(Vn € N)(= = ¢), prifemz tato

an

posloupnost nema zadny ¢len roven nule, podil ¢ nazyvame kvocient.

Definice 14. Posloupnosti vybranou z posloupnosti (a;), rozumime libovolnou
posloupnost (b;), takovou, Ze existuje rostouci posloupnost prirozenych cisel (k;),
takovd, Ze

(Vi € N)(b; = ay,). (B.3)

Definice 15. Radou rozumime soucet cleni jisté posloupnosti (a;)?_,. Znacime

n

Zai::a1+a2+~~—|—an, (B4>
i=1
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kde pro nekonecnou radu analogicky zapisujeme oo namisto n. Podobné jako u po-
sloupnosti téz zkracujeme Y, a;. Jednotlivé scitance rady nazyvdme cleny rady.
Pro libovolnou 1adu Y77 a; a prirozené k < n ddle definujeme tzv. k-ty castecny
soucet s, jde o soucet pronich k clenid rady:

k
SE= U (B.5)
=1

Pozndmka. k-té ¢asteéné soucty tvori posloupnost (ag)p_,, kterd umoznuje 1épe
porozumét fadam pfi jejich analyze.

Pozndmka. Uréit ¢iselnou hodnotu fady (tj. obvykle nekoneéného souctu) neni
mnohdy jednoduché, mezi netrivialni priklady patii

S | 7.‘_2

o ¢emz se lze presveédcit az po zvladnuti pojmu fourierovské transformace. Presto
je tato latka v matematice nesmirné uzitecna.

Pozndmka. U mnohych fad neni na prvni (a mnohdy ani dalsi) pohled jasné, zda
soucet existuje. Pro pifklad lze vzit fadu s ¢leny a; = (—1)"i. Pokud bychom
vzali vSechny kladné cleny, soucet bude nekonecny, soucet vsech zapornych clentu
dospéje k —oo. Rozdil téchto dvou nekonecen je neurcity vyraz, coz bychom mohli
chapat jako nas lidsky artefakt preusporadéani c¢lenti. Pokud fadu chapeme jako

(=14+2)+(-34+4)+(-5+6)+---=1+1+1+--- = oo, dostaneme prave
opac¢ny vysledek, nez pii zapisu —14+(2—3)+(4—5)+(6—-7)+---=—-1—-1—-1—
1 —-.. = —o00. Neuspéjeme ani s jinym pristupem kontrolujicim ¢astecné soucty:

s51=—1,8=—142=1s3=—-14+2—-3=-2,54=—14+2-34+4=255 =
—14+2—-344—-5=-3,.... Az zde je ovsem vidét fundamentalni matematicky
zadrhel. S kazdym dal$im parem clent se soucet v absolutni hodnoté zvétsuje
a podle sudosti/lichosti méni ¢asteény soucet znaménko. S¢éitani "do nekonecna'
tedy neméd smysl, protoze nemiize doj