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Uvod

V této préci se soustredime na modelovani velkych dat a s tim spojené vyzvy
pro mnohorozmérnou statistickou analyzu. Vzhledem k rapidnimu ristu dato-
vych skladi a rozmachu informacnich technologii se oblast zpracovani a analyzy
dat v soucasnosti tési znacné pozornosti. V praxi se setkavame s tim, ze stale
vice a vice znakil je méreno na kazdém jednotlivci a ve vyslednych datech je na-
konec vyrazné vice proménnych (méfenych znakt) nez pozorovani (jednotlivet).
Typickym ptikladem je genetika nebo molekularni biologie, kde jsou pro kaz-
dého jednotlivce méfeny miliony genti. Dalsim prikladem je zpracovani signalu
nebo konkrétnéji zpracovani obrazu, ve kterém kazdy snimek obsahuje miliony
pixelt. V této mnohorozmérné situaci vyvstava rada problémii se zpracovanim
dat. Problémy se navic stale prohlubuji, jelikoz podil genomu méreného pomoci
genetickych ¢ipli stejné jako rozliSeni obrazu se neprestavaji dale zvysovat.

Mnohorozmeérna statistika tudiz prochazi dramatickym vyvojem, prizptisobu-
jic se velmi vysokému poctu parametri. Je-li pocet proménnych vyssi nez pocet
pozorovani, narazi klasické statistické metody na problém takzvaného prokleti vy-
soké dimenze. Pokud je dimenze dat vysoka, konstantni mnozstvi Sumu v jednot-
livych dimenzich se z hlediska uvazované tlohy typicky kumuluje. Standardnim
prikladem je odhad kovarianéni matice. Pokousime-li se odhadnout kovariancni
matici na zdkladé n pozorovani z p-rozmérného rozdéleni (napiiklad normélniho),
potfebujeme odhadnout fddové p? parametri. Je-li p vyss$i nez n, mize byt vybé-
rova kovarianéni matice spatnym odhadem skutecné kovarian¢ni matice. Dalsim
prikladem je tloha odhadu regresnich parametri ve standardnim linearnim mo-
delu. Z pohledu malého fixniho p a relativné vyssiho n je tento model v mnohych
aplikacich brany za prilis restriktivni. V mnohorozmérné situaci pri n > p je
naopak prilis flexibilni a tato flexibilita muze vést k velmi Spatnému odhadu re-
gresnich koeficienti. Tento jev nazyvame overfitting.

Klasicka statistickd inference se tedy v pripadé p > n neobejde bez dodatec-
nych predpokladii. Nejcastéjsim predpokladem je ridkost uvazovanych model,
kterd prirozené vyvstava v mmnoha aplikacich. V této praci pod pojmem Fidkost
rozumime, ze mnoho z odhadovanych parametri je ve skuteénosti nulovych, coz
je nejcastéjsi, nikoliv vsak jediny pohled na ridkost. Z pohledu regresniho modelu
predpoklad ridkosti vyjadiuje o¢ekavani, ze mnoho proménnych nema primy vliv
na odezvu. V pripadé odhadu kovarianéni matice predpoklad fidkosti znamena,
7e mnoho proménnych je vzadjemné nekorelovanych. Ridkost je veelku piiroze-
nym predpokladem v mnoha aplikacich. Zkoumame-li napriklad geneticky piivod
neékterych chorob, pritomnost dané nemoci jisté nezavisi na celém méreném ge-
nomu. Prestoze ani s predpokladem fidkosti dopredu nevime, které parametry
jsou nulové, tidkost se ukazuje byt statistikovou spasou v jinak beznadéjnych
tlohdch hleddni mnohorozmérného odhadu“ (Berthett a Rigollet, 2013).

Bohuzel, mnohé vypocetné jednoduché procedury se za dodateéného predpo-
kladu fidkosti stavaji vypocetné narocnymi. Zatimco odhad parametrtt v normal-
nim linearnim modelu lze snadno nalézt v polynomialnim case, pri omezeni poctu
nenulovych koeficientti se tloha stava NP-tézkou. V takovém pripadé se jedna



o znamy problém soucasného vybéru a odhadu proménnych v regresnim mo-
delu, jehoz presné reseni vyzaduje kombinatorické hledani pres vsechny prislusné
velké podmnoziny proménnych. Odhad parametri spojeny s vybérem relevant-
nich proménnych v regresnim modelu hraje ve statistickém modelovani tustredni
roli, jelikoz mnoho 1loh na néj lze prevést.

My se v této praci vénujeme analyze hlavnich komponent (AHK) za dodatec-
né¢ho predpokladu tidkosti, kterou lze také v jistém smyslu prevést na regresni
ulohu soucasného vybéru a odhadu proménnych. Soustfedime se tedy na pro-
pojeni AHK s penalizacnimi metodami pro linearni model, které bézné slouzi
k Teseni ulohy soucasného vybéru a odhadu regresnich parametri.

Cilem AHK je komprese dat neboli redukce dimenze. Mnohdy se pokousime
o vyrazné snizeni dimenze z diivodu vizualizace. Tato redukce dat spociva v nale-
zeni nékolika nekorelovanych linedrnich kombinaci proménnych (takzvanych hlav-
nich komponent, HK), které zachycuji co nejvice rozptylu v datech. AHK je velmi
popularni a dilezitda metoda pro zpracovani dat. Nachazi uplatnéni prakticky ve
vSech védnich odvétvich, ve kterych se vyskytuji mnohorozmérna data. AHK
je bézné pouzivana pii zpracovani signalu, v meteorologii, politologii, financich
a mnoha dalsich odvétvich. Priklady pouziti této metody zahrnuji nejrtiznéjsi
aplikace strojového uceni, jakymi jsou systémy pro rozpoznavani tvare, klasifi-
kace textu, odstranéni Sumu ve zvukovém zdznamu a mnoho dalsich. Z pohledu
statistiky slouzi AHK casto jako metoda predzpracovani dat pro naslednou shlu-
kovou analyzu, klasifikaci nebo regresi. Vycerpavajici prehled vyuzitelnosti AHK
neni mozné poskytnout.

V mnohorozmérné situaci vyvstavaji dva zasadni problémy AHK. Zaprvé,
kazda HK je typicky linearni kombinaci vSech ptivodnich proménnych, coz kompli-
kuje interpretaci samotnych vystupt i pripadnych datovych analyz, které mohou
nasledovat. Tento interpreta¢ni problém AHK je relevantni i z pohledu stredné
velkého poc¢tu proménnych. Zadruhé, z mnohorozmérného asymptotického po-
hledu, kdy pocet proménnych p jde do nekonecna rychleji nez pocet pozorovani
n, je AHK takzvané silné nekonzistentni. Prakticka implikace tohoto teoretického
poznatku je takova, ze v pripadé p > n nelze povazovat vysledky ziskané AHK
za prilis spolehlivé.

Predpoklad tidkosti muze zlepsit situaci i v pripadé AHK. Analyza tidkych
hlavnich komponent (ARHK) predpoklada, 7e kazd4d HK je iidka, tj. je kombi-
naci pouze malého poc¢tu proménnych. Predpoklad ridkosti rozsituje pripady, kdy
je metoda konzistentni, a z praktického pohledu vyznamné zlepsuje interpretova-
telnost AHK. Nicméné, zatimco obycejna AHK je jednoduchy problém fesitelny
v polynomialnim ¢ase, ARHK je NP-t&zky problém. Proto bylo v uplynulych le-
tech vyvinuto velké mnozstvi algoritmii, které se snazi najit sub-optimalni feseni
této tézké tlohy. V této praci se vénujeme pravé hledani feseni ARHK pomoci
penaliza¢nich metod pro regresni model. Stavime pritom na faktu, ze AHK lze
prevést (ve smyslu, ktery bude specifikovan pozdéji) na regresni problém, ve kte-
rém lze uzit pestré skaly penaliza¢nich metod k vynuceni ridkosti.

Nase prace je koncipovana nasledovné. V prvni kapitole pripomindme metodu
AHK a ve druhé kapitole uvadime prehled casto pouzivanych penalizacnich me-
tod. Ve treti kapitole diskutujeme predpoklad fidkosti a jeho implikace pro AHK



a také predstavujeme nékolik algoritmt pro ARHK. Zatimco prvni t¥i kapitoly
jsou kompilacni, vlastni piinos autora je obsazen ve zbylych tiech kapitolach.
Ve ¢tvrté kapitole predstavujeme nekonvexni penalizacni funkci a tuto penalizaci
vyuzivame v regresnim schématu pro AHK. Vysledkem je novy algoritmus pro
ARHK, jehoz konvergenci dokazujeme v téze kapitole. V paté kapitole prova-
dime simulac¢ni studii, ve které porovnavame nami navrzeny algoritmus s existu-
jicimi algoritmy diskutovanymi ve tieti kapitole. Konecné, sestd kapitola sestava
z aplikace studovanych algoritmi na redlna data, konkrétné na hlasovani poslanct
Parlamentu Ceské republiky.
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1. Analyza hlavnich komponent

Analyjza hlavnich komponent (AHK) je zndmé metoda zmény proménnych,
kterou nejcastéji uzivime za tcelem snizeni celkového poc¢tu proménnych za cenu
co nejmensi ztraty informace. Reprezentace dat v prostoru nizsi dimenze je kli-
¢ova nejen pro vizualizaci, ale také pro zefektivnéni pripadné nasledujici datové
analyzy.

Cilem AHK je nalézt linedrni kombinace puvodnich proménnych (tzv. hlavni
komponenty, HK), které jsou nekorelované a zaroven vysvétluji co nejvetsi podil
rozptylu v datech. Pokud si ponechame pouze prvnich nékolik HK a vytadime
zbyla data, projektujeme tim puvodni data do podprostoru nizké dimenze, ktery
aproximuje puvodni data (tzv. hlavni podprostor). Jelikoz se AHK soustfedi na
rozptyl v datech, tzce souvisi s (vybérovou) kovarianéni matici; koeficienty line-
arnich kombinaci, které urcuji HK, jsou vlastni vektory (vybérové) kovarianéni
matice. Tyto vektory tvori ortonormalni bazi hlavniho podprostoru.

Prestoze pivod AHK saha az na pocatek dvacatého stoleti ke Karlu Pearso-
novi (1901), tato metoda nabyva s rozmachem strojového uceni na stéle vétsi
dilezitosti, a rtizna jeji rozsiteni jako analyza funkcionalnich hlavnich komponent
nebo analyza Tidkych hlavnich komponent jsou dosud rozvijena.

Jak uvidime v této kapitole, existuje nékolik ekvivalentnich zplisobti zavedeni
a hledani hlavnich komponent. V pripadé HK budeme rozlisovat mezi populacnimz
HK a vygbérovymi HK, na které lze v jistém smyslu nahlizet jako na odhady
téch populacnich. Pridomky populacni a vgbérové pritom vypoustime, pokud je
z kontextu jasné, které z HK mame na mysli.

Ohledné prijimanych konvenci upozornujeme ¢tenare na sekci A dodatkt, kde
je vysvétleno pouzivané znaceni jako doplnék k seznamu pouzitych zkratek.

1.1 Populac¢ni hlavni komponenty

7 populacniho hlediska jsou HK standardizované nekorelované linedrni kom-
binace puvodnich proménnych, které maji po fadé maximalni mozny rozptyl.

Definice 1.1. Necht X3, ..., X, jsou ndhodné veliciny, a 3 € RP*? je kovarianc¢ni
matice ndhodného vektoru X = (X1, ..., X,)". Populacéni hlavni komponenty jsou
linedrn{ kombinace proménnych 7, = alX,..., 7, = a;gr X, pro které plati

a; = argmax w'XZw st |wl=1

weRP
a
a, = argmax w'Xw s.t. ||w|,=1,
weRP

wla; =0, j=1,....k—1,

pro k = 2,...,p. Vektory ay, ..., a, se nazyvaji populacni ndaboje.
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Nyni si ukazeme, ze HK lze hledat pomoci spektralniho rozkladu kovarianéni

matice (viz véta v dodatcich).

Véta 1.2. Necht X je ndhodny vektor s kovarianéni matici 3 € RP*P. Necht ¥ =
ALAT je spektralni rozklad kovarianéni matice. Pak vlastni vektory ay, ..., a,
jsou hledané popula¢ni naboje.

Ditkaz. Necht 7, = aJX,...,Z, = a; X. 7 definice vlastnich vektori plati

a;-rak = 1=y Déle, pro j € [p| plati

var(Z;) = Var(a]TX) = ajT var(X)a; = ajTEaj = lja;-raj =1;. (1.1)

Tim méme nekorelovanost HK a spravné potradi ndboju (po fadé se snizujici
rozptyly). Zbyva ovérit maximalitu.

Necht k& € [p] a ¢ € RP je takové, 7e c'c = 1, a ¢’ X je nekorelované s
a]X,...,a] | X. Chceme ukézat, Ze var(c'X) = c'Xc je maximalizovdn pro
C = ag.

Vyjadreme c vzhledem k ortogonalni bazi A jako

c=oa +...+ 03, =Aa,

p
kde « € RP a Y a? =1, takze c'c = 1.
=1

Potom
var(c'X) =c'Sc=c'ALA'c

JelikoZ cTA = aTATA = T, dostavame var(c' X) = i lia?.

Aby bylo ¢" X nekorelované s a] X, ... ,a] X, musi byt a; = 0 proi € [k—1].
p
Navic, Z a =1lal; > ... > 1, tudiz rozptyl var(c T./'\f') Z Z l; oz
je max1mahzovan pro volbu o =1 a o; = 0 pro ¢ # k. Tim padem c= ak O]

Piiklad 1.3. Necht X ~ N(0,X) s kovarianéni matici

5 - (5/2 3/2>. (1.2)

3/2 5/2
Vlastni vektory X a tudiz i ndboje jsou a; = (%,%)T aay = (— %,—%) , vlastni

¢isla jsou Iy = 4 a l; = 1. Na obrazku vlevo jsou vyznaceny vrstevnice (ve
tvaru elips) hustoty daného dvourozmérného norméalniho rozdéleni. Néboje tvori
osy téchto elips. Prvni naboj je hlavni osa elipsy. Reprezentuje smér nejvétsiho
rozptylu, tj. smér, ve kterém hustota normalniho rozdéleni klesa nejpomaleji. Jak
je vyznaceno na obrazku, relativni délka hlavni a vedlejsi osy kazdé elipsy je dana
odmocninami vlastnich éisel v/1; a v/Is. A

Poznamka 1.4. Jak je vidét jiz z definice [I.T], u ndboji nezalezi na znaménku.
Jsou-li vlastni ¢isla kovarianéni matice riiznd, jsou vlastni vektory urceny jedno-
znacné az na znaménko, a to samé tedy plati i pro naboje a HK. Pokud vlastni
¢isla nejsou rtizna, ndboje prirozené dédi nejednoznacnost vlastnich vektort; ta

12
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Obrazek 1.1: Vievo: Populacni HK v dvourozmérném pfikladu Vpravo: Vybérové HK
v dvourozmérném piikladu urcené z ndhodného vybéru rozsahu n = 100.

se pak prenasi i na HK. Ddle, ndboje ani HK nejsou invariantni vzhledem k li-
nearnim transformacim dat. Konkrétné, HK vypoctené z kovarianéni a korelacni
matice se obecné lisi. Toto je znama neprijemna vlastnost AHK, jelikoz interpre-
tace AHK se muze znacné lisit napriklad v zavislosti na pouzitém méritku. My
vsak budeme vzdy pracovat s kovarianéni matici a pro detailni diskuzi problému
odkazujeme na Jolliffe (2002). o

Poznamka 1.5. Kdyz nyni vime, Ze naboje jsou vlastni vektory kovariancni
matice, 1ze snadno ukazat, ze hlavni komponenty jsou nekorelované:

cov(Z;,Z;) = cov(aiTX,a]TX) —a, var(X)a; = aZ-TEaj = ll;—y.

%

Dtvodem hledani populacnich HK je typicky snaha o reprezentaci mnoho-
rozmérné nahodné veli¢iny v prostoru nizsi dimenze. V situaci z definice se
prirozené nabizi reprezentovat ndhodny vektor X € RP pomoci ndhodného vek-
toru Z = (Zy,...,7Zx)" € R¥ pro n&jaké K < p. Otazkou je, jak volit K.

V praxi se Casto setkdvame s volbami K = 1 (jednorozmérny signél pozorovany
v jisté bazi), K = 2 nebo K = 3 z duvodu vykresleni dat. Z rovnosti (1.1)) vyplyva,
ze rozptyl vysvétleny j-tou hlavni komponentou je roven j-tému vlastnimu ¢islu
kovarianéni matice a snizuje se se zvysujicim se j. Pokud tedy nemame néjaké
zvlastni pozadavky na volbu K, mtzeme volit K jednim z nasledujicich zptsobi.

1. Postupné zvysuj K dokud prvnich K hlavnich komponent nevysvétluje do-
statecny podil celkového rozptylu, tj. dokud (i + ... +Ix)/(li + ... + 1))
neni blizké jedné.

2. Postupné zvysuj K dokud rozptyl vysvétleny (K + 1)-ni HK neni zanedba-
telny, tj. dokud lx41/(l1 +. .. +1,) neni blizké nule. S touto strategii souvisi
slavny elbow graf, viz Jolliffe (2002), sekce 6.1.3.
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1.2 Vybérové hlavni komponenty

Nyni méjme matici pozorovanych dat X € R"™*P. Vybérové hlavni komponenty
jsou definovany analogicky jako jejich populacni verze. Jsou to nekorelované line-
arni kombinace sloupcit matice X, které maji po fadé maximalni mozny rozptyl.
Formalné 1ze vybérové HK definovat jako populacni HK s tim, ze skutecna kova-
rian¢ni matice je nahrazena za vybérovou.

Definice 1.6. Necht X = (xV] ... [x™)T je centrovans matice dat a 3 = 1XTX
je vybérova kovarianéni matice. Vybérové hlavni komponenty jsou linedrni kom-

binace pozorovanych vektort z; = Xay, ..., z, = Xa,, pro které plati
a, = argmax w'Lw st. [wly=1
weRP
a A
a, = argmax w'Xw s.t. ||w|y=1,
weRP

w'a; =0, j=1,...k—1,

pro k = 2,...,p. Vektory ay, ..., a, se nazyvaji vybérové ndaboje.

Poznamka 1.7. Naboje jsou normované a tedy mizeme v optimalizac¢nich tlo-
héch v piredchozi definici psat XTX misto . Ze stejného diivodu nezélezi na tom,
zda vybérovou kovarianén{ matici 3 definujeme jako +XTX nebo —=XTX.

%

Oznaceni vybérovych naboji stejnymi pismeny, jakymi jsme znacili v pred-
chozi sekci populac¢ni naboje, pouze se striSkou navic, vyjadruje, Ze na vybérové
naboje se divame jako na odhady naboji populac¢nich. Ve stejném duchu budeme
znadit spektraln{ rozklad vybérové kovariancni matice jako & = ALAT. Véta
zustava platna i pro vybérové HK, pouze se spektralnim rozkladem vybérové ko-
varian¢ni matice. Podobné poznamka |1.4]je platnd i pro vybérové HK a vybérové
naboje.

Piiklad 1.8. Necht x| ... x™ je ndhodny vybér o rozsahu n = 100 z rozdéleni
N(0,%), kde X je jako v piikladu [I.3] Spektralnim rozkladem vybérové kovari-
andni matice & = %XTX lze opét urcit naboje. Viz obrazek pro konkrétni
realizaci.

Vybérové HK jsou opét nekorelované. Diuvodem hledani HK je snaha o re-
prezentaci mnohorozmérnych dat z RP v prostoru nizsi dimenze K, na coz lze
nahlizet také jako na kompresi dat. Nejcastéjsim motivem je pritom vizualizace
dat v prostoru dimenze K = 2 nebo K = 3. Pro jiné nez vizualiza¢ni ucely
probihé volba K analogicky jako pro popula¢ni HK podle vysvétleného rozptylu.

Cim se viak vybérové HK lisi od populac¢nich, je to, Ze neni tieba viibec pra-
covat s kovarianéni matici, lze si vystacit pouze s matici dat X. Toto je vyhodné
zejména v pripadé p > n, kdy muze byt kovariancni matice obrovska. Namisto
spektralniho rozkladu kovarianéni matice lze pracovat se singularnim rozkladem
matice dat (viz véta v dodatcich). Singularni rozklad nabizi (ve vybérovém
nastaveni) efektivni zptsob, jak nalézt HK, jejich rozptyly i ndboje v jednom.
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Lemma 1.9. Necht X € R™P, rank(X) = 7 € Nanecht X = UDVT U € R"",

= diag(d;)i_, € R™", V € RP*" je singularni rozklad matice X. Pak pro
prvnlch r vybérovych hlavnich komponent plat{ z; = d;u; a var(z;) = d?/n pro
t=1,...,r,avy,..., Vv, jsou prislusné ndboje. Navic, je-li » < p, jsou zbylé hlavni
komponenty nulové.

Diikaz. Necht & = ALAT je spektraln{ rozklad matice 3. Ze singuldrnfho roz-
kladu matice X dostavame zaroven

o |
$ = 1XTX = ~VDUTUDV = V diag ( d2> VT
n n

=1

Tedy je-li 7 = p, musi byt primo A=VaL=D. Jelir < p, musi platit
lr+1 = ... =1, =0, tudiZ musi byt alesponl a; = v; a l = d2/n proi=1,....,r.
Zbyva tedy overit nulovost zbylych HK. Pro ¢ = 1,...,r mame

= Xa; = UDV'v, = UDe; = d,Ue; = d,u;.

Navic, je-li » < p, pak pro ¢ = r + 1,...,p plati a; Lv; pro vSechna j < ¢,
a tudiz

z; = Xa, = UDV'a, = UD0 = 0.
Tim je dikaz hotov. O

1.3 Hlavni komponenty a nejmensi ¢tverce

Pro data xM, ..., x(™ € R? uvazujme aproximaci
D~ pu+Qu, i=1,...,n,
kde p € RP, Q € RP** je ortonormdlni matice, a v; € R¥ proi = 1,...,n.

Cilem je tedy nalézt k-dimenzionalni aproximaci nasich p-dimenzionalnich dat.
Jako miru kvality aproximace zvolime rezidualni soucet ¢tverci.

Nasim cilem je najit vektor p, ortonormalni matici Q, a koeficienty v; takové,
aby rezidudlni soucet ¢tvercu

Z 1 — (1 + Qi) I3 (1.3)

byl co nejmensi. Bez jmy na obecnosti predpokladejme, Ze data jsou vycentro-
vana a tudiz g = 0. Potom chceme nalézt Q jako reseni dlohy

arg min Z 9 — Qu|? st. QTQ =1 (1.4)

QeRP*k py,eRF i=1

Derivace ucelové funkce (1.4)) podle v; je

QT(X(i) - QVi)'
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Polozime-li tuto derivaci rovnou nule, dostavame s vyuzitim ortonormality Q, Ze

Q'x" =Q"Qu; = v (1.5)
Dosazenim rovnosti v; = QTx® zpét do ticelové funkce z (1.4) dostavame tilohu
pouze pro Q:

argmin 3> [x — QQTXV| st QTQ-L (1.6)
1

QeRPXF p;cRF 1=

Matice QQT je projekéni matice do prostoru s bazi tvoienou sloupci Q. N4-
sledujici lemma 11ké, Ze tyto sloupce jsou rovny nabojim.

Lemma 1.10. Necht xV, ... x(™ € RP, necht K < rank(X), a X = UDVT
je singularni rozklad matice X = (x(V]...|x(")T. Pak feSenim tlohy (L.6) je
Q = (V1| c. |VK)T.

Diikaz. S vyuzitim Frobeniovy normy a operatoru stopy matice (viz definice
a poznamka [B.7) mizeme psat

S x® - Qx5 = X - XQQ"|%
=1

= tr ((X -XQQ")' (X - XQQT)>
= tr(X"X) - 2tr(X"XQQ") + tr(QQTXTXQQ")
=tr(X'X) — tr(Q'XTXQ).

Namisto minimalizace ucelové funkce z (|1.6) tedy muzeme maximalizovat funkci
tr(QTXTXQ). S vyuzitim singuldrnfho rozkladu navic dostdvame

tr(Q'X'XQ) = tr(Q'VDUTUDV'Q) = tr(Q"VD?*V'TQ). (1.7)

__ Nyni by mélo byt vidno, Ze Q maximalizujici posledn{ ¢len v (1.7) je préve
Q = (v1|...|vk)T. Pro tuto volbu Q je hodnota posledniho ¢lenu v (1.7) rovna

K d?. Vzhledem k uspotadani singularnich ¢isel d; > dy > ... a ortonormalité

Q pritom zfejmé vyssi hodnoty dosahnout nelze . O]
Vsimnéme si, ze tloha (1.6]) je téz ekvivalentni nasledujici tloze aproximace
matice matici nizké hodnosti:
argmin || X — X,[|% s.t. rank(X,) = K. (1.8)
X . ERn*P ’
Dle Eckartovy-Youngovy-Minského véty (viz véta v dodatcich) je TeSeni
— K
ulohy 1} dano ofiznutim singuldrniho rozkladu matice X, tj. X, = > dyu;v].
i=1
Naopak pro tlohu (1.6) vime jiz z lemmatu [1.10] Ze Q = (v4|...|v}). Hlavni

komponenty pak snadno obdrzime prendsobenim naboji matici X tak jako v de-
finici [L.6l
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Poznamka 1.11. Uvazujme nyni speciélni ptipad tlohy (1.8)) pro K = 1, ktery
lze zapsat jako
min [ XTX —ww'|% . (1.9)

weRP

Jelikoz

[XTX —ww'||5 = tr ((XTX —ww )T (XtrX — WWT))
=tr(XTXX"X) — 2tr(X"Xww') + tr(ww' ww')
= tr(X"XX'X) — 2w ' X "Xw + ||w][3,

uloha ([1.9)) je ekvivalentni dloze

min - —wTXTXw + 3] wl;. (1.10)
Vsimnéme si, Ze kdybychom nyni vyndsobili i¢elovou funkci ¢lenem 1/n
a presli z neomezené optimalizacni formulace k omezené zavedenim omezeni
|wl|2 = t, dostali bychom presné tilohu hledéni prvni vybérové HK z definice
[L.6] Pritom z tilohy je nejsnaze vidét, ze vsechny tyto vzajemneé ekvivalentni
ulohy jsou nekonvexni. Singularni rozklad vSak umoznuje Tesit tyto nekonvexni
tilohy v ¢ase O(np?) (viz napt. Golub a Van Loan, 2012). %

Ulohu hledéni hlavnich komponent lze tedy motivovat hleddnim podprostoru
nizsi dimenze, ktery co nejlépe aproximuje data ve smyslu souctu ¢tverct, a také
hledanim aproximace matice dat matici nizké hodnosti. V nésledujici sekci si
ukazeme spojitost analyzy hlavnich komponent s jinou velmi popularni metodou
mnohorozmérné statistiky, faktorovou analyzou.

1.4 Hlavni komponenty a faktorova analyza

Na AHK je casto nahlizeno jako na specidlni pripad faktorové analyzy. Takovy
néhled je vsak dle Jolliffa (2002) zavadéjici. V této sekci budeme diskutovat tento
kontroverzni vztah mezi AHK a faktorovou analyzou.

Cilem faktorové analyzy je vyjadrit pozorovany ndhodny vektor X € RP? jako
linedrni kombinaci nepozorovanych (latentnich) nahodnych velicin fi, ..., fx, tzv.
faktoru. Model lze psat jako

X—p=WF+e, (1.11)

kde X € R?, W € RP*E je matice pevnych koeficientdt, F = (fy,...,fx)" € RE,
€ € R? je chybovy ¢len, K < p, EX = pa EF =0 = Ee = 0. S témito
predpoklady je model obecnou verzi modelu latentnich promeénnych, jehoz
je faktorova analyza specidlnim pripadem. Dalsi predpoklady faktorové analyzy
jsou: var(F) = Ix, F a € jsou nezavislé, a var(e) = ¥ je diagondlni matice. S
témito predpoklady je

Y =var(X) = WW' + 0. (1.12)
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V modelu , W spojuje latentni proménné F s pozorovanymi promén-
nymi X. Pfitom pozorované proménné jsou podminéné nekorelované pri danych
latentnich proménnych. Smysl latentnich proménnych je tedy vysvétleni kova-
rian¢ni struktury pozorovanych proménnych. Tento zameér je vidét i z rovnosti
(1.12), v niz je hlavni vyznam prikladan matici W, zatimco ¥ je libovolna di-
agonalni matice. Tedy faktorova analyza se prirozené zaméruje na reprezentaci
prvkl kovarianéni matice X lezicich mimo diagondalu, zatimco objektem zajmu
AHK jsou rozptyly, tj. diagonalni prvky 3 (Jolliffe, 2002).

Na druhou stranu, pokud odhlédneme od rozdilnosti zamérua AHK a faktorové
analyzy, AHK lze chépat jako specialni pripad faktorové analyzy. Zesilme nyni
dosavadn{ predpoklad na variancni matici € a pozadujme var(e) = ¢%I,, kde
o2 > 0 je znamé, a navic piedpoklddejme, Ze u = 0 a rozdéleni F a € jsou

normalni. Tim padem dostavame
X ~NO,WWT + %1, (1.13)

kde matice W je jedinou neznamou. Pro prehlednost shrime v nasledujici definici
vsechny predpoklady naseho ,faktorového modelu pro AHK®, ktery formalnéji
pojmenujme izotropni normdlni faktorovy model.

Model 1.12. (Izotropni normdalni faktorovy model.)
Necht W € RP*X je matice pevnych koeficient. Necht pro nahodné vektory
X eR, FEeRX aecRP, K < p, plati

X=WF+e, (1.14)

kde

o INN(O,IK>,
e € ~N(0,6%L,), 0% >0,

e F a € jsou nezavislé.

Potom model ([1.14)) nazyvame izotropni normdlni faktorovy model.

V modelu plati (1.13). Lze ukazat, ze odhad matice W metodou maxi-
malni vérohodnosti v modelu je dan predpisem

W = Ax(Lx — 0’Ix)?R, (1.15)

kde Ax = (a1]...|ax) je matice s prvnimi K vlastnimi vektory vybérové kova-
rianéni matice 3 jako sloupci, R € RX*K je libovolnd ortonormélni matice (tj.
rotaén{ matice), a Lx = diag(l;})X, je diagonalni matice s prvnimi K vlastnimi
¢isly na diagondle. Poznamenejme, Ze tato vlastni ¢isla nemohou byt mensi neZ o2,
jelikoz l: — 02, i=1,...,K, jsou odhady vlastnich ¢isel pozitivné semidefinitni
matice WWT,

Maximalné vérohodny odhad zde nebudeme odvozovat, zajemce odka-
zujeme na Tippinga a Bishopa (1999). Okomentujme vsak intuitivni spojitost
naseho modelu s danym odhadem. Na rovnost lze nahlizet jako na za-
Suméné zobrazeni z prostoru nepozorovanych proménnych F € R¥ do prostoru
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pozorovanych proménnych X € RP. Predpoklad nezavislosti jednotlivych faktort
fi,...,fx zajistuje, ze odhad A\ je ortogonalni matice. Stejné jako v pripadé
AHK je ekvivalentni nekorelovanost HK a ortogonalita ndboju (viz poznamka
1.5)), v ptipadé modelu nelze rozlisit mezi ortogonalitou W' a nezavislosti
faktori. Odhad W jakozto ortogondalni matice je tedy skalovana baze néjakého K-
dimenziondlniho podprostoru (sloupcového prostoru \/7\V, tj hlavniho podprostoru)
pozorovanych proménnych R”. Nicméné nas model nijak nepreferuje zadnou kon-
krétni bazi v hlavnim podprostoru. Napft. jelikoz model neklade zadné pozadavky
na usporadani sloupci W a faktory jsou zcela zaménitelné, vsechny permutace
sloupcii néjaké konkrétni matice museji byt stejné vérohodné. Obecnéji, rotacni
invariance predpokladaného rozdéleni faktorti ma za nasledek stejnou vérohodnost
rotovanych feseni. Metoda maximalni vérohodnosti se tedy snazi spise o odhad-
nuti hlavniho podprostoru nez néjaké jeho konkrétni bazd'l Viechny mozné baze
jsou zaroven vii¢i sobé rotovany ortonormélnimi maticemi R € R¥*X predpis

(1.15) tedy urcuje celou tridu bazi odhadnutého hlavniho podprostoru.

Roweis (1998) poukazuje na to, ze AHK lze vnimat jako maximalné vérohodny
odhad v limitnim modelu pro o2 — 0, tj.

|
W =AxL;R.
Bez ohledu na volbu rota¢ni matice R je
WW' = AgL7AL,

jelikoz RRT = RTRA: Ix. Odhad je tedy presné nejlepsi aproximace vybérové
kovarianéni matice ¥ matici hodnosti K podle Eckartovy-Youngovy-Minského
véty. AHK lze tedy vnimat jako limitni pripad faktorového modelu

AHK, pripadné tloha aproximace matice matici nizké hodnosti ([1.8)) nebo ekvi-
valentné tloha (1.3)) nepfedpokladaji, ze by pozorovani x(V, ... x(™ byla piesna,
tj. bez chybového ¢lenu. Nijak se vsak nesnazi odlisit rozptyl zpusobeny timto
chybovym ¢lenem od rozptylu zpiisobeného faktory, které navic explicitné nejsou
vubec uvazovany. AHK se tedy implicitné chova tak, jakoby byl vsechen Sum
v datech kolmy k hlavnim komponentam. Roweis (1998) tudiz navrhuje tzv. ro-
zumnou AHK (sensible principal component analysis) zalozenou na normélnim
faktorovém modelu diskutovaném vyse s nezndmou mirou sumu o2. Tato dispro-
porce v pristupu k Sumu je podle naseho ndzoru hlavnim divodem, pro¢ by AHK
neméla byt vnimana jako specidlni pripad faktorové analyzy.

Na druhou stranu, na AHK mtzeme stale nahlizet jako na pokus o odhad-
nuti ortonormalni baze sloupcového prostoru matice W, tj. prostoru do kterého
jsou projektovany faktory (které nés tfeba nemuseji vibec zajimat). O AHK tedy
muzeme volné premyslet jako o metodé popisu jistych faktort v doméné pozo-
rovanych dat. Jak uvidime v kapitole 6 na prikladu realnych dat, mnohdy byva
vyhodné mit tuto interpretaci, ktera je zalozena na pravdépodobnostnim modelu
[1.12] na pameéti kvuli interpretaci.

!Jednou konkrétni bazi hlavniho podprostoru dimenze K, na niZ jsou kladeny pozadavky
postupného snizovani rozptylu ve smérech danych vektort, je prvnich K naboju.
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1.5 Asymptotické vlastnosti

Asymptotické vlastnosti vybérovych hlavnich komponent odpovidaji asympto-
tickym vlastnostem vlastnich ¢isel a vlastnich vektort vybérovych kovarian¢nich
matic. Tyto vlastnosti jsou studovany z pohledu teorie nahodnych matic a prilis se
lisi v zavislosti na uvazovaném modelu, nez abychom je zde detailné popisovali.
Proto odkazujeme na Paul (2013) pro hezkou, i kdyz zdaleka ne vycerpavajici
diskuzi riznych vysledkii.

Vétsina asymptotickych vysledki v minulém stoleti (mezi standardni prameny
patii napt. Anderson, 1963) se zabyvala limitni situaci, ve které pocet proménnych
p je fixni a pocet pozorovani n se blizi nekone¢nu. Z hlediska moderni mnohoroz-
meérné statistiky je vsak mnohem dilezitéjsi situace sdruzené limity, kdy p,n — oo
a p/n — 7 € [0,00]. Této situaci se nyni budeme vénovat za predpokladi nésle-
dujictho modelu.

Model 1.13. (Spicaty normdlni kovariancni model a konzistence.)
Necht K <pa X ~ N(0,X) s kovarianén{ matic{

K
=) dvv] +°L, (1.16)

i=1
kde d? > ... > d% > 0,02 > 0avy,...,vig € R? tvor{ ortonormdln{ systém,
tj. v]v; = Lji—j;. Potom tento model nazyvame spicaty normdlni kovariancni

model.

Definice 1.14. Mé&me dale ndhodny vybér x(V, ... x™ z modelu ‘D Rikdme,
ze AHK je konzistentni, pokud pro vlastni vektory vy,..., vk vybérové kovari-
an¢éni matice 3 plati |[v]v;| — 0 v pravdépodobnosti pron — ccai=1,... K.

Poznamka 1.15. Pod ponékud volnym pojmem ,AHK je konzistentni“ rozu-
mime konzistenci naboju v klasickém smyslu, tj. konvergenci vybérovych vlastnich
vektoru k jejich populaénim protéjskim v pravdépodobnosti (aZ na znaménko).
Pritom tuto konvergenci lze pozadovat jen tehdy, jsou-li prislusna vlastni ¢isla
rizna. Pokud jsou vlastni ¢isla prislusna dvéma nabojim stejnd, lze odhadnout
pouze prislusny podprostor dimenze 2, nikoliv samostatné ndboje. Déle, v nasi
definici konzistence ,prihodné“ zapominame na konvergenci vlastnich cisel. Je-
jich odhad vsak zahrnuje odhad zanedbatelného poctu koeficienti vuci poctu
koeficientt, které je tteba odhadnout pro naboje. &

Spicaty normalni kovarianéni model je ekvivalentni izotropnimu norméalnimu
faktorovému modelu [I.12] pouze faktorové proménné jsou z pohledu spicatého
modelu upozadény. Vektory vi,..., vk z tvoif ortonormalni bazi sloupco-
vého prostoru matice W z (|1.14]) a jsou presné prvnimi K naboji. Tudiz Spicaty
model je ptirozenym modelem pro studium konzistence AHK a bylo mu z tohoto
pohledu vénovano v literatufe mnoho prostoru (napf. Johnstone a Lu, 2009, Paul,
2007 nebo Amini a Wainwright, 2008). My zde uvedeme pouze jeden konkrétni
vysledek, ktery je velmi dulezity pro AHK.
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Véta 1.16. (Johnstone a Lu, 2009, véta 1.)

Uvazujme trojihelnikové schéma, ve kterém jsou pozorovani x(V, ... x(™ neza-
visle taZena z p-dimenziondlnfho modelu pro K = 1, a necht pocet para-
metri p, vedouci vlastni vektor vy, piislusné vlastni &slo d?, a hladina Sumu o>
vsSechny zaviseji na pocétu pozorovani n. Necht plati

n)

d2
<L >w>0 a 2—57>0 pro n— o0
ag n

a necht v, je prvni vlastni vektor vybérové kovarianéni matice, tedy odhad v;.
Potom

[Vivi| — (Zz%): skoro jisté pro n — oo. (1.17)

Za predpokladi véty [1.16] tedy plati s pravdépodobnosti jedna, ze limitni ska-
larni soucin ajvy; < 1 pravé tehdy, kdyz 7 > 0. To jinymi slovy znamena, Ze
pokud v situaci sdruzené limity, kdy p,n — oo a p/n — 7 € [0, 00], neni 7 = 0,
AHK nemuze byt konzistentni v modelu[I.13|pro K = 1. Véta ve v&tsi obec-
nosti fika, ze ihel mezi vybérovym a popula¢nim ndbojem konverguje skoro jisté
k deterministické limité, kterd je nulova tehdy a jen tehdy, kdyz 7 = 0 (limitni
veli¢ina v je kosinus tthlu mezi vybérovym a populaénim nabojem). Mnozi
autori referuji na vysledky podobného typu jako na silnou nekonzistenci AHK.

Paul (2007) pozdéji zobecnil vysledek véty na Spicaty normdélni kovari-
anéni model pro K > 1. Zaujatého ctenare také odkazujeme na ¢lanek Shena a kol.
(2012), kteri jednotnym jazykem popisuji mnoho dosazenych vysledki o nekon-
zistenci AHK, tyto vysledky ¢astecné zobecnuji a prinaseji srozumitelny rozbor
konzistence a silné nekonzistence AHK v zavislosti na uvazovaném modelu.

V mnohorozmérné limitni situaci (p/n — 7 > 0) tedy neni metoda AHK
konzistentni. Prakticka implikace tohoto poznatku je nasledujici. Je-li pocet pro-
ménnych p (coz je zaroven pocet koeficientt, které je tieba odhadnout pro kazdy
samostatny naboj) srovnatelny s — nebo dokonce vétsi nez — pocet pozorovani
n, nelze povazovat vybérové naboje za duvéryhodné odhady jejich populac¢nich
protéjski. Problém fakticky plyne z toho, Ze pro p =~ n neni vybérova kovariancéni
matice divéryhodnym odhadem populac¢ni kovariancni matice. Intuitivné se zda
byt toto tvrzeni zfejmé; nelze ocekavat, ze budeme na zakladé jakéhokoliv poctu
pozorovani schopni kvalitné odhadnout nékolikanasobné vyssi pocet koeficientt.
Pro ilustraci uvadime nésledujici priklad.

Priklad 1.17. Uvazujme Spic¢aty normalni kovarianéni model pro p = 500, n = 50
a dvou hlavnich komponentach. Necht prvni naboj v; ma nulové vSechny slozky

s vyjimkou slozek v1 1 = ... = vy 10 = 1/v/10 a druhy ndboj v, mé nulové vSechny
slozky s vyjimkou sloZek vy 1 = ... = v299 = 1/4/10. Necht d? = 399, d? = 299

ao? = 1, tj. vlastni &sla piislugnd prvnim dvéma nabojim jsou 400 a 300, zatimco
vSechna zbyla vlastni ¢isla jsou rovna jedné.

7 tohoto modelu nasimulujme n = 50 opakovani, ¢imz ziskavame matici dat
X € RP%5%0 Matici X vycentrujme a odhadnéme v; a v, pomoci prvnich dvou
pravych singularnich vektort této vycentrované matice. Ziskané odhady oznac¢me
v1 a V1. Nakonec spo¢téme thly mezi naboji a jejich odhady jako

a; = arccos(|v]v,|), i=1.2.
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Obrazek 1.2: Uhly mezi prvnimi dvéma naboji a jejich odhady metodou AHK (znadeny
a1, ag) a také thel mezi skuteénym a odhadnutym hlavnim podprostorem dimenze 2 (zna-
¢en A). Krabicové grafy jsou spocteny ze 100 nezévislych tahti popsaném v piikladu

Uvedeny postup jsme zopakovali nezévisle 100 krat. Na obrazku [I.2] jsou vyob-
razeny spocitané uhly a; a as prevedeny do stupni. Pro srovnani uvadime také
uhel A mezi skuteénym a odhadnutym hlavnim podprostoremﬂ dimenze 2.

Prestoze vlastni ¢isla prislusna prvnim dvéma nabojum jsou vysoka a vlastni
vektory by tudiz mély byt dobie odhadnutelné, vysoka dimenze dat v kombinaci
s malym poctem pozorovani zptsobuje, ze vybérové naboje Vi a Vo jsou pomérné
nespolehlivé odhady populac¢nich naboji vy a v. A

V mnohorozmérné situaci pti p ~ n tedy neni rozumné pouzivat klasickou
AHK. Chceme-li snizovat dimenzi dat ve smyslu hlavnich komponent, je tfeba
zavést dodateéné strukturalni pozadavky. Nejcastéjsim strukturalnim pozadav-
kem je ridkost naboju, tj. predpoklad, ze velka ¢ast koeficientti je nulova a tudiz
je tfeba urcit pozice malého poctu nenulovych koeficientit a ty nésledné odhad-
nout. Tento predpoklad vede na analyzu ridkych hlavnich komponent, kterymi se
budeme zabyvat v kapitole 3.

2Tento thel poéitime ve smyslu kanonické korelace mezi dvéma podprostory jako arkus
kosinus nejmensi singuldrni hodnoty matice (v1|vy)(V1|V2)T, viz Bjorck a Golub (1973, sekce 3).
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1.6 Shrnuti

V této kapitole jsme si predstavili klasickou analyzu hlavnich komponent.
Hlavni komponenty jsme si pritom zavedli nékolika zptsoby:

1. jako linearni kombinace maximalizujici vybérovy rozptyl;

2. jako projekci pozorovanych bodi v R? do prostoru nizsi dimenze s co
nejmensi projekéni chybou (danou souc¢tem ¢tvercu projekénich rezidui);

3. jako hledani aproximace matice dat matici nizké hodnosti s co nejmensi
Frobeniovou chybou.

Spoleénym pojitkem pro tyto tfi motivace HK pritom byl singularni rozklad
matice dat. Poznamenejme, ze motivaci 1 lze prisuzovat Hotellingovi (1933), od
néhoz patrné pochazi oznaceni hlavni komponenty (Jolliffe, 2002), zatimco moti-
vaci 2 lze datovat az k Pearsonovi (1901).

Za AHK typicky nestoji zadny pravdépodobnostni model, viz definice[I.1]a[L.6]
Z historického hlediska (Pearson, 1901) byly HK brany jako projekce dat v eukli-
dovské geometrii, ve které je chyba projekce mérena rezidualnim souctem ctverc.
Nicméné, jak je obecné znamo a jak jsme my ukazali pri vySetfovani spojitosti
AHK s faktorovou analyzou, uziti MNC implicitné piredpokladd normélni rozdé-
leni pozorovanych dat.

Jak je vidét z diskuze v sekci [I.4) AHK presahuje rdmec statistické metody
s pravdépodobnostnim zdkladem. Je to ddno patrné tim, Ze metoda je velmi
popularni v nejraznéjsich védnich odvétvich. Pritom v mnohych z nich slouzi
vyhradné jako metoda predzpracovani dat za tucelem dalsi analyzy. Snazit se
o interpretaci AHK z hlediska pravdépodobnostniho modelu je tedy castecné
krkolomné. Na druhou stranu, pravdépodobnostni interpretace muze byt casto
prinosna pro konkrétni data, jak uvidime na analyze realnych dat v kapitole 6.

Nicméné to, ze AHK byva casto (nejspiS vétsinou) pouzivana bez primého
zuzitkovani jejich statistickych vlastnosti, jesté neznamend, ze by tyto statistické
vlastnosti nemély byt brany v potaz a ze by se AHK dala povazovat za ¢isté nume-
rickou metodu. Napriklad vysledky o ,ztracené®“ konzistenci AHK ve sdruzeném
limitnim ptipadé n,p — oo diskutované v sekci diirazné naznacuji naptiklad
to, ze pracujeme-li s daty, pro ktera p ~ n nebo dokonce p > n, nelze povazovat
klasickou metodu AHK za prilis spolehlivou.
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2. Penalizace nejmensich ¢tverci

V této kapitole pripomeneme zakladni penaliza¢ni metody pro linearni model.
Pro jednoduchost se omezujeme na préaci s rezidualnim souctem c¢tvercu jakozto
miry vhodnosti parametrického modelu pro dana data. Ani v pripadé uvazova-
nych penaliza¢nich metod se nesnazime o vycerpavajici popis vSech vztahti a po-
znatkl. To ostatné ani neni mozné vzhledem k faktu, Ze o nékterych penalizacnich
metodach byly napsany celé knihy. Tudiz budeme ¢tenare béhem této kapitoly
hojné odkazovat na existujici literaturu. Nas pristup se pritom od citované li-
teratury odlisuje kladenim dirazu na geometrickou intuici a také na penalizaci
pomoci {,-norem pro g € [0,2], které ¢astecné diskutujeme z pohledu inverznich
problémii ve zpracovani signalu.

Uvazujme klasickou tlohu odhadu vektoru regresnich koeficienti 8* € RP
v linedrnim modelu

y = XB" + €, (2.1)

kdey = (y1,...,9,)" je odezva, X € R™P je regresni matz’ca € je vektor chyb s
nulovou st¥edni hodnotou a kovarian¢ni matici o%L,. Pfedpoklddejme, 7ze odezva
y i matice X jsou centrované, neni tudiz tfeba uvazovat v modelu intercept.

Odhad regresnich parametrit metodou nejmensich ctvercii (MNC) hleddme
jako Teseni optimalizac¢ni tlohy

— . n ) 2 )
Bors = argmin (yZ — (X(Z))T,B) = argmin |y — XBJ3. (2.2)
BeRP =1 BeRP

Derivovanim ucelové funkce ziskdvame soustavu normdalnich rovnic
X'X8 = Xy, (2.3)
a jejim naslednym fesenim dostdavame odhad
Bors = (XTX)'XTy, (2.4)

je-li matice XTX € RP*P invertibilni, coz je pravé tehdy, jsou-li sloupce matice
regresoriit X linedrné nezavislé. V opacném pripadé ma soustava nekonecné
mnoho feseni a pro jednoznacnost vyberme jedno z nich nahrazenim neexistujici
inverze (XTX)™! za Mooreovou-Penroseovou pseudoinverzi (XTX)T, viz Zvara
(1989, sekce 2.4).

Poznamka 2.1. Castym pfedpokladem je, Ze € ma normélni rozdéleni. Odhad
parametru B* metodou maximalni vérohodnosti se pak shoduje s MNC odha-
dem. My se zde pro jednoduchost vyhneme predpokladiim o pravdépodobnost-
nim rozdéleni € a jako miru shody odhadnutého modelu s daty budeme pouzivat
ucelovou funkei v (2.2)), tzv. rezidudlni soucet étverci. Nicméné, vSechny penali-
zacni postupy popsané v této kapitole lze zobecnit na odhady metodou maximalni
vérohodnosti. &

1V celé této praci budeme uvaZovat pevné regresory, tj. prvky matice X jsou pevna &sla na
které nenahlizime jako na realizace néjakého rozdéleni. Na tomto pohledu vsak nezalezi, protoze
nikde formalné nediskutujeme asymptotické vlastnosti v regresnim modelu, které by mohly byt
pravdépodobnostnim modelem na pozadi ovlivnény.
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Bez ohledu na to, zda je matice XX invertibilni, vektor vyrovnangch hodnot
¥ = XBors = X(X"X)'XTy =: Hy, (2.5)

je jednoznacné urcenou projekci odezvy do sloupcového prostoru regresni ma-
tice. Projekéni matice H se nazyva hat matriz. Lze snadno ukazat (Zvara, 1989,
sekce 2.5), ze optimdlni hodnotu rezidudlniho souctu ¢tvercu v lze vyjadrit
pomoci hat matriz jako

ly — XBorslls =y (In — H)y. (2.6)

Je-li mira linedrni zavislosti mezi sloupci matice X vysokd (coz nutné nastéva
s poCtem parametri p srovnatelnym s nebo vétsim nez je pocet pozorovani n), je
linearni model preparametrizovany a muze dochazet k jevu zvanému owverfitting.
Pti tomto jevu je odhad parametru silné ovlivnén Sumem v datech. Ne vSak proto,
7e by byla mira Sumu o? piili§ velkd, ale spi§ kviili tomu, Ze modelu je ponechan4
nadmeérnd volnost prizptisobovat se jednotlivym pozorovanim. V takovém pripade
nelze povazovat odhad BOLS za duvéryhodny. Popularné si lze overfitting pred-
stavit na navstévnikovi opery, jehoz sluch je tak jemny, ze samotnou hudbu mu
rusi kazdé drobné zasusténi v sale.

V této kapitole si predstavime nékolik zptisobu regularizace tlohy (12.2) za-
vedenim penalizace velikosti hledanych koeficientit do ucelové funkce (2.2). Tato
penalizace zajisti jednodussi model, ¢imz zlepsi jeho interpretaci a potencidlné
zamezi jevu overfitting.

Presna méreni ve spravném modelu

Jesté nez se dostaneme k zavedeni penalizace do linedrniho modelu ([2.1]), pred-
pokladejme na okamzik, Ze je tento model platny s € = 0. V takovém pripadé
hledame Teseni soustavy linedrnich rovnic

y = XB. (2.7)

Pokud je rank(X) < p, je tato soustava spatné podminéna a feseni muze existovat
nekonecné mnoho. V takovém pripadé mé smysl hledat feseni v néjakém smyslu
nejjednodussi. Jednotliva feSeni miizeme rozlisit pomoci penaliza¢ni funkce p :
R? — R a namisto (2.7) mizeme tesit tlohu

~

B = argmin p(B) st. y=Xg. (2.8)
BERP

Penaliza¢ni funkce p vyjadiuje nase pozadavky na jednoduchost feseni: fesenim
sjednoduchym® prifazuje nizsi hodnoty nez resenim ,slozitym*. Jesté nez si tento
mechanismus specifikujeme, zavedme si nékolik pojmi.
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Definice 2.2. Pro vektor 8 € RP definujeme

 oporu supp(B) = {j € [p]; B; # 0} jako mnozinu indext nenulovych koefi-
cientt 3,

o lo-normu ||B|lo = card(B) = |supp(B)| jako pocet nenulovych koeficienti
B, jinymi slovy kardinalitu 3,

. P 1/q
o {ly-normu pro ¢ > 0 jako ||B||, = ( '21 |ﬁj]‘1) .
]:

Dale tikame, ze vektor B je ridky, pokud ma malou kardinalitu.

Poznamka 2.3. Pro ¢ € (0,1) neni || - ||, ve skute¢nosti norma, jelikoz nespliuje
trojuhelnikovou nerovnost (subaditivitu), tj. je to pouze kvazinorma. To samé
plati pro fp-normu, ktera navic nespliuje ani pozadavek pozitivni homogenity pti
nasobeni skalarem. Mnozi autori presto bézné uzivaji oznaceni ,norma“ namisto
skvazinorma®, a pro kardinalitu vektoru se vzilo oznaceni ,norma“ diky Dono-
hovi (2006). My také uzivaime oznaceni {;,-norma pro ¢ > 0 jako v definici .
Pojem norma pouzivame zasadné pro vektorové prostory RP, nebude tedy docha-
zet k zadné kolizi napriklad s normami na L? prostorech funkeci. &

Diky vypocetni nenarocnosti penalizujeme nejcastéji fo-normu, coz vede na
tzv. Tikho-novovu regularizaci (Tikhonov, 1963). Ve statistické literatute je tato
metoda znama pod pojmem hrebenovd regrese (ridge regression, Hoerl a Kennard,
1970). Pro tuto volbu p(+) := || - |3 m4 tiloha jednoznacné feseni. Koeficienty
tohoto Teseni jsou pritom ,nuceny“ byt malé, typicky vsak nenulové.

Naopak volba p(:) := || - ||o penalizuje pocet nenulovych koeficient, vybird
tedy mezi moznymi fesenimi ta ridka, ale naopak nijak nepenalizuje velikost ko-
eficienti. Ulohu chceme nejcastéji resit pravé s volbou p(-) :== || - |0, jeli-
koz Fidkost je patrné nejpiirozenéjsi predpoklad na jednoduchost feseni. Ridké
feSeni také znacné zjednodusuji interpretovatelnost. Z toho divodu je jejich hle-
déni casto cilem samo o sobé. Bohuzel tloha s p(+) == - |lo je NP-tézka,
a jeji doposud znama teSeni vyzaduji kombinatorické hledani pfes vSechny mozné
opory B, kterych je 2P.

Je obecné zndmo, Ze pro volby p(-) := ||-[|Z, ¢ > 1, md tiloha jednoznaé¢né
feseni diky striktni konvexnosti ucelové funkce, toto feseni vsak neni fidké. Na-
opak pro ¢ < 1 neni feseni nutné jednoznacné, zato vsak mé tendenci byt ridké.
Toto chovani je zpisobeno faktem, Ze pro ¢ > 1 je {,-norma diferencovatelna,
zatimco pro ¢ < 1 neni {,-norma diferencovatelna v 8; = 0 a odhad parametru 3
je prirozené pritahovan témito singularitami (,3picatymi rohy*), viz obrazek 2.1}
Pro detaily odkazujeme Ctendre napt. na Murphyho (2012, sekce 13.3.1 a 13.3.2),
ktery prehledné diskutuje pripad ¢ = 1, nebo na Fana a Liho (2006) pro obecnéjsi
diskuzi.

Velmi dilezitou volbou penaliza¢ni funkce je ¢1-norma, p(-) = || - ||;. Zatimco
pro g < 1 je uloha nekonvexni, pro ¢ > 1 nebyvaji nalezena teseni ridka.
Pripad ¢ = 1 je tedy jediny, ktery uprednostnuje ridka reseni a zaroven je vypo-
¢etné nendroény. Uloha s volbou p(-) := || - |1 1ze snadno piepsat na tlohu
linedrniho programovéani v 2p proménnych (sta¢i uvazovat kladnou a zadpornou
cast kazdé proménné).
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Obrazek 2.1: Reseni penalizované linearn{ soustavy rovnic {i pro rizné {,-normy uzité
jako penaliza¢ni funkce v situaci z prikladu Souradné osy odpovidaji koeficientiim S

aﬁg.

Poznamka 2.4. Penalizace pomoci ¢;-normy zije — v kontextu diskutovaném
v této sekci — vlastnim zivotem v podoblasti zpracovani signédlu, kterd se nazyva
komprimované snimdni. Ctenafe odkazujeme napiiklad na Foucarta a Rauhuta
(2013) pro pékny tvod do problematiky. Ackoliv by se z diskuze v predchozim
odstavci mohlo zdét, ze ¢1-penalizace je tim, ¢im bychom se méli zabyvat, mnohé
(zejména experimentalni, ale do jisté miry i teoretické) vysledky v oblasti kom-
primovaného snimani ukazuji, ze minimalizace nekonvexnich ¢;,-norem (¢ < 1)
casto vede k lepsim vysledkim (Chartrand a Yin, 2008, Wipf a Nagarajan, 2010,
Daubechies a kol., 2010). A to i pfesto, ze u nekonvexnich problémi, na které
uzivani téchto norem vede, nejsme schopni garantovat nalezeni skutec¢ného glo-
bélniho optima. &

Priklad 2.5. Tlustrujme feSeni tulohy na dvourozmérném prikladu. Necht
X € R™2 rank(X) = 1, y € R? lezi ve sloupcovém prostoru matice X, a nulovy
prostor matice X neni rovnobézny s zadnou ze souradnych os. Nepenalizovana
soustava ma v takovém pripadé nekonec¢né mnoho reseni, ktera lezi na primce

v obecné poloze v R?. Refen{ penalizované tlohy (2.8) s p(-) == || - [|4, ¢ € (0,2]
je vzdy takovy bod na této pifmce, ktery se dotykd vrstevnice funkce ||B||¢ co
nejblize pocatku, viz obrazek 2.1} Zvl4stnim pripadem je penalizace p(-) := || - ||o,

pro kterou zadné vrstevnice neexistuji: jelikoz rank(X) = 1, maji vSechna minima
kardinalitu 1. P¥itom vSechny body v R? s kardinalitou 1 jsou pfesné souiadné
osy. Resenimi jsou tedy pruseciky piimky se souradnymi osami. A

Ackoliv v situaci znazornéné na obrazku dévaji volby ¢ = 1 a ¢ = 1/2
stejné feseni B, piislusné hodnoty tcelovych funket I ¢] |1 al| B \Hg nemuseji byt
nutné stejné. Zalezi to na konkrétni pozici primky, kterd ur¢uje mnozinu reseni
soustavy . Na obrazku je pro srovnani zakresleno nékolik mnozin tvaru
{8l = t} pro rizna ¢ a t. VSimnéme si, jak se tyto mnoZiny pro pevné g lis
v zavislosti na t. Je diilezité si uvédomit, ze situace neni tak jednoducha, jak by

se mohlo na prvni pohled z grafickych vystupt se zamérnou absenci méritka (jako
nas obr. nebo obr. 3.12 v Friedman a kol., 2005) zdét.

Zdtraznéme, Ze ackoliv mluvime o penalizaci pomoci {,-norem, myslime tim
penalizaci jejich g-tych mocnin. Tato penalizace pro mald ¢ je motivovana (viz
napf. Chartrand a Yin, 2008) limitnim chovanim

3 q __
Tim 11812 = 1180 (2.9)
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Obréazek 2.2: Hranice mnozin {||8]|9 <t} pro hodnoty t =1,5,2a¢=1,3, 3.

Ackoliv rovnost ([2.9)) plati pro libovolné pevné 8 € RP, tato rovnost neimpli-
kuje konvergenci

Jim {8 € R%:[|B]l; < t} = 1B € R% [|Bllo < t} (2.10)

v mnozinovém smyslu pro libovolné ¢ > 0. Tato konvergence nemiize platit pro
t <1 anit > p (viz obrazek pro ilustraci ptipadu p = 2). Z toho plyne, ze
ackoliv v tloze je bezpecné aproximovat fp-normu £,-normou pro malé g,
v uvolnéné tuloze tvaru

B = argmin [y —Xg|} st. p(8) <t, (2.11)
BERP
kde t > 0 je pevny parametr, obecné neplati, Zze by pro ¢ — 0, globalni minima
tlohy (2.11)) s p(-) := ||- ||¢ konvergovala v néjakém smyslu ke globalnim minimtim
tlohy (2.11) s p(-) :== | - |lo. Uloze ve tvaru (2.11)) se budeme detailné vénovat
pozdéji.

Model s chybovym ¢lenem

Nyni se vratme zpét k modelu (2.1)) s ndhodnym chybovym ¢lenem e, tj. jiz
nebudeme nepredpokladat, ze by nase meéreni byla presnd. Z optimaliza¢niho
hlediska to znamend uvolnit vazebnou podminku v (2.8)) a fesit neomezenou tilohu

B = argmin [y —XB|;+ \(B), (2.12)
BERP
kde A je doptredu zvoleny ladici parametr vyvazujici pomér mezi ocekdvanou
,velikosti“ chyb e (mirou Sumu) a ,velikosti“ parametru 3.

Uloha pro p(-) := || - |lo je v jistém smyslu (ktery bude vysvétlen v po-
znamece ekvivalentni tloze , kterd se nazyva uloha vybéru nejlepsi pod-
mnoziny (best subset selection problem). Jednd se o velmi dulezitou tlohu sta-
tistického modelovani, ktera je je NP-tézka a jeji feseni vyzaduje kombinatorické
hledani pres vsechny mozné opory vektoru parametru 3, kterych je 27. Na druhou
stranu, tloha je stale konvexni a tudiz dobte fesitelna pro ¢ > 1. Dalsimi
velmi dilezitymi pripady tedy opét jsou ¢ = 2, tzv. hiebenova regrese, a také
q =1, tzv. lasso (Tibshirani, 1996).
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2.1 Hrebenova regrese

Reseni tlohy (2.12) s volbou penaliza¢éni funkce p(-) := || - ||? vede na odhad
metodou hiebenové regrese

Br = argmin |ly — X85+ |3, (2.13)
BERP

kde A > 0 je predem dany ladici parametr. Odhad metodou hiebenové regrese lze
také zavést jako TeSeni omezené optimalizacni tlohy ve tvaru (2.11)) jako

Br = argmin |y —Xg[} st [Bl3<t, (2.14)
BERP

kde ¢ je pfedem dany parametr. Viz obrazek [2.3]

Poznamka 2.6. Mnozi autofi (napf. Friedman a kol., 2005) nazyvaji tlohu
omezenou formulaci problému a ulohu lagrangeovskou formulaci.
Také uvadi, ze mezi \ z atz (2.14) je vzdjemné jednoznacny vztah a tlohy
jsou tudiz ekvivalentni. To je pravda dokud je omezeni v - tésné, tj. dokud
pro odhad plati ||Bg|2 = t. Potom je lagrangeovskou verzi tlohy (12
s tim rozdilem, Ze namisto hledani )\ pro dané t (coz je provadéno v metode
lagrangeovych multiplikdtori) zaddvame primo A, a ¢ nds nezajimé. Pokud vsak
neni omezeni v tésné pro tg, neni tésné ani pro zadné t > ty a vSem ta-
kovym ¢ odpovidda A = 0. Z toho divodu nazyvame radéji neomezenou
formulaci problému. Neomezena formulace je vhodnéjsi k primému teseni, proto
pracujeme vyhradné s touto verzi. Problém uvadime pouze pro vybudovani
geometrické intuice; vSechny obrazky se vztahuji k této omezené verzi tlohy. <

Ulohy a jsou striktné konvexni a snadno fesitelné. Pro srovnani,
nepenalizovana minimalizace ¢tverct je konvexni, nemusi vsak byt striktné
konvexni. Resen{ tlohy ziskame derivovanim tucelové funkce a naslednym
feSenim vysledné soustavy normalnich rovnic

(X™X +A1,)8 =Xy, (2.15)
Nyni bez ohledu na to, zda je XX invertibilni, 1ze psat jednoznaéné feSeni jako
Br=(X"X+)L,) 'Xy. (2.16)

Ziskana jednoznacnost byla presné divodem prvniho pouziti /o-penalizace ve sta-
tistice (Hoerl a Kennard, 1970). Dnes je dobfe zndmo (napr. Friedman a kol,
2005), ze metoda hiebenové regrese ,tlaci“ regresni koeficienty smérem k nule.
Mira tohoto zmensovani koeficientl zavisi na ladicim parametru A; vétsi A ziejmeé
zpusobuje intenzivnéjsi zmen-Seni. Pouziti ¢o-penalizace tedy (jako pouziti kazdé
jiné penalizace) vnasi do procedury odhadu jistou tendenénost; odhady metodou
hifebenové regrese nejsou nestranné ani za platnosti modelu s predpokladem
normality. Zaroven vsak fo-penalizace snizuje celkovy rozptyl a tim mtze zlepsit
predikéni schopnost modelu pii vhodné zvoleném A (Hoerl a Kennard, 1970, véta
4.3). Populdrné lze tici, Ze hiebenova regrese potlac¢uje overfitting. Odhad B R 1ze
brat jako stabilizovanou verzi BOLS, zadame c¢tenare o porovnani a
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Mezi hiebenovou regresi a obyc¢ejnym nepenalizovanym odhadem je mnoho
dalsich podobnosti. Napr. penalizovany rezidualni soucet ¢tverci ma stejny tvar
jako v ([2.6]), pouze projekcni matice je odlisna.

Lemma 2.7. Penalizovany rezidualni soucet ¢tvercti pro odhad B R je tvaru
ly — XBxll3 + AlB&l3 = y™ (In — Hy)y, (2.17)
kde H) = X(XTX + AL,)'XT.
Dikaz. Preusporadanim normélnich rovnic dostavame
MBr =X"(y — XBr). (2.18)

Pfendsobenim BE zleva dostavame
N|Brl3 = BEX"(y — XBr) = (y — XBr)"BrX. (2.19)
Jelikoz trivialné plati
My=XBzl3 = (y=XBr) y—(y—XBr)"XBr = (y—XBr) 'y +A|IBrl3, (2:20)
kde v druhé rovnosti jsme pouzili , dostavame sectenim a , ze

ly = XBall3 + M Brlis = (y — XBr)"y. (2.21)

Konecné, prenasobenim l} matici X zleva dostdvame X8z = H,y. Dosa-
zenim tohoto vztahu do (2.21)) dostdvame presné (2.17)). O
Na zévér této sekce jesté poznamenejme, ze pro ortogonalni matici X (tedy
jsou-li regresory nekorelované) lze slozky Br vyjadiit pomoci jednotlivych slozek

MNC odhadu Borg, posunutych smérem k nule. Ctenéie odkazujeme znovu na
Friedmana a kol. (2005, sekce 3.4.1).

Poznamka 2.8. Ulohu hiebenové regrese lze efektivné fesit pomoci singuldrniho
rozkladu matice dat. Necht X = UDV je singuldrni rozklad X hodnosti r, pak
1ze dosazenim tohoto rozkladu do rovnosti (2.16[) psat

Br = (VD*VT + 1) 'VDUTy
= V diag (

" T T
i A>i:1V VDUTy

d; \"
= Vdiag (d2 + A) '_1UTy.

Namisto poc¢itani inverze matice (X7X + AI,), coz by vyzadovalo O(p®) operaci,
si tedy lze vystacit se singuldrnim rozkladem (O(np?) operaci) a ndsobenim matic
mensich rozmérti (méné nez O(np?) operaci). %
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Obrazek 2.3: Vievo: Odhad metodou hiebenové regrese ziskany resenim tlohy S
t = 1. Vpravo: Lasso odhad ziskany fesenim tlohy s t = 1. Refenfm je v obou
pripadech bod lezici v pripustné oblasti dotykajici se vrstevnice rezidualniho souctu ¢tverc
lezici co nejblize k MNC odhadu.

2.2 Lasso

Prakticky dopad hfebenové regrese na zlepseni predikéni schopnosti modelu
je znaény. Ackoliv ly-penalizace vynucuje mensi koeficienty nez obyc¢ejng MNC,
koeficienty byvajf typicky nenulové, stejné jako v piipadé MNC. Neméné dilezité
vsak je ,povzbudit“ proceduru hledani odhadu tak, aby nékteré koeficienty byly
odhadnuty jako nulové. Tim dojde ke spojeni selekce dilezitych proménnych se
samotnou procedurou jejich odhadu.

Tohoto cile 1ze dosahnout napriklad kontrolovanim ¢;-normy, jejiz pouziti v pe-
naliza¢nim ¢lenu vede na tzv. lasso odhad

B, = argmin |y — X822+ )8, (2.22)
BERP

kde A > 0 je opét predem dany ladici parametr. Neomezenou verzi tlohy lze
znovu psat ve tvaru

BL = argmin |y - X85 st. |8l <t, (2.23)
BERP

pro t > 0 je pevné.

Na obrazku je ilustrovan rozdil mezi lasso odhadem a odhadem metodou
hifebenové regrese na umeélém prikladé s dvéma korelovanymi regresory. Zatimco
hiebenova regrese odhaduje oba koeficienty jako nenulové, lasso vybira pouze
jeden koeficient a druhy odhaduje nulou.

V pripadé nekorelovanych regresorii lze opét vyjadrit jednotlivé slozky B L po-
moci prislusnych slozek BOLS, jako v pripadé hiebenové regrese. Pokud vsak X
neni ortogonalni, nelze B 1, analyticky vyjadrit. Presto lze lasso tlohu fesit po-
mérné genericky metodami konvexniho programovéani (napriklad ji lze prepsat
jako tlohy kvadratického programovéani v 2p proménnych). Lasso odhad je vSak
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natolik dilezity, Ze ve snaze o maximalni zefektivnéni jeho ziskavani bylo navrzeno
mnoho specializovanych algoritmu. Jeden z nich si predstavime v sekci

Poznamka 2.9. Lasso tloha byva ¢asto povaZovana za konvexni uvolnéni
NP-tézkého nekonvexniho problému vybéru nejlepsi podmnoziny, tj. problému
[2:12) (nebo (2.11))) s volbou p(-) := || - |jo, ktery bychom ve skutecnosti chtéli
resit. Nicméné, jelikoz £p-norma nepenalizuje velikost koeficientt, ,,0koli“ bodu 0
jsou neomezend. Napt. mnozina {||B|lo < 1} C RP je tvofena vSemi soufadnymi
osami v daném prostoru (viz obr. vpravo pro ilustraci v R?). Konvexni obal
této mmnoziny je vzdy cely prostor RP. Oznaceni ,konvexni uvolnéni“ tedy neni
zcela presné v bézném optimaliza¢nim smyslu pro nahrazeni {y-normy ¢;-normou.

%

Kazda statisticka procedura je posuzovana zejména z pohledu nasledujicich
tfech cili: presnost (predikce), interpretovatelnost (jednoduchost), a vypocetni
naroc¢nost. Lasso muze potencialné zlepsit predikéni schopnost modelu oproti
obycejné MNC podobné jako hiebenové regrese. Navic zjednodusuje model diky
tomu, ze nékteré koeficienty jsou odhadnuty pfimo nulami. A konecné, jako kon-
vexni tloha je atraktivni z vypocetniho hlediska.

2.3 Adaptivni lasso

Fan a Li (2001) povazuji za dulezité, aby kazda procedura provadéjici soucasné
vybér relevantnich proménnych a odhad koeficientti méla tzv. véstebnou vlast-
nost (oracle property). Procedura mé vlastnost véstebnou vlastnost v klasické
asymptotické situaci, kdy pocet parametri p € IN je fixni a pocet pozorovani jde
k nekoneénu n — oo, pokud je tato procedura:

o konzistentni, tj. B (n) — B* v pravdépodobnosti pro n — oco;

o stejné efektivni, jako by byla MNC s dodate¢nou informaci o skuteéné
opore B* (efektivni ve smyslu rychlosti konvergence k 3*).

Fan a Li (2001) se domnivaji, Ze lasso nemé véstebnou vlastnost, a navrhuji svij
nekonvexni SCAD odhad, ktery tuto vlastnost ma.

Problém s metodou lasso je nésledujici. Pokud je ladici parametr A velky, lasso
prilis silné pritahuje ve skutecnosti nenulové koeficienty smérem k nule. Pokud je
naopak A malé, lasso odhaduje ptilis velky pocet koeficientii jako nenulové a neni
konzistentni ani v odhadu opory. Meinshausen a Bithlmann (2006) ukazali, ze
druhy uvedeny pripad nastava v situaci, kdy je A zvoleno s ohledem na optimalni
predikéni schopnosti modelu (napf. pomoci kriZového ovérovand, Friedman a kol.,
2005). Meinshausen a Biihlmann (2006) také ukézali, Ze skute¢né existuji priklady
regresni matice X, ve kterych lasso nemtize mit vlastnost ordkula pro zadnou

volbu A.

Na zakladé diskuze v predchozim odstavci se nabizi prirozené reseni: adaptivni
(1-penalizace, ktera by ve skutec¢nosti malé koeficienty tlacila k nule vyssi pena-
lizaci, a naopak velké koeficienty by penalizovala jen mirné. Zou (2006) navrhl
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adaptivni lasso timto zpusobem, tj.
N p
Bar = argmin |[ly — XB[3+ A X wylf;, (2.24)
BERP Jj=1

kde w; > 0,7 =1,...p.
Vahy w; se typicky odhaduji z dat. Nejcastéjsimi volbami jsou

w]’:

.‘H

0) nebo wj = @7 (2.25)

M\m/l

kde 6 > 0 je maly stabilizac¢ni parametr a B ©) je poc¢atecni odhad parametru 5*,
napriklad odhad pomoci MNC nebo lasso odhad s malym .

Poznamka 2.10. Ulohu 1} Ize Tesit jako obycejnou lasso tlohu po jednoduché
transformaci dat. Oznacme

Je-li b feSenim obycejné lasso ulohy

argmin [y — Xb||3 + Al[b||1,
beRP

pak Teseni ulohy ([2.24]) je dano jako B = wigl &

Zou (2006) ukézal, ze za mirnych podminek regularity mé adaptivni lasso
vlastnost orakula. Namisto hledani nekonvexnitho SCAD odhadu, adaptivni lasso
méa pozadované vlastnosti, ackoliv se jedna pouze o dvoukrokovy odhad, pricemz
uloha fesena v obou krocich je konvexni.

7da se prirozené zobecnit tento dvoukrokovy postup na vicekrokovy. To bylo
navrzeno v Zou a Li (2008) a také v Candés a kol. (2008). Zatimco ve statistické
komunité neni vicekrokovy odhad prilis popularni (dle naseho nejlepsiho védomd),
v komunité zabyvajici se zpracovanim signalu je postup navrzeny Candésem a kol.
casto pouzivany.

Priklad 2.11. Na obrazku je ilustracni priklad adaptivni lasso metody v si-
tuaci se dvéma korelovanymi regresory. Stejné nastaveni bylo pouzito i na ob-
razek 2.3 zdddme ¢tendfe o porovnani. Predpoklddejme nyni, Ze chceme nalézt
optimélni (ve smyslu nejmensich ¢tvercii) odhad B s kardinalitou 1. Tj. chceme
resit NP-tézkou tdlohu vybéru nejlepsi pogmnoiinielikosti 1 —lohu s vol-

bou p(+) := || - |lo. ReSenim této tlohy je By z obr. 2.4 P¥i snaze nalézt B, feSenim
jednodussi lasso ulohy je bod Br(t = %) ziskany optimalni volbou ¢t = % tim

nejblizéim bodem k By, jaky miiZe lasso metoda poskytnout. Viimnéme si, Ze
dalsim zvySovanim t prestane mit lasso odhad kardinalitu 1; dalsim zvySovanim
t se dokonce lasso odhad vzdaluje od ,30 a blizi se MNC odhadu BO rs- Oproti
tomu adaptivni lasso odhad, ktery v prvnim kroku nalezne jen dostatecné mirné
penalizovany odhad B L(t = g) a v druhém kroku vyftesi ilohu adaptivniho lasso

metody (2.24)) s ¢ &~ 1.3 vahami w; = 1/(BAL(t = %)) , dokéze zadany odhad S,
j

aproximovat mnohem lépe. A
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Obrazek 2.4: Ilustrace k pifkladu situace je obdobn4 jako na obr. Vievo: Teseni
lasso tlohy pro volbu ¢ = 1 a optimélni volbu ¢t = 1.5. Vpravo: adaptivni lasso s pocateénim
lasso odhadem s t = g

2.4 Elasticka sit

Zou a Hastie (2005) navrhli zkombinovat lasso s hfebenovou regresi a vysledny
odhad, ktery penalizuje paralelné ¢1- i /,-normu koeficient, nazvali elasticka sit

Bey = argmin [ly — X85+ A1 Bl + X283 (2.26)
BERP

Zou a Hastie (2005) uvedli mnoho vyhod, kterymi podle nich disponuje elas-
ticka sit viici lasso metodé; nékteré z téchto vyhod jsou do jisté miry diskutabilni.
My zde pouze uvedeme, ze na elastickou sif se lze divat jako na stabilizovanou
verzi lasso metody ve stejném smyslu, jako je hfebenova regrese stabilizovanou
verzi klasického MNC odhadu. Uloha (2.26) je diky fo-penalizaci striktné kon-
vexni. Regeni je tedy jednoznacné, ale opét analyticky nevyjadiitelné. Vétsinu
algoritmi pouzivanych na hledani lasso odhadii 1ze pouzit jen s drobnymi modi-

fikacemi i k feseni tlohy ([2.26]).

Poznamka 2.12. Samoziejmé lze kombinovat ¢;-penalizaci i s jinou £,-penalizaci.
Obec- né, pridani ¢,-penalizace, ¢ > 1, k lasso penalizaci zajisti striktné konvexni
geometrii. Napr. Liu a Ye (2010) se zabyvaji piipadem ¢ € (1,2). AvSak vypo-
¢etni narocnost oproti fo-penalizaci je vyssi, tudiz jsou tieba specializovanych
algoritmi. Patrné z tohoto divodu (v kombinaci s malou pridanou hodnotou ta-
kovych postupt) si nejsme védomi, ze by se tyto obecnéjsi souctové penalizace
bézné uzivaly. O

Podobné jako lasso, i elasticka sit produkuje fidké odhady parametri, tj. od-
hady nékterych koeficienth maji tendenci byt nulové. Divody jsou stejné jako
v pripadé lasso metody, opét zde uvadime pouze geometrickou intuici na obrazku
(2.5), na némz zaroven ilustrujeme, Ze penalizace souc¢tu ¢1- a fy-normy je od-
lisnd od penalizace ¢,-normy pro ¢ € (1,2). Diavodem je, Ze soucet ¢1- a {y-normy
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Obrazek 2.5: Reseni penalizované tlohy nejmensich étverct 1' Vievo: ¢ %-penalizace.

Vpravo: Penalizace elastické sité p() :=a [|8][1 + (1 — a)||8]|3 pro a = 3.

dédi singularity ¢;-normy v 3; = 0, zatimco ¢,-norma pro ¢ > 1 tyto singularity
postrada.

Obdobné jako adaptivni lasso bylo navrzeno jako rozsiteni klasické lasso me-
tody, Zou a Zhangova (2009) navrhli adaptivni elastickou sit s prevazovanou ;-
normou a ukézali, Ze ma véstebnou vlastnost. Vicekrokovou adaptivni elastickou
sit 1ze opét definovat prostym pridanim /s-penalizace k vicekrokové adaptivni
lasso metodé.

2.5 LARS algoritmus pro lasso

V predchozich sekcich jsme si pripomnéli lasso a nékteré jeho modifikace jako
adaptivni lasso a elastickou sit. Jak jiz bylo diskutovano, feseni téchto modifikaci
se lisi od Teseni obycejné lasso tlohy pouze nepatrné. Proto nyni predstavme
algoritmus pro hledani lasso odhadu: LARS algoritmus navrzeny Efronem a kol.
(2004).

Jesté pred samotnym popisem algoritmu znovu zdtiraznéme, ze existuje mnoho
riuznych algoritmu pro hledani lasso odhadia. LARS pritom neni povazovan za
nikterak efektivni, ale sikovné vyuziva napul kvadratickou a napitl linearni ge-
ometrickou strukturu lasso tlohy. Nenulové koeficienty jsou pridavany postupné
zvou), a LARS tak vypocitava celou drahu reseni lasso metodyﬂ Tim zprihled-
nuje vztah mezi \ z neomezené verze problému a t z omezené verze.

Jelikoz algebraické detaily LARS algoritmu vypadaji mnohem slozitéji nez jeho
jednoduché geometrickd motivace, a protoze dikaz, ze LARS skutec¢né rtesi lasso
problém, je pomérné komplikovany, uvadime zde pouze jeho neformélni popis.
LARS algoritmus postupuje nasledovné.

2Celou drahou feSeni rozumime Feseni pro viechny hodnoty parametru A.
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1. Poloz odhad parametri B = 0 a odhad rezidui € = y. Najdi regresor x;
nejvice korelovany s €.

2. Zacni odhad Bj posouvat po draze smérem k jeho MNC hodnoté v jednodu-
chém modelu € =~ ;x; a béhem toho aktualizuj rezidua jako € =y — Bjxj
(coz snizuje korelaci mezi x; a €), dokud neni néjaky regresor x;, korelovany
s € stejné jako x;.

3. Zmén smér. Nyni posouvej koeficienty Bj a Bk smérem k MNC odhadu
koeficienti v modelu € ~ 3;x; + B;x;, a znovu aktualizuj rezidua, dokud se
do hry nedostane dalsi regresorﬂ

4. Pokracuj timto zptisobem dokud nejsou pridany vsechny regresory nebo
dokud neni € = 0 (nutné nastava v pripadé p > n).

Hlavnim duvodem atraktivity LARS algoritmu je, Ze ve tretim kroku (a vSech
nasledujicich krocich) lze snadno uré¢it bod, ve kterém ma byt zménén smér.
Algoritmus tedy postupuje v diskrétnich krocich a v kazdém kroku je pridan
pravé jeden prediktor.

Predchozi popis algoritmu neodpovida primo lasso metodé nybrz forward se-
lection. Prislusnou modifikaci pro lasso je nasledujici krok:

o kdykoliv néjaky nenulovy koeficient B, narazi na nulu, odeber x; z modelu
a spocitej novy smér v modelu bez tohoto regresoru.

Dtvody, pro¢ v této praci pouzivame pravée LARS algoritmus jsou dva. Za
prvé, diky postupnému pridavani (a ubirani) proménnych lze LARS algoritmu
zadat misto ladiciho parametru A\ z (pripadné parametru ¢ z prislusné
omezené verze ulohy) primo pozadovanou kardinalitu feseni s, tj. pozadovany
pocet nenulovych koeﬁcientfﬂ Za druhé, LARS prirozené pocita celou drahu
feSeni lasso problému, tj. feSeni pro vSechny mozné kardinality s = 1,...,p. To
muze byt zadouci nejen ve spojeni s PCA.

Poznamka 2.13. V celé draze Teseni spoctené LARS algoritmem je tedy impli-
citné zakédovany vztah mezi parametry s, ¢t a A pro konkrétni tlohu. Pokud na-
priklad zadame LARS algoritmu jako vstupni parametr pozadovanou kardinalitu
s, miizeme klidné uvazovat, Ze jsme zadali parametr A vedouci k feseni ptislusné
kardinality a ze LARS nalezne feseni penalizované tilohy s takovym A.

Hlavni nevyhodou LARS algoritmu je naopak jeho vysokd vypocetni naroc-
nost, cela draha reseni totiz neni spoc¢itana zadarmo. Efron a kol. (2004) sice tvrdi,
ze LARS dokaze spocitat celou drahu feseni za stejnou cenu jako je cena vypoctu
jednoho MNC odhadu, ale toto tvrzeni je pravdivé pouze z jistého thlu pohledu:

3V prikladu nastava tato situace pro omezenou verzi lasso ulohy s t = % Na
obr. vlevo je zndzornéna celd dréha LARS algoritmu sestdvajici z dsecek [(0,0)7,(0,2)T]
a [(0,2)T, Bors]- LARS tedy méni smér jen jednou a konéf 3. krokem.

4Pro srovnani, mnohé jiné algoritmy také nabizeji tuto moznost. Dosahuji ji vSak ponékud
méné prirozené: neomezend lasso tloha je Tesena pro ruzné hodnoty A\, a nésledné je
vybrano feseni s pozadovanou kardinalitou.

36



je-li p zanedbatelné vici n. V takovém pripadé vsak typicky lasso viibec nepou-
zivame a vystacime si s obyc¢ejnym MNC odhadem. Pokud p neni zanedbatelné
viuci n, mize byt LARS algoritmus velmi pomaly.

2.6 Analyza hlavnich komponent pomoci
penalizované regrese

V kapitole 1 jsme si ukazali nékolik rtiznych zavedeni HK pomoci rtiznych op-
timaliza¢nich tloh. VSechny tyto tlohy jsme nakonec fesili pomoci SVD rozkladu
matice dat. Nicméné rizné algoritmy k provedeni singularniho rozkladu se znacné
lisi, typicky podle toho, z jakého thlu pohledu se divame na tlohu, jejiz feseni je
dano singularnim rozkladem jisté matice. Obecné rtizné preformulace tloh vedou
na nové pohledy a nové algoritmy. V této sekci si ukdzeme, ze HK lze hledat také
pomoci penalizované metody nejmensich ¢tverctl. Cést této sekce je prejata z Zou
a kol. (2006), odkud pochéz{ lemmata a a véta [2.16] spolecné s jejich
dikazy.

Poznamka 2.14. Znén{ lemma a véty [2.16] je zde oproti Zou a kol. (2006)
pozménéné. Zou a kol. tvrdi, ze ,,AHK dava vzdy jednoznacné vysledky“, a obr-
néni timto tvrzenim jsou do jisté miry vagni v mnohych svych tvahach. Z naseho
thlu pohledu vsak napt. naboje ptislusné nulovym vlastnim ¢islim (ta nutné exis-
tuji v situaci p > n) nejsou jednozna¢né urceny. To samé plati obecnéji v pripadé
dvou ¢i vice stejnych nenulovych vlastnich ¢isel — ndboje opét nejsou jednoznacné
urceny. Vzhledem k tomu, ze neklademe zadné predpoklady n na rozdéleni, z né-
hoz pochézi nase data, ale naopak jen pracujeme s néjakou pozorovanou matici,
je nutné tyto pripady uvaZovat. &

Elementarni spojitost AHK a hfebenové regrese je dana néasledujicim lemma-
tem.

Lemma 2.15. Necht X € R"*? je matice dat, vi,...,v, jsou naboje dané spek-
tralnim rozkladem X"X = VD?VT matice X'X a z; = Xvy,...,z, = Xv, jsou
HK. Necht pro A>0ak=1,...pje

Bk = argmin HZk—X,B|‘%+)‘HBH§
BERP

~

Potom 2~ = v, prok=1,... p.

1Bk 2

Dikaz. 7 (2.16) vime, ze
Br = (XTX + \L) ' Xz, = (XTX + ML) ' X Xv.

Dosazenim spektralniho rozkladu XTX dostédvdme

~ d? \P d?
T T\— T : i T k
Br = (VD*V' + \VV ) 'VD?*v'v, = V diag (dg - /\>i1V Vi = 7 TV

Tvrzeni dostavame ihned po normalizaci. O
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Predchozi lemma tika, Zze pri regresi HK na data je odhad koeficient po-
moci hfebenové regrese roven presné nabojum. To neni prilis prekvapivé vzhledem
k tomu, ze HK jsou pravé linearni kombinace dat urcené naboji.

Zajimavé je role penalizace v lemmatu 2.15 Ta je pfitomna proto, aby zajis-
tila jednoznacnost naboji. Naboje sice samy o sobé nemuseji byt jednoznacéné
definovany, jak bylo diskutovano v poznamece [2.14] ale jsou-li dany HK, pak jed-
noznacné jsou. Vsimnéme si také, ze rekonstrukce naboji z HK v lemmatu [2.15
je zcela nezavisla na volbé parametru .

Predchozi lemma vSak neni sobéstacnou alternativou jak provadét AHK, ne-
bot HK museji byt znamy doptredu. Nasledujici véta dava takovou sobéstacnou
alternativu.

Véta 2.16. Necht X € R"*? je matice dat, A > 0, K € [p]. Déle necht

—~ A~ n . . K
(A,B) = argmin > [x = AB™x@[3+ X 3 [[b]3
A BeRpxK i=1 7=1 (227)
s.t. ATA = IK.
Potom —2i— = v;proj=1,...,K kde vy,...,vg je prvnich K vlastnich vektort

IIb;l2
vybérové kovarianéni matice.

Diikaz. Pomoci ortonormélniho dopliiku matice (viz lemma v dodatcich) Ize
psat

> IxY — ABTxV| = ||X — XBAT|
i=1

I(X = XBAT)(AJA.)|[5

(XA — XBATA|XA. -~ XBATA,)|%
I

I

(XA - XBIXA)|;
XA — XB|} + [ XAc|F

K
= |[Xa; — Xbj||7 + [| XA 7,
j=1

kde v prvni, predposledni a posledni rovnosti jsme pouzili definici Frobeniovy
normy a v druhé rovnosti jsme pouzili fakt, ze Frobeniova norma je invariantni
pfi ortonormalni transformaci, viz poznamka [B.7] v dodatcich.

Nyni tedy mame tcelovou funkei ([2.27) vyjadienou ve tvaru

n K K K
Yo IxY = ABTXV 3+ A b5 = D [ Xa; — Xby [ + A Y (b5 + XA 7
=1 j=1 j=1 j=1

(2.28)

To znamend, 7e pro fixni A (a tim i fixni A.), FeSeni (2.27) je ekvivalentni
reseni K nezavislych problémii hiebenové regrese

auin - [Xa; —Xby 34 Alb[3, 5= 1. K. (2.29)
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Tudiz pro j =1,...,K je
b; = (X"X 4+ A\I)'X"Xa, . (2.30)

Dosazenim téchto feseni zpét do tvaru ucelové funkce z (2.28)) dostdvame ¢as-
tecné optimalizovany tvar ucelové funkce

o8

. ~ . K K
I = ABTxU5 X 32 [[bj5 = [IXAG[: + 3 (Xay)T (1 - Hy)(Xa)
= [IX A3 + tr (XA)T(I - H))(XA))

=1

kde jsme v prvni rovnosti pouzili lemma pro kazdé 57 = 1,...,K zvlast
a v druhé rovnosti jsme vyuzili definici operatoru stopy matice spolu s faktem,
ze A je ortonormélni. Matice H) je hfebenova hat matriz z lemmatu

Pokracovanim v tpravach posledniho vyrazu dostavame

tr(Ac T XTXA,) + tr(ATXTXA) — tr(ATXTH \XA) = | X|5—tr(ATXTH,XA).

=[XAc|EHIXA|Z=IX(A|A)7=IX]I%

Tudiz pro optimalizaci podle proménné A zbyva vytesit tlohu

argmax tr(ATXTH \XA) st. ATA=T.
A

Uvazovanim spektralniho rozkladu X'X = VD?VT dostavame

XTH X = X"X(XTX + AI)7'XTX = VD?(D?+ AI)"'D2VT

P
= Vdiag (deH) VT,
tedy musi byt A= (vi,.. VK) na zakladé stejného argumentu jako v dikazu

vety |1.2| Dosazenim matlce A spolu se spektralnim rozkladem XTX zpét do

- dostavame

~ ‘ db \* ¢ d4
b; = V diag (d2 n >\>i1V v, = d2 A (2.31)
proj=1,... K.
Tvrzeni véty dostavame opét po normalizaci. n

V predchozi vété je tloha hledani prvnich K néboji preformulovdna v novy
optimalizacni problém, ktery je opét nekonvexni. Dilkaz véty pritom naznacuje
prirozeny algoritmus k feseni tohoto problému: inicializuj s ortonormalni ma-
tici A© (napt. jednotkovou) a iteruj pro [ = 0,1,... mezi nésledujicimi dvéma
kroky, dokud nedosahnes konvergence:

1. Pfi fixnfm A, spocti sloupce B!V 7 piedpisu (2.30) s a; = a ) l=1,... K
( tj. minimalizuj (2.27) pres B fesenim K nezavislych problemu hrebenove
regrese (2.29)) s prislusnou fixaci matice A).

2. Pii fixnim B, poloz A1) = UVT, kde U a V jsou ze singularniho rozkladu
matice XTXBUH,
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Pfi fixnim B minimalizujeme jen prvni ¢len tcelové funkce z (2.27)), ktery
Ize psat jako || X — XBAT||%, za podminky ortonormality. Druhy krok v tomto
alternujicim itera¢nim schématu je tudiz odivodnén nasledujicim lemmatem.

Lemma 2.17. (Procrusteova rotace snizené hodnosti.)
Necht M € R™? a N € R™X. Necht UDV je singuldrni rozklad MTN. Potom
reseni tlohy
min M —-NAT|% st. ATA=T1,
AcRpxF
je dano predpisem A=UVT.
Diikaz lemmatu zde neuvddime, lze jej najit v Zou a kol. (2006).

Poznamenejme, ze reformulace tlohy hledani prvnich K naboju se na-
padné podoba tuloze , tedy jedné z alternativnich formulaci AHK z prvni
kapitoly. Pokud bychom v pfidali omezeni A = B a naopak vypustili
penalizaci, dostali bychom presné tlohu (1.4)).

Déle, reformulace se zameétruje spise na hledani prislusného hlavniho
podprostoru, nez na Jednothve ‘naboje — to ma opét_spolecné s formulact ( -
Vsimnéme si, Ze pokud je (A, B) dané jako feseni 1-) musi byt také (A, B)
resenim této ulohy pro A =AR aB = BR, kde R € RE*K je libovolna
ortonorméln{ matice. Je totiz ABT = /A\RTRBT = ABT, také ATA = ATA
a také
K _ R R K
>_Ibsll3 = 1Bl = BRIz = Bl = >_ |Ib;3. (2.32)
=1 j=1

Tedy optimalizac¢ni tloha neni schopna rozlisit mezi rotovanymi fesenimi.

Nyni mame novy algoritmus pro hledani prvnich K naboji. Dovolili jsme si
jej popsat jen neformalné a nebudeme vySetrovat, zda konverguje, protoze jeho
prakticky prinos je zanedbatelny — AHK lze provést snadno jednim singularnim
rozkladem matice dat. Nicméné nastolens souvislost AHK s penalizovanou MNC
nam umozni snadno modifikovat tento algoritmus tak, aby produkoval ridké od-
hady naboji. Predpoklad tidkosti naboji pritom muze slouzit jako naprava ne-
konzistence AHK v mnohorozmérné situaci s p > n, ¢imz se budeme zabyvat
v nasledujici kapitole.

2.7 Shrnuti

V této kapitole jsme pripomnéli pravdépodobné nejznaméjsi penalizacni me-
tody pro linearni model, tj. hfebenovou regresi a lasso. Hlavnimi duvody pro
zavedeni penalizace jsou pritom snahy o:

e zabranéni jevu zvanému overfitting;

e snizeni rozptylu odhadu regresnich parametrii a tim zlepseni predikénich
schopnosti modelu;

e zjednoduseni vysledného modelu.

Velmi c¢asto bychom chtéli penalizovat fy-normu regresnich koeficientl, coz
vsak vede na NP-tézkou tlohu. Penalizace ¢1-normy je ¢asto vniméana jako , konvexni
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uvolnéni“ pro ulohu s ¢y-penalizaci. Jak jsme vsak diskutovali, ¢;-penalizo- vané
reseni muze davat pomérné Spatnou aproximaci pozadovaného fy-penalizov-aného
odhadu. Proto (a z mnoha dalsich diivodii) byly navrzeny ruzné modifikace lasso
metody, z nichz jsme diskutovali elastickou sit a adaptivni lasso.

V zéavéru kapitoly jsme ukazali, ze ilohu AHK lze preformulovat do tvaru, pro
jehoz Teseni se prirozené nabizi alternujici minimaliza¢ni algoritmus. Zakladnim
stavebnim kamenem tohoto algoritmu je opakované reseni opakované feseni tiloh
hifebenové regrese. Tyto ulohy v pristi kapitole nahradime za tlohy elastické sité,
abychom vynutili fidkost odhadt regresnich parametri.
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3. Analyza ridkych hlavnich
komponent

Je dobte znamo, ze AHK miize byt nekonzistentni v mnohorozmérném limit-
nim pripadé, v némz pocet parametri p i pocet pozorovani n jdou k nekonecnu
v jistém poméru, pricemz pocet pozorovani neroste vyrazné rychleji nez pocet
parametru. Piiklad vysledku o nekonzistenci AHK jsme diskutovali v sekei [1.5]
Tyto vysledky naznacuji, ze AHK by neméla byt aplikovana na tlohy, v nichz
p =~ n nebo dokonce p > n. V této situaci nelze ocekavat, ze vybérové naboje bu-
dou duvéryhodnymi odhady jejich populac¢nich protéjskt. K zajisténi uzitecnosti
projekce dat do podprostoru nizsi dimenze v podobném smyslu jako pri AHK je
tfeba pridat jisté strukturalni predpoklady, napriklad fidkost hledanych naboji.

Ulohu hledéni prvniho #idkého naboje 1ze formulovat jako tlohu

argmax w'X'Xw st. w'

w=1,|wlo<s. (3.1)
weRP

Ridkost (omezeni na £, normu) efektivné snizuje pocet koeficientti, které je
tteba odhadnout v jednotlivych nabojich, a tim umoznuje konzistentni odhad
i v mnohorozmérné situaci. Bohuzel, Zatimco AHK je vypocetné jednoducha
uloha, Tesitelna singularnim rozkladem matice dat, tiloha , tedy analyza rid-
kyjch hlavnich komponent (ARHK), je NP-t&zky problém. Pfitom odhad jednoho
naboje se za predpokladu ridkosti sklada ze dvou ¢asti: odhadu opory naboje a od-
hadu koeficientt v opore. K teseni tlohy (nebo jejich riznych reformulaci)
byla navrhnuta pestra skéla algoritmi, z nichz si nékteré predstavime v této ka-
pitole. VSechny algoritmy pfitom uvazuji jednu z ekvivalentnich formulaci ulohy
AHK, zavadéji do ni {y-penalizaci, a vysledny problém pak uvolnuji na konvexni
tlohu (v podobném smyslu jako je ¢;-penalizace povazovana za konvexni uvol-
néni fyp-penalizace), piipadné vynucuji fidkost hlavnich komponent heuristicky.
Ukazka jednoduchého algoritmu pro nalezeni prvniho naboje je ddna v nésledu-
jicim prikladeé.

Piiklad 3.1. (Algoritmus pro ARHK, Lu a Johnstone, 2009.)

Necht je dana centrovana matice X € R™*P. Nasim cilem je nalézt prvni ridky

naboj, tj. najit néjaké sub-optimalni feseni tlohy pro jisté s € [p].
Spocitejme rozptyly jednotlivych proménnych 67 = 37, 27 ;. S jejich pomoci

odhadnéme oporu prvnfho naboje jako S = {J; 67 > c}, kde ¢ je n¢jaka konstant

zvolend napriklad tak, aby S méla pozadovanou kardinalitu.

Necht wg € RIS je feSenim tlohy

TYTYX s T~ —
arg max W§X§XSWS s.t. W§WS—1,
Wé\GR‘S‘

(3.2)

kde Xz € R™¥4 je matice vznikld z matice X vypusténim sloupcti, které nepatii

Lu a Johnstone (2009) voli ¢ jako vhodny nisobek kvantilu x2-rozdéleni.
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do S. Dopliime nyni toto feseni o nuly na pozicich, které nepatii do S, tj. polozme

Yo, g8

Vektor a; je prvni fidky naboj. A

Zduraznéme, Ze pii studiu konzistence ARHK je tfeba striktné rozliSovat mezi
konzistenci skuteéného teseni ulohy , které je vSak v praxi nedosazitelné,
a konzistenci néjakého sub-optimalniho feseni, které bylo ziskano néjakym vypo-
¢etné schudnym algoritmem, jako je algoritmus z predchoziho prikladu. Pod po-
jmem ,F{dky ndboj“ myslime v této praci vystup néjakého algoritmu pro ARHK,
ktery ma mnoho slozek nulovych. Pro prehledné shrnuti vysledki ohledné kon-
zistence (ARHK) jakoZto konzistence skutecného feseni tilohy odkazujeme
¢tenare na Shena a kol. (2013). Dalsi reference lze najit v Gu a kol. (2014).

Konzistence rtiznych algoritmit pro ARHK byla ukézana v riiznych modelech
za ruznych predpokladii. Johnstone a Lu (2009), ktefi formalné ukézali nekonzis-
tenci AKH v normalnim $picatém modelu s jednou komponentou, také ukéazali, ze
pti pouziti jednoduchého postupu predvybéru opory (viz priklad lze odhad-
nout Fidky naboj konzistentné (za jistych dodateénych predpokladi). Jejich vy-
sledky byly rozsiteny v Paul (2007) na model o vice komponentich. Amini a Wa-
inwright (2008) ukézali konzistenci SDP algoritmu d’Aspremonta a kol. (2007),
ktery je zalozeny na semidefinitnim uvolnéni tlohy . Paul a Johnstone (2012)
navrhli odlisny algoritmus zalozeny na rozsiteném lagrangianu spolu s dikazem
konzistence. A kone¢né, Ma (2013) pfedstavil algoritmus iterativniho prahovani,
ktery 1ze vnimat jako kompetitivnéjsi iterativni verzi algoritmu Johnstonea a Lua
(2009), spolu s dikazem konzistence. Poznamenejme, ze vsechny dosud citované
prameny vysetiuji konvergenci v normdalnim Spicatém modelu a navrzené algo-
ritmy se zamétruji na postupnou extrakei vlastnich vektorti vybérové kovarianéni
matice. Druhé zminéné muze byt z praktického hlediska nevhodné, jak bude dis-
kutovano pozdéji.

Dalsim problémem AHK (kromé ,ztracené“ konzistence) v mnohorozmérném
pripadé je Spatna interpretovatelnost. Tento problém muze byt z praktického hle-
boju, jejichz vsechny koeficienty jsou typicky nenulové. To prakticky znemoznuje
interpretaci jednotlivych os v hlavnim podprostoru, pokud neni p hodné malé.
Z tohoto duvodu byly navrzeny ruzné modifikace AHK, jako napiiklad pokusy
o rotaci naboju jakozto baze hlavniho prostoru tak, aby co nejvic koeficient ro-
tovanych naboji bylo rovnych nebo alespon blizkych nule (Jolliffe, 1995). Mnohé
algoritmy pro ARHK lze vnimat pouze jako heuristiky Fesici tento interpretacni
problém. Jednotlivé heuristiky vynucuji riznymi prostiedky nulovost koeficient
v nabojich a existuji pro né jen omezené teoretické zaruky.
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Moghaddam a kol. (2006) a d’Aspremont a kol. (2008) navrhli hladové algo-
ritmy s trivialni zarukou globdlni konvergencd} Alespoit zaruku globélni konver-
gence maji také algoritmy Sigga a Buhmanna (2008), Journeého a kol. (2010),
Maa (2011) a Lua a Zhanga (2012). Zadné zaruky si nejsme védomi pro zndmé
algoritmy Jolliffea a kol. (2003), Zoua a kol. (2006), Shena a Huanga (2008),
Wittenové a kol. (2009) nebo Jenattona a kol. (2010).

Pokud je nam znamo, v literatutre se dostava nejvice prostoru SDP algoritmu
d’Aspre-monta a kol. (2007) (viz napf. renomované prace Bertheta a Rigolleta,
2013a a 2013b, a reference v nich), zatimco z praktického hlediska nejatraktiv-
néjsimi jsou algoritmy Zoua a kol. (2006), Sigga a Buhmanna (2008), pripadné
Shena a Huanga (2008). Duvody jsou nasledujici.

Amini a Wainwright (2008) ukézali, ze v asymptotickém piipadé n,p,s — oo,
ve kterém gkalovany pocet pozorovani n/(slog(p—s)) — 7 € [0, <] (s je kardina-
lita prvniho naboje a n je pocet pozorovani tazeny z jistého obecnéjsiho modelu,
nez je normélni spicaty model), odhadne SDP algoritmus d’Aspremonta a kol.
(2007) spravné oporu prvniho néboje, je-li 7 vétsi nez jista konstanta 15. Nao-
pak pravdépodobnost spravného odhadu opory pti pouziti libovolného algoritmu
se v tomto modelu limitné bliz{ nule je-li 7 mensi nez jista konstanta 7. Amini
a Wainwright (2008) tedy ukazali, Ze SDP algoritmus je (za jistych predpokladi,
které v nasem prehledu neuviadime) asymptoticky optimélni. Presto vsak Cetné
simula¢ni studie porovnavajici chovani riznych ARHK algoritm bud ukazuji,
ze odhady ziskané SDP algoritmem jsou sub-optimalni (napt. Lu a Zhang 2012,
nebo Ma, 2011), nebo SDP algoritmus vibec neuvazuji kvili vysoké vypocetni
narocnosti, nemoznosti volit presné kardinalitu vystupnich naboji, nutnosti ex-
trahovat naboje po jednom nebo nutnosti pracovat s prilis velkou kovariancéni
matici (napt. Shen a Huang, 2008, nebo Journeé a kol., 2010, a také tato préce).

Naopak, zejména S-PCA algoritmus Zoua a kol. (2006) ma mnoho praktickych
vyhod, které budou diskutovany v sekei [3.4.3] Nejspise kvtli své praktické apliko-
vatelnosti se chovani S-PCA algoritmu stalo standardni dolni mezi, kterou museji
noveé navrhované algoritmy prekonat. S-PCA algoritmus byl uvazovan v drtivé
vétsiné experimentalnich studii v pramenech citovanych vyse a ve vétsiné z nich
byl na zakladé vice ¢i méné presvédcivych dikazit vykonnostné prekonan.

V nasi praci zaujmeme prakticky a algoritmicky orientovany pristup. Zameé-
fime se na S-PCA algoritmus Zoua a kol. (2006) a jeho modifikace. Déle budeme
pro porovnani uvazovat hladovy algoritmus Moghaddama a kol. (2006) a pa-
trné nejjednodussi mozny pristup k ARHK spocivajici v prahovani vyslednych
naboju (tzv. jednoduché prahovdni). Jesté pred popisem jednotlivych algoritmu
v sekci si v nasledujicich sekcich ptiblizime nékolik rozdilnosti, které prinasi
ridkost oproti klasické AHK.

2Globélni konvergenci rozumime konvergenci proménnych k néjakému bodu, ne nutné glo-
balnimu optimu, pro libovolnou inicializaci algoritmu. Nase optimalizac¢ni terminologie kopiruje
terminologii Langeho (2013).
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3.1 Deflacni metody

Mnohé algoritmy jsou navrzeny tak, aby hledaly naboje sekvenéné po jednom
(Moghaddam a kol., 2006, d’Aspremont a kol., 2007, nebo algoritmus z prikladu
. Po obdrzeni prvniho naboje danym algoritmem je tieba provést deflaci ko-
varianéni matice (pfipadné matice dat) o extrahovany naboj a nasledné aplikovat
algoritmus znovu na matici po deflaci. Deflaci pritom rozumime proces odebrani
vektoru v z mnoziny vlastnich vektorii matice M. V pripadé, ze v je vlastni vek-
tor matice M, lze tuto operaci snadno provést vynulovanim prislusného vlastniho
¢isla.

Véta 3.2. (Hotellingova deflace.)

Necht \; > ... > A\, a vy,...,v, jsou vlastni cisla a prislusné vlastni vek-
tory pozitivné semidefinitni matice M € RP*P. Pak pro j = 1,...,p ma ma-
tice M; = M — )\jvjva vlastni vektory vi,...,v, s piislusnymi vlastnimi ¢isly

Ay N0 01, A
Diikaz. Pro i # j plati
iji =Mv; — \; vjv v, = Mv; = \;v;,

zatimco

MjVj = MV]' — )\jVjV;!—Vj = )\jvj — )\jvj = 0 D

Klasickou AHK tedy lze provadét sekvencné. Po obdrzeni prvniho naboje a;
(a vlastniho ¢isla, které je rovno rozptylu vysvétlenému pomoci prvni HK) staci
provést deflaci kovarianéni matice dle predchozi véty a druhy naboj a, hledat
jako prvni vlastni vektor nové matice. Tento postup je oblibenou alternativou
hledani vlastnich vektorti matice, kdy jednotlivé vlastni vektory jsou ziskavany
iterativné pomoci tzv. mocninné iteracni metody (power iteration method). Ob-
dobné lze postupovat pri hledani naboju jakozto pravych singularnich vektort s
deflaci matice dat.

Co kdyz jsme ale pomoci néjaké ARHK metody nenasli skuteény vlastni vek-
tor, ale néjaky Fidky pseudo-vlastni vektor v? Zdtraznéme, ze smyslem ARHK
je hledat vektory, které sice nejsou primo vlastnimi vektory vybérové kovarianéni
matice 3, ale my pritom doufame, Ze jsou dobrymi odhady vlastnich vektort sku-
tecné kovarlancnl matice 3, kterd nam vSak neni znama. Prvni fidky naboj tedy
nen{ vlastnim vektorem . Deflaci je vsak treba provést na matici 3, abychom
mohli sekvenc¢né ziskat dalsi ridky néboj.

Vsimnéme si, Ze jednoduchy diikaz predchozi véty zavisi na tom, ze vektor v,
kterym provadime deflaci matice M, je jejim skutecnym vlastnim vektorem. Po-
kud tomu tak neni, nedochazi k vynulovani zadného vlastniho cisla. V takovém
pripadé sice lze stale chapat deflaci jako jakési snizeni ,Spicatosti matice M ve
sméru v, ale pri deflaci nevlastnim vektorem muze nastat mnozstvi problémaii.
Napriklad se mtze stat, ze matice po deflaci, tj. matice

M — (VIMv)vv', (3.3)
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jiz neni pozitivné semidefinitni, i kdyz matice M byla, viz nasledujici priklad. To
znamena, ze algoritmy hledajici ridké naboje sekvencné a zaroven spoléhajici na
pozitivni semidefinitnost kazdé matice, z niz ndboj extrahuji (kromé prvniho na-
boje je to vzdy jiz matice po deflaci), by nemély uzivat Hotellingovu deflaci. Presto
to naptiklad sekvenéni algoritmy Moghaddama a kol. (2006) nebo d’Aspremonta
a kol. (2007) délaji a zcela ignoruji problémy s tim spojené.

Priklad 3.3. Uvazujme matici 3 danou rovnosti (1.2)) z ptikladu Vlastni
¢isla této matice jsou \; =4 a Ay = 1. Po provedeni Hotellingovy deflace fidkym
vektorem v; = (1,0)7 dostavame matici

0 3/2

3/2 5/2)’
jejiz vlastni ¢isla jsou Ay = 3.2 a Ay &= —0.7, tj. matici, kterd neni pozitivné
semidefinitni. Podobnd situace by nastala pii deflaci druhym moznym fidkym

vektorem v, = (0,1)T namisto vektorem v;. Podobnd situace by také nastala pii
deflaci vybérové kovarianéni matice 3 z prikladu |1.8 pomoci vektoru v; nebo vs.

A

Jednoduché tprava deflaénfho schématu pro ARHK umoziiujici vyhnout se
vyse zminénému problému s pozitivni definitnosti, je nasledujici. Po ziskani rid-
kého naboje a; v prvnim kroku proved misto deflace pomoci a; deflaci pomoci
obycejného naboje ay, tj. vlastniho vektoru. Toto schéma vSak prinasi dalsi pro-
blémy. Z kovariancéni matice je odfiltrovan rozptyl, ktery jesté nebyl vysvétlen,
tedy kazda dalsi fidka HK pak mutze byt sub-optimalni z hlediska vysvétleného
rozptylu, a také nasledujici fidké naboje as, ... nemuseji byt ortogonalni k pred-
chozim nabojim.

Mackey (2009) diskutuje dalsi problémy, které mohou deflaci pomoci nevlast-
niho vektoru u ARHK nastat. Také navrhuje defla¢ni postupy alternativni k Ho-
tellingové deflaci, které uvedené problémy do jisté miry (nikdy vsak zcela) Fesi.
Nicméné je ziejmé, ze metody extrahujici vSsechny tidké komponenty najednou
maji neoddiskutovatelnou vyhodu v tom, Ze se zminénym problémim zcela vy-
hybaji.

3.2 Dailezitost opory naboji

Pokud bychom v klasické regresi védéli, které proménné jsou relevantni, pra-
covali bychom pouze s nimi a irelevantni proménné bychom ignorovali. Podobné,
pokud bychom znali oporu prvniho rfidkého naboje, ziskali bychom jeho nenulové
koeficienty jako koeficienty klasického naboje prislusné podmatice (napiiklad ve
vybérovém pripadé vypusténim téch sloupcii matice X, které jsou prislusné nu-
lovym koeficientim).

Predpokladejme nyni, ze jsme ziskali prvni fidky naboj a; pomoci libovolného
algoritmu, tj. a; je sub-optimalni feseni ulohy Necht S = supp(a; ). Potom
reseni ulohy doplnéné o nuly na pozicich, které nepaii do S, ma ziejmé
stejnou oporu jako a;, pri¢emz z definice AHK musi (pseudo-)hlavni komponenta
s timto ridkym nabojem vysvétlovat prinejmensim stejné mnozstvi rozptylu jako
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ridka (pseudo-)hlavni komponenta s fidkym nabojem a;. Toto jednoduché pozo-
rovani vedlo Moghaddama a kol. (2006) ke studiu kombinatorickych algoritmii,
které nejprve odhaduji oporu a nasledné odhaduji nenulové koeficienty naboju
resenim ulohy s prislusnou S.

Moghaddam a kol. (2006) tvrdi, ze z feSeni kazdého algoritmu pro ARHK
by méla byt extrahovana pouze jeho opora a ridky naboj by mél byt dopocitan
fesenim prislusné podulohy . Bez tohoto postupu, kterému riké ,varia¢ni
oprava“, podle néj nemaji ,spojité“ algoritmy jako napriklad S-PCA (Zou a kol.,
2006) sanci byt konkurenceschopné co se tyce vysvétleného rozptylu. My nesou-
hlasime ani s jednim z téchto tvrzeni. Zaprvé, variacni oprava jde zcela proti
paradigmatu, ze metody odhadu by mély byt spojité (viz napt. Fan a Li, 2006).
Zavedenim této umélé nespojitosti do jinak spojitych metod jsme sice v nasi
simulac¢ni studii docilili nepatrného zlepseni ve vysvétleném rozptylu, avsak na
ukor celkového zhorseni odhadu méreném tthlem mezi skuteénym nabojem a jeho
ridkym odhadem (tyto vysledky neuvadime). Zadruhé, jak uvidime v simulacni
studii v paté kapitole, hladovy algoritmus Moghaddama a kol. (2006) dava prekva-
pivé Spatné vysledky. Proto ,variacni opravu“ nepouzivame pro jiny algoritmus
nez hladovy algoritmus. Vyse uvedené pozorovani nicméné podtrhava dilezitost
spravného odhadu opory naboji.

Spravné odhadnuté opory naboju jsou také velmi dilezité z hlediska interpre-
tace vysledkit ARHK. V sekei|l.4]jsme diskutovali pravdépodobnostni interpretaci
HK a jejich spojitost s modelem faktorové analyzy. Tvrdili jsme, Ze na néboje se
lze divat jako na projekce faktori do domény dat. Predpokladejme ted na oka-
mzik, Ze matice W ve faktorovém modelu je ortogonalni a jeji sloupce
jsou serazeny sestupné podle normy. V takovém pripadé jsou jednotlivé koefici-
enty prvniho naboje obrazem prvniho faktoru v doméné pozorovanych dat. To
znamena, ze pri odhadu naboju se vlastné snazime popsat faktor pomoci pozo-
rovanych proménnych. Nulové koeficienty v odhadu napf. prvniho naboje nam
pak Tikaji, které proménné nesouviseji s prvnim faktorem. Ackoliv tato interpre-
tace AHK a faktorové analyzy je jiz zna¢né odtrhnuta od matematického modelu,
muze byt casto napomocna v praxi, jak uvidime pri analyze realnych dat v ka-
pitole 6. I pokud upustime od této volné interpretace, je-li i-ty koeficient nulovy
spolecné pro vSech uvazovanych K naboji, znamena to, ze i-t4 proménna je ire-
levantni pro uvazovany problém. Je patrné, Ze z tohoto thlu pohledu mutze mit
spatny odhad opor nabojt katastrofalni dopad na interpretaci modelu.

3.3 Rozptyl vysvétleny ridkymi komponentami

Jak jsme vidéli v prvni kapitole (pozn. , pro obycejnou AHK je nekorelo-
vanost HK ekvivalentni s ortogonalitou naboji. Klicem byl fakt, Zze naboje jsou
vlastni vektory kovarian¢ni matice. Pokud ale provadime modifikovanou AHK
a napriklad ridké nédboje jiz nejsou pravymi vlastnimi vektory, nelze pozadovat,
aby platila jak ortogonalita naboju tak nezavislost hlavnich komponent (Jolliffe
a kol., 1995). BéZnou praxi pfitom je obétovat nekorelovanost a hledat ortogonalni
naboje, tj. néjakou ortogonalni bazi hlavniho podprostoru.

Pokud ale tidké HK nejsou nekorelované, je prilis optimistické pocitat rozptyl
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vysvétleny prvnimi K Fidkjch HK jako soucet rozptyli jednotlivych RHK. Zou
a kol. (2006) proto navrhuji definovat rozptyl vysvétleny j-tou RHK jako roz-
ptyl rezidui z projekce j-té ridké HK na prvnich j — 1 fidkych HK. Pro detaily
odkazujeme na Zou a kol. (2006, sekce 3.4).

Pokud tidké HK nejsou ani nekorelované ani nemaji ortogonalni naboje (coz
nastava pro vsechny algoritmy, které extrahuji naboje postupné, jak jsme dis-
kutovali v minulé sekci), je pohled na vysvétleny rozptyl z predchoziho odstavce
stale prilis optimisticky. V takovém pripadé je vhodné pouzit tpravu z Shen a Hu-
ang (2008). Nicméné, my pouzivame rozptyl vysvétleny fidkymi HK ve smyslu
z Zou a kol. (2006), jelikoz vétsina nasich metod produkuje ortogonélni néaboje.
Vyjimkami jsou jednoduché prahovani a hladovy algoritmus, pro ty mtze byt
vysvétleny rozptyl spocteny v nasi simulac¢ni studii nadhodnoceny.

Konecné, v nasich numerickych ptikladech vzdy uvadime rozptyl vysvétleny
ridkou hlavni komponentou déleny rozptylem prislusné komponenty, coz je také
béznou praxi. Tento podil je vzdy mezi nulou a jednickou, jelikoz z definice AHK
nemuze zadnd linearni kombinace dat vysvétlovat vétsi mnozstvi rozptylu nez
klasicka prvni HK. Pro dalsi HK se teoreticky miize stéat, ze bude ridka modifikace
vysvétlovat vétsi mnozstvi rozptylu nez prislusna klasicka HK, v praxi vsak tento
jev nepozorujeme.

Poznamka 3.4. Podobné jako u AHK vyvstava i v pripadé ARHK otazka, jak
zvolit pocet hlavnich komponent K. V piipadé ARHK je navic tieba uréit kar-
dinality jednotlivych naboji. Béznou praxi je zvolit pocet obycejnych hlavnich
komponent stejné jako v pripadé AHK a nasledné volit kardinality jednotlivych
naboju tak, aby ridké hlavni komponenty vysvétlovaly velkou ¢ast (napt. 90 pro-
cent) rozptylu vysvétleného obyc¢ejnymi naboji. Tento postup vsak nelze doporudit
hned z nékolika davodi.

1. Johnstone (2001) diskutuje, jak samotnd volba poctu obycejnych HK na
zakladé vysvétleného rozptylu mize byt zavadéjici v mnohorozmérném pri-
padé.

2. Volime-li poc¢et komponent a kardinality naboji na zakladé rozptylu a odha-
dujeme-li pak jesté samotné naboje na zakladé (pripadné upravené verze)
ulohy , dochézi k prilis mnoho sekven¢nim rozhodnutim pouze na za-
kladé vysvétleného rozptylu.

3. Snaha o dosazeni co nejvétsiho vysvétleného rozptylu mtize mit negativni
dopad na celkovou kvalitu fidkych odhadi néboji. Je tieba si uvédomit,
ze zakladnim problémem v mnohorozmérné situaci je prilis velka kumulace
sumu napti¢ jednotlivymi dimenzemi, tj. rozptylu, ktery se nepokousime
vysvetlit.

Z téchto duvodl je velmi obtizné, ne-li nemozné, kvantifikovat néjaké obecné
rady, jak postupovat pri volbé poc¢tu hlavnich komponent a kardinalit prislusnych
naboji. K provedeni této volby je treba zuzitkovat kazdou dodateénou informaci
dostupnou v daném prikladé. &
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3.4 Algoritmy

V této sekci si predstavime nékolik algoritmii pro ARHK. Vsechny uvedené
algoritmy maji spolec¢né to, ze umoznuji presné volit pocet nenulovych koeficient
v jednotlivych nabojich.

U vsech algoritmii uvadime ¢asovou a pamétovou slozitost tak, jak je uve-
deno v ptuvodnich pramenech. Nicméné je tfeba poznamenat, ze tato cisla jsou
pouze orientacni pro vzajemné porovnani efektivity jednotlivych algoritmii. Fak-
tické doby béhu (a do jisté miry i teoretické slozitosti algoritmii) se mohou zna¢né
lisit v zavislosti na algoritmech pouzitych k nalezeni spektralnich nebo singulér-
nich rozkladiim matic, pripadné feseni lasso tloh. Detailni diskuze vypocetnich
vlastnosti uvazovanych algoritmt neni obsahem této prace.

3.4.1 Jednoduché prahovani (ST-PCA)

Nejjednodussi, zcela heuristicky pristup k ARHK je tzv. jednoduché prahovani
(simple thresholding, ST-PCA), které spociva v nastaveni nejmensich koeficientu
v nabojich na nulu a néaslednym standardizovinim obdrzeného vektoru. Je-li a;
j-ty ndboj, jednoduché prahovani spoc¢iva v nastaveni

G = aj,i]l[@-ﬂgﬂa 1= 17 s Dy

kde v > 0 je prah. Pozadujeme-li, aby byl presny pocet s koeficientii tohoto naboje
nastaven na nulu, volime 7 jako s-ty v absolutni nejvétsi prvek a;. Nasledné
obdrzeny vektor c¢ standardizujeme na tidky naboj polozenim

c

lell2

a;

Timto zptisobem samoziejmé nedostaneme ani ortogonalni naboje, ani nekore-
lované HK. Alternativou je prechod k postupné extrakci naboju po jednom spolu
s uzitim defla¢nich metod, coz néktefi autori také uvazuji (napt. d’Aspremont,
2008), ale my se snazime deflaci vyhnout z divodi uvedenych vyse.

Celkové vzato, jednoduché prahovani je patrné tim nejjednodussim pristupem
goritmy. Navzdory nesmirné jednoduchosti tohoto ptistupu, numerické vysledky
obdrzené jednoduchym prahovanim mnohdy nejsou tak spatné, jak by mohl ¢lo-
vék cekat, na coz také upozornuji mnozi autori (napt. Moghaddam a kol., 2006).
Casova slozitost jednoduchého prahovani zalezi na pouzitém algoritmu pro spek-
tralni rozklad nebo singularnim rozklad matice. Nase nejjednodussi verze spociva
jen v provedeni jednoho singuldrniho rozkladu, tedy mé ¢asovou sloZitost O(np?)
a pamétovou slozitost je O(np).
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Algoritmus 3.4.1: Greedy-PCA algoritmus Moghaddama a kol. (2006).
input : Centrovand matice dat X = (x4]...|x,) € R"*?,
pozadovana kardinalita prvniho naboje s.
output: Prvni fidky naboj a;.

1 begin

2 Serad proménné sestupné podle jejich vybérového rozptylu.

3 Poloz I, = {1}.

4 | forje{2 ... s} do

5 Najdi index 7 takovy, ze prvni vlastni ¢islo matice 3 er up }xlxlT
je co nejvetsi.

6 Poloz Ij = ijl U {Z}
end
8 Necht a;, je prvn{ vlastn{ vektor matice 3;c; x;(x;))T. Doplil jej

nulami na prislusnych pozicich abys ziskal a;.
9 end

3.4.2 Hladovy algoritmus (Greedy-PCA)

Pro sirsi porovnani jsme se rozhodli vybrat dalsi velmi jednoduchou metodu
pro AHRK (implementacné jednoduchou, nikoliv jednoduchou z hlediska pamé-
tové nebo Casové slozitosti). Davody, pro¢ jsme vybrali pravé hladovy algorit-
mus (Greedy-PCA) Moghaddama a kol (2006) jsou v zdsadé dva. Zaprvé kvuli
jeho ¢astecné podobnosti s LARS algoritmem pro lasso (ktery vyuziva algorit-
mus navrzeny Zouem a kol., 2006). Greedy-PCA také udrzuje mnozinu aktivnich
proménnych, do které postupné pridava. Druhym divodem je, ze Moghaddam
a kol. (2006) uzaviraji simula¢ni studii tim, Ze jejich algoritmus produkuje lepsi
vysledky nez algoritmus Zoua a kol. (2006). Jak uvidime v néasledujici kapitole,
nase zavery jsou zcela opacné.

Greedy-PCA hleda nejprve oporu naboje S, samotny naboj je spocitan az
nasledné jako feseni podproblému . Pocatecni opora je tvorena pouze inde-
xem promeénné s nejvétsim vybérovym rozptylem. V kazdém kroku je do opory
pridan jeden index — takovy, ktery maximalné zvysi vysvétleny rozptyl. Takto po-
stupujeme, dokud opora nema pozadovanou kardinalitu, pfipadné dokud nejsou
pridany vSechny proménné. V takovém pripadé ziskame celou drahu reseni.

Algoritmus je zékladni verzi algoritmu z Moghaddam a kol. (2006).
Autori diskutuji riznéa vylepSeni jak kombinovat priichod poptedu s prichodem
pozadu, pripadné jak vyuzit riznych triki kombinatorické optimalizace k zefek-
tivnéni algoritmu. My vsak uvazujeme pouze zakladni verzi, kterd byla porovnana
s dalsimi algoritmy také v d’Aspremont a kol. (2008). Zajimavé je, ze d’ Aspremont
a kol. (2008) navrhuji jiny hladovy algoritmus s nizsi sloZitost{ (O(p*) pro vypo-
¢et celé drahy feseni, oproti O(p*) operaci potiebnych pro Greedy-PCA), ktery se
chova o néco malo hure nez Greedy-PCA, jehoz feseni se de-facto snazi aproximo-
vat. Oba algoritmy pak v numerické studii davaji lepsi vysledky nez ST-PCA. My
vsak v nasi simulac¢ni studii pozorujeme presné opacny trend. Numerické vysledky
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d’Aspremonta a kol. (2008) se ndm pritom nepodafilo zreplikovat. Pamétova slo-
zitost Greedy PCA (i jeho ,zrychlené verze“ d’Aspremonta a kol, 2008) je také
O(p?) vzhledem k nutnosti pracovat s kovarian¢ni matici.

3.4.3 Regresni algoritmus (S-PCA)

Zou et al. (2006) preformulovali AHK do regresniho tvaru. Jak jsme ptipomnéli
v sekci , AHK lze formulovat jako tlohu , kterou lze Tesit iterativneé
pomoci alternujicitho algoritmu. Pridanim /¢;-penalizace do této tlohy muzeme
vynutit fidkost hledanych néboji:
— n ) . K K
(A,B) = argmin [ — ABTxD|[Z + Xy 3 [[byl15 + 3 Aujlibslla
A BcRpxK =1 j=1 j=1
s.t. ATA =1y,
(3.4)
kde Ag,A11,...,A1k > 0 jsou ladici parametry.

Algoritmus pro feSeni AHRK tlohy (3.4) se nabizf jak drobna modifikace po-
stupu, ktery jsme diskutovali v sekei [2.6] Jedinym rozdilem je, Ze misto tloh
hifebenové regrese nyni budeme fesit tlohy tvaru elastické sité

arg min I Xa; — Xb; 13 + Aalbjll3 + Auylbsll, 7=1,... K. (3.5)

Jako startovni bod algoritmu se nyni pfirozené nabizi feseni obycejné AHK po-
moci singularniho rozkladu X. Cely postup je shrnut jako algoritmus [3.4.2

Poznamka 3.5. S-PCA algoritmus mé nékolik atraktivnich vlastnosti, zejména
z praktického thlu pohledu:

1. pozadovand kardinalita (tj. pozadovany pocet nenulovych koeficientl) muze
byt zvolena pro kazdy naboj;

2. zvoleny pocet RHK a pifslusnych nabojt je spocten najednou;
3. algoritmus nevyzaduje vypocet ani ukladani kovarianéni matice;
4. vysledné naboje jsou ortogonalni;

5. pri uvolnéni omezeni na kardinalitu naboji se metoda redukuje na obycej-
nou AHK.

Vlastnosti (a)-(c) vyplyvaji z vlastnosti LARS algoritmu, ktery je pouzit k feSeni
tloh . Zde poznamenejme, ze v puvodnim ¢lanku autori vlastnost (a) ne-
vyzdvihuji a algoritmus nediskutuji prilis podrobné, coz zfejmé vede k tomu, ze
vlastnost (a) byva S-PCA algoritmu nékdy upirdna (Journée a kol., 2010). Vlast-
nost (d) vyplyva z ortogonality A. Vlastnost (e) vyplyva z véty [2.16] K tomu také
poznamenejme, ze uloha je spojita v ladicich parametrech. Navic, vystup al-
goritmu se li${ minimalné pro ruzné volby parametru Ay (vzpomenme, ze regresni
PCA algoritmu ze sekce byl na volbé ladictho parametru pro ¢s-penalizaci
zcela nezavisly). o
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Algoritmus 3.4.2: S-PCA algoritmus Zoua a kol. (2006).

input : Centrovana matice dat X € R"*P, ladici parametr A,.
Pocet hledanych fidkych nabojiu K € [p].
Ladici parametry Aq1,...,A1 x (nebo ekvivalentné pozadované
hodnosti kardinality ndboju s1, ..., sk).
Pozadované presnost &eony (defaultné 1072).
output: Ridké naboje ve sloupcich matice B € RP*K .

1 begin
2 Poloz | = 0.
3 Poloz A®) = K, kde A € RP*K je matice prvnich K obycejnych
naboju.
4 repeat
for j e {1,...,K} do
6 Ziskej b§-l+1> jako Teseni j-té z tloh sa; = aﬁn pomoci
LARS algoritmu.
7 Znormuj bglﬂ).
8 end
0 Poloz BU+D) = (b{™V| . b)),
10 Spocti singularni rozklad XTXBU+1) = UDVT a poloz
A(l+1) —UvT.
11 Poloz | =1+ 1.
12 | until Vi € [pl,j € [K]: b — bV | < Eeony
13 end

Na druhou stranu, S-PCA je typem algoritmu alternujici minimalizace, a jsou-
li algoritmy tohoto typu pouzity k feSeni nekonvexnich tloh, teoretické zaruky
pro nalezeni feseni a jeho pfripadné vlastnosti existuji spise vyjimecné. Prestoze
jako zastavujici pravidlo S-PCA je pouzita konvergence matice B, neni v sou-
¢asnou chvili ziejmé, e algoritmus skutecnd konvergujd’, piipadné kam. Zou
a kol. (2006) konvergenci algoritmu vubec nezminuji. Wittenova a kol. (2009)
sice konstatuji, ze nelze garantovat konvergenci ke globalnimu minimu, ale otazka
numerické konvergence (k lokalnimu minimu) zistava nezodpovézena. Jak uka-
zeme v sekci [£.4.2] S-PCA algoritmus konverguje k lokdlnimu minimu ucelové
funkce pro libovolnou inicializaci. Inicializace pomoci obyéejné AHK se pak
ukazuje byt rozumnym startovacim bodem v konkrétnich prikladech.

Casova slozitost algoritmu je mO(p?®), kde m je pocet iteraci potiebnych ke
konvergenci, pokud bereme, Ze pocet hledanych komponent je konstantni (coz
délame pii uvadéni ¢asové slozitosti viech algoritmi). Casovou sloZitost lze jesté
snizit na mO(np?), pokud budeme uvaZovat, Ze kardinalita jednotlivych kompo-
nent je srovnatelnd s n, coz je pri praktickém uziti algoritmu vzdy. Pamétova
slozitost je pak O(np), jelikoz neni tfeba pocitat kovarianéni matici.

3Jako kritérium konvergence pouzivame defaultni nastaven{ Zoua a kol. (2006): itera¢ni
postup je zastaven, pokud v posledni iteraci nedoslo v zadné slozce matice B ke zméné vétsi
nez 1073,
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3.4.4 Adaptivni modifikace (ADA-S-PCA)

V regresnim tvaru AHK diskutovaném v sekci [2.6)se samoziejmé nabizi pouziti
i jinych penalizacnich metod nez ¢;-penalizace. Mtzeme pouzit jak libovolnou
penalizaci diskutovanou v kapitole 2, tak mnoho jinych penalizacnich technik,
které jsme nezminili. V této sekci si predstavime verzi, kterd vznikne nahrazenim
{1-penalizace za adaptivni ¢1-penalizaci. Tato modifikace (kterou oznacujeme déle
ADA-S-PCA) je motivovana tispéchem adaptivni lasso metody a byla jiz nejednou
uvazovana (napt. Lengem a Wangem, 2009, nebo Chenem, 2011,).

ADA-S-PCA spociva v nasledujici upravé S-PCA. Na zacatku [-tého kroku
spocti vahy

Let wﬂ: @) j:]~7~--7K7 izl?"'JpJ (36)

kde a%) jsou prvky matice A®) znamé z predchoziho kroku. Nésledné misto tloh
elastické sité (3.5)) fes ulohy adaptivni elastické sité ve tvaru

p
argmin || Xa; — Xbyll5 + Xa|[bjl5 + A1 ; ;wji\bj,z'\> J=1. K. (37)

bjERp

Zmény oproti algoritmu [3.4.2] jsou tedy dvé. Zaprvé, mezi 4. a 5. fadek algoritmu
3.4.2| pribude vypocet vah. A zadruhé, v 5. fadku nahradime referenci (3.5)) za

BD.

Poznamenejme, ze jsme se zabyvali i raznymi vicekrokovymi modifikacemi
elastické sité. Nepodarilo se ndm vsak najit zadnou strategii volby vah a ladicich
parametri, kterda by vedla ke znatelnému zlepseni numerickych vysledki oproti

ADA-S-PCA.

Stejné jako adaptivni lasso je jednoduchou modifikaci lasso metody vylepsujici
jeho teoretické i numerické vlastnosti, ADA-S-PCA je jednoduchou modifikaci
S-PCA algoritmu vylepsujici jeho (pfi absenci teoretickych alespon) numerické
vlastnosti, jak uvidime v kapitole 5. Pritom ¢asova i pamétova slozitost algoritmu
zustava stejna jako pro S-PCA, jelikoz v kazdé iteraci je proveden pouze jeden
singularni rozklad matice n X p navic. Na druhou stranu, jak uvidime v sekci 5.1,
vlastnost (e) z poznamky prestava platit pro ADA-S-PCA, coz znamena, 7ze
ADA-S-PCA musi byt sub-optimalni z hlediska mnozstvi vysvétleného rozptylu,
jsou-li pozadované hodnoty kardinalit sq,...,sx vysoké.
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3.5 Shrnuti

V teto kapitole jsme naznacili, pro¢ miize ridkost slouzit jako nédprava ke zno-
vuziskani ,ztracené konzistence“ AHK v mnohorozmérné situaci p > n. Prestoze
teoretické vysledky tykajici se konzistence se znacné lisi v zavislosti na uvazo-
vaném modelu a algoritmu, AHRK je dnes obecné povazovana za vhodnéjsi pro
mnohorozmérnd data nez obycejna AHK.

I kdyz odhlédneme od teoretickych vysledkii, nalezeni ridkych naboju je za-
dany cil sdm o sobé kvili lepsi interpretovatelnosti vysledki, kterou ridkost pri-
nasi. Hledani tidkych nédboju je vsak NP-tézky problém, pro jehoz tfeseni byly
navrzeny desitky riznych algoritmii. Nékteré z téchto algoritmii jsou teoreticky
podlozené, ale nevhodné pro praktické pouziti. Jiné jsou z praktického hlediska
snadno vyuzitelné, ale neexistuji pro né zadné teoretické vysledky zarucujici kva-
litu nalezenych Teseni, a tak jsou brany spise jako heuristiky.

My jsme k problému pristoupili z ¢isté praktického thlu pohledu a zamérili
jsme se na S-PCA algoritmus Zoua a kol. (2006), ktery ma& mnoho z praktic-
kého hlediska atraktivnich vlastnosti. Na druhou stranu, algoritmus se snazi resit
nekonvexni problém pomoci schématu alternujici minimalizace a my si nejsme
védomi, ze by pro néj existoval byt jen dikaz numerické konvergence, natoz jiné
teoretické vysledky o jeho chovani. Ptesto se chovani S-PCA algoritmus stalo
standardem, se kterym je témeér kazdy novéjsi algoritmus pro AHK porovnéavan.

Numerické fungovani S-PCA algoritmu bylo z hlediska riznych mér, které
budou diskutovany v nasi v kapitole 5, prekonano v c¢etnych studiich. Pokud je
nam znamo, vzdy bylo lepsiho fungovani nového algoritmu dosazeno pri obétovani
nékteré z vlastnosti z poznamky [3.5] Piikladem tohoto je i jednoduché modifikace
ADA-S-PCA. V néasledujici kapitole je proto nasim cilem je navrhnout algoritmus,
ktery by prekondval numerické fungovani S-PCA a zaroven si uchovaval vSechny
atraktivni vlastnosti z poznamky [3.5
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4. Novy algoritmus pro analyzu
ridkych hlavnich komponent

V této kapitole si predstavime modifikaci S-PCA algoritmu pro ARHK zaloze-
nou na zavedeni nekonvexni penalizace do regresni formulace AHK, kterou jsme

predstavili v sekei

Nejprve budeme studovat problém nejmensich ¢tvercti penalizovany diferen-
covatelnou nekonvexni funkci a navrhneme iterativni algoritmus pro nalezeni
prislusného odhadu. Nas algoritmus bude verzi iterativné vazenych nejmensich
¢tvercu (iteratively reweighted least squares, IRLS). Poté pouzijeme nasi penali-
zaci a navrhneme algoritmus k modifikaci S-PCA algoritmu z minulé kapitoly.
Nakonec uvedeme dikazy konvergence jak pro nasi modifikaci, tak pro puvodni
verzi S-PCA algoritmu.

4.1 Nekonvexni penalizace nejmensich c¢tverct

Vratme se zpét k penalizované tloze nejmensich ¢tvercl
B = argmin |y — X85+ o(B), (4.1)
BERP

kde A > 0 je ladici parametr, y € R", X € R™? a p : R? — R je penaliza¢ni
funkce. Uvazujme penalizac¢ni funkci ve tvaru

pes(B1) = 3" log (82 1 8), (1.2)

Jj=1

kde 6 > 0 je regularizacni parametr. Motivaci pro tuto volbu penalizac¢ni funkce
je geometrie pig, nebot s vhodné zvolenym 0 dokaze tato penalizac¢ni funkce
aproximovat fy-penalizaci s libovolnou presnosti, viz obrazek a priklad [4.1]
a je pritom spojité diferencovatelna v regresnich parametrech 2. Dalsi motivaci je
iterac¢ni algoritmus, ktery se prirozené nabizi k minimalizaci tlohy s touto
volbou penaliza¢ni funkce.

Priklad 4.1. Ilustrujme penalizacni funkci pioe na piikladu s dvéma regresory,
ktery jsme pouzivali v kapitole 2 k objasnéni rozdil mezi penalizacemi (viz pri-
klad 2.11)). Na obrazku [4.1] vlevo je zndzornéno Yesen{ omezené tilohy

Bog = argmin |ly = XB[5 st. pog(Bl0) <t,
BERP

pro volbu § = 1072 a t = log(6)/2. Zadadme ¢tenafe o porovnani s obrazky
a Jak je vidét na obrazku vpravo, penalizace pog dokaze pro vhodnou
volbu parametrii aproximovat fp-normu s libovolnou pfesnosti. A

Poznamka 4.2. Vsimnéme si, ze pro d; > d, plati

{ﬂ e RS log(8 4 4,) < t} c {5 € RS log(5 4 5,) < t}

J=1 J=1
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Obrazek 4.1: Vievo: Ilustrace k prikladu se dvéma regresory, kde 6 = 1072 a t =
log(d)/2. Vpravo: Hranice mnozin {piog(8) <t} pro 6 =1071,1072,1073 a ¢t = log(d)/2.

pro libovolné ¢t > 0 a naopak pro t; <ty je ziejmé

{ﬂ e B Y log(5 + ) < tl} - {B € B Y log(# 4+ ) < tQ}

j=1 j=1

pro libovolné 4 > 0. Tudiz, abychom dobfe aproximovali {y-normu, je tfeba
vhodné zvolit oba parametry § a ¢t (pripadné 6 a A\ v neomezené verzi tilohy) a brét
pritom v tvahu jejich vzajemné ptisobeni, viz obrézek vpravo. Opét zadame
Ctenafe o porovnani s penalizaci pomoci /,-norem, tedy s obrazkem Jeste
poznamenejme, ze na obrazku se snazime aproximovat fy-normu zpusobem,
ktery zahrnuje volbu dvou parametrii: ¢t a ¢. Nase logaritmickd penalizace piog
se pokousi o to samé s pomoci taktéz dvou parametri: ¢ a 0. Rozdil mezi loga-
ritmickou penalizaci a ¢,-penalizaci je ten, Ze logaritmicka penalizace je spojité
diferencovatelna. Algoritmy zamérené na ¢,-minimalizaci obvykle zavadéji dalsi
regularizacni parametr zajistujici spojitou diferencovatelnost. Pak jsou ale v 1iloze
pritomny tii parametry namisto dvou. &

Vratme se nyni zpét k tiloze (4.1)) s logaritmickou penalizaci (4.2)). Penalizovany
problém

~ p
Buog = argmin 1Y = XBII; + A 2 log(57 +9). (4.3)
cRpP Jj=

je stale nekonvexni a tudiz jej nelze resit jednoduse. Oznac¢me f tcelovou funkei
predchozi optimalizac¢ni ulohy, tj.

F(B18) = lly = XBIl5 + AD_log(5} +9). (4.4)
j=1

Zavedme dédle pomocnou funkci g : R x (0,00)? — R jako

9(B.wld) = lly = XBIZ+ A w8+ A [wd —log(w) — 1], (4.5)
i=1 i=1
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kde w; > 0 pro j = 1,...,p jsou uvoliujici proménné. Funkce g sice neni kon-
vexni, ale je-li jedna z dvojice vektorovych proménnych 8 a w fixni, je g konvexni
v druhé z téchto proménné. Navrhujeme proto minimalizovat g pomoci alternu-
jictho schématu, kdy jedna z dvojice vektorovych proménnych 8 a w je fixovana
a minimalizace probiha pres nefixovanou proménnou. Tedy prii inicializaci s po-
¢atecnim Tesenim w(® (napiiklad w](p) =1,7=1,...,p) prol =0,1,... postupné
resme ulohy

Y = argmin g(Bw"0), (4.6)
BERP

w™) = argmin ¢(8Y wld). (4.7)
weRP

Nasledujici lemma shrnuje vlastnosti tohoto alternujiciho schématu.

Lemma 4.3. Pro funkci f definovanou v (4.4) a pomocnou funkci g definovanou
v (4.5) plati nasledujici:

(a) V6 > 0,8 € R :
f(Blo) = min  g(B,wld). (4.8)
(b) VI € N,V6 > 0 : B 7 rovnosti (4.6)) je jednoznacéné feSeni tilohy vaZené
hifebenové regrese

) P 1
argmin [ly — X85+ A > w2, (4.9)

(c) VI € N,V > 0: w1 z rovnosti (4.7) je ddno piedpisem

I+1 .
wj( = W’ J=1....p. (4.10)

Dikaz je jednoduchy, vyzaduje pouze spocteni derivaci funkce g.
Diikaz. Bud j € [p]. Pro B € R? je uloha (4.8]) konvexni. Polozenim derivace

1
—q(B, 5:/\{2 5—} 4.11
g, 9(Bawld) = [ 40— (411)
rovné nule dostavame jednoznacné reseni
b= ! (4.12)
Wy = —5—. .
OB+

Dosazenim zpét do tcelové funkce (4.8]) dostavame

min g(8,wl[d) = g(8, wl|d)

weRP
D 52 D 1
=y =XBlo+ A2 g5 A;{ﬁué (6§+5>_1}
D 52 P
= lly =Xl + A3 5 - A;[ (82 +9)]

= [(Bl9).

o7



Tim je ukézan bod (a).

Platnost bodu (b) je ziejma. Pii pevném w = w(®) pro néjaké I € IN nenf tieba
pri minimalizaci uvazovat posledni s¢itanec funkce g z (4.5)).

Bod (c) jiz byl ukdzdn odvozenim rovnosti (4.12)). O

Poznamka 4.4. Ulohu 1) lze Tesit jako obyc¢ejnou tlohu hiebenové regrese po
jednoduché transformaci dat, podobné jako v poznamce [2.10| v pripadé adaptivni
lasso metody. Prislusnd transformace dat nyni je

bi = \/wz(l)ﬁu i = 17"'7p7
N 1

X, = —X;, t=1,...p.
WD

Je-li b fesenim obycejné tlohy hiebenové regrese

argmin [y — Xb|3 + Al[b|3,
beRP

pak fegen tlohy 1; je déno jako Y = —L_b,. o

o

Priklad 4.5. Postup iteracniho schématu (4.6)-(4.7) na prikladu s dvéma regre-

sory je zachyce na obrazku . Zacneme-li s pocatecnimi vahami w](»o) =1,

j=1,....p, je BY dano Ffesenim standardni hiebenové regrese. Nasledné dojde
ke spocteni vah w™ pomoci vzorce . V druhém kroku je jiz 8 dano jako
feseni vazené hiebenové regrese, a to samé plati pro viechna dalsi O, [ =3,.. ..
V tomto jednoduchém pripadé s dvéma regresory tak vlastné jiz v prvnim kroku

vvvvvv

vvvvvv

ze dulezitost koeficientt (z hlediska velikosti absolutni hodnoty odhadnutych ko-
eficienti) se béhem iteraci rizné méni. Naopak, jsou-li regresory nekorelované,
nemize tento jev nastat a iterac¢ni schéma — pak odpovida jisté formé
prahovani, to zde vSak nebudeme rozvadét.

[tera¢ni schéma — se snazi tesit NP-tézky problém vybéru nejlepsi
podmnoziny (dloha s p(+) :== || - |lo) pomoci tloh véZené hiebenové regrese.
Jednd se tedy o algoritmus vazenych nejmensich ¢tvercu (IRLS), ktery se de-facto
snazi aproximovat fp-normu prevazovanim fo-normy.

Lemma (a) fiké, Ze pokud se nam podari minimalizovat funkei g, minimali-
zujeme tim i funkei f. Z lemmatu (b) a (c) plyne, Ze alternujici minimaliza¢ni
schéma — sestava pouze z Teseni tuloh vazené hiebenové regrese a jed-
noduchého prepocitavani vah. Toto alternujici schéma samozrejmé nezarucuje
nalezeni skutecného minima funkce g, jelikoz g neni konvexni v obou promeén-
nych soucasné. Nasledujici lemma tiké, Ze iteracni postup — je globalné
konvergentni.

INe vsak zcela piesné. Pro prehlednost neni na obrazku zachycen skuteény vyvoj po-
sloupnosti Teseni, vahy jsou ru¢né zmeéneény.
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Obrazek 4.2: Tlustrace itera¢niho schématu (4.6)-(4.7) na jednoduchém piikladu s dvéma
korelovanymi regresory.

Lemma 4.6. Necht wj(o) > 0,5 = 1,...,p, necht 6 > 0 and necht {8®1> je

posloupnost feseni spoctend postupem, ktery alternuje mezi resenim (4.6)) a (4.7))
pro [ € N. Potom plat{ |3!+) — BW||, — 0 pro | — oo a kazdy limitn{ bod
posloupnosti {B1}5°, je stacionarni bod funkce f(3]4).

Lemma lze dokazat pomérné jednoduse aplikovanim obecné teorie takzva-
nych MM algoritmi (Lange, 2000). Z bodu (a) lemmatu[4.3|totiz plyne, Ze itera¢ni
schéma — je prikladem MM algoritmu. My zde vSak nebudeme zabihat
do podrobnosti ohledné MM algoritmii. Lemma je pouze verzi obecnéjsiho
tvrzeni, které bude dokazano pozdéji a jehoz ditkaz bude sobéstacny, tj. nebude
treba zadné specialni teorie.

7, poznamky plyne, ze regularizacni parametr 0 bychom chtéli volit co
nejmensi, aby penaliza¢ni funkce pjos dobfe aproximovala fy-penalizaci. Na dru-
hou stranu, ¢im je  mensi, tim je iteracni algoritmus méné stabilni. To je zptso-
beno zvysujici se nekonvexitou penalizac¢ni funkce, viz obrazek vpravo. Cetné
numerické studie (napt. Daubechies a kol., 2010) proto doporucuji, aby byl pa-
rametr 0 variabilni, tj. aby byl zvolen relativné vysoky pro pocatecni iterace,
a nasledné snizovan smérem k pozadované hodnoté. Divodem je, ze pro velka ¢
je penalizace a tim i ucelova funkce konvexni, coz dava algoritmu sanci vyhnout se
lokélnim minimtm blizko inicializace a nalézt kvalitnéjsi feseni tlohy. Tuto funkci
regularizacniho parametru opét ilustrujme na nasem prikladu s dvéma regresory.

Priklad 4.7. Uvazujme opét ilustracni priklad s dvéma regresory. Necht je BO
znovu feseni ulohy vybéru nejlepsi podmnoziny velikosti 1 a By necht nyni ozna-
¢uje odhad pfi vybéru opacného regresoru, viz obrazek .3 vlevo. Uvédomme si, Ze
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Obrazek 4.3: Ilustrace k piikladu s dvéma regresory. Vievo: Reseni jednoduchého li-
nearnfho modelu pi{mky s pouze prvnim (feseni By) respektive druhym (feSeni Bg) re-
gresorem. Prerusovand piimka je parametrizovana pomoci 7 € R implicitnim predpisem
1Bo + (1 — n)Bo = 0. Vpravo: Na této piimce je vykreslena ti¢elova funkce tilohy pro
A =10 pro riazné hodnoty §.

By a By jsou lokalni FeSen tlohy s p(+) :== |- llo a libovolnym A > 0; podobné
jsou to lokalni minima tlohy pro libovolné A > 0 a dostatecné malé 6 > 0.
Pro ukazku vykreslujeme na obrazku vpravo hodnoty tucelové funkce tlohy
1' na primce prochazejici body BO a B pro ruzné hodnoty 0. Zatimco lokalni
minimum v By je vyhlazeno pro dostatecné velkd 0, pro dostateéné mala ¢ by
mohl iteracni algoritmus uviznout v tomto sub-optimalnim feseni pii nevhodné
volbé inicializace. A

Zahrnme tedy do alternujiciho schématu (4.6))-(4.7) zménu regularizaéniho pa-
rametru 0 mezi iteracemi. Dostavame algoritmus [4.1.1]

Body (b) a (¢) lemmatu stale vyjadiuji, jak vypadaji feSeni tloh
a . Jedinym rozdilem proti predchozimu alternujicimu schématu je, ze ¢
v je nyni nahrazeno variabilnim parametrem ;. Naopak lemma (a)
se k algoritmu [4.1.1) nevztahuje. Apriori totiz neni jasné, jakou funkei se algorit-
mus snazi minimalizovat — pokud vibec néjakou. Presto stéle plati globalni
konvergence ke stacionarnimu bodu limitni funkce f(8|d,), kde d, je nyni limitnim
bodem posloupnosti {d;}7°;.

Tvrzeni 4.8. Nechf X € R™P je matice dat, y € R" je odezva a A > 0 je
ladici parametr. Necht w](-o) >0,7=1,...,p, necht §g > 6; > ... je posloupnost
regulariza¢nich parametrii takova, ze 8 — 8, > 0, a necht {8115, je posloupnost
odhadu generovand algoritmem m Potom || — gD, — 0 pro I — oo

a kazdy hromadny bod posloupnosti {8?}%, je staciondrnim bodem f(B3|d,).
Dikaz odkldddme do sekce £.4.1]
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Algoritmus 4.1.1: Iterativni algoritmus pro tlohu (4.3]) s proménlivym
J.

Input : Vahy w]@) > (0 (defaultné w§0) =1),7=1,...,p, a pfesnost

Sconv > 0.

Posloupnost {d;}72, takova, ze 6o > 91 > ... a § — 5, >0
(defaultné

(50 =1a (51_,_1 = max(5l/1.5, 5min>7 kde dpin = 10_9).
Output: Odhad B a index lAposledniho pouzitého regularizacniho

parametru.
begin
Poloz [ = 0.
repeat
Y = argmin g(8,w®|5) (4.13)
BERP
w™ = argmin g(8 w|d 1) (4.14)
BERP
Poloz I =1+ 1.
until V¢ € [p] . ’Bl(l) - ﬂi(lil)| < fconv
Poloz B =80 al=1-1.

end

4.2 Nova modifikace regresniho algoritmu
(IRLS-S-PCA)

Nyni se nabizi jednoduchéd modifikace S-PCA algoritmu pro ARHK ze sekce
3.4.3. Namisto tloh elastické sité bude IRLS-S-PCA algoritmus fesit tlohy typu
(4.3) pomoci algoritmu z minulé sekce. Postup je shrnut jako algoritmus
A2l

Vsimnéme si, ze samotny S-PCA algoritmus sice zavadi konvexni penalizaci,
ale v rdmeci vnéjsitho nekonvexniho schématu. Lasso je v regresnim kontextu velmi
popularni nejen diky jeho vypocetni nendroc¢nosti a schopnosti provadét vybér
dilezitych proménnych spolu s jejich odhadem. Existuje nepreberné mnozstvi
metod, které dosahuji téchto cilii. Pro zadnou z téchto metod vsak neexistuje
tak obsdhla literatura zkoumajici jejich chovani z teoretického tthlu pohledu, jako
je tomu v piipadé lasso metody (viz napt. Bithlmann a Van de Geer, 2011, pro
detailni diskuzi). Jakékoliv teoretické vysledky o chovani S-PCA jsou vsak tézko
dosazitelné (a ndm neznamé) kvuli vnéjsimu alternujicimu schématu. Pouzitim
nekonvexni penalizace uvnitt tohoto schématu tedy neztracime zadné vlastnosti.

Konvergence algoritmu bude ukézana v sekci [£.4.3] praktickda implementace
diskutovana v sekci a numerické chovani algoritmu bude zkoumdno v paté
kapitole.
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Algoritmus 4.2.1: IRLS-S-PCA algoritmus.

Input : Centovand matice X € R™*? hledany pocet fidkych naboji

K € [p].

Ladici parametry Ay q,..., A\ k.

Pozadovand presnost uner > 0 (defaultné 1079)

a Eouter > 0 (defaultné 1073).

Posloupnost {d;}72, takova, ze 6 > 91 > ... a § — §, >0
(defaultné

(50 =1la 5l+1 = max(51/1.5, 6min>7 kde 0y = 10_9>.
Output: Ridké naboje ve sloupcich matice B € RP*K.

begin

Polozl=0a L =0.

Poloz A® = A, kde A € RP*X je matice prvnich K oby¢ejnych
nébojt.

repeat

for j e {1,...,K} do

Ziskej vektor b§l+1) a index L; jako vystup algoritmu [4.1.1fs

VStupy y = Xaja {&}?io = {&}?i[,) gconv - ginner a in) = 17

el ... p.
Znormuj bé-lﬂ).
end
Poloz BU+HD = (b plHh)y.
Poloz | = min(L;; j € [K]).
Spoéti singularni rozklad XTXB¢ Y = UDVT a poloz
A(l+1) — UVT
Poloz | =1+ 1.
until Vi € [p],j € [K] : [bf) — b5"] < Louter-
end

4.3 Spojitost s existujici literaturou

Jesté nez prejdeme k ditkaztim konvergence regresnich algoritmi pro ARHK,
budeme v této sekci diskutovat spojitosti a rozdilnosti naseho pristupu s jiz exis-
tujici literaturou. Nejprve diskutujme penalizaci nejmensich ¢tverct.

Fan a Li (2001) se zabyvali hleddnim metody, kterd by byla asymptoticky
stejné efektivni jako véstebna metoda, jiz by byla dopredu znama skuteéna opora
hledaného vektoru. Autori se domnivali, ze velmi popularni lasso neni tak efek-
tivni jako véstebna metoda. Navrhli proto pracovat s konkdavnimi penaliza¢nimi
funkcemi a vysledny nekonvexni problém fesit iterativné pomoci postupu zalo-
zeném na lokalné kvadratickych aproximacich. Nas iteracni postup — S
fixnim regulariza¢nim parametrem 0 lze chapat jako algoritmus lokalné kvadratic-
kych aproximaci Fana a Liho (2001), avSak pouzity pro jinou penaliza¢ni funkci.
Zde poznamenejme, ze Fan a Li ukazuji konvergenci svého algoritmu pouze ex-
perimentalné.
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Jako jistou formu odpovédi na Fana a Liho (2001), Zou (2006) navrhl adap-
tivn{ lasso (viz sekce [2.3), které disponuje véStebnymi vlastnostmi pozadovanymi
Fanem a Lim (2001), a zdroven se jedna o pouze dvoukrokovy odhad fesici kon-
vexni optimaliza¢ni problém v kazdém kroku. Zdénliva disproporce mezi Fanem
a Lim (2001) a Zouem (2006) byla objasnéna v ¢lancich Huntera a Liho (2005)
a Zoua a Liho (2008). Hunter a Li (2005) ukézali, ze lokalné kvadratické apro-
ximace Fana a Liho (2001) jsou ve skutecnosti instanci MM algoritmu. Také
navrhli jako prvni pouzit maly fixni regulariza¢ni parametr J, motivovani tim,
aby algoritmus nesdilel nevyhodu postupného vyrazovani proménnych z modelu
(tzv. backward variable selection), tj. aby proménnd odhadnutd nulou v jistém
kroku nemusela byt nutné nulova ve vsech nasledujicich krocich. Zou a Li (2008)
potom navrhli pouzit namisto lokalné kvadratickych aproximaci lokalné linearni
aproximace vhodné penalizacni funkce, které vedou k iterativnimu prevazovani
(1-penalizace. Motivaci autorii lze jednoduse shrnout tak, Zze nejlepsi konvexni
aproximace konkdvni funkce je funkce linedrni. Zou a Li (2008) také ukézali, ze
adaptivni lasso je dvoukrokovy odhad v tomto schématu a ze tento dvoukrokovy
odhad muze byt asymptoticky stejné efektivni jako plné iterované schéma. Tim
se autori dostali zpét k adaptivni lasso metodeé.

Poznamenejme, ze teoretické vysledky v clancich citovanych v ptredchozich
dvou odstavcich se tykaji bud asymptotického pripadu s fixnim p a n — oo nebo
pripadu sdruzené limity p/n — 7 > 0, nicméné pro 7 < 1, tj. roste-li pocet
pozorovani rychleji nez pocet parametri. V situaci p > n ¢etné empirické studie
naznacuji, ze je vhodné uvazovat plné iterovany odhad. Naptiklad postup Can-
dese a kol. (2008), ktery je prakticky totozny s lokdlné linedrnimi aproximacemi
Zoua a Liho (2008), je v praxi velmi popularni. Simulacni studie také ukazuji,
ze lokalné kvadratické aproximace vedouci na algoritmus prevazenych nejmen-
sich ¢tverct (IRLS) ¢asto prekonavaji lokélné linedrni aproximace (viz Chartrand
a Yin, 2008, Zhang a Kingsbury, 2010, nebo Wipf a kol., 2010, a dalsi reference
uvniti). Nejsme si vSak védomi zddnych teoretickych vysledku, které by podpo-
rovaly tato pozorovani.

Z algoritmického hlediska ma nas pristup asi nejblize (co je ndm zndmo) k Dau-
bechies a kol. (2010) a Lai a kol. (2013), pricemz rozdily jsou nasledujici. Oba
clanky se soustted{ na {,-penalizaci, nikoliv na nasi logaritmickou penalizaci, kte-
rou lze v jistém smyslu chapat jako limitni pripad pro ¢ — 0. Dale Daubechies
a kol. (2010) navrhuji pouzit variabilni regulariza¢ni parametr J, ale soustiedi
se na omezeny problém bez sumu. Naopak Lai a kol. (2013) uvazuji sice Sum,
ale nechévaji parametr ¢ fixni. Fundamentalnim rozdilem mezi nasim ptistupem
a pristupem ¢lankt citovanych v tomto a predchozim odstavci je, Ze my na dany
problém nahlizime jako na odhad parametrii ve statistickém modelu, zatimco
citované ¢lanky nahlizi na dlohu jako na inverzni problém ve zpracovani signalu.

Za zminku stoji jesté prace Mazumdera a kol. (2011), ktefi se také zabyvaji ite-
racnimi algoritmy pro Teseni penalizovanych nejmensich ¢tverci s nekonvexni pe-
nalizaci, a pro svij algoritmus ukazuji konvergenci s pouzitim obdobnych metod,
jako pouzijeme my v sekci[4.4] Tito autori vSak namisto iterativniho pfevazovani
penaliza¢ni funkce voli pristup iterativniho prahovani, ktery je fundamentédlné
odlisny. Presto jejich pfistup k volbé parametru a jeho paralelizace (coz v nasi
préaci prilis nediskutujeme) bychom mohli pohotové vyuzit pro nas algoritmus.
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7 hlediska pristupu k analyze fidkych hlavnich komponent je nase prace pfi-
rozené propojena s pracemi Zoua a kol. (2006) a Wittenové a kol. (2009), na néz
de-facto navazujeme. N4s piistup k ARHK z hlediska alternujici minimalizace se
také shoduje s pfistupem Richtarika a kol. (2012). Nicméné Richtarik a kol. se
soustfedi na algoritmy extrahujici jednotlivé naboje sekvencéné, neuvazuji tak ve
své komparativni studii S-PCA algoritmus.

4.4 Globalni konvergence algoritmi

V teto sekci ukazeme globalni konvergenci uvazovanych algoritmit. Konver-
genci ADA-S-PCA algoritmu explicitné neukazujeme, nicméné dikaz by byl velmi
obdobny jako pro IRLS-S-PCA algoritmus. Sekce obsahuje dikaz tvrzeni
.8 ktery je potfebny k ukazéni konvergence IRLS-S-PCA. V sekcich a
ukazujeme globalni konvergenci S-PCA a IRLS-S-PCA algoritmt; tedy ukazu-
jeme, Ze pro dané algoritmy plati |BY) — BU¢=V||z — 0 a Ze zastavovaci pravidla
pouzitd v algoritmech a jsou fadné podloZena.

4.4.1 Nekonvexni penalizace nejmensich ¢tverci

K samotnému diikazu tvrzeni budeme pottebovat nékolik pomocnych vy-
sledkti. Ty jsou shrnuty v nasledujicich dvou lemmatech.

Lemma 4.9. Necht X € R"*?, y € R", 8,8 € R? , § > 0 a necht f a g jsou
funkce definované v (4.4]) a (4.5)). Potom plati nasledujici tvrzeni.

(a) Prowj:ﬁ,jzl,...,pje
Vs f(Bl0) = Vs g(B, wld).

(b) Plati
ly = XBl3 — lly = XB*[; > 2(XB" — y)" (XB — XB").
(c) Pro z,y € R plati

yiz—y) _ (z—y)’
2+ T a2+40]

log(z* + d) — log(y* +6) — 2
a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz = = y.

Diikaz. K ukézani (a) spoctéme gradienty

Vs f(Bl0) = —2XT(y-XB)+ m[ﬁfi 5]; (4.15)
: _
Vs g(B,wld) = —2XT(y—XB)+2) [wjﬁj]jzl (4.16)

a dosadme do Vj ¢(8, w|d) vdhy w; = ﬁ.
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K ukézani (b) rozepisme

IXB = X3 = (X8 —y) — (XB" —y)ll3

4.17
—ly = XBIE— |y - X8 3 — 2XB— )T (X —y) T

a také
(XB*—y)"(XB-Xp") = (XB" —y)"[(XB—y) - (XB"—y)]
= (X" —y)"(XB-y) - IXB" -yl
Sectenim rovnice (4.17) s dvojndsobkem rovnice (4.18)) dostdavame
X8 — X85 + 2(XB" —y)"(XB - XB") = |y — XBIl; — ly — XB"|3,
odkud vypusténim || X8 — X8*||2 > 0 dostavame vysledek.
Ad (c): jelikoz gulz—

(4.18)

)2 2 2
Y 4 (iz_f?; = 7%, staci ukdzat, ze

2+6

22 — 2
> 0.
2449 —

log(2? + 6) — log(y* 4 6) —

Pro pevné x > 0 je snadné ovérit derivovanim, ze funkce

2 2 x? —y°
h(y) =1 0) —1 J) —
(y) = log(z” +6) —log(y” +0) — —3 s
ma jediné minimum v y = x. To samé plati pro z < 0 a x = 0. O]

Lemma 4.10. Za predpokladu tvrzeni plati pro [ € IN, ze

(xB0Y — y)T(Xﬁ(l) ~ X8 = - i BB - BJUH))‘

4.19
J=1 ﬁ(l ) ( )

Diikaz. 7 podminek optimality prvnfho fadu musi pro parametr SU+D platit
Vs (B w®]5) = 0. Odtud dostavime

0 = (B(l) . B(lJrl))TV@ Q(B(l+1)7w(l)|(5)
T p
_ —Q(X,B(l) _ XIB(I—H)) (y _ X,B(l+1)) + 2)\<B(l) _ B(l—l—l))T {w(l)ﬁj}jﬂ

p pU+1) (14+1)
= 2<Xﬂ(l+1) _ y)T(Xﬁ(l XIB(l—H ) + 2 Z 5 (5 ﬁ )

Y

(53(' )2 40
kde v posledni rovnosti jsme zaménili poradi Cinitel v prvnim clenu a dosadili
vahy w(l) W’ jejichZ konkrétni tvar plyne z lemmatu . O

Nyni jsme pfipraveni dokdzat tvrzeni [4.§|
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Diikaz. (Turzeni[{.8)
Bud I € N pevné. Odhadnéme

F(BYIS) = F(BED[541) =
=y - Xﬂ(l)Hg _ ||yp_ XB(ZH)H%Jr
+)\]§1 |:10g ((5]“))2 —+ 5[) — log ((6§l+1))2 + 5l+1):|
2(Xﬁ(l+1) _ y)T(Xﬂ(l) _ X6(1+1))+
+A i:l [10g ((51('1))2 + 51) — log ((ﬁj(lﬂ))z Yo )}

P (1+1) 5(l+1)(ﬁ<l) B(l+1))
> )\ng {log ((ﬁ )2+ (5) log ((ﬁ )+ (51+1) —2- (/3(”) :

V prvni nerovnosti jsme pouzili lemma (b) a v druhé nerovnosti lemma [4.10]

Nyni si v§imnéme, zZe d;,1 mizeme v poslednim vyrazu nahradit za §; a nezvysit
tim hodnotu vyrazu, jelikoz §; > ;1. Jakmile mame v celém vyrazu stejné 9,
muzeme aplikovat lemma (c) pro kazdy ¢len sumy zvlast. Dostdvame odhad

P (+1) @
FBV18) — F(B61) >Az<ﬁﬁu — 5, >2.
7=1

Konec¢né, opét nahradme §; za vétsi dg, ¢imz ziskame

(6(l+1 B(l))2
2+38

F(BYIS) — (B V6141) > A Z (4.20)

Z nerovnosti (4.20) plyne, ze algoritmus - produkuje posloupnost monoténné
klesajicich funkénich hodnot {f(8®|6;)}_,. Tedy pro I € N plati

FBV15) > F(8016) > A log (572 +0) = A lo (8772 +4.), (421)

Jj=1 J=1

odkud dostavame stejnomérnou omezenost regresnich koeficientii, tj. existuje kon-
stanta ¢ > 0 takova, ze pro libovolna | € IN a j € [p| plati | B](-l)\ < c¢. Pokracovanim
v odhadech z (4.20]) dostavame

A
e + by

18 = Y3
(4.22)

Z nerovnosti v (4.21)) spolu s jiz zminénou monotonicitou posloupnosti funké-
nich hodnot {f(B8W]6;)}:°, plyne, 7e

FBY10) = F(B011) 2 Z(ﬁ““ By =

24—5

f(BD|&) = f*€R pro [ — oo.

Tudiz sec¢tenim (4.22)) pres [ € IN dostavame

A (o.)
(1) s 0 (I+1) _ /@) 2.
f(/B ‘51) f - C2 4+ (50 ;:1: HIB 18 ”2
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Odtud z Cauchyho podminky konvergence plyne
18D — g0, — 0. (4.23)

Déle, pro funkei f(B|d) plati pro libovolné § > 0, ze (8|d) — oo pro || B2 — oo
(f je tzv. coercive) a tiroviiové mnoziny funkce (level sets) {8 € R?; ||B]2 < t},
t € R, jsou kompaktni. Tudiz existuje {BU=)}°_ c {BW}2, takova, ze plati
BUm) — B* € RP. Ze spojitosti musi byt také
(Um) 1 1 N

w; " = — = w;
T@Epts, GRre

a z (4.23) také BUm+l) — B*,

Spoctenim limity podminky optimality prvniho fadu

Vs g(BU Y a5, ) =0

pro m — oo dostavame Vj g(B8*, w*|d,) = 0. Konecéné, pouzitim lemma (a)
dostavame V f(8*|0,) = 0, ¢imz je tvrzeni dokézano. ]

Jesté poznamenejme, ze dikaz by Sel provést téz pomoci véty o pevném bodeé.
Alternativné by se dalo tvrzeni dokézat také pouziti Zangwillovy véty o globalni
konvergenci (Zangwill, 1969). Obé tyto verze dukazu by vyzadovaly obdobné
kroky jako nas sobéstacny dikaz.

4.4.2 S-PCA algoritmus

V této sekci ukdzeme, ze zastavovaci kritérium S-PCA algoritmu je sku-
tecné splnéno, tj. ze algoritmus konverguje bez ohledu na volbu inicializace.

Tvrzeni 4.11. Necht X € R™™P je centrovana matice dat, Ay > 0 je ladici pa-
rametr, K € [p| je pocet hledanych Fidkych ndboju a Ai1,...,A k jsou ladici
parametry (nebo ekvivalentné si,...,sx jsou pozadované kardinality nédboju).
Necht {B®}%, je posloupnost matic typu p x K fidkych naboji ziskana algorit-
mem |3.4.2| Pak plati

IBY — BV -0 pro [ — oo,

tedy algoritmus [3.4.2 je konvergentni.

Jesté pred samotnym dikazem poznamenejme, ze dikaz konvergence je zcela
nezéavisly na poc¢atecni volbé matice A v algoritmu . Inicializace pomoci
obycejnych naboji se nabizi velmi ptirozené a my ji bez vyhrady uzivame. Pokud
bychom vsak z néjakého divodu chtéli vyuzit jiné inicializace, na konvergenci
algoritmu to nebude mit vliv.

Diikaz. Oznacéme h iéelovou funkei tlohy (3.4)), tj. h : RP*E x RP*E — R s pied-

pisem

n K K
hMAB) => " |Ix? — AB D[54+ X > [Ibyl13 + D Aujlibs .
=1

J=1 Jj=1
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S-PCA algoritmus se snazi minimalizovat pravé tuto ucelovou funkci. Ladici pa-
rametry Ajq,..., A\ x mohou byt zaddny implicitné pomoci pozadovanych kardi-
nalit s1,...,5x ve smyslu poznamky [2.13]

Podobné jako v dikazu véty lze psat
K K
2 2 2
h(AB) = [| XA — XB|[5 + | XAclF + X2 Y [byl2 + > Auilibsll
=1 =1

K K
IIXag X[+ A2 3 [1bj 115 + 3 Awgllbyll + XAl

j=1 j=1

Mw ™M=

hj(a;b;) + | XAc|7,

<.
Il
-

kde jsme oznadili hj(a;,b;) = [|[Xa; — Xb,||3 + Aal[bj]I3 + A1

b;l1 pro j € [K].

Uvazujme nyni j € [K] pevné a pocitejme

hj<a§-”,b<”) n( Vb =
= |Xa;” — Xb] \12 Xal - Xb{ )3+
(1+1) l +1

Hz[llb 1 — [1by13] +A1g[llb()||1 (sl (4.24)

(1+1) ) 0) (1+1)
> 2(Xb - Xa 21) (XL, (jicbj 0 (1+1)

- +
o[l I — B3] + Al,j[nbj I = B L].
V predchozi nerovnosti jsme vyuzili lemma (b) proy = Xaj(-l).

Nyni je tieba vyuzit faktu, e b{™" je fesenim piislusné tlohy elastické sité,
konkrétné

b = argmin [Xaf! — Xby [+ Aaf[by 5+ Aus by s
€

Karushovy—Kuhnovy—Tuckerovy (KKT) podminky pro tuto tlohu E| rikaji, ze
—2XT(Xa’ — Xb{'"V) + 20,b{ 4+ Ay i =0, (4.25)
kde u € RP? je vektor (subgradient pro ¢1-normu) spliujici:
1. Vi €lp|:|u;| <1a

HIN\ T~ (1+1)
2. (b)) = [b{ Y.

-
Vynasobenim rovnosti (4.25) ¢lenem (bgl) — b§-l+1)> zleva dostavame rovnost

2(Xb{" — Xb{*V)" (Xal’ - Xb{*V) =
=2\, (bg — b§l+1))Tb§l+1) + A1 (bg,l) - b§‘l+1)>Tﬁ7

2Ctenaie odkazujeme na Murphyho (2012, sekce 13.3.2) pro hezké shrnuti potiebného sub-
diferencidlniho kalkulu pro ¢;-penalizaci s ilustracemi. Tibshirani (2013) pak odvozuje KKT
podminky pfimo pro elastickou sit.

68



kterou lze po zméné znaménka a vyuziti druhé vlastnosti subgradientu psat jako

2(Xb{"V — Xal")" (Xb{ — Xb{*V) =
~ o, (by) B b(l+1))Tb§l+1) Dy [(b§’))Tﬁ B ||b§-l+1)||1}.

J

Dosazenim posledni rovnosti do (4.24)) lze pokracovat v odhadech
1) .0 1) 1. (141
hi@" b — h;@" i) >
! I+1 l D\ Ty (141
= s[5 = 1BV = 2(b57 — BITY) B (4.26)

+ A (16l — (b§l))Tﬁ].

Penalizace ¢1-normy bg-lH) se vzajemné vyrusily. Zbytek clenu u Ay ; 1ze nyni vy-
pustit, jelikoZ z prvni{ vlastnosti subgradientu musi byt ||b||; > bt pro libovolné
b € R?. Dostavame tedy

D4 (1 D 4 (141 l 141 I D\ T4 (141
hi(al” b — h;(al’ B ) > Aa[Ib 3 = Ib{ V3 — 2(b” — bITV) B

J

{(b(l ) (b(l+1)) Q(b@ _ b(l'+1))b(l+1)
1

p

v ) ) v

A2

M=

=23 (0 —05)" = daflb? BV

=1

kde predposledni rovnost je pouze aplikace trivialni ¢iselné rovnosti pro kazdy
sCitanec zvlast. Tim jsme tedy ziskali nerovnost

hi(@ bP) — hy@” bITY) > A, bl — bIFY|2, (4.27)

Protoze j € [K] bylo libovolné, plati tato nerovnost pro vsechny j € [K].
Zbytek dikazu konvergence S-PCA algoritmu je jiz standardni argumentace.

Utelové funkce h(A,B) je omezend zdola nulou. Déle, funkéni hodnota ticelové
funkce zfejmé klesd s kazdou iteraci algoritmu [3.4.2] Zapsané ve spravném potadi
(tak jak probihaji iterace algoritmu) to znamend, Ze pro [ € Ny plati

h(AD BD) > n(AD BUHD) > p(AD D), (4.28)
Z monotonie posloupnosti funkénich hodnot a omezenosti zdola tedy musi byt
h(A(l) B(l)) —h*e€R pro | — (4.29)
Déle, vyuzitim nerovnosti a - ) dostavame
h(A(l),B(Z)) — h(A(l+1),B(l+1)) > h(A(l) B(l)) — h(A(Z),B(l“))

Z { b(l hj(a](l),b;-lH))

j:

K
Z — b2 = )y |BO — B2

| V
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Sec¢tenim téchto nerovnosti pro [ € IN dostavame odhad

WADBO) — 1> 23 BY — BU|E, (4.30)

=1

ze kterého okamzité plyne tvrzeni. O

Poznamenejme, ze nas dikaz konvergence S-PCA algoritmu poodhaluje vy-
znam {5-penalizace v ucelové funkei tilohy . Na prvni pohled by se mohlo zdat,
ze pri pritomnosti /1-penalizace je jiz fo-penalizace nadbytecna, ze zajistuje pouze
celkové vzato nepotiebnou jednoznacnost feseni jednotlivych tloh elastickych siti
a mohla by byt vypusténa. Napriklad Leng a Wang (2009) ¢;-penalizaci skuteéné
ve svém clanku vypoustéji. Nicméné predchozi diikaz konvergence by nefungoval,
pokud by bylo Ay = 0. Alternativy by ptitom byly dvé. Bud bychom namisto
vypusténi ¢lenu u Ay ; v (4.26) museli najit jiny horni odhad pro Hby) — bglﬂ) 1
pravé pomoci subgradientu ¢;-normy (k ¢emuz bychom museli predpokladat tzv.
one at a time podminku pro lasso, viz Efron a kol., 2004, abychom nenarazeli na
problémy s nejednoznacnosti) nebo bychom nesméli v dikazu oddélovat aktuali-
zace proménnych A a B, coz by ditkaz zna¢né zkomplikovalo. V obou ptipadech si
nejsme jisti, zda lze obdrzet konvergenci algoritmu bez dodatecnych predpokladii.
Pti testovani zdrojového kodu Lenga a Wanga (2009)@, ktery, zda se, skutecné ne-
vyuziva {s-penalizace, jsme ve vyjimecnych pripadech narazely na rtzné chybové
hlasky. Domnivame se, ze to muize byt zplisobeno pravé absenci fo-penalizace.

4.4.3 TRLS-S-PCA algoritmus

IRLS-S-PCA algoritmus sestava z vnéjstho a vnitiniho iteracniho schématu.
Vnéjsim schématem je samotné télo algoritmu [4.2.1| a vnitfnim schématem je vo-
lany algoritmus Obé tato schémata jsou nekonvexni. K ditkazu konvergence
IRLS-S-PCA je nutné dobte kontrolovat regularizacni parametr o tak, jak je to
popsano v algoritmu [4.2.1]

Samotny ditkaz konvergence je potom pouze kombinaci vysledk z predchozich
dvou sekei.

Tvrzeni 4.12. Necht X € R™P? je centrovand matice dat, Ao > 0 je ladici
parametr, K € [p| je pocet hledanych fidkych ndboji a Ay1,... A x jsou ladici
parametry. Necht {B l)}fol je posloupnost matic typu p x K Fidkych naboju
ziskand algoritmem Pak plati

|IBY —BUV|p -0 pro [ — oo,

tedy IRLS-S-PCA algoritmus je konvergentni.

Dukaz. Oznacme

h(AB|6) = Z||x — AB"x! ||2+)\22||b||2+z>\1j210gb2—|—5

3Zdrojovy kéd je dostupny na webové strance Chenleie Lenga (http://www.stat.nus.edu.
sg/~stalc/research.html)).
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a pro j € [K] ozna¢me

p
h;(a;,b;]0) = [ Xa; — Xbj |5 4+ Xel[bs]|5 + Ar; Y log(b; +9).

i=1

Déle necht posloupnost {LW}, zachycuje vSechny zmény parametru L z al-
goritmu [£.2.1] S timto oznacenim muzeme obdobné jako v dikazu konvergence
S-PCA algoritmu psat

h(AYBY[60) — h(ATD BEV6,000)) >
> h(A(l),B(l)|5L(l>) — h(A(l),B(H_l)‘(SL(zH))

K
>3 [hi(@ b 16,0) = hi(al’ b V]d,0m)].

J

Nyni, z nerovnosti (4.22) plyne, Ze vnitini iteracni schéma garantuje snizeni
funkéni hodnoty v kazdém kroku. Diky tomu mtzeme uvazovat, ze vnitini schéma
je pouze jednokrokové, ¢imz jen snizime rozdil funkénich hodnot mezi iteracemi

IRLS-S-PCA algoritmu. Diky nerovnosti (4.22)) tedy dostavame

K
A1 s

hAD BDIS, ) — W(ATD BED|§, (4) > Z 2 Jlr’](;

¢j + 0o

j=1%j

l I+1
b — b2,

kde ¢; jsou konstanty ziskané obdobné jako konstanta c v dikazu tvrzeni .

Zvolime-li nyni C' = min <c;\igo g=1,... K ), dostavame odhad
AV BY|§5, 1) — h(AWY BUD5, 10y) > CIBY — BEHY 2, (4.31)

Zbytek dikazu je jiz ekvivalentni konci dikazu konvergence S-PCA. Nerov-
nosti (4.28), (4.29) a (4.31)) ziskavame tplné stejné, pouze funkce h nyni zavisi
jesté na regularizacnich parametrech.

Tvrzeni pak ziskdvame z analogie rovnosti (4.31). O

4.5 Prakticka implementace

IRLS-S-PCA algoritmus jsme implementovali v jazyce R. V nasi implementaci
jsme se odchylili od pseudokdédu algoritmu (4.2.1] nasledujicimi zptisoby.

Zaprvé, definujeme vahy jinak nez je uvedeno v lemmatu (c). Pouzivame
tzv. neseparabilni schéma, kdy vahy v [-tém kroku nejsou definovany pouze po-
moci predchoziho feseni B¢, nybrz pomoci nékolika poslednich Feseni. Kon-
krétné pocitdme vihy jako (znormovany) soucin vah z lemmatu (c) spocteny
pres neékolik poslednich iteraci. Duvod této heuristiky je pouze drobné zlepseni vy-
sledki obdrzenych TRLS-S-PCA algoritmem, které jsme pozorovali pii testovani
riznych moznosti volby vah. Podobné zlepseni v dtisledku aplikace neseparabil-
nitho schématu bylo pozorovéano také v Gorodnitsky a Rao (1997) nebo Candés
a kol. (2008).
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Zadruhé, béhem iteraci vnitfniho schématu (algoritmus prahujeme velmi
malé koeficienty (je-li absolutni hodnota néjakého koeficientu v [-tém kroku od-
hadnuta v absolutni hodnoté nizsi nez pozadovana presnost &eony, je tento koefici-
ent prahovan na nulu). Tato heuristika byla opét poprvé navrzena v Gorodnitsky
a Rao (1997), kde vSak méla mnohem zdsadnéjsi vyznam, jelikoZ autofi nepo-
uzivali regularizacni parametr 9, a tudiz jednou prahovany koeficient jiz nutné
zustaval nulovy ve vSech dalsich iteracich.

Zatreti, abychom zajistili konvergenci k dostatecné ridkému odhadu ndboji bez
nutnosti hledat vhodny ladici parametr A\, zvysujeme mezi iteracemi parametr \
tehdy, pokud nedochézi k prahovani parametri popsaném v predchozim odstaveci.

A konecné, pouzivame defaultni nastaveni posloupnosti {4, }7°; tak, jak je uve-
deno v algoritmu pokazdé, kdyzZ je toto vnitini schéma zavoldno vnéjsim
schématem algoritmu [4.2.1]

Mohli bychom diskutovat, ze pouze posledni z jmenovanych odchylek od pseu-
dokédu algoritmu [4.2.1] muze znicit dokdzanou globalni konvergenci algoritmu.
Nicméné mozna ztrata konvergence kvili témto heuristikdm neni dtlezita. Kon-
vergenci muzeme numericky kontrolovat za béhu algoritmu a pokud vidime, Ze
algoritmus diverguje (po jistém poctu kroku se nesnizuje norma rozdilu posled-
nich dvou feseni), mizeme heuristiky opustit a prejit k jednomu ze schémat, pro
které mame konvergenci zaruc¢enou. Navzdory pouzitym heuristikdm jsme vsSak
divergenci algoritmu v nasi numerické studii nepozorovali, proto numerickou kon-
trolu konvergence neimplementujeme.

Poznamka 4.13. Nase implementace IRLS-S-PCA algoritmu si zachovava priz-
nivé vlastnosti S-PCA algoritmu diskutované v poznamce . Vlastnost (a) jsme
zajistili vySe popsanym prahovanim. Vlastnost (b) plyne z faktu, Ze bez omezeni
na kardinalitu ndboji algoritmus startuje z feseni obyc¢ejné AHK (inicializace
vah) a je okamzité zastaven. Vlastnosti (c)-(e) pochazeji z vnéjsiho iteracniho
schématu, které ma IRLS-S-PCA spolecné s S-PCA. Spolu s nasimi dikazy kon-
vergence tedy IRLS-S-PCA algoritmus disponuje stejnymi vlastnostmi jako S-
PCA algoritmus, kterj patii k v praxi nejuzivanéjsim algoritm@im pro ARHK.
Proti S-PCA vsak IRLS-S-PCA vykazuje lepsi chovani v nasi simula¢ni studii
v kapitole 5. &

Pro tuplnost jesté uvedme, ze tlohy vazené hiebenové regrese , které jsou
reseny v kazdém kroku itera¢niho schématu, feSime pomoci singuldrniho rozkladu.
Ulohu 1’ prevadime na tlohu obycejné hrebenové regrese prevazenim dat, viz
poznamka [£.4] a tu pak FeSime singuldrnim rozkladem, viz pozndmka [2.8]

4.6 Shrnuti

V této kapitole jsme diskutovali nekonvexni penalizaci metody nejmensich
¢tvercli. Navrhli jsme iteracni algoritmus pro feseni této nekonvexni tlohy po-
moci alternujici minimalizace pomocné funkce o dodateénych proménnych, které
lze interpretovat jako vahy. Ukazali jsme, zZe vysledny algoritmus postupuje rese-
nim vazenych tloh hiebenové regrese a je tedy instanci IRLS algoritmu.
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Specifikem naseho pristupu je konkrétni volba penalizace (logaritmicka spojité
diferencovatelnd funkce) a variabilita regularizacniho parametru. Vyznam obojiho
jsme ilustrovali na jednoduchém prikladu.

Navrzeny iterac¢ni postup pro minimalizaci dané penalizované tlohy nejmen-
sich ¢tvercit jsme zakomponovali do alternujiciho schématu pro hledani ridkych
naboju. Konkrétné jsme nahradili ¢;-penalizaci pouzivanou v S-PCA algoritmu
za studovanou nekonvexn{ penalizaci. Vnikl novy algoritmus pro ARHK, jehoz
konvergenci jsme ukazali spolu s konvergenci ptivodniho S-PCA algoritmu.
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5. Simulacni studie

V této kapitole porovname na nékolika simulac¢nich prikladech algoritmy ze
sekce |3.4] s nové navrzenym algoritmem, ktery jsme predstavili v minulé kapitole.

Poznamka 5.1. Kvalitu numerickych vysledkii posuzujeme z nékolika hledisek.
Ozna¢me X matici nasimulovanych dat, vi,...,vx Fidké naboje ziskané jednim
z algoritmu (odhady skuteénych naboji vy,...,vk) a vy, ..., Vi obycejné nédboje
ziskané pomoci AHK. Pak nas zajima:

1. Shoda opory v; s oporou v;, i =1,... K.

2. Uhly mezi v; a v;, i = 1,... K, piipadné thly mezi hlavnimi podprostory
(spocteny obdobné jako v piikladu [1.17)), jejichZ ortonormalni baze jsou
ivfl,...,ivf[{ aVvy,...,Vk.

3. Mnozstvi rozptylu, jez je vysvétlen fidkymi komponentami Xvy, ... Xvg.
Rozptyl vysvétleny ridkou komponentou Xv; je vzdy uvadén relativné viaci
rozptylu vysvétlenému obycejnou hlavni komponentou Xv;.

Cilem kazdé ARHK metody je samozfejmé ziskavat Fidké naboje, které maji co
nejvetsi shodu opory se skuteénym nédbojem, co nejmensi thel od skutecného
naboje a vysvétluji co nejvice rozptylu. Prvni dva cile jsou ve vzajemném sou-
ladu, zatimco tfeti jim miize ¢astecné odporovat, jak bylo diskutovano v bodé 3

poznamky [3.4] &

Vsechny simulace byly provedeny v software R (verze 3.3.3, R Core Team,
2017), implementace jednotlivych algoritmu je vlastni (pfilozena k této praci
v elektronické podobé) s vyjimkou S-PCA algoritmu, pro ktery byla pouzita im-
plementace z baliku elasticnet (Zou a Hastie, 2012). ADA-S-PCA je jen jedno-
duchou upravou S-PCA algoritmu. Pro implementaci IRLS-S-PCA byla pouzita
kostra S-PCA algoritmu, v niz byl LARS algoritmus vnitinim optimalizacnim
schématem ze sekce .11

5.1 Normalni Spicaty model s jednou kompo-
nentou

Necht p = 200. Necht vektor w ma oporu S ziskanou prostym ndhodnym
vybérem z mnoziny [p] o rozsahu s = 50 a na této opotre ma slozky rovnomérné
rozdélené na intervalu (0,1). Necht je v znormovanou verzi w, tj. v =w/||w||s.

Uvazujme nyni kovarianéni matici 3 majici prvni vlastni vektor v s prislus-
nym vlastnim ¢islem 6 > 1 (bude specifikovdno pozdéji) ziskanou nésledujicim
zpusobem (Shen a Huang, 2008). Nejprve vytvorime matici

W = <V Wa . Wp ),
[wpll2

w2l
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kde wy, ..., w, maji nezdvislé rovnomérné rozdélené slozky. Na tuto matici na-
sledné pouzijeme Gramovu-Schmidtovu ortogonaliza¢ni metodu k ziskani orto-
normalni matice

V = (v|va]...|vp).

Pripomenme, ze V je presné matice Q z QR-rozkladu matice W. Zbyva dodat
vlastni ¢isla ve formé diagonalni matice

A = diag(0,1,...,1) € RP*P,
abychom ziskali pozadovanou kovariancéni matici

> =VAV'.

Ve skutecnosti neni tieba pocitat primo matici X, jelikoz pro generovani dat
1 1
nam stacl ,,odmocninova“ matice VA2, kde Az = diag(yv/Ai,_,). Pro X ~ N,(0,1)
je
VAZX ~ N, (0,%). (5.1)

7 normalniho rozdéleni generujeme vyse uvedenym zpusobem n = 50 ne-
zavislych pozorovani a ziskanou matici dat sloupcové centrujeme. Nasledné na-
lezneme odhad prvniho naboje pomoci uvazovanych algoritmt a ohodnotime jej
spoctenim mér kvality, které jsme popsali v poznamce [5.1} Tuto proceduru neza-
visle opakujeme 100-krat pro kazdou hodnotu 6 € {3,4,5,6,7}. Jednu proceduru
generovani dat pro konkrétni € nazyvame tah.

Poznamka 5.2. Model (5.1]), z néhoz generujeme data, je velmi podobny nor-
malnimu Spicatému modelu o jedné komponenté. Také je zde pouze jeden vlastni
vektor (v obecnéj$im pripadé jich muze byt samoziejmé vice, pokud do matice W
dodame vice ortogondlnich vektoru ,ru¢né*) oddéleny od Sumu ve zbylych smé-
rech. Rozdil je, Ze kovarianéni matice normalniho sSpi¢atého modelu je z principu
ridka. Jsou-li Sy, ..., Sk opory prvnich K naboji, mize mit kovarianéni matice
Spicatého modelu nanejvys [S; U ... U Sk|? + (p — K) nenulovych prvki. Oproti
tomu model diskutovany vyse je obecnéjsi, nebot jeho kovarianéni matice nemusi
obsahovat zadné nulové prvky. Naopak randomizace opory w je témér zbytecna,
presto ji vSsak provadime, aby hladovy algoritmus nemohl byt néjakym zptisobem
zvyhodnén. &

Nejprve se podivejme, jak dobfe odhaduji jednotlivé algoritmu oporu skutec-
ného naboje v. Pro kazdy tah a kazdy uvazovany algoritmus spocteme ridky
odhad naboje pro vsechny hodnoty kardinality s = 1,...,200, ¢imz ziskame kom-
pletni drahy feseni. Prirozenym zptisobem porovnani téchto drah je vykreslit po-
mér spravné odhadnutych nenulovych koeficientu (true positive rate, TPR) proti
poctu Spatné odhadnutych nenulovych koeficientu (false positive rate, FPR). Tim
ziskdme pro kazdy algoritmus ktivku lezici uvnitt ¢tverce [0,1]% vedouci z bodu

(0,0) do bodu (1,1). Viz obrézek [5.1]

Obé osy grafu na obrazku zavisi implicitné na kardinalité s. Chovani algo-
ritmil pro spravné nastavenou kardinalitu s = 50 je zachyceno priiseciky krivek
pro jednotlivé algoritmy s plnou sedou ¢arou v pozadi (pocet skutecné nulovych
koeficienti je 150, zatimco pocet nenulovych je 50). Vyse polozena kiivka zna-
mena lepsi chovani algoritmu. Idedlni chovani by bylo, kdyby draha algoritmu sla
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po usecce z bodu (0,0) do bodu (0,1) a z néj po dalsi tsecce do bodu (1,1). To by
znamenalo, ze algoritmus pfi libovolném nastaveni s < 50 odhadne jako nenulové
pouze ty koeficienty, které skutecné nenulové jsou, a az pro s > 50 zacina vybirat
i koeficienty fakticky nulové. Nase nastaveni je prilis tézké, nez aby néjaky z al-
goritmii docilil tohoto optimalniho chovani. Naopak, za velmi Spatné chovani by
se dalo povazovat, pokud by krivka néjakého algoritmu lezela pod prerusovanou
diagonalou. To by znamenalo, zZe dany algoritmus neni v odhadovani opory lepsi
nez ndhodny vybeér.

Chceme-li shrnout fungovani algoritmu z celé jeho drahy do jednoho ¢isla, na-
bizi se spocitat plochu pod grafem. Kiivka na obrazku [5.1]je analogii k tzv. ROC
kiivce — populdrniho nastroje pfi posuzovani vlastnosti bindrnich klasifikdtort.
Viz. napt Antoch a kol., 2010. Plocha pod grafem je pak nejcastéji uzivanou jed-
norozmeérnou charakteristikou ROC krivky. Tato charakteristika lezi v intervalu
[0,1]. V idedlnim prfipadé bychom chtéli ¢islo rovno jedné, a naopak by toto ¢islo
nemeélo klesnout pod 1/2, jak jsme popsali v predchozim odstavci. Na obrazku
jsou vyznaceny prumeérné plochy pod grafem drahy jednotlivych algoritmii pro
ruzné hodnoty 6 spoctené ze 100 nezavislych tahi.

Zadruhé, dobte odhadnuta opora neznamena nutné dobry odhad naboje v. Na
obrazku zobrazujeme hly mezi v a jeho Tidkymi odhady ziskanymi pomoci
riznych algoritmt pro spravnou volbu kardinality s =50 a 8 = 5,6, 7.

ZatTeti, na obrazku vykreslujeme priamérné mnozstvi rozptylu vysveét-
lené ziskanou fidkou HK délené mnozstvim rozptylu, které vysvétluje prvni kla-
sickd HK.

Nakonec, jelikoz informace na obrézcich se pro prehlednost (s vyjimkou ob-
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[a W}
&= - IRLS—-S-PCA
= ADA-S-PCA
o S—PCA
= ST-PCA
Greedy—PCA
< _|
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Obrazek 5.1: Krivky znazornujici pocet spravné odhadnutych nenulovych koeficienti
(TPR) proti poc¢tu Spatné odhadnutych nenulovych koeficientti na zakladé jednoho tahu
z modelu (5.1)) pro volbu 6 = 5. Kiivka ve vyssi tirovni znamend lepsi chovani algoritmu.
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Tabulka 5.1: Smérodatné odchylky pro rtizné veli¢iny a rizné algoritmy na zakladé 100
nezavislych tahti o 100 pozorovanich z modelu pro 8 = 5. Plocha pod krivkou je
spoctena integraci pres vSechny hodnoty kardinality s. Smérodatné odchylky pro mnozstvi
vysvetleného rozptylu a thel mezi nabojem a jeho odhadem jsou udény pro spravnou volbu
kardinality s = 50.

Algoritmus Plocha pod kfivkou  Vysvétleny rozptyl ~ Uhel [°]

S-PCA 0.05 0.20 4.33
ADA-S-PCA 0.05 0.21 4.73
IRLS-S-PCA 0.05 0.15 6.16
ST-PCA 0.06 0.15 5.16
Greedy-PCA 0.09 0.24 14.1

razku omezuji na podani informace o priumérech pres 100 simula¢nich tahii,
doplnujeme tyto grafy také o spoctené smérodatné odchylky rtznych velicin. V
tabulce jsou dany vybérové smérodatné odchylky spoctené ze 100 tahi s vol-
bou 8 = 5 pro plochy pod kfivkou, pro thly mezi skutecnym a odhadnutym
néabojem (pri nastaveni s = 50) a pro podil vysvétleného rozptylu (opét pii na-
staveni s = 50).

Nyni okomentujme obdrzené vysledky. Zaprvé, Greedy-PCA dava spise Spatné
vysledky z hlediska rtznych mér s vyjimkou vysvétleného rozptylu. Greedy-PCA
se chova pomérné nestabilné, viz obrazek a tabulka Prestoze pro vétsinu
tahtt dava kompetitivni vysledky, pro nékteré tahy produkuje velmi Spatné vy-
sledky jako naptiklad pro tah zachyceny na obrézku 5.1l Jeho $patné odhadovani
opory zpusobuje, ze i pres normalizaci popsanou v sekci [3.2] vysvétluje pouze
prumérné mnozstvi rozptylu, nizsi nez napriklad ST-PCA.

S — —o— IRLS-S-PCA
— —S— . 8
a— ADA-S-PCA = :
N ST-PCA / s — v
= 7 o
2 ,y /
B S . v
(oW < /
<
=
Q
o
a5
[w)
—o— S-PCA
o _| —v— Greedy—PCA
[e)
| l |
4 5 6 7
0

Obrazek 5.2: Primérnd plocha pod kiivkou pro kiivky zndzornéné na obrazku Veéts
plocha pod kfivkou znamené lepsi chovani algoritmu. Pro kazdé 6 = 3,4,5,6,7 jsou dané
pruméry spocteny ze 100 nezéavislych tahit z modelu
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Obrazek 5.3: Krabicové diagramy pro tthly mezi skute¢nym nédbojem v a jeho odhady

vV

graf je vytvoren na zdkladé 100 nezavislych tahu.

Zadruhé, ackoliv ADA-S-PCA znatelné zlepsuje kvalitu odhadu opory oproti
S-PCA, jeho vykon neni o nic lepsi nez S-PCA z hlediska vysvétleného rozptylu
nebo thlit mezi naboji. Je to ddno patrné ztratou vlastnosti (d) z pozndmky [3.5]
kterd je evidentni z obrdzku [5.4] Pouze informativné uvedme, Ze jsme zkoumali
také chovani ADA-S-PCA s normalizaci, kterd byla popséna v sekei [3.2] Metoda
tim byla znacné vylepsena a kvalitativné se zatadila mezi IRLS-S-PCA a ST-
PCA, jejiz fungovani na tomto — nutno tici pomérné jednoduchém — prikladé je
prekvapivé dobré.

Konecéné, ndmi navrzeny IRLS-S-PCA algoritmus produkuje celkové nejlepsi
vysledky. V odhadu opory se vyrovnava druhému nejlepsimu ADA-S-PCA a na-
vic v mnozstvi vysvétleného rozptylu tésné prekonava druhé nejlepsi ST-PCA.
Vsechny metody pak TRLS-S-PCA prekonava v tom, ze thly mezi odhadem v
ziskanym pomoci IRLS-S-PCA a samotnym vektorem v jsou nejnizsi.

Poznamka 5.3. Pro ilustraci uvedme priblizné doby béhu jednotlivych algoritmi
pri 8 = 5 a s = 50. Doba béhu algoritmii v jednom tahu byla v jednotkach sekund
pfiblizné 81073 pro ST-PCA, 2-10~! pro S-PCA, 3-10~! pro ADA-S-PCA, 7-10~*
pro IRLS-S-PCA a 7-10° pro Greedy-PCA. Pocet iteraci pro S-PCA algoritmus
se pohyboval v rozpéti 4-7 zatimco ADA-S-PCA v rozpéti 5-10. Tyto vnéjsi ite-
race provadi také TRLS-S-PCA, jejich pocet byl pro néj v rozmezi 2-5. Pocty
vnitinich iteraci (iterace z TeSeni penalizovanych problémi) se pro IRLS-S-PCA
pohybovaly v rozpéti 9-11. Pocty iteraci samoziejmé zavisi na pozadované pres-
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Obrazek 5.4: Rozptyl vysvétleny fidkymi HK déleny rozptylem vysvétlenym obycejnych
HK. Vyssi podil vysvétleného rozptylu znamend lepsi chovani algoritmu. Pro n = 100,
0 = 5 a vSechny hodnoty kardinality s = 1,...,200 je udan relativni vysvétleny rozptyl
jako primér pies 100 nezévislych tahi z modelu (5.1).

nosti konvergence. Ta byla nastavena jako 1072 pro vnéjsi iterace viech S-PCA
algoritmiti a 10~ pro vnitini iterace IRLS-S-PCA. Toto nastaveni bylo zachovano
ve vSech vypoctech. %

5.2 Normalni Spicaty model s dvéma kompo-
nentami

Uvazujme nyni norméalni Spicaty model o K = 2 komponentach pro n = 50
a p = 500. Model je ptevzaty z Shen and Huang (2008, piiklad 2), takze nase
vysledky umoznuji ptimé porovnani. Pro jeden tah generujeme

le(ul,...,ul()? 0,...70 ,0,...,0)€R500,
W2:( 0,..., 0 , U1,y ... ,U20 , O,...,O)GRSOO,

kde wuq, ..., uz jsou nezavislé rovnomérné rozdélené koeficienty na (0,1). Prvni
dva naboje vy a vy jsou normované verze w; a Wy o kardinalitach s; = so = 10.
Jim prislusnd vlastni ¢isla jsou 400 a 300, ostatni vlastni ¢isla jsou vSechna rovna
jedné. Pomoci procedury z minulého piikladu generujeme (hustou) kovarianéni
matici 3 s prvnimi dvéma vlastnimi vektory vy a v,. Néasledné generujeme n = 50
pozorovani z modelu

X~ N(0,5). (5.2)

Matici dat sloupcové centrujeme, a nasledné urcujeme odhady naboji pomoci
uvazovanych algoritmii a tyto odhady hodnotime z hlediska mér kvality, které
jsme popsali v poznamce [5.1 Opét provadime 100 nezavislych taht.
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Tabulka 5.2: Vybérové medidny spocteny ze 100 nezavislych tahti. Medidny jsou udény
pro thly mezi nédboji vi a vo a jejich fidkymi odhady v a Vo a také pro thel mezi
skuteénym a odhadnutym hlavnim podprostorem (HP), déle pro procentudlni podil spravné
odhadnutych nulovych koeficienttt (TNR) a pro relativni procentudlni podil vysvétleného
rozptylu jednotlivymi fidkymi naboji a obéma soucasné (tedy >, , je soucet rozptyli
vysvétlenych pomoci vi a Vo déleny souctem rozptylt vysvétlenych pomoci prvnich dvou
obycejnych HK).

Algoritmus Uhel [°] TNR [%] Rozptyl [%)]

Vi vy, HP 1 Vs Vi Vo Y
S-PCA 50.3 55.0 44.4 99.2  99.0 26.1 285  27.6
ADA-S-PCA 73 98 6.1 100.0  100.0 44.5 48.8  46.4
IRLS-S-PCA 04 06 04 100.0  100.0 44.8 49.2  46.9
ST-PCA 69.3 759 59.2 99.4  99.2 12.8 128 12.7
Greedy-PCA 90.0 90.0 90.0 98.0  98.0 157 00 83

Tento model se lisi od modelu z predchoziho prikladu v tom, zZe pomér di-
menze p a poctu pozorovani n se rapidné zvysil. Pro vyvazeni slozitosti problému
se zvysila vlastni ¢isla ptislusnd nabojum (sila signélu).

Pro kazdy tah jsou urceny ridké odhady v; a vy prvnich dvou naboji pomoci
riznych algoritmi. Nésledné jsou spoc¢teny tithly mezi naboji a jejich odhady a tihel
mezi skutecnym a odhadnutym hlavnim podprostorem dimenze dva. Dale uva-
dime procentudlni podil spravné odhadnutych nulovych koeficientu (true negative
rate, TNR)EL coz je v tomto pripadeé ¢islo lezicl mezi 98% a 100%. Nakonec poci-
tame mnozstvi vysvétleného rozptylu obéma fidkymi HK (jako podil viéi mnoz-
stvi rozptylu vysvétleného prvnimi dvéma obycejnymi HK) jednotlivé i sdruzené.
Mediany téchto veli¢in spoctené ze 100 tahti jsou uvedeny v tabulce [5.2]

7 tabulky neni patrnd nasledujici neptijemnost, kterou tento priklad dispo-
nuje. PrestoZze prvni dvé vlastni ¢isla jsou relativné oddélena (jejich podil je 4/3),
dimenze p je natolik vysoka, ze vSechny algoritmy (v rizné mite) zaméni poradi
nabojli vy a vy, tj. v je nékdy vhodnéjsi odhad v, a naopak. Jelikoz jsou v ta-
bulce 5.2 udény pouze medidny a zminénd zdména piirozené probihd v méné nez
poloviné tahti, mé tato zaména na vysledky v tabulce [5.2] jen maly efekt. Presto
je treba si uveédomit, ze mnohem dulezitéjsi nez schopnost odhadnout kvalitné
jednotlivé naboje je schopnost jednotlivych algoritmi odhadnout dobfe hlavni
oznaceny jako HP udavajici tthel mezi skuteénym a odhadnutym hlavnim pod-
prostorem. Proto také na obrazku 5.5 vykreslujeme krabicové diagramy tohoto
thlu pro rizné algoritmy. Druhym nejdulezitéjsim sloupcem tabulky [5.2 je pak
posledni sloupec udavajici podil kumulovaného vysvétleného rozptylu (tj. sou-
cet rozptyla vysvétlenych prvnimi dvéma fidkymi HK déleny souctem rozptyla
vysvétlenych prvnimi dvéma obycejnymi HK). Krabicové diagramy této velic¢iny
jsou vykresleny na obrazku [5.6]

Poznamka 5.4. Tabulku podobnou tabulce 1ze nalézt v Shen a Huang (2008,
tabulka 3) s tim rozdilem, Ze autori neuvadéji vysvétleny rozptyl ani tihel mezi

IToto je zména oproti minulému piikladu, kdy jsme pocitali 1épe interpretovatelny podil
sprévné odhadnutych nenulovgch koeficientt (TPR). Ucelem této zmény je, aby nase vysledky
byly snadnéji porovnatelné s témi puvodnimi v Shen a Huang (2008).
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Obrazek 5.5: Krabicové diagramy dhlu mezi skuteénym a odhadnutym hlavnim podpro-
storem dimenze 2. Mensi tthel znamend lepsi chovani daného algoritmu. Kazdy diagram je
tvofen 100 nezavislymi tahy z modelu . Na rozdil od tabulky je zde uveden i tihel
pro oby¢ejnou AHK (PCA).

podprostory (HP), pfestoze z diskuze v predchozim odstavci je patrné, ze pravé
S-PCA algoritmus, které tudiz mohou slouzit jako pojici prvek pro porovnani na-
sich algoritmt s mnoha dalsimi algoritmy uvazovanymi v Shen a Huang (2008).
Nicméné, nase vysledky obdrzené jak pro S-PCA algoritmus tak pro obycejnou
AHK (PCA, viz obrazek jsou pesimistic¢téjsi nez vysledky Shena a Huanga.
Pti nasich simulacich jsme dodrzeli presny postup uvedeny v Shen a Huang (2008),
pro generovani matice ¥ jsme dokonce pouzili funkci volné dostupnou na webo-
vych strankach autortu. Jedinou vyjimkou je, ze Shen a Huang (2008) nemluvi
v daném prikladé o centrovani matice dat. Pokud matici dat nevycentrujeme, im-
plicitné tim vyuzivame informaci o skutec¢né sttedni hodnoté modelu a uloha
odhadu naboju se tim zjednodusuje. Skutecné, bez centrovani matice dat jsme
byli schopni pro obycejnou AHK a S-PCA obdrzet kvalitativné podobné vysledky
jako Shen a Huang (2008). Na jedné strané, centrovani matice dat je v pripadé
AHK natolik obvyklé, Ze se v konkrétnich simulacnich studiich bézné nezduraz-
nuje, i kdyz je pouzito. Na druhé strané, zminénou disproporci mezi vysledky
jsme i pres znacné usili nebyli schopni jinak objasnit. &

Nyni okomentujme obdrzené vysledky. Zaprvé, hladovy algoritmus v aktual-
nim nastaveni zcela selhdva, jak je vidét ze vsech grafickych vystupti. Podobné je
na tom jednoduché prahovani, které je sice schopné urcit pomérné dobte oporu
naboju (viz sloupec TNR v tabulce , avsak produkuje méné kvalitni odhady
nez obycejnd AHK (viz obrézek [5.5)).
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Obrazek 5.6: Krabicové diagramy relativniho vysvétleného rozptylu pomoci prvnich dvou
fidkych HK, tj. soucet rozptyla vysvétlenych prvnimi dvéma fidkymi HK déleny souctem
rozptyla vysvétlenych pomoci prvnich dvou obyc¢ejnych HK. Vyssi hodnoty znamenaji lepsi
chovani daného algoritmu.

Zadruhé, S-PCA v tomto prikladé dava prumérné vysledky. Z obrazku je
vidét, ze produkuje jen o néco malo lepsi tthly mezi skuteénym a odhadnutym
podprostorem nez obycejnda AHK. To vSak samo o sobé neznamena, ze by vy-
sledky S-PCA byly bezcenné. S-PCA stale nabizi o néco malo kvalitnéjsi odhady
nez obycejna AHK a proti obyc¢ejné AHK prinési ridkost, ¢imz zjednodusuje in-
terpretovatelnost obdrzenych vysledkii. Otazkou je, nakolik cenna je tato lepsi in-

terpretovatelnost v pripadé, ze odhadnuté opora neni spravna (S-PCA je v tomto
ohledu horsi nez ST-PCA, viz nizsi TNR v tabulce .

Konecné ADA-S-PCA a IRLS-S-PCA nabizeji v daném nastaveni obrovské
zlepsSeni proti S-PCA. Ve vSech uvazovanych vystupech je ADA-S-PCA algoritmus
druhy nejlepsi a IRLS-S-PCA algoritmus tplné nejlepsi.

Poznamka 5.5. Jistou disproporci mezi nasimi vysledky a vysledky Shena a Hu-
anga (2008) lze nejspis objasnit tim, ze my kvili centrovani matice X fesime
ve skutecnosti slozitéjsi tlohu nez Shen a Huang, jak jsme diskutovali v po-
znémce [5.4] Presto vSak nas IRLS-S-PCA algoritmus dévé lepsi vysledky nez
vSechny algoritmy uvazované v Shen a Huang (2008), jak si mize zaujaty ¢tendr
porovnat. &
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5.3 Presna kovarianéni matice

Nyni diskutujme ponékud umély priklad se zndmou kovarianéni matici pre-
vzaty z Zou a kol. (2006), ktery se stal standardnim kritériem pro hodnoceni
S-PCA algoritmt. Jak uvidime, kovarian¢ni matice je v tomto prikladu peclivé
sestrojena tak, aby jednoduché prahovani davalo podradné vysledky vici slozi-
t&j$im algoritmim pro AHRK.

Uvazujme néasledujici model. Necht
fl ~ N(07290)7 f2 ~ N<07300)7 f3 = _O-3f1 + 7f2 + €,

kde f; a fo jsou vzajemné nezavislé a obé jsou nezavislé s chybovym c¢lenem
e ~ N(0,1). Veli¢iny fi, f2, f3 jsou nepozorovatelné proménné. Pozorovatelné ve-
liciny X1, ..., X9 jsou dany predpisem

Xi:f1+6i7 7::17"'747
X@':f2+€i, i:5,...,8,
Xi:f3+€i7 2297107

kde ¢; ~ N(0,1), 7 =1,...,10 jsou chybové ¢leny nezavislé s f1, fa, f3 a €. Potom
X =(X1,...,X10)" ~N(0,%), (5.3)
kde dopocitani matice 3 je jednoduché cviceni.

Poznamka 5.6. Prestoze Zou a kol. (2006) nazyvaji tento model faktorovym mo-
delem o trech faktorech, fi,f> a f3 nejsou nekorelované, coz je zakladni podminka
faktorového modelu. Model lze snadno prepsat na faktorovy model o dvou fakto-
rech ve smyslu (1.11]). Je jednoduché ovéfit, Ze model pro X lze ekvivalentnd
psat jako

X=WF+e¢ (5.4)

pro F = (f1, f2)T ~ N(0.Iy), e ~ N(0,®), kde ¥ = diag(1,...,1,2,2) € R1*10
a konecné
-
(11110000 -03 —03 10%2
W‘<000011117 7>ER'
Jednd se tedy o normalni faktorovy model, ktery vsak neni izotropni. Tuto po-
znamku uvddime pouze proto, abychom zasadili model (5.3) do kontextu pred-

chozich kapitol. Z hlediska tvah v tomto ptikladu je vyhodnéjsi vnimat model
tak, jak byl popsany nad touto poznamkou. &

Zou a kol. (2006) diskutovali tento model pro v = 0.925. Pocet autort, kteri
tento jednoduchy model prevzali, je prekvapivé velky. Z nami citovanych prament
napiiklad d’Aspremont a kol (2007), Shen a Huang (2008), Ma (2011) nebo Lu
a Zhang (2012).

Diskutujme proto nejprve pripad v = 0.925, jiné hodnoty koeficientu v budeme
uvazovat az pozdéji. Rozptyly nepozorovatelnych proménnych fi, fo a f3 jsou po
radé 280, 300 a 283.3. Poéty pozorovanych proménnych asociovanych s témito
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Tabulka 5.3: Prvni dva (popula¢ni) nédboje modelu odhadnuté riznymi metodamy:
obycejnou AHK (znaceno PCA), jednoduchym prahovanim (ST-PCA) a ostatnimi meto-
dami. Ostatni metody jsou: S-PCA, ADA-S-PCA, IRLS-S-PCA a Greedy-PCA.

PCA ST-PCA Ostatni

1st PC 2nd PC 1st PC 2nd PC 1st PC 2nd PC
X4 -0.116  -0.478 0 0.5 0 0.5
X, -0.116  -0.478 0 0.5 0 0.5
X3 -0.116  -0.478 0 0.5 0 0.5
X, -0.116  -0.478 0 0.5 0 0.5
X5 0.395  -0.145 0 0 0.5 0
Xs 0.395  -0.145 0 0 0.5 0
X7 0.395  -0.145 0.497 0 0.5 0
Xs 0.395  -0.145 0.497 0 0.5 0
Xy 0.401 0.010 0.503 0 0 0
X0 0.401 0.010 0.503 0 0 0
vysvétleny rozptyl 60.0 39.6 40.9 39.5 38.8 38.6

proménnymi jsou po fadé 4, 4 a 2. Zaroven, prvni dvé klasické HKE| vysvetluji
96 % celkového rozptylu. Na zakladé téchto idaju tvrdi Zou a kol. (2006) (a také
dalsi autofi uvazujici tento model), ze pro aproximaci kovarianéni struktury by
meély byt pouzity prvni dvé HK, které by idealné mély byt obé ridké: prvni naboj
by mél popsat skrytou proménnou f, za pouziti proménnych Xs, ..., Xg a druhy
naboj by mél popsat skrytou proménnou f; za pouziti proménnych Xy, ..., X,.
Presné tak se chova S-PCA, ADA-S-PCA, IRLS-S-PCA a Greedy-PCA (a také
fada dalsich algoritmi vySe citovanych autoru), které prvnimi dvéma fidkymi
HK vysvétluji 80.4 % rozptylu, viz tabulka [5.3] Oproti tomu ST-PCA se necha
zmast pravdépodobné vysokou korelaci mezi fo a f3, a produkuje sub-optimalni
vysledek, viz tabulka.

Korelace mezi fo a f3 je kontrolovana pravé parametrem -, ktery byl do-
posud nastaven na 0.925. Vyss$i v samoziejmé znamena vyssi korelaci a tudiz
pak tspéch ostatnich metod na volbé tohoto parametru. Odhady naboji jsme
vyzkouseli pro ruzné volby parametru v € (0.9,1). Na obrazku je vyznaceno
chovani nami uvazovanych algoritmu v zavislosti na volbé v pomoci sloupcového
diagramu. Jednotlivé pruhy vyznacuji, pro které hodnoty v davaji dané metody
ysoptimalni“ vysledky, tj. odhady naboji jako v poslednich dvou sloupcich ta-
bulky Pruhy konci v misté, kde dany algoritmus prestava byt schopny dobte
rozlisit mezi fy a f3 a zacne produkovat vysledky podobné vysledkum ST-PCA
v tabulce [5.3] Napiiklad IRLS-S-PCA se chovd ,optimélné* pro v < 0.958. Jak
vidime z obrazku[5.7, hodnota v = 0.925 volena ve vSech ¢lancich citovanych vyse
odpovida hodnoté, kdy ST-PCA selze®, zatimco vSsechny ostatni algoritmy daji
optimalni vysledky. Z diagramu je téz vidét, ze ADA-S-PCA a IRLS-S-PCA jsou
nejrobustnéjsi vzhledem k volbé 7.

Na zaver prikladu jesté diskutujme dosavadni premisu, ze ,optimalni“ odhad
naboju je dan presné koeficienty v poslednich dvou sloupcich matice [5.3] Vzhle-

2V tomto piipadé populaéni HK. Jsme v populaéni situaci, neprovadime zadny nidhodny
vybeér.
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Obrazek 5.7: Chovani riznych algoritmii v zavislosti na parametru ~. Pruhy vyznacuji,
pro jaké hodnoty v se dané algoritmy chovaji ,,optimalné“, tj. davaji odhady naboja presné
tak, jak jsou udény v poslednich dvou sloupcich tabulky @

dem k ekvivalentnimu prepisu modelu z poznamky [5.6, zejména tvaru matice W,
by mohlo byt lepsi ponechat jednomu z naboji kardinalitu 6 namisto omezeni
obou kardinalit na 4. Pokud bychom napftiklad povolili druhému naboji kardi-
nalitu 6, prvni ndboj by pouzil proménné X, ... X, X9,X19 a druhy proménné
Xs,...,Xg, pricemz toto chovani by bylo spolecné pro vsechny metody. Navic,
robustnost vsech metod vic¢i volbé v by se zvysila. Pro volbu v = 0.925 by
S-PCA a jeho modifikace dali totozné vysledky vysvétlujici 98.1 % rozptylu prv-
nimi dvéma ridkymi HK, zatimco ST-PCA a Greedy-PCA by pfi stejném odhadu
opory odhadly nenulové koeficienty naboju trosku jinak, coz by vedlo k nepatrné
mensimu mnozstvi vysvétleného rozptylu. Tyto vysledky nebudeme uvadét.

5.4 Shrnuti

V této kapitole jsme prozkoumali chovani ¢tyt algoritmt predstavenych v ka-
pitole 3 a IRLS-S-PCA algoritmu, ktery byl predstaven v kapitole 4, aplikovanim
téchto algoritmti na t¥i syntetické priklady. Dva z priklada se zabyvaly nahod-
nym vybérem z normalniho spi¢atého modelu, zatimco ve tretim ptikladu jsme
se snazili aproximovat znamou kovarian¢ni matici. Druhy a treti priklad zaroven
nabizeji moznost porovnani s existujici literaturou.

Za souhrnny komentar stoji rozdilné chovani algoritmi v prvnim a druhém pti-
kladu. Zatimco v prvnim prikladé byl pomér poctu pozorovani vici poctu promén-
nych n/p roven 1/2, v druhém piikladé byl tento pomér roven 1/10. Z toho pra-
menici vyssi slozitost druhého prikladu byla kompenzovana vyraznym zesilenim
signalu — zvétsenim vlastnich ¢isel prislusicich nabojim. Zatimco v prvnim pri-
kladé nebyly mezi chovanim jednotlivych algoritmu propastné rozdily a zejména
ST-PCA algoritmus fungoval pomérné dobte, v druhém prikladé se rozdily mezi
kvalitou vysledkii jednotlivych algoritmti vyrazné prohloubily a pti pouziti jed-
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nodussich metod ST-PCA a Greedy-PCA jsme obdrzeli velmi $patné vysledky.
Z4dame tendfe o porovnani obrazki a .

Ve vsech prikladech se chovaly nejlépe algoritmy ADA-S-PCA a IRLS-S-PCA,
které z hlediska vSech uvazovanych mér vyrazné prekonaly svého predchidce S-
PCA. Pritom IRLS-S-PCA produkoval o néco lepsi vysledky nez ADA-S-PCA.
Opét zéddme C¢tendre o porovnani vystupt danych metod na obrézcich [5.3] [5.5]
a pripadné také |b.4
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6. Analyza realnych dat:
hlasovani poslanci

V této kapitole aplikujeme diskutované algoritmy pro analyzu fidkych hlavnich
komponent na redlna data, konkrétné hlasovani poslancii v Poslanecké snémovné
(dolni komote) Parlamentu Ceské republiky v roce 2015. Rok 2015 byl vybran
z duvodu jednoduchosti a aktualnosti. Je jedinym rokem vladnuti soucasné vlady,
ve kterém nedoslo k zaddné zméné v rozlozeni sil v parlamentu, jako je napriklad
sttidani poslanct v ramci politické strany, zmény prislusnosti poslanct k politic-
kym stranam nebo vznik, zanik, pripadné rozstépeni politické strany.

V politologii je (jako v mnoha jinych védnich odvétvich) AHK velmi oblibend
zejména z diivodu vizualizace. Ctendie odkazujeme na Clintona a kol. (2004)
pro prehledné shrnuti statistickych metod pouzivanych v politologii. Pokud se
divime na jednotliva hlasovani jako na proménné, vektory hlasovani prislusné
jednotlivym poslancim maji vysokou dimenzi. Tyto vektory zachycuji chovani
poslanct pri hlasovanich. Pii projekci téchto vektort do hlavniho podprostoru
dimenze 2 nebo 3 lze ocekavat viditelné shlukovani poslanci podle politické pri-
slusnosti (tj. ¢lenstvi v jednotlivych strandch). Pokud budeme predpokladat, ze
dand projekce vérné zachytava chovani jednotlivych poslancti, miizeme pomoci
vysledného dvourozmérného obrazku za pouziti dodatecné informace o politické
prislusnosti poslancti odpovédét na zajimavé otazky, jako jsou naptiklad:

o Které politické strany jsou homogenni?
o Které politické strany maji podobnou agendu a které naopak stoji proti
sobé?

o Kterli poslanci jsou odlehlymi pozorovanimi v ramci politickych stran?

Na piedchozi otdzky davaji odpovédi jak AHK tak ARHK (za pouziti libovol-
ného algoritmu). Nicméné, jak uvidime, odpovédi jsou do jisté miry odlisné v za-
vislosti na pouzité metodé. Pomoci IRLS-S-PCA algoritmu obdrzime vysledky,
které se velmi dobfe shoduji s obecné znamym stavem ceské politické scény.

Na rozdil od AHK, ARHK pfirozené provadi vybér dilezitych proménnych,
v tomto pripadeé aktﬁE], ¢imz poskytuje dodatecnou informaci. Otazka, kterou
jsme si kladli od samého pocatku analyzovani hlasovacich dat a ktera do znacné
miry ovlivnila celkovy postoj celé této prace, je nasledujici:

o Lze vyuzit vybér proménnych (hlasovani), kterou poskytuje ARHK, k au-
tomatizaci procesu vytvareni volebnich kalkulaéekﬂ?

Predesilame, Ze odpovéd na zminénou otazku je pouze castecné ano. Jednou
z moznych volebnich kalkulacek je projekce poslancti do hlavniho podprostoru
dimenze 2 a néasledné projekce uzivatele do tohoto podprostoru na zékladé hlaso-

! Jednomu probéhlému hlasovini v parlamentu iikame akt. Akt se nemusi nutné tykat zdkona
nebo pozménovaciho ndvrhu, muize jit o rizna proceduralni hlasovani.

2Takzvana volebni kalkulacka je souhrnné oznadeni pro nistroj, pomoci néjz miize uzivatel
zjistit, jaké politické strany a jaci poslanci nejlépe reprezentuji jeho nazory.
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vani uzivatele ,nanecisto“. Volebni kalkulacky jsou velmi popularni zejména na
socialnich sitich s blizicimi se volbam. Ackoliv metody ARHK mohou byt na-
pomocné pii vybéru ,dilezitych* zakont, samotna tvorba volebni kalkulacky se
neobejde bez expertniho vhledu do problematiky:.

6.1 Popis dat

Na webovych strankach Poslanecké snémovnylz_f] jsou dostupna data ve formé
riznych datovych tabulek. Tyto tabulky obsahuji informace o poslancich, o jejich
¢lenstvi v politickych stranach a riznych vyborech, jejich hlasovani v jednotlivych
aktech, prislusnosti aktii ke snémovnim tisktim a schiizim poslanecké snémovny
a mnoho dalsich informaci. VSechna data jsou dostupna zpétné az do roku 1993,
kdy byla zaloZena Ceska republika. Data jsou celkové ve velmi dobrém stavu
a podle naseho nazoru se neméa smysl zabyvat pripadnymi chybami.

Pro nas bude nejdilezitéjsi tabulka ,hl poslanec®, ve které jsou ve tiech
sloupcich (¢islo poslance, ¢islo aktu, jednotlivy hlas) zaznamenany hlasovani po-
slanctt v danych aktech. Jedinou dodatec¢nou informaci, kterou vyuzivame vy-
hradné za tcelem grafického zobrazeni vysledki, je prislusnost poslancti k po-
litickym stranam. Tuto informaci poskytuje tabulka ,poslanec”. Detailni popis
tabulek lze nalézt na webovych strankach poslanecké snémovny.

Pavodni data jsme transformovali do matice X € R"*P s prvky

1, pokud i-ty poslanec hlasoval ano v j-tém tikonu,

x;j = { —1, pokud -ty poslanec hlasoval ne v j-tém tkonu,

0, jinak.

Pocet poslanct v parlamentu je n = 200, pocet aktu za rok 2015 byl p = 1837.
Tedy je X € R?9%1837 Vektor hlasovani i-tého poslance je reprezentovan vekto-
rem x¥ € {~1,0,1}'%7 i =1,...,200. Pro potieby AHK a viech algoritmil pro
ARHK matici X opét sloupcové centrujeme a jinak neupravujeme.

Pokud poslanec nehlasoval pro nebo proti v daném aktu, kédujeme jeho hlaso-
vani nulou. Pritom nerozliSujeme, zda se poslanec formalné zdrzel hlasovani, nebo
nehlasoval z jakékoliv jiné priciny. Dtvody jsou nasledovné. Zaprvé, od novely jed-
naciho faddu 90/1995 Sb. z roku 2014 neni v datech rozliseno, zda se pritomny
poslanec formalné zdrzel hlasovani, nebo zda z néjakého divodu nehlasoval, rozli-
Suje se pouze, zda byl pfitomen, nebo nepfitomen (s omluvou, nebo bez omluvy).
Zadruhé, vétsina akti vyzaduje pro schvaleni nadpoloviéni vétsinu pritomnych
poslancti. Z prvniho divodu nelze pristupovat k hlasovanim ¢i nehlasovanim pii-
tomnych poslanct jako ke chybéjicim pozorovanim. 7 druhého divodu by pak
bylo zvlastni pristupovat k pripadnym hlastiim chybéjicich poslanci jako k chybé-
jicim hlasovanim. Celkové, poslanci jsou si taxonomie dobie védomi a v pripadé
dilezitych hlasovani s ni bézné kalkuluji. Nami zvolené kédovani se nam tudiz
zda nejrozumnéjsi.

3Tvarcem kvalitnich datovych analyz a s tim spojenych volebnich kalkulagek pro Parlament
Ceské republiky je ob¢anské sdruzeni kohovolit.eu. Clenové rady tohoto sdruzeni, Kamil
Gregor a Michal Skop, nam poskytli zdkladni vhled do problematiky, za coz jim timto dékujeme.
‘https://www.psp.cz/sqw/hp.sqw?k=1300
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Tabulka 6.1: Politickd situace v Ceské republice v roce 2015.

Strana Pocet Politicka pozice
poslanct

Koalice  CSSD 50 levice-stfedolevice
ANO 47 stfed-stfedopravice
KDU-CSL 14 stfed

Opozice ODS 16 pravice
Usvit 26 pravice
TOP 09 14 stfedopravice-pravice
KSCM 33 levice (krajni)

Politickou situaci v Ceské republice (v daném roce 2015) lze popsat nasledovné.
Koalice slozena ze tii politickych stran tvori majoritni vladu, kterou lze charak-
terizovat jako stfedovou na pravo-levé skale. Opozice sestavajici ze zbyvajicich
¢ty stran se rozdéluje na pravicovou a levicovou. Detailnéjsi popis politického
rozlozeni sil je dan v tabulce 6.1}

6.2 Volba poctu komponent a kardinalit nabojt

Pro AHK je nutné zvolit pocet hledanych naboju K, tj. dimenzi podprostoru,
do kterého chceme nase 1837-rozmérna data projektovat. Pro ARHK je navic
nutné zvolit kardinality sq,...,sx pro dany pocet naboju.

BéZnym postup ve studiich podobného typu (viz napf. Zhang, 2011, pro nékolik
ruznych piikladi) je nésledovny. Nejprve je zvoleno K na zakladé druhé strategie
z konce sekce Tj. pocet komponent je zvolen tak, aby (K + 1)-ni komponenta
vysvétlovala ,zanedbatelné“ mnozstvi rozptylu. Kardinality naboj jsou nasledné
voleny tak, aby kazda ridkd HK vysvétlovala relativné vysokou porci rozptylu
prislusné obycejné HK, napiiklad 90 %.

Na obrazku [6.1] je zakreslen podil rozptylu vysvétleny prvnimi deseti HK.
Z obrazku se jasné nabizi volit pocet komponent K = 2 nebo K = 3. S volbou
kardinalit tak, aby naboje vysvétlovaly vysokou porci rozptylu prislusné obycejné
HK, vsSak nesouhlasime z davodi popsanych v pozndmce [3.4] Navic zminéna
strategie typicky vede k prehnané vysoké volbé kardinalit. Naptiklad my bychom
v priipadé hlasovacich dat, pri snaze vysvétlit Fidkymi HK jen 80 % rozptylu
obyc¢ejnych HK, skoncili s kardinalitami v fadu stovek. Z vyse uvedenych divodu
zastavame nazor, ze volba K a si,...,Sx by méla byt provedena na zakladé
expertniho nézoru, nikoliv na zakladé dat.

Uvazujme nyni faktorovy model a jeho spojitost s AHK, jak jsme ji diskutovali
v sekei [I.4 Tim nemyslime, Ze bychom uvazovali pravdépodobnostni model pro
nase data, nebot by bylo samoziejmé pochybné uvazovat, ze nase diskrétni data
maji normalni rozdéleni. Jak radi Jolliffe (2002), na AHK nenahlizime jako na
pravdépodobnostni model, nybrz jako na aproximaci dat nizké dimenze. Ptesto
vsak volna predstava nepozorovanych faktort v pozadi muze byt vyhodna pro
interpretaci.
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Obrazek 6.1: Podil celkového rozptylu vysvétleny kazdou z prvnich deseti obycejnych HK
pro data hlasovani poslanci.

7 pohledu faktorového modelu, uvazovani K hlavnich komponent implicitné
predpoklada, ze chovani kazdého poslance pri hlasovani mtze byt — az na chybu
specifickou pro daného poslance — popsano jako linedrni kombinace dvou skrytych
faktorti. Pii zamysleni, jaké faktory mohou mit vliv na to, jak konkrétni poslanec
hlasuje v konkrétnim aktu, se ihned nabizi dva faktory: prislusnost poslance ke
koalici ¢i opozici a pozice poslance na pravo-levé skale. Oba tyto faktory tzce
souvisi s prislusnosti poslance k politické strané. Pripadny tfeti faktor je jiz méné
jasny. Nas osobni (a nutno podotknout laicky) nazor pred provedenim analyzy
dat byl, ze by mohlo jit bud o pro- ¢i proti-evropsky postoj, pripadné o rizna
kridla souperici o vliv uvniti politickych stran. Tyto tivahy nas vedou k uvazovani
dvou hlavnich komponent, vysledky pro trojici HK budeme také diskutovat pro
porovnani.

Bez ohledu na pocet komponent rozeberme nyni moznou volbu kardinalit
S1,...,8k. Z pohledu faktorového modelu se snazime popsat faktory v doméné
akti. Otazka tedy zni, kolik aktti je tteba k popsani danych faktorti. VSimnéme si,
ze z tohoto pohledu je predpoklad tidkosti velmi rozumny, jisté neni tieba tisict
hlasovani, abychom mohli popsat prislusnost poslance k vladé ¢i koalici nebo jeho
pozici na pravo-levé skale. Ocekdvame, ze pocty aktt v rfadu desitek pro kazdy
faktor by mohly byt dostatecné. Vzhledem k tomu, ze vyroc¢ni analyzy hlasovani
poslancii provadéné expertyf) typicky zahrnuji 20 az 35 akt@ daného roku, roz-
hodli jsme se nakonec pro volby K = 2, s; = 20 a sy = 15. Z praktického hlediska
poslance projektujeme do roviny (tak jak je v politologii zvykem) a pocet zakont
potiebnych k popisu této roviny volime jako 35, coz je pocet parametri, které
lze spolehlivé odhadnout z n = 200 pozorovani, a zaroven je to cislo, na jehoz
zakladé je rozumné vytvorit volebni kalkulacku, nebot nechat uzivatele hlasovat
na necisto o 35 aktech neni prehnané.

50pét odkazujeme na web kohovolit.eul
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6.3 Vysledky

Obrazek znazornuje projekci dat hlasovani poslanct do hlavniho podpro-
storu dimenze K = 2, ktery je ziskany oby¢ejnou AHK (panel (a)) a ruznymi
algoritmy pro ARHK (panely (b)-(f)).

Nejhife interpretovatelné vysledky dava bezesporu Greedy-PCA, viz panel (f)
obrazku [6.2] Vzhledem k tomu, Ze projektované body lezi na diagondle obrazku,
se domnivame, ze pozorujeme prakticky priklad selhani deflacnich metod, kdy se
prvni a druhy fidky ndboj ve skutec¢nosti snazi odhadnout stejny smér (obycejna
prvni HK je v tomto prikladu velmi dominantni, viz obrazek . Pro srovnéni
prezentujeme na obrazku vysledky obdrzené pomoci S-PCA a IRLS-S-PCA
sekvencné. To znamena, ze nejprve nalezneme prvni ridky naboj izolované pomoci
dané metody, pak provedeme Hotellingovu deflaci a nésledné spocteme druhy
naboj, opét izolované pomoci dané metody. Vsimnéme si, ze v pripadé pouziti
deflace je S-PCA algoritmus podobné jako Greedy-PCA zcela neschopny rozlisit
druhou komponentu od prvni, proto je také vyslednd projekce diagonalni. IRLS-
S-PCA se chova jen o néco mélo 1épe, nicméné jim obdrzené vysledky jsou také
znehodnoceny deflaci. Vysledky obdrzené pomoci Greedy-PCA jsou jesté horsi
nez pomoci sekvenéni S-PCA| jelikoz Greedy-PCA algoritmus neni na rozdil od
S-PCA schopen ani pomoci prvni komponenty odlisit koalici od opozice.

Zbylé algoritmy pro AHRK, jejichz vysledky jsou zobrazeny v panelech (b)-(e)
obrazku davaji kvalitativné stejné vysledky jako AHK; vSechny tyto vysledky
jsou vyrazné lepsi nez vysledky Greedy-PCA. Ve vsech pripadech prvni HK roz-
lisuje mezi koalici a opozici a druha mezi pravici a levici. Toto je samoziejmé
oc¢ekavany a velmi dobre interpretovatelny vysledek. V nasledujicich odstavcich
budeme diskutovat vysledky vsech metod s vyjimkou Greedy-PCA souhrnné, pri-
¢emz nase uvahy budou nejlépe viditelné na vysledcich oby¢ejné AHK a IRLS-S-
PCA na panelech (a) a (e) obrazkul[6.2]

Na zékladé grafickych vystupt lze délat i daldi zavery. Strana Usvit lezi ve
vsech ptipadech uprostied obrazku, trochu blize opozici, coz lze odivodnit dvéma
zpusoby. Bud se poslanci této strany chovaji oproti ¢leniim ostatnich stran nekon-
zistentné nebo se prosté vymykaji zazitym vzorctim a bylo by tfeba vice hlavnich
komponent k vysvétleni jejich chovani. Také to mize byt zptsobeno pripadnou
nizkou G¢asti poslanci Usvitu pii hlasovanich. Toto jesté budeme diskutovat poz-
déji.

Dale, na vsech obrazcich je vidét, ze KDU-CSL je posunuta nejvic do stiedu
ze t¥i vladnich stran. To samoziejmé souhlasi s tim, Ze KDU-CSL je nejslabsim
¢lenem koalice. Naopak vzijemna pozice ANO a CSSD naznacuje, Ze tyto dvé
strany jsou rovnocennymi partnery a ze ANO ma lehce pravicovéjsi agendu.

Koneéné TOP 09 a ODS jsou sice rozliitelné (alespon v pripadé AHK a IRLS-
S-PCA), ale s velmi podobnou agendou. Naopak KSCM je jakozto strana na
kraji politického spektra nejvice izolovand. K souhrnné interpretaci panelu (a)-
(e) obrazku jesté poznamenejme, ze nejvice stiedovy poslanec TOP 09, dva
nejvice stfedovi poslanci KSCM a nejvice provladni poslanec Usvitu, jsou shodni
na vsech panelech.
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Obrazek 6.2: Projekce hlasovani poslanci do hlavniho podprostoru dimenze 2 pomoci
AHK a rtiznych algoritmi pro ARHK.
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Obrazek 6.3: Projekce hlasovani poslanci do hlavniho podprostoru dimenze 2 pomoci
S-PCA a IRLS-S-PCA, avsak prvni a druhy naboj jsou nalezeny sekvencéné s vyuzitim
Hotellingovy deflace mezi hledanim prvniho a druhého fidkého néboje.

Na druhou stranu, panely (a)-(e) obrazku 6.2 jsou rozhodné odlisné, pokousi-li
se ¢tendl o jemnéjsi rozliseni jednotlivych poslanci. Vysledky ST-PCA, S-PCA
a ADA-S-PCA nejsou tak hladké, jako je tomu v pripadé obycejné AHK a IRLS-
S-PCA, a také nabizeji mnohem horsi rozliseni mezi CSSD a ANO nebo mezi
ODS a TOP 09.

Celkové vzato, vysledky IRLS-S-PCA zachycené na panelu (e) obrazku
zachycuji obecné povédomi o ceské politické scéné témér dokonale. V' celkové
stiedové vIadé se nachézi pravicovéjsi ANO, levicovéjsi CSSD a z vladniho hle-
diska lehce upozadéna KDU-CSL. Opozice se jasné rozdéluje na pravicovou (ODS
a TOP 09) a levicovou (KSCM), zatimco zafazeni Usvitu je problematické. Po-
dobnou situaci zachycuje jen o néco mélo hife oby¢ejnd AHK. Zaddme ¢tenafe
o porovnani. Nicméné IRLS-S-PCA jako metoda ARHK zachycuje situaci s po-
uzitim pouze sy + so = 35 aktil na rozdil od obycejné AHK, ktera vyuziva vSech
p = 1837 aktu. Ziskana ridkost je dodatecnou informaci, kterd muze byt velice
cenna.

Napriklad, pokud by ¢tenar chtél zaradit sam sebe do grafu mezi poslance,
v pripadé AHK by musel hlasovat ,nanecisto* o 1837 aktech nebo by musel ru¢né
vybrat néjaké ,dulezité“ akty a spokojit se s nepresnou projekci. Vybrani aktt
rucné by samozrejmé dalo nemalou praci. Naopak, v pripadé IRLS-S-PCA jiz byly
vybrany ,dulezité“ akty, a pokud by ¢tenar hlasoval ,nanecisto“ o téchto aktech,
jeho projekce do roviny by byla presna. Ackoliv situace vypada velice atraktivné
z hlediska mozné automatizace tvorby volebnich kalkulacek, komplikuje se tim,
7e akty vybrané pomoci metod ARHK nejsou pro laika snadno interpretovatelné.
Uvedme nékolik piikladi akti, které byly vybrany véemi metodami ARHK (s vy-
jimkou Greedy-PCA):

o akt ¢. 60 403 — hlasovani o programu schtize;
e akt ¢. 61 973 — pozménovaci navrh k vladnimu navrhu zakona o statnim

rozpo¢tu CR na rok 2016;
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o akt ¢. 62 034 — vladni navrh zdkona o statnim rozpoétu CR na rok 2016
(findlni hlasovani).

Je jisté pozitivni, Ze konecéné hlasovani o statnim rozpoc¢tu bylo vybrano jako
diilezité viemi ARHK metodami (kromé Greedy-PCA). Na druhou stranu, v pii-
padé aktu ¢. 60 403 je tfeba prohledat stenografické zéznamyﬁ7 aby zjistil, ze
slo o navrh poslance Blazka, aby byl jisty bod programu zarazen jako prvni bod
schiize. O jaky bod slo, je nutné vy¢ist ze snémovnich tiskl. Zjistit, pro¢ byl pravé
tento akt dilezity, je vsak pro laika velmi obtizné. Patrné z téchto diivodl neexis-
tuje v pripadé Poslanecké snémovny jednoduché taxonomie zachycujici vyznam
jednotlivych aktt.

Tvorbu volebnich kalkulacek tedy nelze zcela automatizovat kvili rtiznym
skrytym agendam na pozadi jednotlivych akti, k jejichz rozsifrovani je potrebna
expertni znalost problematiky. Na druhou stranu, zdkony vybrané pomoci me-
tod ARHK mohou slouZit expertovi jako cenné voditko, na jaké snémovni tisky
ma smysl se soustredit. Lze ocekavat, ze v mnoha pripadech se expertovi podati
rozsifrovat skrytou agendu za vybranymi akty.

Ziskana tidkost muze byt velmi cennd i z hlediska jinych tvah. Vratme se
napiiklad k poslancim Usvitu. Poslanci této politické strany byli povazovéni za
jedny z nejpracovitéjsich diky jejich vysoké snémovni dochazce. Na druhou stranu,
pritomnost ve snémovné nebo i na hlasovani jesté neznamend, ze se poslanci ak-
tivné zapojuji do vyznamnych hlasovani. Pouze informativné poznamenejme, ze
poslanci Usvitu nehlasovali ani pro ani proti danému aktu ve zhruba 40 % pii-
dulezité zakony vybrané pomoci IRLS-S-PCA, zjistime, ze rozdil se jesté prohlu-
buje. V téchto 35 aktech poslanci Usvitu nehlasovali ani pro ani proti ve 42 %
pripadi, zatimco snémovni prumér byl 42 %. Ackoliv tedy dochazka poslanctu
Usvitu mtize byt vysokd, v dilezitych hlasovanich se mnohem Cast&ji nez ostatni
poslanci zdrzuji hlasovani, pripadné nehlasuji viibec.

6.3.1 Tri hlavni komponenty

V této sekci ukazujeme pro porovnani vysledky ziskané uvazovanim trojice
hlavnich komponent. Soustfedime se pritom pouze na vysledky IRLS-S-PCA al-
goritmu pro K = 3 a volbu kardinalit s; = 20, s, = 15 a s3 = 10. Tedy na
projekci 1837-rozmérnych bodi do 3-rozmérného hlavniho podprostoru.

3D projekce pomoci IRLS-S-PCA je vyobrazena na obrazku[6.4] Pro umoznéni
lepsi orientace v prostoru zobrazujeme ¢ernobile projekce do rovin tvorenych prvni
a druhou a také druhou a treti komponentou. Projekce lezici ve spodni ¢asti
obrazku je tedy verzi panelu (e) z obrazku . Zduraznéme, ze tato projekce
nen{ presné stejnd jako projekce zndzornénd na panelu (e) z obrdzku [6.2] A¢ se
nam to nemusi libit, obecné nelze ¢ekat, ze by se prvnich K tidkych HK hledanych
samostatné zcela shodovalo s prvnimi K fidkymi HK obdrzenymi jako ¢ast vétsiho

6Stenografické zaznamy jsou taktéz dostupné na webovych strankich Poslanecké snémovny.
Napr. pro akt ¢. 60 403 na adrese http://www.psp.cz/eknih/2013ps/stenprot/026schuz/
5025151 . htm#h80.
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Obrazek 6.4: Projekce hlasovani poslancii do hlavniho podprostoru dimenze 3 pomoci
IRLS-S-PCA algoritmu. Pro lepsi prehlednost je graf rozsiten a jsou dany také dvou-
dimenzionélni projekce do rovin, které jsou tvoreny prvni a druhou a také druhou a treti
ridkou HK.

poctu K>K ridkych HK. Rozdilnosti konkrétné pro S-PCA algoritmus strucné
zkoumali Shen a Huang (2008). Nicméné, v piipadé dobré metody pro ARHK by
se prvnich nékolik fidkych HK nemélo vyrazné lisit v zavislosti na tom, kolik HK
bylo hledano. To plati v pripadé IRLS-S-PCA, jak mtzeme ovérit porovnanim
dolni ¢4sti obrazku [6.4] s panelem (e) z obrazku

7 3D projekce na obrazku je vidét, ze treti ridka HK se pokousi zachytit
rozptyl v rdmci politickych stran. Tézko odhadovat, ¢im muze byt tento rozptyl
zpusobeny. Nicméné, i v 3D projekci tvori jednotlivé strany homogenni shluky
poslancti.

S vyuzitim treti dimenze lze lépe odpovédét na otazky typu:

o Kteri poslanci jsou odlehlymi pozorovanimi z pohledu svych stran?
o Jaka je pozice lidri vici jejich strandam?

Timto smérem se jiz nechceme vydavat, ale pro zajimavost se pouze zamérme
na konkrétniho poslance TOP 09, ktery ma na obrazku nejnizsi hodnotu
treti ridk¢é HK. Mame na mysli poslance, ktery je spolecné s jednim poslancem
Usvitu osamocen ve spodni ¢dsti obrazku 6.4, Timto poslancem je prekvapivé
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Karel Schwarzenberg, tehdejsi predseda TOP 09. Pokud bychom se na 3D projekci
divali i z jinych 1hlt, zjistili bychom, ze Karel Schwarzenberg je pravdépodobné
nejodlehlejsim pozorovanim mezi vSemi poslanci. Zatimco ostatni politické strany
jsou vice ¢i méné koncentrovany kolem svych predsedt, TOP 09 je koncentrovana
spise kolem svého 1. mistoptedsedy Miroslava Kalouska. Tyto vysledky v samotné
praci neuvadime, vizualizace vSak lze ziskat spusténim kodu, ktery je k nalezeni
v elektronické priloze.

6.4 Shrnuti

V této kapitole jsme analyzovali sadu redlnych dat tykajici se hlasovani po-
slancti a porovnavali jsme vysledky obdrzené riznymi algoritmy, které v nasi praci
uvazujeme. Greedy-PCA produkoval jednoznacné nejhorsi vysledky. Do jisté miry
je to tim, ze pri relativné restriktivnich pozadavcich na kardinalitu naboju a v pri-
padé komplexnich dat, jako jsou tato, se ukazuji deflacni metody jako velmi nespo-
lehlivé. To jsme ukazali porovnanim kvality vystupt ziskanych pouzitim klasické
S-PCA a IRLS-S-PCA, které samy o sobé deflacni metody nepotiebuji, a sekvenc-
nich verzi S-PCA a IRLS-S-PCA, které jsou prinuceny deflacni metody pouzivat.
V sekvencnich verzich pouzivame dané algoritmy k postupné extrakei ridkych na-
boju, pricemz jednotlivé extrakce jsou prolozeny deflaci. Sekven¢ni metody daly
v tomto prikladé vyrazné zhorSené vysledky.

Vysledky ziskané klasickou metodou AHK a ostatnimi metodami pro ARHK
(kromé Greedy-PCA) vedly k podobnym zavérim. Nicméné vysledky ST-PCA,
S-PCA a ADA-S-PCA nebyly dostatecné hladké, a celkové byly mnohem htite
interpretovatelné nez vysledky obdrzené pomoci klasické AHK ¢i pomoci IRLS-
S-PCA.

Prestoze uvazovana data jsou mnohorozmérna s vyssim poctem proménnych
nez pozorovani (n = 200 a p = 1837), nezd4 se, ze by obyc¢ejnda AHK trpéla
prokletim vysoké dimenze zptisobem, jaky jsme pozorovali v nasi simulacni stu-
dii v predchozi kapitole. Predpokladand tidkost tak v tomto pfipadé nema za
nasledek zlepseni kvality odhadi, ale zlepseni celkové interpretovatelnosti. Diky
tomu, ze metody ARHK produkuji #idké odhady, dochazi implicitné k vybéru
dulezitych zdkontu. Toto je cennd informace sama o sobé. Napriklad prvni HK
(obycejna i ridkd) rozlisuje mezi koalici a opozici. V pripadé ridké HK lze zaroven
rici, které zdkony nejlépe odrazeji kontroverzi mezi koalici a opozici. IRLS-S-PCA
algoritmus je schopen produkovat vysledky prinejmensim srovnatelné s obycejnou
AHK pfi pomérné striktni pozadované volbé kardinalit fidkych nabojt.

Konecné, zajimali jsme se o to, zda by bylo mozné vyuzit vybér promeén-
nych k automatizaci tvorby volebnich kalkulacek. Projekce zalozené na malém
poctu zakonu jsou z pohledu volebnich kalkulacek jisté zadouci, jelikoz uzivatel
typicky neni ochotny nanecisto hlasovat o nadmérném poctu akti. Nicméné, ac-
koliv hlavni podprostor nalezeny pomoci IRLS-S-PCA dobfte popisuje politickou
situaci, vybrané akty nejsou pouze dilezité zakony, ale také rizna proceduralni
hlasovani, kterym nelze priradit skutecny vyznam bez dostatecné expertni zna-
losti problematiky. Tvorbu volebnich kalkulacek proto podle naseho nazoru nelze
plné automatizovat.
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Diskuze

Existuje celd fada algoritmi pro AHRK, které jsme neuvazovali. Chovani
nékterych z téchto algoritmu je do znacné miry teoreticky prostudovano. Pro-
minentnim zastupcem ARHK algoritmii je z tohoto pohledu SDP algoritmus
d’Aspremonta a kol. (2007). My jsme se zamértili na S-PCA algoritmus, pro ktery
si nejsme védomi zadnych teoretickych zaruk. Domnivame se, Ze vzhledem k ne-
konvexnimu alternujicimu schématu neni naptiklad ditkaz konzistence S-PCA al-
goritmu dosazitelny v libovolném netrivialnim modelu. Tento fakt byl ostatné
jednou z nasich motivaci pro nahrazeni konvexni /1-penalizace, ktera je pritomna
v S-PCA algoritmu, nekonvexni penalizaci v kapitole 4. A¢ by bylo jisté vhodné
lépe teoreticky prozkoumat feseni dané S-PCA algoritmem, podobné teoretické
studie jsou v literature dostupné zejména pro metody, které extrahuji ridké na-
boje sekvencéné; k nim patii i SDP algoritmus. Jak jsme vsak diskutovali a ukazali
na praktickém prikladu v kapitole 6, sekvencni algoritmy jsou nuceny vyuzivat
jisté formy deflace a napr. bézné uzivana Hotellingova deflace miize snadno vést
ke katastrofalnim vysledkiim. SDP algoritmus jsme sice nepredstavili, ale v riiz-
nych simulac¢nich studiich nijak vyrazné neprekonava S-PCA ani v kvalité prvniho
nalezeného naboje. Tudiz lze s relativni jistotou oc¢ekavat, ze jim ziskané vysledky
v realném prikladu z kapitoly 6 budou stejné Spatné jako pro sekvencni S-PCA.

V nasi préaci jsme se ptilis nezabyvali volbou ladicich parametrii pro studované
algoritmy. Vsechny metody vsak umoznuji volit pfimo pozadované kardinality
naboju, coz je podle nas velmi zadouci z praktického hlediska. Na ptikladu z ka-
pitoly 6 jsme vidéli, Zze v praxi miize mit uzivatel s expertnim vhledem do dané
problematiky, ptipadné predem danym cilem, velmi dobrou predstavu o tom, jak
kardinality volit. Naopak pro takového uzivatele mize byt tézko uchopitelné role
samotnych ladicich parametri. Presto vSsak S-PCA algoritmus vyzaduje volbu
jednoho ladiciho parametru a IRLS-S-PCA vyzaduje volbu dvou, navic jesté va-
riabilnich ladicich parametri. My jsme v nasich ptikladech vzdy zadavali pozado-
vané kardinality naboju a ladici parametry jsme nechavali tak, jak jsou nastaveny
defaultné v jednotlivych algoritmech. Pokud bychom chtéli volit parametry lépe
nez na zakladé pravidel palce, které se ukazaly byt funkéni v riznych numerickych
studiich, museli bychom sdhnout k néjakému zptisobu prevzorkovani. Domnivame
se, ze metody popsané Mazumderem a kol. (2011) by k tomu mély byt vhodné.

Jelikoz S-PCA algoritmus pfevadi ilohu ARHK na iterativni Feseni penalizova-
nych regresnich problémi, prirozené se nabizi vyzkouset v tomto schématu mnoho
dalsich zptisobu penalizace. Béhem nasich simulac¢nich studii jsme studovali kromeé
adaptivni lasso metody (vedouci k ADA-S-PCA) jesté dalsi procedury zaloZené
na {1-penalizaci, zejména tzv. uvolnéné lasso (relaxed lasso, Meinshausen, 2007)
a vicekrokové adaptivni lasso (Zou a Li, 2008). Vysledky ziskané témito meto-
dami nejsou v nasi praci uvedeny, budeme je zde jen kratce diskutovat. Uvolnéné
lasso spociva v tom, zZe z obycejného lasso odhadu je ponechan pouze odhad opory
a odhady samotnych koeficientti jsou ziskany MNC odhadem podproblému s da-
nou oporou, tj. jednd se vlastné o ,variacni opravu“ popsanou v sekci [3.2] Tu
lze samozTiejmé pouzit v pripadé vsech uvazovanych algoritmii. V ptipadé hledani
vice nez jednoho naboje vede ,variacni oprava“ k mnohym problémtm, a my
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jsme navic nepozorovali zlepseni kvality odhadi ani v pripadé hledani jednoho
naboje. Podobné, vicekrokové adaptivni lasso iterativné opakuje proceduru adap-
tivni lasso metody a vlastné se pokousi aproximovat £p-normu pomoci prevazovani
{1-normy analogickym zptisobem, jako se penalizace ze sekce 4.1 pokousi aproxi-
movat fp-normu pomoci prevazovani fo-normy. Opét pro néas bylo prekvapenim,
ze jsme touto vicekrokovou procedurou nebyli schopni dosdhnout celkové lepsich
vysledki nez pomoci ADA-S-PCA. Vysvétlujeme si to tim, ze prevazovani /:-
normy je (vzhledem k vynucovani fidkosti v kazdém kroku) mnohem nachylnéjsi
na volbu ladicich parametri nez prevazovani fo-normy, a proto ndmi pouzivana
pravidla palce pro volbu ladicich parametri nefungovala v pripadé vicekrokové
adaptivni lasso metody prilis dobre.

Ohledné realného prikladu z kapitoly 6 muze ¢tenafe prirozené napadnout, zda
pravé kritérium residualniho souctu ¢tverci, které se snazi minimalizovat vSechny
nase algoritmy, je tim optimalnim kritériem pro diskrétni hlasovaci data. Ptiro-
zenym pravdépodobnostnim modelem pro nase data by mohlo byt multinomické
rozdéleni. My jsme se vSak rozhodli setrvat u souctu c¢tvercti ze dvou divodu.
Zatimco penaliza¢ni metody diskutované v kapitole 2 a v sekci lze prirozené
rozsitit na obecnou vérohodnost, na AHK je tradi¢né nahlizeno jako na aproxi-
maci dat v Euklidovském prostoru. Uvazovani pravdépodobnostni AHK zalozené
na jiném nez normalnim rozdéleni by tudiz nesedélo do celkového pojeti této
prace. Zadruhé, z hlediska aproximace hlasovacich dat prostorem nizsi dimenze
je Euklidovska metrika zcela prirozena, jelikoz vede k tomu, Ze na kazdé ose jsou
hlasovani pro (hodnota 1) a hlasovani proti (hodnota -1) stejné vzdalené od ne-
hlasovani (hodnota 0). Na druhou stranu, jisté by bylo zajimavé porovnat nase
vysledky s vysledky pravdépodobnostni (obycejné i ¥idké) AHK zaloZené napf.
na predpokladu multinomického rozdéleni pro nase data. Dalsi alternativou by
mohlo byt pristupovat k nulam v datech jako k chybéjicim pozorovanim a snazit
se pouzit logistickou (fidkou) AHK. Poznamenejme, ze logistickd verze S-PCA
algoritmu jiz byla navrzena v Lee a kol. (2010). K této tloze se pravdépodobné
vratime v budoucnu.
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Z.aver

V této praci jsme se vénovali Ffidké modifikaci analyzy hlavnich komponent,
tedy modifikaci vyznamné statistické a numerické metody, ktera je navic zakla-
dem strojového uceni a zpracovani velkych dat. Zatimco AHK se snazi pouze
maximalizovat rozptyl komprimovanych dat, ARHK se pokousi najit kompromis
mezi maximalizaci rozptylu ve sméru jistého vektoru (ndboje) a malym poctem
nenulovych koeficientii tohoto vektoru. Divodem pro zavedeni tohoto predpo-
kladu tidkosti je, Zze snaha o dosazeni co nejvyssiho rozptylu mnohdy produkuje
nezadouci vysledky v mnohorozmérné situaci, kdy pocet proménnych je vyssi
nez pocet pozorovani. Predpoklad tidkosti vSak déla ulohu vypocetné naroc¢nou
(NP-tézkou).

V uplynulé dekadé bylo navrzeno hojné mnozstvi algoritmi, které se snazi
fesit NP-tézkou tlohu ARHK. Nékteré z téchto algoritmit jsou teoreticky pod-
lozené, ale v praxi nevyuzivané kvili vysokym c¢asovym a paméfovym narokim
nebo nutnosti extrahovat naboje postupné a vyuzivat pritom deflacnich metod.
Naopak, mnohé algoritmy jsou prakticky dobte vyuzitelné, ackoliv se jedna spise
o heuristické pristupy k tloze.

My v této praci zaujimame aplikovany pristup a soustfedime se na S-PCA
algoritmus Zoua a kol. (2006), ktery je velmi atraktivni z hlediska praktického
vyuziti. Jeho atraktivita prameni zejména z toho, ze S-PCA nevyzaduje vypocet
potencialné obrovské kovarianéni matice, vyhyba se pouziti deflacnich metod,
jelikoz pocita vsechny pozadované naboje soucasné, a umoznuje uzivateli volit
presnou kardinalitu hledanych nédboji. Na druhou stranu, algoritmus se snazi
resit nekonvexni optimalizac¢ni lohu pomoci schématu alternujici minimalizace.
Toto schéma déla pripadné studium vlastnosti vyslednych odhadi velmi obtizné,
kviili ¢emuz je algoritmus do zna¢né miry heuristickym pifstupem k ARHK.

S-PCA algoritmus zavadi do vnéjsiho nekonvexniho itera¢niho schématu ome-
zeni na f;-normu, aby si vynutil fidkost hledanych naboji. My navrhujeme, aby
namisto ¢;-penali-zace byla pouzita jina, nekonvexni penalizace. Nasim cilem je
zvyseni kvality nalezenych naboji. Rozhodné se nesnazime tvrdit, ze by nase ne-
konvexni penalizace byla z obecného hlediska vhodnéjsi nez slavné lasso. Pouze
se domnivame, ze z hlediska pouziti ve vnéjsim nekonvexnim schématu je zcela
zbytecné pouzivat konvexni penalizaci a ze nekonvexni penalizaci miize byt do-
sazeno v konkrétnim p¥ipadé ARHK lepsich vysledkil. Vysledkem naseho navrhu
je novy algoritmus pro ARHK, ktery si zachovava stejné, z praktického pohledu
atraktivni vlastnosti jako S-PCA algoritmus. Novy algoritmus nazyvame IRLS-
S-PCA, jelikoz je zalozeny na metodé iterativné vazenych nejmensich ¢tverct.
Navrh IRLS-S-PCA je hlavnim vypocetnim prinosem nasi prace.

Pro nas IRLS-S-PCA algoritmus dokazujeme globalni konvergenci a podob-
nymi metodami dokazujeme také globalni konvergenci ptivodniho S-PCA algo-
ritmu. Toto je hlavnim teoretickym prinosem nasi préce, nebot si nejsme védomi
toho, ze by konvergence velmi oblibeného S-PCA algoritmu byla v minulosti do-
kazana. Nas dikaz objasnuje dilezitost /o-penalizace, ktera je v S-PCA algoritmu
pritomna po boku /;-penalizace a byva nékdy mylné povazovana za nadbytecnou.

99



Dale provadime simula¢ni studii porovnavajici S-PCA a IRLS-S-PCA algo-
ritmy s nékolika dalsimi algoritmy pro ARHK. Zévérem nagich simulaci je, ze
IRLS-S-PCA algoritmus zietelné prekonava S-PCA algoritmus a dalsi uvazované
algoritmy. Zduraznéme, ze nase simulacni studie je diky volbé modeli pro ge-
nerovani dat propojena s mnohymi jiz publikovanymi studiemi. Zejména se to
tyka sekce [5.2] kterd muze byt pfimo porovndna s metodami navrhovanymi She-
nem a Huangem (2008). Vedlejsim vystupem nasi simulaéni studie je zjisténi, ze
hladovy algoritmus Greedy-PCA se chova velmi spatné, dokonce mnohem hife
nez ten nejjednodussi mozny piistup k ARHK, kterym je jednoduché prahovani
(ST-PCA). Toto zjisténi je pomérné prekvapivé nejen kvuli vyrazné vyssi casové
i pamétové slozitosti Greedy-PCA, ale také kvili tomu, ze Greedy-PCA a ST-
PCA jiz byly porovnavany v minulosti a z tohoto soupereni vysel Greedy-PCA
jako vitéz.

Konecné, v posledni kapitole prace se vénujeme analyze redlnych dat, jmeno-
vité dat@im o hlasovani poslancti v Poslanecké snémovné Ceské republiky. Tato
analyza je nasim aplikovanym prinosem. AHK je velmi oblibend metoda i mezi
politology a nezda se, ze by v pripadé hlasovacich dat trpéla prokletim vysoké
dimenze. Pfesto véak ARHK piinasi cennou interpretovatelnost v podobé vy-
béru dulezitych hlasovani. IRLS-S-PCA algoritmus je schopen ziskat kvalitativné
srovnatelné, ne-li lepsi, vysledky nez obycejna AHK, a to za pouziti pouhych tTi-
ceti péti z celkového poctu vice nez osmnacti set hlasovani. Vzhledem k tomu,
ze politologové se o vybéru dilezitych hlasovani z riznych divodi ¢asto snazi,
automatizace této procedury v podobé ARHK miize byt cennym pifnosem. Bo-
huzel, k detailni interpretaci vybranych proménnych je v pripadé dat hlasovani
Poslanecké snémovny CR stale potieba expertniho vhledu do problematiky.
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Dodatky

A. Poznamky ke znaceni

Uvazujme matici X € R"*P. Sloupce této matice zna¢ime x;,...,x, € R"
a fadky této matice znacime xM, ... x(™ € R?. Tedy je
X = (x1]...|x,) = (x| ... |x")T. (A.1)

Je-li S C [p], Xg zna¢i matici, kterd vznikne z matice X vypusténim sloupct,
které nendlezi do S. Je-li napf. S = [r] pro r < p, mizZeme psat X = (Xg|Xse),
kde S¢={r+1,...,p}.

Prvek matice X na pozici (,7) znacime jako x;;. Dale i-ty prvek vektoru v €
R™ je znacen jako v;. Pokud mé jiz samotny vektor index, oddélujeme index
prvku ve vektoru ¢arkou, tj. v;; je i-ty prvek vektoru v;. Vsimnéme si, Ze s timto
znaCenim pro prvky matice X plati x;; = x;;.

Vsechny vektory v této praci jsou sloupcové. Napriklad i-ty radek matice X,
tj. x, je sdm o sobé sloupcovy vektor, viz rovnost (A.1).

Vektor v € R™ nékdy zapisujeme jako [v;]7,. Tuto konvenci uzivame zejména
v piipadé (¢asti) gradientu. Je-li f(x,y) funkce dvou vektorovych proménnych
x € R? a y € RY, znac¢ime

Y f(z,y) = | 0

rRAG )|

Jesté poznamenejme, ze v pripadé gradientu mirné zneuzivame notaci, kdyz sym-
bolem V,, f(xo,yo) rozumime ¢ast gradientu prislusnou proménné & vyhodnoce-
nou v bodé (xg, yo) € RFH.

K mirnému zneuzivani notace dochazi také tehdy, je-li matice L € R™*™
diagondlni. V tom piipadé znacime jeji prvek na pozici (4,7) jako [;, coz muze byt
také i-ty prvek vektoru 1. Vztah mezi diagonalni matici a vektorem diagonalnich
hodnot je vSak velmi intuitivni, jelikoz

L = diag(ly, ..., 1) = diag(l)

Zatimco velkd tucné pismena znaci matice a mald tuéna pismena vektory, na-
hodné veli¢iny oznac¢ujeme netu¢nymi velkymi pismeny (napt. X nebo Z) a na-
hodné vektory oznacujeme kroucenymi symboly (napf. X', Z). Vyjimkou je na-
hodny vektor chyb, ktery znacime tradi¢né e.

Reseni riznych optimaliza¢nich tloh, jako napf. tlohy
argmin |y — XB||? st. p(B) <t,
gmin |y - XB[3 st o(8) (A2

kdet > 0 je pevné a p : R?» — R je zndma funkce, nemusi byt jednoznac¢né urceno.
Predpis (A.2) definuje formélné mnozinu takovych 8 € RP, ktera spliuji omezu-
jici podminku a pro kterd se hodnota tcelové funkce shodné rovna minimalni
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dosazitelné hodnoté na mnoziné dané podminkou. Presto vSak piseme

B = argmin |y —XB[3 st. p(B) <t,
BERP

¢imz rozumime, ze z mnoziny vSech feSeni (A.2) je vybrano jedno ndhodné. Sym-
bolem B rozumime feSeni aktualné uvazované optimalizac¢ni ilohy v proménné 3,
tj. odhad neznamé aktualné uvazované veli¢iny 8. Vyjimkou z této konvence jsou
ridké odhady nabojt: -ty fidky naboj znac¢ime a;, abychom jej odlisili od -tého
obycejného (hustého) vybérového naboje a;, ktery je béznym odhadem skutec-
ného i-tého populacniho naboje a;. Tento populaéni naboj ve skutecnosti muze,
ale nemusi byt ridky.

B. Uzita maticova algebra

V této sekci pripomeneme nékteré pojmy z linedrni algebry a pravidla pro
pocitani s maticemi. Nasi terminologii se pritom snazime kopirovat knihu Goluba
a Van Loana (2012), kterd je v tomto kontextu velmi vlivnou publikaci. Stejné
jako v celém zbytku této préce, i zde pracujeme pouze s realnymi maticemi.

Definice B.1. Systém vektora {vy,...,v,} € R™, kde ¢ < m se nazyva ortogo-
ndlni, pokud plati

vIv;=0 pro ij€lq.i #3],

respektive ortonormadlni, pokud plati
vivi=1,_; pro i7j € [q].

Matice V se nazyva ortogondlni, resp. ortonormdlni, pokud jeji sloupce tvori
ortogonalni, resp. ortonormalni, systém.

Lemma B.2. (Golub a Van Loan, 2012, véta 2.1.1.)
Necht r <m a V € R™*" je ortonormélni. Pak existuje ortonormalni matice
V. € R™*(m=7) takova, Ze

(VIVe) ' (VIVe) =T (1)

Véta B.3. (Spektralni rozklad.)
Pro symetrickou matici ¥ € RP*? existuji ortonormdlni matice A € RP*P a dia-
gonalnf matici L € RP*? s prvky [y > ... > [, na diagonale takové, Ze plati

> =ALAT.

Diagonalni prvky matice L z predchozi véty se nazyvaji vlastni ¢isla matice 3
a sloupcové vektory matice A se nazyvaji vlastni vektory matice 3. Pro vlastni
¢isla a vlastni vektory zfejmé plati pro libovolné i,j € [p], ze

Eaj = lj&j,
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Véta B.4. (Singuldrni rozklad.)
Necht X € R™?, rank(X) = r. Potom existuji matice U € R™", D € R"™*"
a V € RP*" takové, ze

1. D je diagonalni matice s prvky d; > ... > d, > 0 na diagonale;
2. U a V jsou ortonormalni;

3. X = UDVT =¥ diu,vT

Diagonalni prvky matice D se nazyvaji singuldrni cisla matice X, sloupcové
vektory matice U se nazyvaji levé singuldrni vektory matice X a sloupcové vektory
matice V se nazyvaji pravé singuldrni vektory matice X. Levé singularni vektory
tvori ortonormalni bazi sloupcového prostoru matice X, tedy podprostoru v R”,
a pravé singularni vektory tvori ortonormalni bazi fadkového prostoru matice X,
tedy podprostoru v RP.

Poznadmka B.5. Singuldrni rozklad matice X byva alternativné zaveden (viz
napt. Golub a Van Loan, 2012, véta 2.4.1) pomoci matic U € R™", D € R"*?a
V € Rp*p , pro které plati stejné podminky jako pro matice U, D a 'V ve véte
s tou vyjimkou, zZe v podmince (i) je di; > ... > dypm > 0, kde m = min(n,p),
a v podmince (iii) je horni mez sumy m. Pro matice U a V plati

= (U[U.),
= (VIVe),

kde U a V jsou z véty [B.4a Ue a V. jsou ortonormélni dopliiky k U a V z lem-
matu [B.2l Matice D vznikne z matice D doplnénim o nulove sloupce a radky tak

aby méla spravnou dimenzi. Pak je ziejmé UDVT = Z d;u; v Z dw v, =
UDVT, jelikoz d,q = ... = d,, = 0. <>

,Plny* singularni rozklad z poznamky je tedy ekvivalentni ,daspornému*
singuldrnimu rozkladu z véty [B.4l Pfi vypoétech samoziejmé preferujeme tisporny
singularni rozklad, jelikoz tim Setifime paméf. Kdykoliv fekneme ,necht X =
UDV' je singuldrni rozklad matice X,“ vZdy méame na mysli libovolny rozklad
splnujici podminky véty ktery implicitné zahrnuje dimenze prislusnych matic
a tim i hodnost matice X, kterd je oznacena jako r.

Mezi singularnim a spektralnim rozkladem symetrické matice 3 je izky vztah.
Lze snadno ovérit, ze pravé singularni vektory matice X jsou vlastni ¢isla ma-
tice XX a levé singuldrni vektory matice X jsou vlastni éisla matice XXT. To
souvisi s jednoduge ovéfitelnym faktem, Ze je-li X = UDVT je singuldrni roz-
klad matice X, pak VD2V je spektralni rozklad matice XTX. Tuto vlastnost
v podstaté uzivime v dikazu lemmatu [I.9) Nezapominejme vsak, ze singularni
ani spektralni rozklady matice nemuseji byt jednoznacné.
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Definice B.6. Pro matici X € R™*? definujeme jeji Frobeniovu normu jako
n P %
IXle = (L a3)"
i=1j=1

Pro ¢tvercovou matici A € RP*P definujeme jeji stopu jako soucet diagonélnich
prvkil matice, tj.

p
~Yau
=1

Poznamka B.7. Prostym rozepsanim, pripadné vyuzitim singularniho rozkladu,
lze ovérit, ze pro Frobeniovu normu a stopu matice plati nasledujici vlastnosti:

1. Pro X € R™? se singuldrnim rozkladem X = UDVT plati
IXl[F = Z I3 = Z x5 = tr(X'X) = Zd2
=1 7j=1

2. Frobeniova norma je invariantni vici rotacim, tj. je-li X € R™*? a A € R™"*"
a B € RP*P jsou ortonormalni matice, plati

X7 = [IXBl[r = [[AX]|

3. Pro A € R"? a B € R™*? plati
tr(ATB) = tr(BTA),

z ¢ehoz indukei plyne, Ze stopa matice je invariantni vici cyklickym permu-
tacim matic v argumentu.

&

Véta B.8. (Eckartova- Youngova-Minského véta, Eckart a Young, 1936.)
Necht X € R™*?, X = UDV' je singularni rozklad matice X a necht K € [r].
Potom feseni tlohy

X, = argmin | X —X,|[p st. rank(X,) < K

X, ERPXP

je ddno ¢astecnym singuldrnim rozkladem matice X jako X, = X | dyu;v] .
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