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Uvod

Pokrok vo vesmirnom vyskume vedie k hypotéze, podla ktorej by sa pod po-
vrchom viacerych vzdialenych objektov v Slnec¢nej stustave mohli nachadzat oce-
any kvapalnej vody (Nimmo a Pappalardo, 2016), (Lunin) 2017). Misie Galileo
a Cassiny-Huygens v poslednych rokoch poskytli mnozstvo dat nasvedcujucich
pravdivosti tejto hypotézy. Najviac dokazov sa tyka moznej existencie masivnych
vodnych rezervoarov na ladovych mesiacoch plynnych obrov, Jupitera a Saturnu.
V pripade Jupitera ide menovite o jeho mesiace Eurépa (na zédklade merani mag-
netickej indukcie mag. pola Jupitera, ktoré nesie znaky vplyvu vodivej vrstvy v
plasti Eurdpy, interpretovani slanym ocednom pod ladovym povrchom, (Khurana
a kol., 2002), (Zimmer a kol., 2000)) a Ganymed (meranie podpovrchového mag-
netodynama, vysvetlené, analogicky Eurépe, prudenim v podpovrchovom oceane
(Kivelson a Khuranaj, 2002))). V pripade Saturnu ide o mesiace Titan (meranie
elektrickych signalov sondou Huygens (Béghin a kol 2012) a pozorovanie gra-
vitacného prilivu (Iess a kol., 2012))) a Enceladus (meranie libracie Tadovej kory
(Thomas a kol., 2016)).

Merania priniesli okrem nepriamych dokazov potvrdzujucich existenciu oce-
anov aj data popisujice topografiu povrchu a gravitacné pole Studovanych telies.
V pripade Titanu a Enceladu data naznacuju, ze ladova kora nie je v stave hyd-
rostatickej rovnovahy (less a kol., 2010), (Cadek a kol., 2017), v pripade Eurépy
ukazuju chaoticky povrch objavujtci sa v okoli rovnika spolu s masivnymi lo-
ziskami soli (Figueredo a Greeley, 2004)), (Brown a Hand, 2013)). V poslednych
rokoch bolo vynalozené tsilie smerované na vysvetlenie uvedenych anomaélii po-
mocou prenosu tepla a hmoty oceanskym pridenim z kamenného jadra do ladovej
kory (Titan - (Kvorka a kol., 2018), Eurépa - (Soderlund a kol., 2014), Enceladus
- (Cadek a kol., [2019)). Modely, vysvetlujtice anomélie existenciou fazového roz-
hrania (rozhranie medzi roznymi skupenstvami latky dovolujtice prenos hmoty a
energie (Slattery a kol) 2007))) na hranici ocedana a ladovej kory, dosiahli ispech
pri popise rovnovazneho stavu ladovej kory, ktory je definovany rovnovahou medzi
mechanickym prenosom hmoty a fazovou premenou (intuitivny ndhlad je mozné

najst v praci (Kvorka a kol., |2018) - kvapalnd ocednska voda na rozhrani zamrzne



a vytvori ladovy vybezok, ktory posobenim vztlakovej sily vteka do ladovej kory).
Modelovanim inverznej tlohy je tak mozné pomocou nameranych hodnét topo-
grafie urc¢it variacie tepelného toku na spodnej hranici Tadovej kory. V stcasnosti
vsak neexistuje moznost dosiahnuté vysledky porovnat s experimentalnymi hod-
notami nameranymi na kozmickych telesach, a tak si teoretické vypocty jedinou
moznostou nahliadnut na interakciu ladovej kory a podpovrchového ocedna. Kla-
sicka predstava tuhej ladovej kory, vznasajicej sa na oceane, je nahradena poj-
mom dynamickej rovnovahy a vymenou hmoty medzi oceanom a Tadovou korou.
Predpokladom pre tuspesnu aplikaciu nového postupu je tak detailné spracova-
nie popisu oceanskeho prudenia, aproximované prudenim tekutiny v rotujicom,
sféricky symetrickom plasti.

Numerické simulécie konvekcie v podpovrchovych ocednoch st limitované vy-
poctovou silou a presnostou modernych pocéitacov (Glatzmaier] [2002) a modely
zahinajuce realistické parametre lezia daleko za hranicou nasich vypoctov (So-
derlund a kol.,|2014). Tie je nutné extrapolovat pomocou diagramov popisujicich
zékladné typy prudenia v zavislosti na fyzikalnych parametroch ocedna (Gastine
a kol 2015)), (Cheng a kol., 2018). Vypocty sa preto stustreduji na systémy, v
ktorych rotacia hra klucovi dlohu pri ur¢ovani vzorov magnetického pola a tepele-
ného toku (tzv. prudko rotujice geodynamé, (Aurnou a kol.,|2015)), (Aubert a kol.|
2017)), s cielom presne popisovat magnetické pole zemského jadra a konvekciu v
zemskom plasti. Aplikaciu takého vypoctu na ladové mesiace predstavuje praca
(Soderlund a kol., [2014)), v ktorej sit anomadlie pozorované na Eurdpe vysvetlené
pomocou 3D modelu oceanskeho turbulentného pridenia. Priidenie je usmerno-
vané Coriolisovou silou a vytvara charakteristicky dlhovinny vzor v tepelnom toku
na hornej hranici ocedna (Miquel a kol 2018). Podla Taylor-Proudmanovej vety
vznikd v rotujucich systémoch pruadenie struktirované do tvaru valcov rovno-
beznych s rotacnou osou, ktoré efektivne prendsaju teplo smerom k rovnikovych
oblastiam (tzv. rovnikové chladenie (Busse a Simitev, [2006), (Yadav a kol.,2016))).
Na druht stranu, niektoré modely vykazuju rozbitie tychto struktar pri zvyso-
vani rotacie a tepelny tok je smerovany k pélom (tzv. polarne chladenie (Aurnou
a kol., 2008)). Vysledky naznacuju, ze zasadny vplyv na vzor tepelného toku ma

volba mechanickej okrajovej podmienky, pricom polarne chladenie je o¢akavané



v pripade hranice bez trenia (tzv. free-slip (Christensen a Wicht, 2007)), (Aur-
nou a kol., [2008)), (Yadav a kol., 2016), (Soderlund, 2019))). Tito tému sme sa
rozhodli preskimat v tejto praci. Rozsirime stidie (Gastine a kol., [2016)), (Amit
a kol 2020)), (Soderlund, 2019) o kvantitativne porovnanie vysledkov pre varia-
cie tepelného toku na hornej hranici ocedna pri predpisani réznych okrajovycj
podmienok, free-slip vs no-slip, a pomocou extrapolacie porovname hodnoty, vy-
plyvajice z modelovania ocedna, s hodnotami danymi modelovanim ladovej kory
publikovanymi v praci (Kvorka a kol., 2018)).

Praca je ¢lenena do 3 kapitol nasledovne - v prvej kapitole je ¢itatel obozna-
meny s riadiacimi rovnicami, prijatymi zjednoduseniami, bezrozmernou podobou
rieSeného problému a jeho numerickym spracovanim. V druhej kapitole si po-
pisané benchmarkové testy pripraveného pocitacového programu pomocou dat
publikovanych v odbornej literature. Tretia kapitola podava dosiahnuté vysledky

a ich analyzu.



1. Teodria

V tejto kapitole bude citatel oboznameny s fyzikalnymi principmi urcujua-
cimi charakter pridenia v oceane, a ich matematickym popisom pomocou rov-
nic mechaniky kontinua. Rovnice budui dalej prevedené do bezrozmerného tvaru,
zodpovedajicemu nestlacitelnej Bussinesqovej aproximacii, a analyzované pomo-
cou spektralnych metéd. V celej praci je dodrzana nasledovnéd konvencia - ska-
larne veli¢iny st oznacené kurzivou v, vektorové veli¢iny si oznacené sipkou @E
(s oznacenim radidlnej Casti ¢,.), tenzorové veli¢iny si oznacené hrubym pismom
1) (transpozicia tenzora 1T a jeho deviatorickd cast 1”). Skaldrny siicin je ozna-
¢eny symbolom -, Gizenie tenzorovych veli¢in : (¢q : 92 = (Y1), i (19) ;j+ S VyuZitim
sumacnej konvencie). Cas je oznaceny ¢ a ¢asové derivacia 9y, jednotkovy radidlny
vektor €., jednotkovy vektor v smere osi z €, gradient V, divergencia V-.

Vypoctovou oblastou €2 je ocedn ohranic¢eny dvoma sustrednymi sférami 0€),

resp. 0€2,. Schematicky nacrt je uvedeny na obrazku [1.1] Hranice st definované

Obr. 1.1: Schematicky nakres oceana

polomermi 74 (spodna hranica), resp. r, (hornd hranica). Veli¢iny popisujice
aktudlny stav oceana su rychlost v, teplota 6 a tlak p. Ako pomocné veli¢iny
k nim dopliiame Cauchyho tenzor T a preskalovany gradient teploty ¢ (definiéné
vztahy budi uvedené v nasledovnej podkapitole). Vonkajsie (hnacie) veli¢iny st
gravitacné zrychlenie § (vystupujice vo vztahu pre vztlakovi silu, vSeobecne
z&vislé na polohe v ocedne §(7)) a uhlova rychlost rotacie telesa & (vystupujica
vo vztahu pre Coriolisovu a odstredivi silu). Fyzikalne vlastnoti ocedna popisuje

jeho hustota p, dynamickd viskozita 7, tepelnd kapacita c,, teplotnd vodivost k



a teplotna roztaznost a. Posledné styri zmienené parametre povazujeme v celej

préaci za konstantné v celom objeme (2.

1.1 Riadiace rovnice

V tejto podkapitole je odvodeny fyzikdlny tvar riadiacich rovnic, ktory je
nasledne prepisany do bezrozmerného tvaru. V druhej casti si popisané okrajové

podmienky predpisané na hraniciach oceana.

1.1.1 Objemové rovnice

Pre matematicky popis ¢asového vyvoja systému je nutné vyjst z rovnic vy-
plyvajucich zo zakonov zachovania hmoty, hybnosti a energie, popisujucich kon-
tinuum (Muller} |1985), a dosadit Specifické hnacie sily, t.j. v tomto pripade gravi-
taéni, Coriolisovu a odstredivi silu. Vyslednd sistava rovnic mé tvar (Matyskal,

2005)

Op+1Vp = —pV-u, (1.1)

p(O 0+ U:VU) = VT + pg — 2pd X0 — pdXIXT | (1.2)
T = T, (1.3)

pcy (0,0 + V) = V-(kVO) — pv,afg + TP : Vi . (1.4)

Rovnice st v poradi - zadkon zachovania hmoty (1.1]), zdkon zachovania hybnosti
(1.2), zdkon zachovania momentu hybnosti ((1.3) a zdkon zachovania energie (1.4}
s dosadenim Fourierovho zakona pre tepelny tok). Zékony zachovania st doplnené

materidlovymi vztahmi v tvare

T = —pl+n(Vi+ (Vi)'), (1.5)
- Ty —Tq

- 0 1.
q 6,6, 0 (1.6)
p = poll —a(l—b)], (1.7)

kde I je tenzorova identita, py je referencna hustota pri teplote 6. Rovnice st

v poradi predpis viskéznej reolégie ((1.5) a stavova rovnica (|1.7). Rovnica (1.6

nema fyzikalny zaklad a je Specidlne volena tak, aby ¢ bola bezrozmerna veli¢ina



znizujica rad rovnice vedenia tepla na 1 (vyhodné z pohladu stability vypoctu

(Christensen a Wicht, [2007))).

1.1.2 Nestlacitelna Boussinesquova aproximacia

Celd aproximativna forma rovnic nebude v tejto casti odvodena, postup je
mozné najst napr. v (Matyskal 2005)). Myslienkou je zavedenie pociatoéného re-
ferencného stavu, ktory je popisany parametrami py, 6y a nulovou rychlostou
prudenia. Rovnica je v referencnom stave redukovand (po dosadeni z ((1.5)))

na tvar
Vp() = pog— ,()()KIJ’XQ_)’XT_” . (18)

Odéitanim vztahu od pohybovej rovnice (1.2)), pri¢om, vzhladom na
maly kontrast teploty medzi hranicami (Soderlund a kol., 2014)), budeme po-
vazovat rozdiel p — po za efekt prvého radu, t.j. zanedbame selfgravitaciu
po(d — Go), kvadraticky ¢len vztlakovej sily —poa (6 — 00)(§ — Go) a ¢len ply-
nici z odstredivej sily (p — po)dxdxT, ako aj kvadraticky ¢len na lavej strane
—poc(f — 6p) (0,0 + U-VT). Zavislost hustoty na teplote sa tak prejavi ako vztla-
kova sila a aproximacia pohybovej rovnice ma, pri uvedenych zjednoduseniach,

tvar

po(aﬂ?—F ﬁVﬁ) = VT - ozpo(ﬁ - 80)§0 - 2p0¢3X17 s (]_9)

T = —(p—po)I +n(Vi+ (VD). (1.10)
Rovnica kontinuity (1.1)) je nahradend rovnicou pre nestlacitelné pridenie
Vi=0. (1.11)

V zékone zachovania energie zanedbame kvadratické ¢leny vznikajice po dosadeni

stavovej rovnice pre hustotu (1.7]), ako aj disipativny a adiabaticky ¢len

1.1.3 Bezrozmerna formulacia Boussineqovej aproximacie

Myslienkou je prepisat, vyuzitim charakteristickych skal veli¢in, ktoré sa v rov-

niciach vyskytuji, odvodenu stustavu fyzikalnych rovnic do bezrozmerného tvaru.

8



Pocet parametrov popisujtcich ststavu (p, a, ¢, k ...) sa v tomto pripade re-
dukuje na 3 bezrozmerné ¢isla. V tejto praci preberieme konvenciu predstavent
v (Matyskal 2005) (pre iny mozny pristup vid napr. (Christensen a Wicht, [2007)).
Dalej v tejto podkapitole budeme znacit bezrozmerny ekvivalent veli¢iny v ako
(e

Charakteristické rozmery pre vzdialenost, resp. Cas, su zvolené ako hrubka

oceana, resp. charakteristicky cas pre vedenie tepla medzi hranicami oceana, t.j.

2
7 [Tu B T’d]ﬁ b= lpocp(ﬂ;{: Td) ]t, 7 (1'13)
dosadenim do definicii operatorov V a 0; dostavame

1

Ty —T4q

vz[ }V’, 0, = [k]a;. (1.14)

2
pOCp(Tu - rd)
Pre veliciny vystupujice v rovniciach Boussinesquovej aproximécie dostavame

k - nk

v=—"—",T=
PoCp(Tu — Ta)

, T  0=0,+(0,—0,)0 , (1.15
POCp<7"u_rd) 2 ( d ) ( )

kde 0,, resp. 4, je teplota na spodnej, resp. hornej, hranici. Dosadenim do rov-

nic (1.6), (1.9), (1.10), (1.11), (1.12) a tpravami dostavame bezrozmerny tvar

Boussinesquovej aproximdcie (pre detaily vid (Matyskal 2005)))

Vi o= 0, (1.16)

L (o + ') = VT4 R @-0)" ~ Zaxd
Pr vV = a 0) 7 E/{;ez v, .

T = —pI +(V’17’+(V’17’)T) (1.18)

oo —v-g = —V'-q, (1.19)

¢ = -V, (1.20)

sp’ a vzhladom na

kde bol zavedeny bezrozmerny tlak vztahom p—py = ﬁ
cp(Tu—r

podobnui hustotu oceanu, ladu a jadra predpokladame linearny gravitac¢ny profil

(Wicht| 2002). Vyznam c¢isel Pr, Ra, Ek je uvedeny v nasledovnej podkapitole.

1.1.4 Bezrozmerné riadiace parametre

Definujme dve nové odvodené veli¢iny, a to kinematickd viskozitu v = n/po

a tepelnu difusivitu k = k/(poc,). Pre bezrozmerné ¢isla z predoslej podkapitoly



plati ((Matyskay, 2005), (Soderlund a kol., [2014)))

0, — eu u ’
PT:K 7 Ra — O./g( b )(T Td) ’ Ek:%a 77:E (121)
K VK w(ry = 74) "u

V poradi ide o Prandtlovo ¢islo (uddva pomer medzi viskdznymi a teplotnymi
difuzivitami, = 12), Rayleighovo ¢islo (udéva pomer medzi vztlakovou silou a di-
fuzivnymi efektmi, ~ 10%° — 10**) a Ekmanovo ¢islo (uddva pomer medzi viskéz-
nou a Coriolisovou silou, ~ 107!2 — 107!3). Pridali sme naviac pomer polomerov
ocedna 7 (v dalSom uz nepotrebujeme oznacenie pre viskozitu, a tak recyklujeme
oznacenie 7 pre pomer polomerov), ktory je nutné predpisat kvoli jednoznacnosti

velkosti vypoctovej oblasti a jej hranice.

1.1.5 Okrajové podmienky
Okrajové podmienky pre mechanické velic¢iny

Horné rozhranie je fazové - lad/voda, spodné rozhrania povazujeme za ma-
teridlové - hornina/voda. Oba typy rozhrani si popisané zdkonmi zachovania
v rozsirenej podobe (vid (Slattery a kol., 2007))). Podla charakteru systému je
mozné v praxi narazit na dve moznosti - bud no-slip (nulové rychlost na hra-
niciach), alebo free-slip (nulové trenie na hraniciach) obohateny o podmienku
nulovej radidlnej zlozky rychlosti (Christensen a Wicht, 2007). NajvhodnejSou
formulaciou je podmienka free-slip (nedochadza k umelému zvyseniu rotaénych

efektov (Christensen a Wicht} 2007), (Soderlund a kol., 2014)) v tvare

T'¢ = (6,.T¢)e, , (1.22)

vé = 0. (1.23)

Jednym z cielov prace je vSak porovnanie vysledkov pri predpisani oboch uve-
denych podmienok, preto pre tplnost uvedme aj matematicku formulaciu pod-

mienky no-slip

7 =0. (1.24)

Okrajové podmienky pre teplotné velic¢iny

Okrajové podmienky pre teplotu budeme predpisovat Dirichletovsky, t.j. hod-
notou (Christensen a Wicht,, 2007)), (Soderlund a kol., [2014) - pre tiito moznost je
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prepocitand cela skala benchmarkov a odbornych prac zaoberajucich sa konvek-
ciou v planetarnych plastoch a oceanoch (Hernlund a Tackley, 2008), (Choblet
a kol.| 2007)), a preto je zvolend aj v tejto praci. Okrajové podmienky pre bezroz-

mernu teplotu su v tvare

O(rl)=0,6(0,)=1. (1.25)

1.1.6 Zhrnutie

Dalej v praci vynechame apostrofové znacenie bezrozmernych veli¢in a rovnice

budeme pisat v bezrozmernom tvare popisanom ¢islami Ra, Pr, Ek

Vi o= 0, (1.26)
1o L2
ﬁ(ﬁtv—i—v-Vv) = VT + Ra(0 — 0y)é, FTAIeE (1.27)
T = —pI+ (Vi+(Vi)') (1.28)
o0 —vq = —-V-q, (1.29)
g = -V, (1.30)
s okrajovymi podmienkami bud v tvare (free-slip)
T = (e -T-€.)e, (1.31)
7é = 0, (1.32)
0 = 0, (1.33)
alebo v tvare (no-slip)
i =0, (1.34)
06 = 6, (1.35)

kde 0, je hodnota odpovedajica polohe hranice (#;, ma hodnotu 1 na spodnej a

0 na hornej hranici).

1.1.7 Zachovanie energie

Riadiace rovnice ([1.26])-(1.30]) st odvodené pomocou fundamentalne platnych
zakonov zachovania energie a hybnosti, teda pri numerickej implementécii je kon-

trola uvedenych zakonov vhodnym testom spravnosti pocitacového programu.
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V tejto podkapitole uvedieme procedtru pre odvodenie rovnosti medzi zmenou

kinetickej energie a vykonom hnacich sil v ststave.

Zachovanie energie v mechanickej stistave

Nésobme rovnicu (|1.27)) skaldrne rychlostou a integrujme cez 2. Coriolisova
sila je kolma na rychlost a jej skalarny sicin s nou je teda nulovy. Vykon vztlakovej

sily ponechame na pravej strane, upravujme vyraz obsahujici napéatie

/Q STV — /Q [V-(@0T) = T : (Vi)' ]dV =
_ / GT-2.dS — / T: (Vo) dv =
o0 Q

TP . TP
Nyt
Q 2

kde sme pocas uprav vyuzili, v poradi, retiazkové pravidlo pre derivacie, Gaus-
sovu vetu, okrajové podmienky pre rychlost/napétie, reologicky predpis pre na-
patie a nestlacitelnost pridenia. Analogickym postupom je mozné dokéazaft, ze
¢len ¢-(v-V¥) ma nulovy objemovy integral, t.j. rovnost pre kinetickd energiu

v bezrozmernom zapise ma tvar
1 U TP . TP o o

Zachovanie energie v teplotnej sustave

Zachovanie energie v teplotnej stustave odvodime integraciou rovnice cez
Q) (za predpokladu, Ze vniitorna energia je priamoumerné teplote (Miiller, |1985])).
Dosadenim predpisu pre tepelny tok dostavame vdaka nestlacitelnosti priudenia
a predpisanej okrajovej podmienke , analogicky vypoc¢tu pre mechanickt
sustavu, nulovost objemového integralu ¢lenu v-V6. Vysledna rovnost, popisujica

zachovanie vnutornej energie, je tak redukovana na tvar

/ 804V — — [ qe.ds . (1.37)
Q oN

1.2 Numericka Ccasova integracia

V tejto podkapitole je popisand pouzita metoda casovej integracie. Metdda pre

integraciu nelinearnych ¢lenov je zalozend na Adams-Baschforthovej explicitne;j
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metode 2. radu, ktord je v pripade zmeny casového kroku restartovana Runge-
Kuttovou metédou 2. radu. Linearne c¢leny su integrované pomocou implicitnej

a-schémy. Metédy budu predstavené na modelovom probléme tvaru
Owu+ I(u) = E(u) , (1.38)

kde u = u(t) je hladané funkcia, I(u) su ¢leny diskretizované implicitne, F(u)
su ¢leny diskretizované explicitne. Tvar tychto ¢lenov pre pripad rovnic riesenych

v tejto praci bude uvedeny v nasledovnych podkapitolach.

1.2.1 Adams-Baschforthova metdéda 2. radu

Metdda je zalozend na Lagrangeovskej extrapoldcii ¢lena E(u), na intervale
[tn, tni1], pomocou dvoch predchddzajicich ¢asovych krokov E(u") a E(u"!')

(horny index oznacuje poradie kroku v ¢asovej diskretizécii)

t—1,

t_tnfl
E(u) ~ S
() tn_tnfl

- tn - tnfl

E(u") E"™) . (1.39)

Po dosadeni do integrovanej rovnice (1.38)) dostavame predpis (Glatzmaier) |1984)

1 tnt1 Atn + 2Atn_1

Atn—l
E(u)dt ~
an ), EW 2AL,

©2At,

E(uy) E(un_1) , (1.40)

kde At; = t;.1 — t; je Casovy krok v i-tom kroku vypoctu. Metdéda ma zmysel
len pre i>2, preto je nutné ju nastartovat jednokrokovou metédou. Numerické
experimenty ukazali nestabilitu schémy pri zmene casového kroku, vedicu
k nutnosti pouzivat ju s konstantnym casovyk krokom a restartovat pomocou
jednokrokovej schémy (koeficienty sa v takom pripade redukuji na 3/2 a —1/2).
V implicitnom ¢lene je metéda doplnend a-schémou tvaru (Christensen a Wicht,

2007)

1 tn+1

JAN S

I(u)dt =~ al(up1) + (1 —a)l(uy,) . (1.41)

Po ¢asovej integracii (1.38) a dosadeni numerickej diskretizdcie integralov dosté-

vame

Unp,

Aty

Un+1

At,

b (i) = - — (1= a)I(u,) + 2E(un) - ;E(un_l) O (142)
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1.2.2 Runge-Kuttova metéda 2. radu

Metdda je dvojstupnova typu prediktor-korektor (Benesova) 2015)) - explicitna
Eulerova metdda (prediktor) predpocita aproximéciu rieSenia v ¢ase (t, +t,11)/2,
met6da mid-point pomocou tejto aproximécie uréi hladané u™*1. Cely postup
casovej integracie je analogicky Adams-Baschforthovej metéde, preto uvedieme

len vyslednu schému v tvare

AtZ/Q +al(a) = AZ:L/Q — (1 —a)I(un) + E(uy) , (1.43)
A Tolln) = = (- @)l(w) + E@) | (1.44)

kde u je predikovand hodnota v strede ¢asového intervalu [t,,,t,11].

1.3 Harmonicky rozklad veli¢in a jeho dosledky

V tejto podkapitole je popisand metdda rozkladu do sférickych harmonickych
funkcii, pomocou ktorej prepiSeme ststavu parcidlnych diferencialnych rovnic na
stustavu obycajnych diferencidlnych rovnic. V celej podkapitole budeme pracovat

v sférickych suradniciach, ktoré budeme oznacovat (r,0,¢).

1.3.1 Harmonicky rozklad spojitej funkcie

Sférické harmonické funkcie Yj,,, Y1 Y/

im> Y, PouZivané v geofyzikalnych vypoc-

toch, tvoria ortonormélny systém v Hilbertovom priestore L?(By), kde By je jed-
notkova sféra, a ich podrobné zavedenie je mozné najst v (Varshalovich a kol.,
1988)). Pre Iubovolnt spojiti funkciu f(r,0, ¢) plati (vo vektorovom aj tenzorovom

formate, pre detaily vid (Matas, 1995))

J

F00,0) = % Fin()Yin(6,6) (1.45)

j=0m=—j

fros) = S5 S L VL6.6) (1.46)

J=0m=—j l=|j—1]
00 J 2 j+k
Fr0,0) = >33 > fim)Y(0,0), (1.47)
§=0 m=—j k=0 {=|j—k|
kde j je harmonicky stupen, m harmonicky rad, [ a k nazyvame postupne vek-

torovy a tenzorovy index. V praktickom vypocte nie je mozné realizovat vypocet
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s radom s nekoneénym mnozstvom c¢lenov, preto je pocet uvazovanych harmo-
nickych stupnov obmedzeny ¢islom 7,4, ktoré sa v praci meni podla dynamiky
systému. Orezanie spektra sa v numerickom vypocte prejavuje nefyzikalne vy-
sokymi koeficientami rozkladu na vyssich harmonickych stupnoch a v literatire
sa nazyva alias (Glatzmaier, |1984). RieSenim je pridanie umelej diftizie (angl.
hyperdiffusion), realizované umelym navysenim vplyvu difuzivnych ¢lenov V-T',
V-q v rovniciach pre koeficienty vysokého spektra (vznikajici alias je tak rychlo
tlmeny diftziou, pre detaily vid (Glatzmaier a Roberts, |1995)), napr. pridanim

mocninného prefaktoru v tvare (pre j>7o)
1+ a(j— o)’ (148)

Neexistuje vsak fyzikalny postup pre volbu velkosti umelej diftizie, t.j. pre volbu
¢isel a, b, jo, a jej zavedenie vedie k nefyzikalnym efektom v simuldciach (Glatz-
maier, 2002)), (Christensen a Wicht| [2007). V tejto préci, aj za cenu nelinedrneho
narastu vypoctového casu, pouzijeme namiesto umelej diftizie vacsi pocet harmo-

nickych stupnov (rovnaky pristup je mozné najst v (Soderlund a kol., [2014])).

1.3.2 Harmonicky rozklad objemovych rovnic

Dosadenim rozkladu (1.45)-(|1.47) do rovnic (1.26)-(1.30]) a vyuzitim vztahov

pre operatory V, V-, posobiace na spektralny rozklad (Matas, [1995), je mozné si-
stavu rozlozit na sustavy urcujice vyvoj na kazdom harmonickom stupni zvlast.
Pre jednoduchost uvadzame len rozklady pre gradient posobiaci na skalarnu fun-
kciu a divergenciu pésobiacu na vektorovu funkciu, aplikaciu vsetkych operatorov

na riesené rovnice je mozné néajst v apendixe A,

' d )+ 1 — i
L e P I (149
. T

; (d j-1
V0T = gt (- S b 50
jj+1(d j+2 e
2]+ 1 (dr * r )f(?“)Y]m(Sz,]H .
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Zlozita sustave parcidlnych diferencialnych rovnic tak rozdelime na 2 typy stustav
obycajnych diferencidlnych rovnic - pre tzv. sferoiddlne mechanické koeficienty
vj;ll, vj:;l, 7?;;?, 7}%2’2, Tj,j, Tjj,zm a tzv. toroiddlne mechanické koeficienty vgm,
Tjj,;“, Tf;ﬁm zv1ast (Matas, 1995), (BeneSovd, 2015), pricom napatové koefi-
cienty T]lri st nulové z dovodu symetrie Cauchyho tenzoru napétia . Z tohto
pohladu dalej rozdelime ¢leny v rovniciach na linearne (pri ich harmonickom roz-
klade nedochadza k miesaniu sferoidalnych a toroidalnych koeficientov, v ¢ase st
diskretizované implicitne - ¢len I(.) v (L.38)) a nelinedrne (pri ich harmonickom

rozklade dochadza k miesaniu sferoidalnych a toroidalnych koeficientov, v ¢ase st

diskretizované explicitne - ¢len E(.) v (1.38))).

Harmonicky rozklad linearnych clenov

Linedrne ¢leny mechanickej sustavy oznacne Ieen (U, T), linedrne cleny tep-

lotnej ststavy oznac¢me Iiem,(6, ¢) (konvencia ako v (1.38). Je mozné pisat

Lpeen(0,T) = —=V.T (1.51)

Lemp(0,0) = V7. (1.52)

Harmonicky rozklad uvedenych ¢lenov, ako aj reologickych predpisov, je pone-
chany na apendix A. Spoc¢iva v dosadeni vztahov (|1.49)), (1.50)) do riesenej sustavy

rovnic a v jednoduchych algebraickych tpravach.

Harmonicky rozklad nelinearnych c¢lenov

Analogicky konvencii pre linearne ¢leny ozna¢me nelinedarne ¢leny mechanickej,

resp. teplotnej sustavy, Epecn (U, T), resp. Eiemp(0, ¢), a pisme

1 2
Emeen(#,T) = Ra(0 — 00)8, — —0-Vi — — &, x7 | (1.53)

Pr Fk
Etemp(e, q) - ?7@ .

Vztlak je zaradeny medzi nelinearne c¢leny z dovodu oddelenia mechanickych a tep-
lotnych veli¢in, t.j. numericky je diskretizovany Adams-Baschforthovou schémou.
Coriolisova sila miesa toroidalne a sferoidalne ¢leny rychlosti, preto ju nie je mozné
diskretizovat implicitne (Ivers a Phillips, [2008). Harmonicky rozklad oboch ¢lenov

je uvedeny v apendixe A. Zostavajice Cleny obsahuju sic¢in dvoch harmonickych
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radov s plnym spektrom a ich vypocet v spektre je, v porovnani s vypoctom na
fyzickej sieti realizovanej kone¢nymi diferenciami pomocou integralnych transfor-
maécii, neefektivny (Christensen a Wicht, 2007). Cely postup je nad ramec tejto
kapitoly a je mozné ho néjst v (Benesova, 2015)). Pocitacovy program prilozeny
k praci implementuje transforméacie pomocou podprogramov vyvinutych prof.
Martincom (Kategra geofyziky, Univerzita Karlova v Prahe), ktoré si popisané
v praci (Martinec, |1989). Pre jednoduchost uvedme na tomto mieste myslienku
transformdcie stc¢inu dvoch skaldrnych radov (myslienka rozkladu vektorovych
a tenzorovych sicinov je prepisat vektorové rady na 3 skalarne, a teda jeden vek-
torovy sucin nahradif 3 skalarnymi, analogicky jeden tenzorovy sucin nahradit 3
vektorovymi, atd.)

1(0.6) = 32 0¥ (0.0). b(0.0) = 3 by ¥n (0.0) (1.54)

jm jm

Vztahy (1.54)), spolu s definiciou sfér. harm. funkeif pomocou Legendreovych poly-
némov Yj,,(0,¢) = Pjm(cos)e™? (Varshalovich a kol [1988), ddvaju predpis pre

transforméciu spektra na fyzicku siet. V uzloch siete je vypocet sucinu trivialny

c(0;,0x) = a(0;,0x)b(05,01) , (1.55)
kde (0;,¢x) st uzlové body siete. Transformécia hodnot ¢(6;,¢y) zo siete do spektra
vyuziva ortonormalitu sférickych harmonik, t.j. z (1.45)) dostdvame integraciou

Cim = [ c(0,6)Y;0(0,6)d00,6) = /0” /_zc(9,¢)1g;(e,¢)smed¢d9, (1.56)

B
kde d2(0,¢) je diferencidl priestorového uhla a * oznacuje komplexné zdruzenie.
Dosadenim definicie sférickych harmonickych funkcii a substiticiou x = cos#@
prevedieme vztah na dve integralne transformécie v tvare

em(z) = /” Cla,d)e ™ do | (1.57)

—Tr

Cim = /1 Cm () Pjm(2)dx (1.58)

-1

kde C(x,¢) = c(0,¢). Ide o Fourierovu transformaciu (numericky implemento-
vani pomocou rychlej Fourierovej transforméacie) a Legendreovu transforméciu

(numericky implementovani pomocou Gaussovej kvadratury).
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1.3.3 Harmonicky rozklad okrajovych podmienok

Okrajové podmienky pre stupne 7>2 je uvedeny v apendixe A. Je odvodeny
jednoduchou aplikéciou vztahov pre siéin spektra s radidlnym vektorom. Dalej
vynechame diskusiu harmonického rozkladu podmienky no-slip ([1.34]), pretoze po
dosadeni spektralneho rozkladu do rovnice pokracuje riesenie, po diskusii
pre stupen j = 0 (analogicky podmienke free-slip, vid nizsie), dalej bez kompli-
kacii. V pripade podmienky free-slip vsak harmonicky stupen j = 1 vyzaduje

specidlny pristup vyuzivajuci zakony zachovania (Glatzmaier, [1984)).

Stupen j =0

Z harmonickych rozkladov (1.46), (1.47) vyplyva, Ze na stupni j = 0 ma napét-

ovy tenzor dva koeficienty, a to Tyg', Ty, vektor rychlosti ma jeden koeficient, a to

vgy- Napétovy koeficient iy’ nevystupuje v okrajovej podmienke (vid apendix A),
teda je dany objemovymi rovnicami (reprezentuje tlak). Napatovy koeficient T&;Q,
ako aj rychlostny koeficient v}, je dany okrajovymi podmienkami nulovou hod-
notou na hraniciach oceana, pricom oba su viazané reologickym predpisom .
Z toho vyplyva, Ze riesenie pre stupen j = 0 je dané nulovymi koeficientami T&Q,

vy v celom ocedne (spiﬁa okrajové podmienky) a tlak je dany rovnicou

1 dT070 2 — — 1 g s
\/; d(;ao = —Ra(0 — o)y, + ﬁ(ezxv)oo + ﬁ(v‘vv)oo : (1.59)

Pretoze vsak tlak na danom harmonickom stupni nevystupuje ako premenna na
ziadnom inom stupni, nie je nutné rovnicu ([1.59)) pocas vypoctu riesit a vypocet

prebieha na stupnoch j>1.

Stupen j =1

Riesenie toroidalnej casti vj:m stupna j = 1, popisujtce globalnu rotaciu oce-
ana, nema riesenie jednoznacne dané podmienkami - ((1.32)). Diskretiza¢na
schéma, v ktorej si nelinearne cleny urcované explicitne, povoluje k rieseniu pridat
Tubovolny, okrajovymi podmienkami neurceny, ¢len dany predpisom vi, = Ar,
kde A je realna konstanta. Z tohto dévodu je nutné pocas vypoctu vynucovat spl-
nenie zakona zachovania momentu hybnosti (Glatzmaier, |1984). Vynttenie pre-

bieha odéitanim globédlnej rotécie ocedna (fyzikalna interpreticia stupna 1) danej
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predpisom (v bezrozmernej podobe)

(L—n)’ 5 7 g\
U%m = 'I"w%m = 51_7757"<\/Q 6_;« Xfﬁ(f', 0, ¢)dv>1 . (160)

Harmonicky rozklad ¢lenu v zatvorke (vyjadrujiceho celkovy moment hybnosti

s nenulovymi komponentami na stupni 1) nechavame pre appendix A.

1.4 Radialna diskretizacia

V tejto podkapitole je popisand radidlna diskretizacia, ktora je v tejto praci
realizovand metodou konec¢nych diferencii na posunutej sieti. Princip vysvetlime

na modelovom probléme diskretizacie rovnic
d 1

= |—+-|T 1.61

o) = ()70, (L61)
d 1

T(r) = <dr + )v(r) , (1.62)

r

ktoré su zjednodusenou verziou vzfahov rychlost-napatie a teplota-tepelny tok.
Poziciu v radidlnej diskretizacii budeme v celej podkapitole oznacovat spodnym
indexom i, t.j. T; ~ T'(r;), kde r; je uzol radidlnej siete (vid dalsia stat). Pocet
uzlov diskretizacie budeme oznacovat n,., pre krok diskretizécie plati (v celej praci

uvazujeme homogénnu diskretizaciu)

Ty — 74

Ar = (1.63)

n.—1"

1.4.1 Posunuté siete

Metdda posunutych sieti je efektivnym nastrojom na diskretizéciu sistav rov-
nic, v ktorych st veli¢iny viazané analogicky modelovému pripadu (1.61))-(1.62]).

Myslienkou je rozdelit siet na hlavnt (r;)77, a vedlajsiu ¢ast (1)) (vid obrdzok

i

1.2)), kde jednotlivé polomery st definované nasledovnou rekurenciou
J
ri = rio1+Ar, 1€(2,...n,), (1.64)

ro= v+ Ar ie(2,m, + 1) (1.65)

Startovacia podmienka rekurencie je 7, = r4, 1} = rq— Ar/2. Z predpisu (1.64) je

zrejmé, ze hranice vypoctovej oblasti st dané polomermi r; = rg a r,, = 7y, t.j.
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Tit1 Tia
L & S
T; (dv/dr), t+1
k (dT/dr); v
S i
Ti-1 =

Obr. 1.2: Schematicky nakres radidlnej diskretizacie

veli¢iny, ktoré st popisané okrajovou podmienkou Dirichletovsky (hodnotou), je
prirodzené diskretizovat na hlavnej sieti (koeficienty napatového tenzora, tepelny
tok). Na druhej strane je z predpisu (|1.65) zrejmé, ze pod spodnou hranicou
a nad hornou hranicou st pridané dva pomocné uzly v} a 7, ., t.j. na vedlajsej
sieti je mozné popisat gradient veli¢iny na hranici vypoctovej oblasti (rychlost,
teplota), a teda veli¢iny popisané Neumannovou okrajovou podmienkou je vhodné

diskretizovat na vedlajse sieti.

1.4.2 Konec¢né diferencie

Uvedieme zakladné vztahy pre diskretizéciu veli¢in T (ekvivalent napétia a te-

pelného toku) a v (ekvivalent rychloti a teploty) v rovniciach (1.61))-(1.62)). Po-

dotykame, ze T je diskretizované na hlavnej sieti (T'(r;) = T;), v na vedlajsej

(v(ri) = vi).

dTr T — T T+ T

— ~ — T~ 1.66

dr r:rg T —Ti=1 ’ <rl) 2 ’ ( )
dv Vit1 — U; Vit1 + U;
— N )R . 1.67
drly—r, Tl —1l’ (r:) 2 (1.67)

Dosadenim predpisov (|1.66))-(1.67) do harmonického rozkladu riadiacich rovnic je
sustava obycajnych diferencialnych rovnic redukovand na stustavu algebraickych
rovnic pre uzlové hodnoty veli¢in na sieti, ktora je riesend v kazdom casovom

kroku zvlast.

1.5 Rozlisenie siete a volba ¢asového kroku

Popisand numericka disktetizacia zachytava presne lateralne derivacie, ktoré

su pocitané priamo v spektre pomocou predpisov pre pésobenie V-operatorov na

20



sférické harmonické funkcie (Christensen a Wicht, |2007). Problematickou castou
ostava derivacia v radialnom smere, ktora je v tejto praci aproximovana metodou
konecénych diferencii (moznostou je vyuzitie Chebyshevovych polynémov, ktoré
ale vyzaduju dalsie, procesorovo naroc¢né, transformacie (Christensen a Wicht|
2007)). Vzhladom na ciel prace - modelovanie konvekcie v soceane s pdsobenim
Coriolisovej sily - je nutné zvazit popis tzv. Ekmanovych hrani¢nych vrstiev,
ktoré vznikaji na hribke desatiny (r, — r4) v okoli hranic oceana (Christensen
a Wicht| 2007)). Vzhladom na numerické experimenty sa osvedcila volba ng = 73
homogénne rozmiestnenych uzlov radidlnej diskretizécie ((Soderlund a kol.| [2014)
vyuziva 73 uzlov pri lateralnom rozliseni j,q.. = 213). Lateralne rozliSenie sa meni
podla obtiaznosti problému na intervale j,,,,€[90, 141].

Casovy krok je uréovany pomocou Courantovho kritéria, ktoré zahfiia ome-
zenie dané rovnicou pre vedenie tepla, omezenie dané radialnou diskretizaciou
a omezenie dané laterdlnou diskretizaciou. Casovy krok je potom adaptovany

pomocou predpisu (Glatzmaier, |1984)

At, = min
i€(1,ny)

Ar? Ar 1 r;
ER NN T (e e Y
T ]max(]max + 1) |Uz ErU; 67“‘

21



2. Testy pocitacového programu

Vyvinuty program je nutné otestovat pomocou numerickych benchmarkov.
V tejto kapitole budi uvedené vysledky testov programu, dosiahnuté pomocou
dat publikovanych v odbornej literatire. Pre jednoduchost oprav programu su
testy rozdelené do dvoch skupin, a to testy pre nekonecné a konec¢né Pr. Beznym
kritériom pre testovanie je tzv. Nusseltovo ¢islo, udéavajice pomer konvektivneho

prenosu tepla voci konduktivnemu, definované predpisom

Nu— L Ta0b0 (2.1)

VAT T4 or T=Ty ’

kde Oy je koeficient stupna j = 0 v harmonickom rozklade teploty.

Nekonecéné Prandtlovo a Ekmanovo ¢islo

Ako benchmarkové studie st zvolené prace porovnavajice metastabilné riese-
nia existujice pre relativne malé (blizke kritickému) hodnoty Ra. Metastabilné
riesenia s 2, v literatire bezne oznacované ako kubické (C)/tetrahedralna (T) sy-
metria. Benchmarkované prace s (Bercovici a kol., [1989), (Yoshida a Kageyamal,
2004), (Zhong a kol., 2008)), pociatoénd podmienka pre dosiahnutie metastabil-
ného stavu je v tvare

Or(r,0,0) = Oeona(r) + 0.1sin(m(r — 14))Y32(0,0) , (2.2)

Oc(r0.0) — Hcond(r)—i—O.lsin(ﬁ(r—rb))(Ho(H,(b)—1—57)5/214(0@)), (2.3)

kde 0.onq(r) je konduktivny profil dany rieSenfm rovnice V26 = 0 pri okrajovych
podmienkach (L.33).

Pre vyssie Ra uz neexistuji metastabilné hladiny, t.j. testovacie behy st spus-
tené z nahodne volenej perturbacie a vypocet pokracuje az do ustalenia Nusselto-
vej krivky. Ako test je zvoleny vypocet proti vysledkom kédu STAGYY (metoda
konecénych objemov), ktory je popisany v praci (Hernlund a Tackley, 2008), vid
tabulka ¢. 2.2

Koneéné Prandtlovo a Ekmanovo éislo

Ako benchmarkové studie pre tento pripad st zvolené prace (Gastine a kol.,

2015), (Gastine a kol., 2016), podavajuce prehlad vysledkov pre viacero volieb
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Ra, Ek, n. Vysledky st zhrnuté v tabulke ¢. [2.3]

Tabulka 2.1: Vysledky benchmarku danému metastabilnymi rieSeniami (C) a
(T) pri okrajovej podmienke danej teplotou a podmienkou free-slip, Pr = inf,

Ek = inf, n =0.55

Ra = 2000 | Ra = 3500 | Ra = 7000 | Ra = 14000
Benchmark
T C T C T C
Be89 2.25 2.80 3.47 - - -
YK04 2.20 2.88 3.44 | 3.55 | 4.24 | 4.42
ZhO08 - - 3.51 | 3.63 - -
Kv19 2.21 2.85 3.51 | 3.62 | 4.28 | 4.47

Tabulka 2.2: Vysledky benchmarku danému kédu STAGYY pri okrajovej pod-
mienke danej teplotou a podmienkou free-slip, Pr = inf, EFk = inf, n = 0.55

Benchmark | Ra = 10* | Ra = 10° | Ra = 10°
HTO08 3.85 7.27 15.9
Kv19 3.89 7.34 16.0
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Tabulka 2.3: Vysledky benchmarku danému pracami (Gastine a kol., [2015)), (Gas-
tine a kol., 2016)), pri okrajovej podmienke danej teplotou a podmienkou no-slip,
Pr =1, n = 0.60. Linedrne pole zodpoveda pripadu § = —7/r, homogénne
pole pripadu § = —¢; a Newtonovské pole pripadu § = —(1/r?)é,. RozliSenie
je v pripade Kvorka dané ako pocet radialnych vrstiev x max. harmonicky stu-

pen, v pripade Gastine ako max. stupen Chebyshevovych polynémov X max.

harmonicky stupen.

Nu (Gastine) | Nu (Kvorka)

N X Jmaz N X Jmaz

Ra = 105, Ek = inf 7.98 8.01
homogénne pole (65%x128) (80%90)

Ra = 5x10%, Ek = inf 10.55 10.54
linedrne pole (65x133) (81x128)

Ra =5x105, Ek = 3x1074 11.97 12.11
Newton. pole (81x133) (80%90)

Ra = 1x10°, Ek = 1x1073 2.24 2.25
Newton. pole (65%85) (80%90)
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3. Vysledy simulacii a diskusia

3.1 Doplnok k teoretickému tvodu

3.1.1 Casové a priestorové stredovanie

Okamzité hodnoty veli¢in majui, vzhladom na chaotickost systému, tendenciu
oscilovat okolo urcitej, v case konstantnej, strednej hodnoty. Aby boli vysledky
jednoznacné a reprodukovatelné, udavame (analogicky odbornej literature, (Hern-
lund a Tackley, 2008), (Gastine a kol., 2015)) vysledky vo forme ¢asovo stredova-
nych hodnot. Dalej v préci preto budi okamzité hodnoty veli¢iny 1 (¢) nahradené

strednou hodnotou v danou predpisom

9 = [t (31)

to — 11/t

kde t; je dany kritrétiom 0,0~0 a ty — t; > 0.02 (stredovanie cez tsek s diZzkou
aspon 0.02 diftizneho ¢asu postacuje na dosiahnutie ustaleného vzoru prudenia,
(Amit a kol., 2020)), (Soderlund, 2019)). Vzhladom na silnd zondlnu symetriu
povrchu Tadovych mesiacov (Soderlund a kol 2014), (Kvorka a kol., 2018)) a oca-
kavany zonalny charakter méap tepelného toku (Aurnou a kol., |2008), (Amit a kol.|
2020) m4 zmysel uvadzat aj priestorovo, a to zonalne, stredované hodnoty veli¢in
dané predpisom

1

000 = 5 [ (o (32

Pre tplnost definujme tplne sféricky stredovani hodnotu veli¢iny v tvare

B(r) = 417T I () sin 0dedd (3.3)

3.1.2 Zonalna variacia tepelného toku

Cielom préce je popisat mozné geometrické vzory tepelného toku na hornej
hranici ocedna v zavislosti na hodnotach Ra, Fk. Simulacie ukazali existenciu
4 zakladnych vzorov, ur¢enych mierou dominancie rotacie na usmernovanie pru-
denia (vid série obrdzkov (3.4))-(3.7)) - rovnikové chladenie (v spektre najvyznam-

nejsia harmnonické funkcia Yo s ostrym maximom na rovniku), prechodovy stav
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(najvyznamnejsia harmonickd funkcia Yjg), polarne chladenie (najvyznamnejsia
harmonicka funkcia Y3y s ostrym maximom na poéloch) a chaotické pridenie (te-
pelny tok distribuovany rovnomerne, spektrum je chaotické). Harmonické spek-
trum tepelného toku teda predstavuje efektivny nastroj pre kvalitativny popis
map tepelného toku. Pre kvantitativne porovnanie vysledkov predstavujeme tzv.

zonalnu variaciu tepelného toku definovani predpisom (Amit a kol., [2020)

qz%ax - qun
0q = T ) (3.4)

kde ¢* predstavuje, v zmysle definicie (3.2), vystredovanu radidlnu zlozku tepel-
ného toku (€,-¢) na hornej hranici (r = r,). Maximum a minimum je chdpané

v zmysle maxima/minima funkcie ¢*(0) pre 6 € (—x/2,7/2).

3.1.3 Miery vplyvu rotacie v systéme

Pre detailnt diskusiu vid doplnujice informacie k (Soderlund a kol., 2014))
a tam uvedenu literaturu.

O miere vplyvu rotécie v systéme je vzdy nutné premyslat ako o relativnej
veli¢ine danej pomerom rotac¢nych a vztlakovych sil. V odbornej literattre je tento
pomer reprezentovany roznymi bezrozmernymi ukazovatelmi. Najbeznejsie je tzv.
Rossbyho ¢islo

Ro = (RaEk?/Pr)/?* . (3.5)

Za prechod medzi systémom bez vplyvu rotacie a systémom s vplyvom rotacie sa

povazuje Ro =~ 1. Alternativne je mozné tento prechod popisovat veli¢inou
Ra/Rarp = 0.1RaEk>? | (3.6)

kde Rar je prechodové Raylieghovo ¢islo (pre vodu je jeho hodnota experimen-
talne urcend ako Rar ~ 10E7%/2). Analogicky Rossbyho é&islu, podmienkou pre
prechod k systému s vplyvom rotécie je Ra/Rar = 1.

V tejto praci budeme mieru vplyvu rotacie popisovat lokalnym Rossbyho ¢is-

lom, ktoré je definované predpisom
Royoe = Ra®*Ek? . (3.7)

Vyber je zalozeny na vysledkoch najnovsich studii, kde je toto ¢islo hlavnym

ukazovatelom, a teda tato volba umoznuje jednoduchsie porovnanie vysledkov.
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Vyssia hodnota Roj,. zodpovedd mensiemu vplyvu rotacie a naopak. V préci
sa zameriame na popis zavislosti d¢, Nu = f(Roj,.) a odhadneme intervaly pre
hodnoty Roj,. zodpovedajtce jednotlivym vzorom chladenia pre rozne okrajové

podmienky.

3.2 Vysledky

3.2.1 Nusseltovo cislo

Zékladnym prejavom posobenia Coriolisovej sily je vznik prudenia usporiada-
ného do valcovych struktir rovnobeznych s osou rotacie (Taylor a Lamb) [1917),
ktoré sa v oblasti rovnika dotykaju spodnej hranice, ¢im efektivne prenasaju teplo
len smerom k rovnikovej oblasti na povrchu ocedna. To m4 za nasledok znizenie
efektivity prenosu tepla voci chaotickému konvektivnemu stavu, ¢o sa prejavi zni-
zenim Nusseltovho ¢isla so zvySenim vplyvu rotécie v systéme (vid tabulka
- so znizovanim FEk pri konstantnom Ra rastie vplyv Coriolisovej sily v systéme
a Nusseltovo &islo klesd, graficky predstavené Cervenou ¢iarou na grafe [3.1]). Ana-
logicky, pri udrzani konstantného Ek a zvysovani Ra, t.j. zvysovani relativneho
vplyvu vztlakovej sily voci Coriolisovej sile, sa hodnota Nu zvysuje (vid tabulka

3.2]- modrd Ciara na grafe [3.1]).

Tabulka 3.1: Porovnanie hodn6t Nusseltovho ¢isla a variacie tepelného toku pre
pripady mechanickych podmienok free-slip a no-slip, konstantné Ra = 2x107

a rozne hodnoty Fk.

Ra & Ek N gree—siip/ Ntno—siip | 0Qfree—siip/OGno—stip
2x107 & 3x107° 4.4/5.2 1.15/0.96
23107 & 5% 1077 6.7/7.9 0.47/0.48
23107 & 1x 104 17.8/13.7 0.70/0.33
2x107 & 5x1074 36.9/19.0 0.30/0.12
2x107 & 1x1073 42.5/20.3 0.16/0.11

Popisany trend zavislosti Nusseltovho c¢isla na pomere vplyvu Coriolisovej

a vztlakovej sily sa kvalitativne pri oboch uvazovanych okrajovych podmienkach
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Tabulka 3.2: Porovnanie hodn6t Nusseltovho ¢isla a variacie tepelného toku pre
pripady mechanickych podmienok free-slip a no-slip, konstantné Ek = 1x10~*

a rozne hodnoty Ra.

Ra & Ek Ngree—siip/ Ntno—siip | 0Qfree—siip/OGno—stip
1%106 & 1x10~ 1.1/1.4 0.38,/0.66
4%x10% & 1x10~* 2.4/4.2 0.67/0.73
8x10% & 1x10~* 6.1/7.2 0.61/0.43
23107 & 1x10~4 17.8/13.7 0.70/0.33
6x107 & 1x1074 39.3/20.6 0.23/0.16

Obr. 3.1: Grafické spracovanie zavislosti Nu na Roy,.. Hranice naznacené medzi

jednotlivymi vzormi tepelného toku s len orientacné.
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nelisi. Dosiahnuté hodnoty Nusseltovho ¢isla sa vSak pri rovnakych hodnotach
Ra, Ek a roznych okrajovych podmienkach zasadne odlisuju (vid porovnanie v ta-
bulkach , . Dovodom je vplyv mechanickej okrajovej podmienky na vznik
a udrzanie tenkych hrani¢nych vrstiev definovanych prudkym gradientom teploty
(vid obrézok [3.2). V slabo rotujicom systéme (bodkociarkovand ¢iara) dochéza
v pripade podmienky free-slip k vzniku velmi tenkej hranic¢nej vrstvy. V pri-
pade podmienky no-slip je hrani¢na vrstva rozbitda vynitenim nulovej rychlosti
a prenos tepla medzi turbulentnym vnutrom oceana a ladovou korou prebieha
cez hrubsiu prechodovt vrstvu, ¢o znizi hodnotu Nu, a dostdvame nerovnost
Nttpo—siip < NUfree—stip-

V prudko rotujicom systéme je inak usporiadané pridenie v okoli hranic

v pripade podmienky no-slip narusené nulovou rychlostou a dochadza k zvireniu,
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Obr. 3.2: Grafické spracovanie radidlnych priebehov bezrozmernej teploty v za-

vislosti na bezrozmernom polomere oceana.
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ktoré zvysuje efektivitu prenostu tepla vo¢i podmienke s nulovym trenim (free-

slip). Vysledkom je otocenie nerovnosti na tvar Nty sip > NUfree—siip-

3.2.2 Variacia tepelného toku a vzory chladenia

Vzladom na zonélny charakter topografickych anomélii je vhodnym kritériom
pre klasifikdciu geometrickych vzorov tepelného toku jeho zonalna variacia na
hornej hranici (dana predpisom|3.4)). Pretoze celkovy prenos tepla je dany hriubkou
hrani¢nej vrstvy, ktord je silne ovplyvnena predpisanou mechanickou okrajovou
podmienkou (vid diskusia Nusseltovho ¢isla), je mozné podobne silnt zavislost
ocakavat aj pre Agq.

Zavislost na Rossbyho ¢isle, Aq = f(Roy.), je v pripade podmienky no-slip
monoténna klesajica az na oblast dominantného vplyvu rotacie (Roj. < 1), kde
krivka rastie po ostré globalne maximum (v bode Roj,. =~ 1). Objavujui sa vsetky
popisané vzory tepelného toku, ilustrované tvarom krivky ¢*(6), a to rovnikové
chladenie v oblasti prudko rotujiiceho systému (Roy,. € (0,3)), prechodovy stav
a polarne chladenie (Ro,. € (3,60)) v oblasti prechodu medzi konvektivnym
a prudko rotujicim stavom, a chaoticky stav (Roj. > 60) bez vplyvu rotacie.

Jednotlivé mapy tepelného toku, uvedené na obrazkoch , , st radené
od hora nadol podla klesajticeho vplyvu Coriolisovej sily. V porovnani s podmien-
kou free-slip (vid diskusia nizsie) st obrazky chaotickejsie a objavuju sa vzory
naznacujice netrividlne hodnoty vyssieho spektra (pasova struktira tepelného

toku v oblasti rovnika). Ide o charakteristicki ¢rtu podmienky no-slip a vzory
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Obr. 3.3: Grafické spracovanie radidlnych priebehov bezrozmernej teploty v za-

vislosti na bezrozmernom polomere oceana.
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nie su sposobené nedostatoénym rozlisenim hraniénych vrstiev (analogické spra-
vanie systému popisuje studia (Yadav a kol., 2016) v kontexte systému s geomet-
riou zemského plasta). Vyznam Coriolisovej sily je demonstrovany hned dvoma
efektmi - postupnym prechodom od rovnikového chladenia k polarnemu v prieme-
rovanom spektre (t.j. vyrazné maximum v rovnikovej oblasti sa postupne presiiva
k pélom), prechodom od severo-juzne orientovanych pasov k listovej Struktire
v mapach okamzitého tepelného toku (znizovanie vplyvu Coriolisovej sily vedie
k rozpadu severo-juznej struktiry toku popisanej v iivode kapitoly na malej skale,
t.j. vznikaju charakteristické masy ohriatej tekutiny, ktoré pri styku s povrchom
zanechavaju obraz pripominajuci listy, ale z pohladu priemerovania ma rotacia
dostatocny vplyv na vytvorenie globdlneho vzoru nazyvaného polarne chladenie).

Predpisanim podmienky free-slip nenadhodnocujeme vplyv hrani¢nych vrs-
tiev, a teda oCakavame chaotickejsiu zavislost. Analogicky pripadu no-slip (vid
vyssie) sa objavuju 4 zakladné vzory chladenia ocedna, avSak v réznom po-
radi - rovnikové chladenie v prudko rotujicom systéme (Ro,. € (0,3)), pre-
chodovy stav a polarne chladenie (Rop,. € (3,60)), druhé rovnikové chladenie
(Roye € (60,800)) a chaoticky stav (Roj,. > 800). Zavislost Ag = f(Rojc), na
rozdiel od predoslého pripadu, nie je za oblastou prudko rotujiceho systému mo-
noténna, ale prebieha dvoma lokalnymi maximami, ktoré odpovedaji polarnemu
chladeniu a druhému rovnikovému chladeniu (vid graf (3.3))), lokdlne minim4 od-
povedajt prechodovému stavu (vid série obrazkov (3.4)), (3.6)).
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Obr. 3.4: Vyvoj varidcif tep. toku. Vysl. pre const. Ra = 2x107 a sériu (zhora na-
dol) Ek = {3x1075,5x107°,1x1074,5x 107, 1x1073}. Zlava doprava: varicia
zonélneho toku so zemepisnou dizkou (Cierna oznacuje Casovy priemer a modra
snapshot tep. toku), snapshot variacie a Casovy priemer tep. toku.

Farebna skala je na kazdom obrazku urcena od lok. min po lok. max.

Mechanické okrajova podmienka: free-slip, r4/r, = 0.8
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Obr. 3.5: Vyvoj varidcif tep. toku. Vysl. pre const. Ra = 2x107 a sériu (zhora na-
dol) Ek = {3x1075,5x107°,1x1074,5x 107, 1x1073}. Zlava doprava: varicia
zonélneho toku so zemepisnou dizkou (Cierna oznacuje Casovy priemer a modra
snapshot tep. toku), snapshot variacie a Casovy priemer tep. toku.

Farebna skala je na kazdom obrazku urcena od lok. min po lok. max.

Mechanické okrajovd podmienka: no-slip, rq/r, = 0.8
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Obr. 3.6: Vyvoj variécii tep. toku. Vysl. pre const. Ek = 1x10™* a sériu (zhora
nadol) Ra = {1x10°%4x10° 8x105 2x107,6x107}. Zlava doprava: varidcia zo-
nélneho toku so zemepisnou dlzkou (Cierna oznacuje Casovy priemer a modrd
snapshot tep. toku), snapshot varidcie a ¢asovy priemer tep. toku.

Farebna skala je na kazdom obrazku urcena od lok. min po lok. max.

Mechanické okrajova podmienka: free-slip, r4/r, = 0.8
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Obr. 3.7: Vyvoj variécii tep. toku. Vysl. pre const. Ek = 1x10™* a sériu (zhora
nadol) Ra = {1x10%,4x105 8x105 2x107,6x107}. Zlava doprava: varidcia zo-
nélneho toku so zemepisnou dlzkou (Cierna oznacuje Casovy priemer a modrd
snapshot tep. toku), snapshot variacie a Casovy priemer tep. toku.

Farebna skala je na kazdom obrazku urcena od lok. min po lok. max.

Mechanické okrajovd podmienka: no-slip, rq/r, = 0.8
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3.2.3 Extrapolacia vysledkov na realne objekty, diskusia

Dostupny hardware obmedzuje v stcasnosti dosiahnutelné hodnoty bezroz-
mernych riadiacich parametrov na Ra ~ O(10*°) a Ek ~ O(1078) (Gastine a kol.|
2016), resp. (Yadav a kol., 2016), a to len v pripade modelovania relativne hru-
bého ocedna (rq4/r, = 0.6, resp. r4/r, = 0.35). V praxi nedosiahnutelné hodnoty
prislichajice redlnym ocedanom (vid tabulka je nutné nahradit extrapolaciou
vysledkov. V tejto préaci predstavime jeden zo spésobov zalozeny na vysledkoch

studii (Gastine a kol., [2015)), (Gastine a kol., 2016).

Tabulka 3.3: Hodnoty bezrozmernych cisel pre ocedny na mesiacoch Titan a

Eurépa.
Teleso Ek Ra Rojoe
Titan | O(10719)-O(107!2) | O(10)-0(10%) | O(1)-O(10?)
Eurépa 0(1071%) 0(10%)-0(10%) | O(1)-0(10°)

Uvedené stidie predstavili diagram (vid obrézok popisujtci rézne dyna-
mické stavy ocedna, dané vplyvom Coriolisovej sily voci vztlakovém silam, ktoré
sa navzajom lisia Skalou turbulencie, hribkou hrani¢nych vrstiev a lokdlnym prie-
behom zéavislosti Nu(Ra, Ek) (pre detailni diskusiu vid stidie uvedené vyssie).
Sucasné modely geofyzikalnych procesov a tepelnej produkcie Tadovych mesiacov
(Hussmann a kol., |2002), (Tobie a kol 2006), spolu s dostupnymi skalovanim
Nusseltovho ¢isla ukazujui, ze Tadové mesiace spadaji do hrani¢nej oblasti medzi
nerotujucou konvekciou a prechodovym stavom.

Vzhladom na, v tejto praci popisant, zavislost Nusseltovho ¢isla na okrajo-
vej podmienke a fakt, ze vSetky skalovacie predpisy su odvodené pre podmienku
no-slip, predpokladdme v pripade skalovania nerotujicou konvekciou nadhodno-
tenie Ra o 1-2 rady (vid porovnanie zavislosti Nusseltovho ¢isla pre obe okrajové
podmienky vyssie), ¢o vedie k neprimerane vysokej hornej hranici pre hodnoty
Roye (vid tabulka . Skalovanie rotujticou konvekciou déva hodnoty spadajtice
do oblasti mierneho vplyvu Coriolisovej sily, kde vplyv hrani¢nej podmienky na
hodnoty Nwu nie je taky vyrazny. V tejto praci predstavujeme iny pristup urce-

nia ¢isla Ra, zalozeny na modelovani procesov v ladovej kore a urceni variacie
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Obr. 3.8: Adaptécia diagramu uverejneného v $tidii (Gastine a kol., [2016]), rozde-
[ujtica priestor bezrozmernych parametrov na rézne podmnoziny charakterizované
podobnou dynamikou. Delenie je obohatené o najdené prechody medzi réznymi
vzormi chladenia v prechodovej oblasti. Zelené body zodpovedaju simuldciam

s Ra = const, zlté s Ek = const.
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tepelného toku z pozorovanej topografie.

V stadii (Kvorka a kol., |2018) vysvetluji autori pozorovani symetriu topogra-
fie na Titane pomocou ocednskeho prudenia, ktoré generuje variaciu tepelného
toku v tejto praci oznacovant ako polarne chladenie (vid obrézok . K rovna-
kému zaveru dospeli autori studie (Amit a kol [2020), ktori pomocou oceanskeho
modelu s podmienkou no-slip prisli k zaveru, ze v oceane na Titane dosahuje
lokélne Rossbyho ¢islo hodnoty 5-10 so zonalnou variaciou tepelného toku v in-
tevale [0.12, 0.26], dobre vyhovujicim predpovedanej hodnote 0.21. Ich model
teda predpoveda relativne velky vplyv Coriolisovej sily v relativne hrubom Ti-
tanskom ocedne. Ak tento model budeme aplikovat na Eur6pu, resp. jej podpo-
vrchovy ocean, nie je mozné dosiahnuf pozorovana rovnikovi anomaliu inak ako
predpokladom o oceanskom prideni v rezime prudkej rotacie, kam vsak Eurdpa
nespada (vid . Naopak, obratené vysledky dosiahla studia (Soderlund a kol.,
2014), ktord, pomocou modelu s okrajovou podmienkou free-slip, popisuje ano-

malie na Eurépe ako dosledok dynamiky oceana s miernym vplyvom Coriolisove;j
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sily, t.j. ako dosledok, v nasej praci nazyvaného, druhého rovnikového chladenia.
V nadvézujucej studii (Soderlund, 2019) kvoli obmedzenému poctu simuldcii (5)
vsak uzatvara skimanie vypoc¢tom polarneho chladenia v oblasti dominovanej ro-
taciou, avsak s prilis velkou varidciou tepelného toku a nevytvara hypotézu pre
mesiac Titan.

7, vyssie uvedenych vysledkov na-
Obr. 3.9: ¢*(0) pre Titan (Kvorka a kol., Sej prace vyplyva, ze protichodné vy-
2018), graf zo studie (Amit a kol., 2020). sledky uvedenych studii je mozné vy-

Zvisla os udand v mW/m?. svetlit roznymi okrajovymi podmien-
% kami. Vyvstava teda otazka, ktora
T 1T T T T
Erosion | okrajova podmienka je vhodna pre po-
No erosion | ) p J prep
3r i

pis vzdialenych Tadovych svetov. Rie-
Senie vidime v obrazkoch popisuju-
cich variaciu tepelného toku ako fun-

kciu lokalneho Rossbyho ¢isla 3.3} Pod-

ey e . e s T e s e —— e ]

mienka no-slip postva Titan prilis hl-

|y iy boko do oblasti dominantnej rotécie,

- | 1 il | : 1 : , / .

0 30 60 90 120 150 180 Roje = 10, a Eur6pu vklada priamo
Co—latitude

do nej, Roy. &~ 1. Podmienka free-slip,

vzhladom na nelinearny priebeh varia-
cie tepelného toku, posuva Titan do oblasti Roj,. ~ 60 a Eurépu do oblasti
Roype =~ 500, vyhovujicu sucasnym odhadom (hypotézu o ocedne dominova-
nom rotdciou nepovazujeme za redlnu, analogicky doplnku (Soderlund a kol.|
2014)). Vysledky popisanych simuldcii teda naznacuji, Ze podmienka free-slip
predstavuje, na rozdiel od podmienky no-slip, vhodni aproximaciu interakcie
ocean/ladova kora, ocean/kamenné jadro.

Naviac vysledky nabadaju k hypotéze, ze variacia tepelného toku nesie o dy-
namike ocedna presnejsiu informéciu, ako celkova tepelnd produkcia telesa (Nu).
Predpokladajme, ze Ekmanovo cislo, t.j. uhlova rychlost rotécie, je urcéené s uspo-
kojivou presnostou. Potom pre Titan, resp. Eurépu, mozeme, na zaklade odvo-
denych grafov, pisat Ra ~ O(10'®) — O(10%°), resp. Ra ~ O(10%!). Takto ziskané

hodnoty Raylieghovho ¢isla st jednak kompatiblilné s hodnotami urc¢enymi skalo-
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vanim (spadaji do spodnej polovice predpokladaného oboru, vid , jednak nie
st postihnuté nepresnostou, ktora je do odhadov prenesend neurcitostou v dyna-
mickom stave ocedna. Prave kvoli nej je nutné pri odhade Raylieghovho ¢isla vziat
do uvahy vztahy platné pre oblast nerotujicej aj prudko rotujtcej konvekcie, ¢o
vedie k odhadu o rozsahu 4 rddov. V pristupe uvedenom v nasej préaci je tento
problém odstraneny porovnanim tvaru zondlnej variacie (polarne vs rovnikové

chladenie).
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Zaver

Praca nadviazala na studiu (Kvorka a kol [2018), v ktorej boli topografické
anomalie, pozorované na mesiaci Titan, vysvetlené pomocou nehomogénneho te-
pelného toku na spodnej hranici ladovej kory (t.j. na hornej hranici podpovrcho-
vého ocedna). Cielom nasej prace bolo potvrdit domnienku, ze varidcia tepelného
toku, a teda aj pozorované topografické anomaélie, je sposobend usmernovanim
priddenia v ocedne Coriolisovou silou (Soderlund a kol., 2014). Specidlne sa préaca
sustredila na popis kvantitativnych a kvalitativnych rozdielov v geometrii tepel-
ného toku na hornej hranici ocedna pri predpisani réznych okrajovych podmie-
nok. Efektivne riesenie tilohy vyzadovalo pripravu vlastného programu v jazyku
Fortran90. Spravnost a presnost vyvinutého programu bola otestovana pomocou
publikovanych benchmarkov (Bercovici a kol., [1989), (Gastine a kol 2015).

Hodnoty veli¢in, popisujtcich fyzikalne vlastnosti ocedna, boli vybrané s cie-
Iom vysvetlenia rozdielov medzi neddvnymi studiami (Amit a kol., 2020) a (So-
derlund, [2019), ktoré dosiahli na prvy pohlad protichodné vysledky. Prva studia
popisuje prechod od polarneho chladenia k rovnikovému pri naraste vplyvu rota-
cie, zatial ¢o druha studia popisuje, pri tomto nastaveni, prechod obrateny. Pred-
pokladom bolo, ze tento rozdiel je sposobeny roznymi mechanickymi okrajovymi
podmienkami, ktoré v pracach autori predpisali. Ako porovnavané mechanické
podmienky boli zvolené predpis nulovej rychlosti na hranici (no-slip) a predpis
nulového trenia na hranici (free-slip). Vplyv okrajovej podmienky na usmerrno-
vanie pridenia sa ukazal ako klucovy. Vysledky potvrdili navzajom opacné spra-
vanie systému pri predpisani uvedenych okrajovych podmienok. Na zaklade stu-
dia vysledkov, menovite porovnanie skalovania Nusseltovho ¢isla, sme ukézali, ze
podmienka no-slip, vzhladom na nerealne vysoké Ekmanovo ¢islo v nasich simu-
laciach, nie je vhodna pre numerické modelovanie konvekcie v rotujiicom oceane
(analogické tvrdenie je mozné najst v (Kuang a Bloxham)| (1997) pre modely po-
pisujiice konvekciu v zemskom plasti). Modely pracujice s podmienkou no-slip
nedokazu zachytif pridenie v ocedne spravne a predpovedaji nerealne chaotické
mapy tepelného toku v pripade mierneho vplyvu rotécie (t.j. v pripade mesiaca

Eurépa nie je mozné modelovat pozorované anomalie ako dosledok prenosu tepla
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z oceana do ladovej kory ako v (Soderlund a kol., 2014)). Vzhladom na hardwa-
reové obmedzenia numerickych vypoctov je priame modelovanie redlnych systé-
mov v sucasnosti nedosiahnutelné (Glatzmaier, 2002), a preto povazujeme predpis
podmienky free-slip za vhodny kompromis, najmé z pohladu dalsieho spracovania
vysledkov pomocou extrapolacie.

V sucasnosti slizia na extrapolaciu vysledkov predpisy pre skalovanie Nus-
seltovho ¢isla pomocou Raylieghovho a Ekmanovho ¢isla, graficky znazornené
diagramom popisujicim rézne dynamické stavy ocedna (Gastine a kol., [2016)).
V nasej praci sme ukazali slabé miesta tohto pristupu a navrhli sme novy pristup
k urceniu dynamického stavu ocedna zalozeny na modelovani ladovej kory a veli-
¢ine nazvanej variacia tepelného toku. Vysledky uvedeného pristupu pre mesiac
Titan, publikované v tejto praci, povazujeme za slubné. Dalsi vivoj by sa mal st-
stredif na vypocty s predpisom tepelného toku na spodnej hranici. Je to velic¢ina,
ktort dokazeme velmi dobre odhadovat z celkovej tepelnej produkcie telesa (To-
bie a kol., 2006) a predstavuje vhodnti ndhradu nezndmeho teplotného rozdielu
pri skdlovani systému. V poslednych rokoch sa zacali objavovat prvé prace za-
oberajuce sa skalovacimi zékonmi pre ttato tlohu, napr. (Mound a Davies, [2017)).
Dalsfm krokom bude vyuzitie odvodenych zakonov na extrapolaciu realnych te-
lies do oblasti, v ktorej sa pohybuji stcasné modely, a porovnanie predikovanej
variacie tepelného toku s hodnotami plynicimi z riesenia inverznej tulohy pre la-
dovi koru, napr. (Kvorka a kol., 2018). VyrieSenie tohto problému je klacové pre
pochopenie vnutornej dynamiky ladovych telies, najmé s ohladom na dlhodobu
stabilitu oceanu, ktora urcuje habilitacny potencial telesa. Modely, simulujice
dlhodoby vyvoj telesa, budi v nasledujicich rokoch potrebné hlavne pre Jupi-
terove mesiace Eurépu a Ganymed, ktoré budu studovat vesmirne sondy Juice
(ESA) a Europa Clipper (NASA), a taktiez pre Saturnov mesiac Enceladus, kde
sa po skonc¢eni misie Cassini uvazuje o dalsom vyzkume prostrednictvom sondy
pracovne nazvanej Enceladus Sample Return Mission (NASA). Tieto sondy by
sa mali pokusif zodpovedat otazku, ¢i zivot v Slnecnej siistave moze existovat aj
inde ako na Zemi - otazku, ktorej zodpovedanie moze tplne zmenif nas pohlad

na postavenie ¢loveka vo Vesmire.
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A. Apendix

Apendix A obsahuje harmonické rozklady ¢lenov vystupujucich v praci. Tema-
ticky je deleny na cCleny mechanickej sistavy, ¢leny teplotnej stustavy a okrajové

podmienky.

A.1 Cleny mechanickej stistavy
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A.2 Cleny teplotnej ststavy
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A.3 Okrajové podmienky

Okrajova podmienka v napati (1.31)) je vektorova, avSak linedrne nezavislé st

len 2 rovnice z nej plyntce v tvare (Matas, |1995)

J U-DU+D) pjas \/ 3 792 (A.20)

(25 —1)(2j +1) 7" 2(2j —1)(2j +3) 7"

B iU +2) T2 _
(2j+1)(25+3) '™ ’

j_iT‘?,;LZ _ LT@;LQ =0. (A21)
2(2j+1)77 225 +1)

Podmienka na rychlost méa tvar

J J+1 in
\/ m A m =0. A.22

A.4 Rozklad momentu hybnosti

a1 gL
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S N T T O e
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B. Prilohy

B.1 Priloha 1

CD obsahujtice vyladeny program vyvinuty pre efektivne riesenie konvekcie v

rotujicom, sféricky symetrickom oceane.
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