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Abstrakt

Bakalarska prace Teorie optimdadlniho vizeni v ekonomické aplikact se zabyva pro-
blematikou napasovani matematické teorie na ekonomickou aplikaci. V prvé radé chce
nechat nahlédnout do teorie optimalniho fizeni v jeji obecnéjsi formé; za timto tce-
lem formuluje obecnou optimalizacni tlohu a jednu z klicovych ¢asti teorie: podminky
optimality — tzn. podminky, které musi feseni takové tlohy splnovat. Aplikace téchto
podminek je demonstrovana na mikroekonomickém modelu firmy, ktera vyuzivéa toku
svych ptrijmu k investicim do svych zasob kapitalu s ptirozenou tendenci starnout. Pro
tento model jsou pak formulovany, a do zna¢né miry i rozreseny, podminky optimality.
Price zaroven ukazuje, na jaké problémy je mozné pii aplikaci narazit, a jakou obét

na teorii si tyto praktické problémy mnohdy zadaji.

Klicova slova: dynamicka optimalizace, optimalni fizeni, mikroekonomicky model,

investice do kapitalu, fizeni zadané diferencialni rovnici

Abstract

The bachelor thesis Optimal Control Theory in Economic Application deals with an
issue of customizing a mathematical theory for the economic application. First of all it
aims to provide an insight into the optimal control theory in its more general form; in
order to do so, it states a general optimization problem and one of the essential parts
of the theory — the optimality conditions, i.e. conditions to be met by any solution to
the stated problem. To demonstrate the application of these conditions, we use a mi-
croeconomic model of a firm which transfers part of its income into investment into
its capital resources with a natural tendency to decay. For such model the optimality
conditions are derived and — to a great extent — solved. At the same time, the thesis
shows which problems could arise during the application and what possible sacrifice

would these practical issues make to the theory.

Keywords: dynamic optimization, optimal control, microeconomic model, invest-

ment into capital, control by differential equation
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Uvod

Mikroekonomie ve své ucebnicové podobé poskytuje analyzu optimalniho chovéani spo-
trebitele ¢i firmy v daném okamziku za danych okolnosti — témi mohou byt napiiklad
preference spotiebitele, duichodova omezeni, technologie vyroby. Optimalnim chovanim
pak rozumi takové jednani, které maximalizuje uzitek v pripadé spotiebitele, ¢i zisk
v piipadé firmy. Prestoze se v ni objevuji i pojmy jako komparativni dynamika, prav-
dou zustava, ze jeji ramec je svou podstatou staticky — jako takovy pak umoznuje
stanovovat a porovnavat idedlni hodnoty (spotfeby, vstupu, vystupu, atd.) za ruznych
okolnosti, které jsou pro dany ptipad povazovany za neménné.

Jakmile se vSak tyto okolnosti zaénou vyvijet v case, jeji analyza se velmi rychle
ukaze byt nedostatecnd, a to dokonce i v ptipadé, kdy se vyvoj onéch okolnosti ridi
jasnymi a nam piredem znamymi pravidly a jejich stav v budoucnosti jsme schopni
jednoduchym zpusobem predikovat. Je proto tfeba zvolit jiny piistup, ktery zkoumani
takovych evolucnich systémi umozni. Matematickd teorie optimdiniho 7izens® jeden

z takovych pristupu nabizi.

Teorie optimélniho fizeni ve své nejobecnéjsi podobé vyuziva matematicky aparéat,
jenz je natolik abstraktni, ze se hodi ke zkoumani Sirokého spektra optimaliza¢nich
problému, ekonomické nevyjimaje. Pro jeji ekonomickou aplikaci hovoii také to, ze
shodné s ni chape optimalitu ve smyslu mazimalizaénim (resp. minimalizaénim) — tzn.
ve smyslu hledani extrému. Zejména vhodn4 je pro aplikace, v nichz hraji klicovou roli
diferencialni ¢i integralni rovnice, nebo jejich soustavy.

Univerzalnost tohoto pristupu je vsak zaroven jeho Achillovou patou; vysokd mira
abstrakce s sebou nese nutnost dobfe se orientovat v pokrocilych partiich matematiky;,
a to v rozsahu, ktery nelze v ekonomické oblasti rozumné vyzadovat. Matematicka na-

roc¢nost se tak stava tou nejvétsi prekazkou jednoduchému zaclenéni teorie optimalniho

3nebo téz moderni teorie optimalizace



fizeni do repertoaru nastroju ekonomie. Prace je psana s presvédcenim, ze vhodnou
volbou objektu na obecné trovni teorie lze tuto prekazku prekonat.

Na jedné strané existuje fada kvalitnich publikaci, za vSechny uvedme napiiklad
knihu [1], které rozvijeji optimalizaéni teorii jako matematickou disciplinu. Motivaéni
ptiklady v nich uvddéné maji obvykle fyzikalni tématiku, nebot se uziti teorie pfed-
poklada hlavné tam. Na strané druhé pak vznikaji ekonomicky zameérend dila, ktera
pouzivaji vysledku této teorie ¢asto ponékud vagnim zpusobem. Na vyhranéném typu
problému se jeho poc¢itanim jakoby odnikud vynoruji tvrzeni a predpoklady, pricemz
teorii samotné se nevénuje dostateénd pozornost. Ztraci se na obecnosti, a tim i na

aplikovatelnosti v jinych ptipadech. A to je velka skoda.

Tato préce voli jiny postup: Nejprve formuluje ¢ast teorie optimalniho fizeni mate-
maticky, tedy presné, pricemz snahou je nalézt vhodnou miru abstrakce, pro kterou by
nebylo tieba tak pokrocilé matematiky, a presto by dovolovala uchopit typoveé rozma-
zakladni predstavu o tom, jak teorie optimalniho fizeni funguje a z jakych premis
pii tom vychazi. Logika vystavby teoretické ¢asti vychézi z poznamek k prednasce
prof. Ing. Tomase Roubicka, DrSc. — Uvod do teorie optimalizace — kterou prednasi na
Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy. Z nich v upravené podobé ptebira
i znéni Vét v sekci 1.6. Co se tyce matematického zazemi, prace skromné predpoklada
znalost matematiky na trovni knih [4] az [6] a zdklady linedrni algebry.

Vazba optimalniho fizeni na ekonomii nebude zpocatku prili§ zjevna. To by méla
napravit pocetni ¢ast, kde je na konkrétnim modelu, krok za krokem, ukazana nejen
uzitecnost této teorie, ale i nékteré problémy, které s sebou snaha o jeji aplikaci pfindsi.
Z nich se pak rodi ony dodateéné predpoklady, které z teorie nijak neplynou. Potieba

konkrétnich vysledku tak bude zcela jisté na tikor celkové rigoréznosti pocetni ¢asti.

Zda se, ze cesky psand literatura, kterd by se zabyvala timto tématem v kontextu
ekonomie, v podstaté neexistuje. Tento fakt prispél k rozhodnuti napsat praci v c¢estiné,
a tim mozna zpristupnit zakladni vhled do teorie jesté vice. Pro vétsi srozumitelnost
je text poset mnozstvim komentaiu a poznamek. Jejich délka se 1isi, nékteré obsahuji

i vzorce; pro vétsi prehlednost je tedy konec pozndmky znacen symbolem é.



Kapitola 1

Teoreticka cast

Na vymezeném prostoru neni mozné prezentovat optimalizacni teorii v celé jeji upl-
nosti. Chceme-li ji navic dale aplikovat na ekonomii, nebylo by to ani ucelné. Tato
kapitola proto predstavuje optimalizacni teorii v mife obecnosti nezbytné nutné k po-
chopeni jejich zdkladnich principu, ktera vsSak zaroven zcela postacuje pro zvolené

ekonomické aplikace.

1.1 Predmeét optimalizace

Zékladnim objektem, o jehoz chovani se v ramci teorie optimalniho fizeni budeme

zajimat, je funkcional;

Definice 1 Funkciondl. Libovolné zobrazeni ® z mnoziny M do prostoru redlngjch

cisel, tzn. ® : M — R, nazveme funkciondlem na M.

Cilem optimalizace je pak nalezeni minima (resp. maxima) daného funkciondlu, to
znamend nalezeni téch prvku z pripustné mnoziny vzoru v M, v nichz dany funkcional
nabyva minima (resp. maxima) v pfipustné mnoziné hodnot v . Za timto ucelem
zavedeme v nasledujicich nékolika sekcich pojmovy aparat, ktery vyusti ve formulaci
podminek optimality ve formé matematickych vét.

Ptestoze nas budou zajimat objekty na obecnéjsi irovni, nez s jakymi se bézné
pracuje v zakladnich kurzech matematické analyzy a linearni algebry, v celé teoretické
¢asti by meéla byt patrna snaha o jeji co nejjednodussi podani. Podminky optimality

by pak mély pripominat jejich ekvivalent z koneéné dimenze.



1.2 Zakladni pojmy

Definice 2 Banachiv prostor. Linearni normovany prostor, ktery je tplny vzhledem

k metrice indukované! jeho normou, nazveme Banachovym prostorem.
Definice 3 Usporaddni. Mé&jme néjakou mnozinu M. Relaci R C (M x M) nazveme
usporadanim na M a oznacime <g, je-li R zaroven

(a) reflexivni, tzn. Ve € M : x <gux
(b) tranzitivni, tzn. Va,y,z € M : (z<py & y<gz)= (z <g 2)

(c) slabé antisymetrickd, tzn. Yo,y € M : (z<py & y<gpz)= (x=y).

O mnoziné M pak fekneme, ze je uspordddna relaci R. O prvcich x,y € M tekneme,

ze jsou srovnatelné vzhledem k R, je-li x <p y nebo y <p z.

Definice 4 Konvezni kuzel. Nechf X je linedrn{ prostor, X C X. Rekneme, ze K je
konvexnim kuZelem (v X), je-li uzaviena na soucet vektori a na nezaporné nasobky

vektoru skalarem, to znamend
Ve, 20 € K: 21 +29€ K) & Ve e KVaeR] : ar € K) .

Definice 5 Uspordddni kuZelem. Necht X je linearni prostor a K je néjaky konvexni

kuzel (v X) neobsahujici primku. Usporadani < na X zavedeme kuzelem K takto:
Ve, € X0 (11 < 9) & (22— 21 € K) .
Rikdme, ze X je usporadan kuzelem K. Symbolem X pak oznaéime mnoZinu
Xf={r:ze X, 0<a},
kde tucné vysazenou nulou se méa na mysli nulovy prvek v X.

Poznamka 1 Neni tézké ovérit, ze usporadéni kuzelem (neobsahujicim pifmku) je
skuteéné usporadanim ve smyslu Definice 3. Navic se na néj prenési linearni struktura
prostoru (resp. kuzelu). Stejné tak neni tezké si viimnout, ze ne vsechny prvky prostoru
jsou v takovém uspotfaddni srovnatelné. V Definici 5 je pak X§ = K. Tuto drobnou

redundanci ve znaceni zachovame pro vétsi srozumitelnost i dale. &

tj. metrice definované vztahem d(x1,z2) = ||z1 — 22||, v némz || - || je norma prostoru



1.3 Prvni formulace tlohy

Na tomto misté jiz mame dostatek pojmu k formulovani samotné optimalizac¢ni 1ilohy.
Nejprve — snad ponékud vagné — slovné: Optimalizujeme stav néjakého stavového
systému pomoci néjaké proménné, pricemz métritkem tispésnosti naseho snazeni nam

je hodnota néjakého funkcionalu.

Uloha 1 Necht U je linedrni normovany prostor, X, Y a A jsou Bana-
chovy prostory, pricemz prostor A necht je navic usporddany kuzelem K.

Minimalizujte funkciondl ®(u,y) za podminek
V(u,y) =0, Blu,y) <0, wel yey,
kde ®:UxY —R, V:UxY —=X, B:UxY —A.

Za takto formulovanou tulohou se skryva predstava, ze pfed sebou mame stavovy
systém, prozatim dosti abstraktni, jenz podléha jistym objektivnim zédkonum (napf.
fyzikdlnim, ekonomickym, apod.) a jehoz stavy, reprezentované v uloze proménou v,
lze v souladu s témito zdkony ovliviiovat prostiednictvim fidici proménné — pro tu
se ujalo oznaceni u. Spolu jsou svazany takzvanou stavovou rovnici, ¥ = 0. Ta tedy
v tloze predstavuje fyzikalni model svéta, v némz optimalizujeme.

Vazbou ponékud jiného typu je nerovnost B < 0. Jejim prostiednictvim klademe
jak na stavy systému y, tak na Tizeni u, dalsi omezujici podminky, vyplyvajici z
konkrétni aplikace, které stavova rovnice nemda duvod reflektovat. Pro ekonomické

aplikace budou typické nejruznéjsi formy rozpoctovych omezeni.

Ma-li u byt skuteéné rizenim v pravém smyslu, je jen prirozené pozadovat, aby jim

byl stav systému urc¢en jednoznacné. V dalsim tedy budeme ¢asto predpokladat
VueU FyeY: Y(u,y) =0, (1.1)

a tuto funkéni zavislost budeme znaéit ¢, ¢ili y = ¥ (u). Pro funkci ¢ budeme déle

v textu pouzivat také slovo odezva.

Poznamka 2 Znacenim 1 se chce zduraznit, ze tato zavislost vyplyva pravé z jedno-
znac¢nosti feseni stavové rovnice. Je ovSem dobré mit na paméti, ze splnéni predpokladu

(1.1) samo o sobé neznamenad, ze je funkce v analyticky vyjadritelna. &



Lze-1li pozadavek (1.1) reprezentovat néjakou explicitné (analyticky) vyjadtitelnou

funkci v, je uzitecné dosadit ji za y. Prepisy
(1.2)

se tvar Ulohy 1 formélné zjednodusi:

Uloha 2 Necht U je linedrni normovany prostor, A je Banachiv prostor

usporadany kuzelem K. Minimalizujte funkciondl ¢(u) za podminek
Bu) <0, wel,
kde ¢ - U — R, [:U — A.

Tento tvar tlohy vezmeme za vychozi pti vysloveni podminek optimality. Predtim ale
zavedeme nékteré dalsi pojmy a sjednotime si chdpani pojmu derivace (v nekonecéné-

dimenzionalnich prostorech).

1.4 Neékteré dalsi pojmy

V této sekci definujeme nékolik elementarnich pojmu z nékolika oblasti matematiky;,
které se diive ¢i pozdéji budou hodit. Na rozdil od pojmu dalsi sekce o derivaci, nejsou
tyto spolu tak bezprostifedné provazany. V zajmu prehlednosti jsou ale sdruzeny zde,

aby se v dalsim textu osamocené nepovalovaly na ruznych mistech mezi odstavci.

Definice 6 Prostor linedrnich spojitych operdtoru. Méjme linedrni normované pro-
story X a Y. Symbolem £(X,Y) ozna¢ime mnozinu vsech spojitych linedrnich opera-

toru zobrazujicich X do Y. (Vsimneme si, z £(X,Y) tvoii také linearni prostor.)

Definice 7 Norma v L(X,Y). Necht X, Y jsou linedrni normované prostory, || - || x
a || - ||y jejich normy. Pak v prostoru £(X,Y") zavedeme normu
A
JAle= sup 1AWy e pixyy L3

vex\(oy |l7llx

Poznamka 3 Kdyz uz jsme zminili jednu konkrétni normu, je na misté zminit i dalsi

normy, které se v aplikacich bézné vyskytnou. V praxi se napiiklad casto setkdme



s optimalizaci na prostorech realnych funkci definovanych na néjakém intervalu. Pro
ty zavedeme nejdiive supremovou normu. Pro integrovatelné funkce pak zavedeme

LP—normu?. L

Definice 8 Supremovd norma. Méjme prostor omezenych funkeci f : I — R na

I C R". Supremovou normu || - ||« zavedeme v tomto prostoru néaslednovné:
[flloe = sup [f(2)] . (1.4)
zel
Definice 9 L”-norma. Mé&jme prostor redlnych funkei LP(I), I C R™.
1
£l = ([ 1@ d)" (15)

Definice 10 Dudlni prostor. Méjme linedrni normovany prostor M. Dudlnim prosto-

rem (nebo dudlem) k M budeme rozumét prostor M* = L(M, R).

Definice 11 (Prirozend) dualita. Necht V je linedrni normovany prostor. Dualitou

v prostoru V nazveme — a symbolem (-, -) ozna¢ime — bilinedrni formu®

<7> VEXV =R, (16)

Definice 12 Usporadani dudlu. Je-li V' linearni normovany prostor s uspoirddanim

<y, pak na jeho dudlu zavedeme usporadani <y takto:
Vw* eV (0"<p-w')e MeV: (0<yv)=(0<(w,v))), (1.7)
kde 0* oznacuje nulovy prvek duslu?.

Definice 13 Skldaddni zobrazeni. Symbol o budeme pouzivat pro skladani zobrazeni

(operdtoru) a budeme jim mit na mysli toto; Jsou-li f: A — Bag: B — C, potom
gofiA—C, (1.8)

a to tak, ze kdykoliv jsou f(a) = b a g(b) = ¢ pro négjaké a € A, b € B, ¢ € C, potom
[90 fl(a) = g(f(a)) =c. (1.9)

Definice 14 Lipschitzovskd spojitost. Necht X, Y jsou linedrni normované prostory,

|- llx a|l-|ly jejich normy. Funkei f : X — Y nazveme Lipschitzovsky spojitou, pokud

dkeR Vry,axe e X | f(z1) — flao)|ly < Ellzr — 22| x - (1.10)

Zprostorem LP(I) oznac¢ujeme prostor méfitelnych funkef f, jejichZ p-t4 mocnina z absolutn{ hod-

noty, ¢ili |f|P, m4 na I koneény integral — presnéji viz napiiklad [6]
3definici bilinedrn{ formy viz napi. v [8]

4ygimnéme si, Ze se opét jedna o uspoiddani kuzelem

7



1.5 Derivujeme v nekonecné dimenzi

Definice 15 Derivace ve sméru. Méjme linearni normované prostory A a B, funkci
g: A — B anecht a,s € A. Derivaci funkce g v bodé a ve sméru s nazveme symbol

[0g(a)](s), jemuz prifadime hodnotu

, (1.11)
existuje-li limita (v normé v B) na pravé strané.

Poznamka 4 Pri zachovani znaceni predchozi definice Ize alternativné na derivaci ve

sméru s nahlizet jako na obyc¢ejnou derivaci zprava v bodé 0 vektorové funkce
FiR—B, f(h)=gla+hs) &

Definice 16 Gateauz. Necht A, B jsou opét linedrni normované prostory. Rekneme,
ze funkce g : A — B je v bodé a € A. Gdteauzovsky diferencovatelnd (zkrécené G-dif),

jestlize existuje spojity linedrni operator G, € L(A, B) takovy, ze
Vse A: Gu(s) =[0g(a)](s) . (1.12)
Operator G, nazveme Gateauzovym diferencialem funkce g v bodé a.

Definice 17 Fréchet. Nechf A, B jsou linedrni normované prostory a necht funkce
g: A — Bjevbodéae A Gateauxovsky diferencovatelnd. Plati-li navic

gla+s) = g(a) — [9g(a)](s)

1
sl a—0 I|s]|

=0, (1.13)
pak o funkci g fikdme, ze je v bodé a Fréchetovsky diferencovatelnd (zkrécené F-dif).

Definice 18 Spojitd diferencovatelnost. Necht A, B jsou linedrni normované prostory
a necht funkce g : A — B je G-dif v kazdém bodé okoli U, néjakého pevného a € A
(jeji Gateauxuv diferencidl v bodé w € U, oznatime G,,). Rekneme, ze funkce g je

v bodé a spojite diferencovatelnd, pokud plati

lim G, = G, (1.14)

w—a

(vzhledem k normdm || - |[4 a || - [|2)°.

tzn. Ve e RY e RT: O<|lw—alla<d=|Gw—Gallc<c¢

8



Definice 19 Parcidlni derivace ve sméru. Necht X, Y, Z a V jsou linearni prostory,
V navic normovany, g : X XY x Z — V a necht (z,99,2) € X XY x Z ah € R.

Parcialni derivaci v proménné y funkce g v bodé (z,yo, z) ve sméru s € Y nazveme

0,9(x, o, 2)](s) = lim 9(x, yo + hs, 2) — g(x, 4o, 2)
y ) 9 =

lim . , (1.15)

existuje-li limita na pravé strané.

Definice 20 Parcidlni Gateaux. Necht X, Y, Z a V jsou linedrni prostory, Y a V nor-
mované. Rekneme, ze g : X XY x Z — V je v bodé (x,40,2) € X X Y x Z parcidiné
Gateauzovsky diferencovatelnd (zkracené parcidlné G-dif) v proménné y, jestlize exis-

tuje spojity linearni operdtor G, € L(Y,V) takovy, ze
VseY : Gyl(s) =[0y9(x,yo,2)](s) . (1.16)

Operator G, nazveme parcidlnim Gateauzovym diferencidlem v proménné y funkce g

v bodé (z, 4o, 2).

Definice 21 Parcidlni Fréchet. Necht X, Y, Z a V jsou linedrni prostory, Y a V
normované, a nechf funkce g : X xY x Z — V je v bodé (z,yp,2) € X XY x Z

parcidlné G-dif v proménné y. Plati-li navic

lim g(x,yo + s, Z) - g(l’,yo,Z) B [8yg(x,y0,z)}(s)
lslly—0 Islly

=0, seYv, (1.17)

pak o funkci g fikdme, ze je v bodé (x,yo, 2) parcidlné Fréchetovsky diferencovatelnd

(zkrécené parcidlné F-dif) v proménné y.

Definice 22 Spojitd parcidlni diferencovatelnost. Necht A = X x Y x Z a V jsou
linearni normované prostory a necht funkce g : A — V mé v kazdém bodé néjakého
okoli pevné zvoleného ay € A parcidlni Gateauxuv diferencidl v proménné y (oznacime
jej Gyw, kde w € Uy, ). Rekneme, ze g je v bodé ay spojité parcidlné diferencovatelnd,

je-li zobrazeni f : w — G, spojité v bodé ay (vzhledem k normam |- [[4 a || - || z(v,v))-

Poznamka 5 Prestoze znéji predchozi (parcidlni) definice jen pro prostfedni promén-
nou y, jsou univerzalni pro libovolnou proménnou. Staci si vSimnout, ze vhodnym
preznacenim sousednich prostoru X a Z ziskdme pro funkci vice proménnych definice

pro parcialni diferencovatelnosti v libovolné jeji proménné. [ 3



1.6 Podminky optimality

Konecné jsme vyzbrojeni dostatecnym pojmovym aparatem potiebnym k formulaci
podminek optimality. Jak bylo pfedeslano v zavéru sekce 1.3, zacneme nejprve tou

jednodussi a nazornéjsi formulaci ulohy.

Véta 1 Nutné podminky. Piedpokladejme znéni a objekty Ulohy 2. Nechf o(u) a fu)
jsou G-dif pro véechna u a int(X;") # 0. Pak pro kazdé fesenf 1 existuji multiplikétory

Ao € R a A € A* takové, ze zaroven plati:

Vu e U : A0[8¢(ﬁ)](a)+()\, [05(&)}(@» =0 (1.18)
(A Bw) = 0 (1.19)
0<(\,A\) # O. (1.20)

Je-li navic pro néjaky smér u € U
[Pp()](@) <0, (1.21)
pak )\0 =1.

Poznamka 6 Znéni Véty 1 skutecné evokuje Vétu o Lagrangeovych multiplikato-
rech, ¢ili Vétu o vazanych extrémech. Vhodnou volbou prostoru (R") a dualit na nich
(skalarni souc¢in) vynikne podobnost s ni jesté vice. Ostatné, multiplikdtory Ao a A zde
plni stejnou funkci jako v konecéné dimenzi; prevadéji tlohu s vazanymi extrémy na
ulohu, ve které se sice pohybujeme v bohatsim prostoru, ale uz bez omezeni.
Podminka (1.21) ma pak geometrickou” interpretaci; k4, Ze na hranici omezen{
existuje smér, jez nas posila ostie do oblasti vymezené funkci 3. V takovém ptipadé
nam ovsSem relevantni informaci o prostoru kolem nas dava i funkcional ¢. Jinymi

slovy, podminka (1.21) fikd, zda hraje hodnota ¢ v tloze vubec néjakou roli. s

Neni-li zavislost y = 1 (u) explicitné vyjadritelnd, nebo explicitni vyjddieni sice
existuje, ale je prilis slozité a neni ku prospéchu véci s nim pracovat, je potieba pod-
minky optimality zapsat v jiném, obecnéjsim tvaru, ktery odpovidéd formulaci Ijlohy 1.

K tomu ndm dopomédhej i nésledujici lemma.

bviz napifklad [5]

7y geometrii nekoneéné-dimenzionalnich prostort
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Lemma 1 Adjungovand uloha. Predpokladejme znéni a objekty Ulohy 1. Déle necht
je splnén predpoklad (1.1), s Lipschitzovsky spojitou odezvou v, ddle necht 1 (ug) = yo
a funkce ¥ a B jsou v bodé (ug, yo)

(a) parcidlné Fréchetovsky diferencovatelné v proménné y,
(b) parcidlné Gateauxovsky diferencovatelné v proménné u,

(¢) spojité parcidlné diferencovatelné v proménné u

a konec¢né necht rovnice
Po(0,¥(u, )] = 10,B(u0, o) (122)
ma feseni P € L(X,A). Pak funkce 5(u) = B(u, ¥ (u)) je v bodé uy G-dif a plati
[06(uo)] = [0uB(uo, yo)] — P o [0,¥ (ug, y0)] - (1.23)

Poznamka 7 Rovnici (1.22) se 11k adjungovand rovnice. Jak z ni odvodit tvrzeni

lemmatu, nastinuje sled vztaht, ktery vSak nelze povazovat za dukaz; s

Ndznak dikazu Lemmatu 1: Kdyz G(ug) = B(ug, yo) = B(ug, ¥ (up)), pak diferenciél

[08(ug)] je podle pravidla o diferencidlu slozeného operatoru

[08(uo)] = [0uB(uo, yo)] + [0y B(uo, yo)] © [01(uo)] - (1.24)

Nyni jen zopakujeme predpoklad Lemmatu 1, ze existuje néjaky operator P, ktery resi

adjungovanou rovnici (1.22), a jeji levou stranu dosadime do (1.24):
[06(uo)] = [0uB(uo, yo)] + P o [0, ¥ (uo, yo)] o [0t (uo)] - (1.25)
Déle zderivujeme rovnici ¥(u,y) = 0 z Ulohy 1
[0V (o, yo)] + [0y ¥ (uo, yo)] © [0 (ug)] = 0 (1.26)
a nechame na ni pusobit operator P
P o [0,¥(ug, yo)] + P o [0,V (uo, yo)] o [0 (ug)] =0 . (1.27)

Vyjadifme-li si ted’ z rovnice (1.27) jeji druhy séitanec a dosadime jej do rovnice (1.25),

ziskdme okamzité rovnici shodnou s (1.23), ¢ili s tvrzenim Lemmatu 1. O
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Véta 2 Podminky optimality. Predpoklédejme znénf a objekty Ulohy 1, int(X) # 0.
Necht je splnén piedpoklad (1.1), s Lipschitzovsky spojitou odezvou . Necht (ﬁ, )

je fesenim tlohy, funkce ¥ a B jsou v bodé (i, 7))

(a) parcidlné Fréchetovsky diferencovatelné v proménné y,
(b) parcidlné Gateauxovsky diferencovatelné v proménné u,

(¢) spojité parcidlné diferencovatelné v proménné u

a inverzni operator k [ay\lf(ﬂ, 7)] je omezeny spojity operator.

Pak existuji multiplikatory Ao € R, A € A* a £ € X* takové, ze podminky

Nol2u® (i, ))(8) + (A [0, B0 §))(@) — (&, [0 0@ ](@) = 0 (1.28)
Mo[8,® (0, 9)](§) + (A [0, B0, 9))(@)) — (€ [0, 9 (0, 9))(@) = 0 (1.29)
N B(uy) = 0 (130)
0<(X,A) # 0  (1.31)
zaroven plati pro vSechna v € U ay € U.
Je-li déle P tfesenim adjungované rovnice a existuje-li u € U takové, ze
[0.B(4, §) — P o 0,¥(,)](a) < 0 (1.32)

pak navic \g = 1.

Poznamka 8 Na prvni pohled je vidét podobnost Véty 2 s Vétou 1. Jejich vzajemny
vztah pak bude zcela zfejmy, polozime-li

P = [9,B(u,y)] o [0,%(u,y)™" (1.33)

= Mo P+ Xo[0,®(w,%)] o [0, (u,7)] " . (1.34)

Pak (1.28) plyne z (1.18) a Lemmatu 1, rovnice (1.29) je ddna definici . Ekvivalence

podminek (1.19) a (1.30) je evidentni z volby § v Lemmatu 1, a kone¢né podminka

(1.32) je primocarou aplikaci tvrzeni Lemmatu 1 na podminku (1.21). &
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Kapitola 2
Pocetni cast

Nasledujici piiklad uvazuje model firmy investujici do obnovy svych kapitalovych
zdroju. Zadani je prevzato z knihy [3, str. 200, ex. 4], s nékolika odchylkami;

Predné, puvodni tilohu hledani optima v nekonecéném ¢asovém horizontu nahradime
tilohou hledéani optima v koneéném horizontu T, ktery ted vystupuje jako parametr
modelu. Duvod je prosty: celociselné hodnoty ¢asu v modelu vystupuji jako roky.
Zaroven v ném vystupuje konstanta zastupujici urokovou miru (o nf za chvili). Ani ty
nejsmélejsi plany nemohou pocitat s neménnou uirokovou mirou, o technologii vyroby
nemluvé, na dlouhd léta dopfedu, tim méné na stovky a tisice generaci dopfedul.
Planovat v nekoneéném casovém horizontu je jednoduse nesmysl.

Dalsi zména tedy spoc¢iva v zachazeni s irokovou mirou. Oznacime-li si irokovou

miru (resp. diskontni sazbu) jako d,, pak diskontovat v ¢ase ¢t budeme vyrazem
et = et — (] 4 g )7t (2.1)

Konstantu r tedy chapeme jakou konstantu odvozenou z tirokové miry vztahem
r=In(l+d), (2.2)

nikoliv irokovou miru samotnou, jak se ¢asto mysli.

Posledni zménou je pak podminka omezujici vysi investic. V. modelu ma dle zadani
firma v kazdém okamziku kryt naklady na své investice z okamzitych vynosi. Nicméne,
nerovnost uvedend v [3] tento pozadavek nijak nereflektuje, jeji tvar je navic stézi
oduvodnitelny a s nejvétsi pravdépodobnosti se jedna o chybu. V modelu zde prezen-

tovaném je proto nahrazena smysluplnéjsi podminkou (2.11).

1a nekoneéno je i tak stile v nedohlednu
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2.1 Model firmy investujici do obnovy kapitalu

Firma financuje své investice do kapitdlu pouze z vlastnich zdroju tak, ze v kazdém
casovém okamziku rozdéluje vynosy plynouci z aktudlniho stavu kapitdlu mezi inve-
stice a cisty zisk kapitalu. Jakou ma firma zvolit strategii pfi ur¢ovani toku svych
investic, aby v priubéhu predem stanoveného obdobi vygenerovala co nejvétsi cisty
zisk upraveny o diskontni faktor?

Necht x oznacuje stav kapitalu a R(x) jsou vynosy plynouci z kapitalu (vztazené
na jednotku ¢asu). Pismeno ¢ at znaci tok investic v daném okamziku, C'(¢) bude

predstavovat naklady na investici ¢. O funkcich R a C' predpokladejme
R(0) =0, R'(k) > 0, R"(k) <0 (2.3)
C(0) =0, C'(1) > 0, C"(1) >0, (2.4)
pficem? nerovnosti af plati pro kladné hodnoty ¢ a x. Piirozené ocekdvame, 7e jak

kapital, tak investice nabyvaji pouze nezapornych hodnot. Pocatecni stav kapitalu

necht je ko. Aby méla tloha vitbec smysl, at je
ko > 0. (2.5)
V modelu déle vystupuje mira prirozeného tubytku kapitalu za jednotku casu,
b=konst., be(0;1), (2.6)

a konstanta r urcend z urokové miry vzorcem (2.2).

2

Stav kapitdlu je tedy v case zvétSovan® investicemi na strané jedné, ale zaroven

ZUzZovan a suzovan prirozenym tubytkem na strané druhé. Problém tedy zni:

Mazximalizujte
/OT e "(R(kw) — Cluw)) dt (2.7)
za podminek
K'(t) = u(t) —br(t), (2.8)
k(0) = ko, (2.9)
0 < ut), (2.10)
C(un) < R(kw) . (2.11)

2y pifpadé kladnych investic, samoziejmé
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2.2 Identifikace problému

Problém ztotoznime s Ulohou 1; Pfedné, Hzenfm modelu je ¢(t), nezéporné redlnd
funkce definovana na uzavieném intervalu (0; 7"). Stavovou proménnou je pak r(t).
Zakony W definujici vztah mezi nimi jsou vyjadfeny diferencidlni rovnici (2.8),
s pocatecni podminkou (2.9). Aby rovnice splnovala (1.1), musi byt funkce s alespon
po ¢astech hladka — pro Ffzeni ¢« pak z tvaru (2.8) plyne, Ze je po ¢dstech spojité>.
Omezujicimi podminkami B jsou pak podminky (2.10) a (2.11) a funkcional ® se

dostane z funkcionalu (2.7). Pojdme si vie sepsat:

Minimalizovany funkcional:

T
O, 1) = — / e (R(kw) — Cluw)) di (2.12)
0
Stavova rovnice:
K — 1+ bk
U(, k) = =0 (2.13)
Ii(O) - k’o

Omezujici podminky:
B(i, k) = <0 (2.14)

Poznamka 9 Integral (2.12) md opa¢né znaménko nez ten v (2.7). To proto, ze inte-
gral (2.7) mame mazximalizovat, zatimco z teoretické ¢asti umime pouze minimalizovat!

Staci si oviem uvédomit, ze max{f} = min{—f}. L

Prostory U, Y, X a A z Véty 2 jsou tedy v modelu tyto:

U = {y ¢:(0,T) >R, ¢ jepo astech spojitd} (2.15)
Y = {k; k:(0,T) =R, & jepo castech hladka} (2.16)
X = UxR (2.17)
AN = UxU (2.18)

Pro vyse definované funkce ®, ¥ a B tedy spocteme jejich parcialni diferencidly,

resp. jejich parcidlni smérové derivace a odvodime podminky optimality.

3Po &astech spojitou funkei rozumime funkei omezenou na svém definiénim oboru, spojitou az na
kone¢né mnoho bodu, ve kterych vsak ma vlastni jednostranné limity. Po ¢astech hladkou funkei pak

méame na mysli spojitou funkci, jejiz derivace je po ¢astech spojita.
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2.3 Odvozeni podminek optimality

2.3.1 Vypocty parcialnich smérovych derivaci

Parcidlni derivace spocitdme dosazenim do definiéniho vztahu (1.11) Definice 15.

Parcialni smérové derivace funkce ¥

(0.9 (¢, K)](7) =
(' — (¢4 hi) + bk, k(0) — ko) — (K" — ¢ + bk, k(0) — ko)

— hli)r[r)g_ N =
= (=1,0) (2.19)

0.9 (e, K)(R) =
((k + hR) — 1+ b(k + hi), [k + h&](0) — ko) — (K’ — ¢ + bk, k(0) — ko)

= lim =
h—0+ h

= (k' + bk, (0)) (2.20)
Parcialni smérové derivace funkce B

0.8, m)() =
o (Sl hD), Ot hi) = R(r)) = (=4,C(1) = R(K)) _
h—0t h
— lim (—h[, C<L + h[) - C(L)) _
h—0+ h

= (~1,C"()7) (2.21)

>
!
o
+
>

= (0, —R'(k)F) (2.22)

Poznamka 10 Zastavme se u poslednich rovnosti vztahu (2.21) a (2.22); Limity maji

byt dle definice poc¢itany v prislusnych norméch. V bodovém smyslu jsou rovnosti
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ziejmé. Pro ovéreni jejich platnosti napf. v supremové normé pak pouzijeme Lagran-

geovu Vétu o stfedni hodnoté — uziti demonstrujeme hned v dalsim vypoctu. &

Parcialni smérové derivace funkcionalu ¢

[0.9(e, ©)](7) =
T e (C (L4 hi) — R(k)) dt — [ e7™(C(1) — R(k)) dt

h—0+ h
T o—rt 7 —
~ m e "(C(e+ hi) — C(1)) g —
h—0t Jo h
T
:/ e~ C! ()T dt (2.23)
0

[0:® (e, 5)|(R) =
L (C(1) — R(k + hi)) dt — [ e (C() — R(k)) dt

h—07F h
T p—rt(_ s
_ lim e " (—=R(k + hE) + R(k)) gt =
h—0t Jo h
T
- —/ e R (k)R dt (2.24)
0

Poznamka 11 V poslednim kroku vypoctu (2.23) a (2.24) jsme zaménili poradi limity
a integrélu. Podrobny rozbor toho, kdy je to proveditelné, viz napt. [6, ¢ldnek 15.12.].
Ukéazeme postup pouze pro (2.23) — v piipadé (2.24) se pak argumentuje obdobné.

Ospravedinéni vztahu (2.28): Jde o to ukazat, ze argument integralu pro h — 07
konverguje a jeho absolutni hodnota je na intervalu (0,7) omezena konstantou. Pak
ma na tomto intervalu integrovatelnou majorantu — onu konstantu — a lze pouzit
Lebesgueovu vétu o majorizované konvergenci.

" nezdvisi na h,

Piedné tedy ukazeme* konvergenci argumentu integralu. Clen e~
nemusime se jim tedy zabyvat. Z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje pro
kazdou dvojici (h,t) takové Ot € (0,1) C R, ze

C(u) + hiw) — C(uw)

h = C'(ut) + Ohtyhie)) i(t) . (2.25)

Pro h — 07 jde pravé (a tedy i levd) strana vyrazu k C’(v()) i(¢).

4¢fm7 uéinfme zadost i Pozndmece 10
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Nyni staci ukdzat omezenost (2.25); Vzhledem k tomu, ze nas zajima limitni cho-
vani pro h blizké nule, muzeme se omezit na h napiiklad z intervalu (0,1). Funkce
¢ a I jsou omezené samotnou volbou prostoru, ve kterém ziji — viz (2.15). Zvolime-li

v prostoru U napifklad supremovou normu®, pak
JAeRT Vte(0,T): (@ <|flo<A)& (i) <|ilv<A). (2.26)

Cleny 0(h,t) i h z (2.25) jsou kladné, omezené jednickou. To ale znamend, 7e i celyf

argument funkce C’ je v (2.25) omezeny, kdyz z trojihelnikové nerovnosti je
|ty + Onhiw)| < |ew| + |0mnhie] < A+1-1-A=2A, (2.27)

Kde A je z (2.26). Z vlastnosti funkce C' — viz (2.4) — pak vime ze C’ zobrazuje

omezenou mnozinu opét na omezenou mnozinu. Z (2.4) a z (2.27) je pak
0 < C'(vt) + Ohi) < C'(24) (2.28)

a (2.25) je proto v absolutni hodnoté omezen ¢islem C’(2A)A, a to na celém intervalu
(0,T), coz plyne z volby A v (2.26).
Jsou tak splnény oba predpoklady Lebesgueovy véty o majorizované konvergenci

a zdménu limity a integralu v (2.23) lze tedy provést. a

Ve druhém piipadé, v odvozeni (2.24), lze pak postupovat podobné, s jednou malou
klickou. Omezenost R’ jako funkce ¢asu lze totiz zarucit jen tak, ze pouzijeme (2.5)
a diferencidlni rovnici (2.8), abychom ukdazali, Ze pro ¢ spliujici (2.10) se x(t) nemuze
na konecném intervalu (0,7") libovolné blizit nule, v niz muze byt hodnota R'(k)

potencidlné nekoneénd — podminky (2.3) to nevylucuji. )

V dalsi odstavci postupné dosadime préve spoctené smérové derivace (2.19), (2.20),
(2.21), (2.22), (2.23) a (2.24) do rovnic (1.28), (1.29) a (1.30) Véty 2. Z nich pak

odvodime konkrétni podminky optimality pro fizeni naseho modelu.

Sotdzku vhodnosti volby normy v U nechdme otevienou
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2.3.2 Dosazeni do podminek optimality

Abychom mohli dosadit do rovnic (1.28), (1.29) a (1.30), méli bychom v prvé fadé
vedeét, jak vypadaji multiplikatory A a &, ¢ili prvky piislusnych dudla A* a X* (s Ag
problém nemdme — je to prosté ¢islo). Nam ovSem staci védeét, jak se tyto chovaji

v dualitach rovnic Véty 2. Multiplikatory proto nahradime dvojicemi
A — (A, A\) € LY(0,T)) x LY({0,T)) (2.29)
¢ — (&4,&%) e L'({0,T)) xR . (2.30)

Podminka (1.31) se pak prenese na funkce A\; a Ay v usporadani prostoru L' ({0, T)),

které necht je shodné s usporadanim prostoru funkei U a bud’ definovano tak, Ze
kde nulovym prvkem 0 pfirozené chapeme nulovou funkei na intervalu (0, 7).

Pozndmka 12 Pro¢ pravé prostor L'? Ten zde volime proto, abychom dali jasny
smysl dualitam (viz dale). Ty jsou pak kone¢né a argumenty jednotlivych integralu lze
zastiesit jednim integralem. Teorie vSak nezarucuje, ze reprezentanti multiplikatoru

v L' skutecné existuji. (Zkrdtka zkousime, zda je tam ndhodou nenajdeme.) s

Prvni podminka

Vzorce (2.19), (2.21) a (2.23) dosadime do (1.28). Jednotlivé ¢leny (duality) pak vy-

padaji nasledovné:
M[0.(, @) = Xo /T O (o) i) dt (2.32)
N [0.B( 1)) = / Mo(—ei) dt + / Do C! (1)) dt
= / (e (1(0) — Ai(o) d (2.33)
€wmIE) = [ Gol-iw)di+ & 0=
= - /O Eu i dt (2.34)

a podminka (1.28) tak mé tvar rovnice

| L0 (0) + (aC () — M) L &) dE = 0, (2.35)

ktera m4 platit pro libovolny smér (resp. funkci) 7. To ovSem znamend, ze

Ao "TC(1) + X C' (L) =M+ & = 0. (2.36)
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Druha podminka

Vzorce (2.20), (2.22) a (2.24) dosadime do (1.29). Jednotlivé ¢cleny jsou

T
N[0, K)I(R) = —Xo / e R (k)R di (2.37)
0
T T
(N [0:B(1,k)|(R)) = /OAl(t)-Odt+/0 R (k)R dt =
T
= —/ Ao R (k)R dt (2.38)
0

T
(€, [0:¥ (1, k)](R)) /0 E (R ) + bE@) dt + &7(0) =
T T
= /0 TG4 dt+/0 &1 (bR dt + £R(0) =
T T
OO /0 El R dt + /0 E1wb) dt 4+ &R(0) =

= /OT R (661 — &) dt + & (T)RE(T) — &(0)E(0) + &/(0)

(2.39)
a z podminky (1.29) tak dostdvame rovnici
/OT R[(& — 1) — R'(k)(Moe ™ + Xo)] dt —
—&(T)R(T) + &(0)R(0) — &R(0) = 0, (2.40)

kterda ma opét platit pro libovolny smeér (funkci) . Ma-li platit pro vSechny &, pak
musi platit také pro takové funkce &, které maji £(0) = #(7T") = 0. To znamend, ze pro

v8echny R (bez ohledu na jejich pocdteéni ¢i koncové hodnoty) musi platit
T
/0 RI(E = b)) — R'(5)(Aoe™™ + )] dt = 0,
coz podobné jako v predchozim pripadé (1. podmince optimality) vede na podminku
(&1 —0&1) — R'(k)(hoe™™ +X2) =0,

¢ili na diferencialni rovnici prvniho radu s konstantnimi koeficienty s pravou stranou

fi — bfl = R,(H)(Aoe_ﬁ + )\2) . (241)
Pfi jejim splnéni se rovnice (2.40) zméni tvar na

S(T)R(T) — &1 (0)R(0) + &&(0) = 0, (2.42)
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pro ktery provedeme stejnou uvahu jako o par radku vyse; Ma-li vztah (2.42) platit

pro vSechny &, musi platit i pro ty, které maji £(0) = 0, resp. #(7") = 0. Dosazenim
jednoho, resp. druhého, do (2.42) dostaneme dvé podminky:

&(T) = 0 (2.43)

& o= &(0). (2.44)

Poznamka 13 Pii odvozen{ vztahu (2.39) je v kroku oznaceném £ pouzita technika

per partes. To lze pouze za predpokladu, ze funkce & je po édstech hladkd. Zadnd

takova vlastnost &; ale z teorie neplyne! Nicméné, v opaéném pripadé podminka opti-

mality (1.29) bud zachovd integralni tvar, nebo &; bude znamenat derivaci ve smyslu

distribuci. Chceme-li se vyhnout pottebé pracovat s takovym objektem (a to opravdu

chceme), musime se k predpokladu hladkosti po ¢astech uchylits. Jedna se viak o velky

ustupek teorie jednodussimu pocitani (tentokrat uz posledni). s

Tieti podminka
Koneé¢ne, do tteti podminky (1.30) dosadime (2.14):
(A, B(t,k)) = /OT — A1) dt + /OT Xa)(C(u) — R(k)) dt =
- [ A (C () — R(k®)) — Mo dt . (2.45)

0

Dostaneme tak piimo rovnici
T
/ Mo (C() — R(K)) — Ao dt =0 | (2.46)
0
se kterou se ale jesté nespokojime — vnitiek integralu ma totiz znaménko. Z Véty 2
jsou A\;2 > 0, coz ve spojeni s (2.10) a (2.11) znamend, ze argument integralu (2.46)
je mensi nebo roven 0 a rovnice tak musi byt splnéna bodoveé, tzn.
X (C(t) — R(K)) — At =0 (2.47)

Tvar (2.47) v8ak stéle 1ikd néco vic: Ao(C(r) — R(k)) < 0, zatimco A;¢ > 0. To
ale znamend, Ze rovnice (2.47) muze byt splnéna pouze tehdy, jsou-li oba cleny rovny

nule. Z jedné rovnice tak rdzem mame dve,
Xo(C(t) — R(k)) = 0 (2.48)

Sautofi [3] predpokladajf silnéji dokonce hladkost véech multiplikdtorii na celém intervalu
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2.3.3 Rekapitulace podminek

Obecné podminky optimality, zavedené Vétou 2 tedy porodily nasledujici sadu rovnic:

(2.36), (2.41), (2.43), (2.44), (2.48) a (2.49). Letmym pohledem na né zjistime, ze

multiplikdtor & je obsazen pouze v (2.44), a to navic tak, Ze je mu ptitazeno néjaké

realné ¢islo. Vzhledem k tomu, ze na & nejsou kladeny zadné podminky, nemé vztah

(2.44) zadnou vypovidaci hodnotu. Z dalsich ivah jej proto muzeme sméle vyloucit.

Ostatni rovnice si sepisSme do prehledné soustavy

(1) Aoe"C' (L) + XC'() — A+ & = 0
(i) -0 = R(k)(Aoe™ + Ao
(iii) &(T) = 0 (2.50)
(iv) A2 (C(1) = R(k)) = 0
(v) M o= 0.
Piidejme podminky ze zad4nf
k() = ut) —br(t) (2.8)
k(0) = ko (2.9)
0 < ut) (2.10)
C(ur) < R(k) (2.11)

a dalsi predpoklady pro tesitelnost, jednak ze sekce 2.2, jednak z Poznamky 13:

k je po castech hladka,
L je po castech spojita,

&1 je po castech hladké.

Z vlastnosti (2.3) a (2.53) pak z rovnice (2.50.ii) zfejmé plyne

Ao je po castech spojita

a z vlastnosti (2.4), (2.53) a (2.54) pak z rovnice (2.50.1) mame, ze

A1 je po castech spojita.

Z Veéty 2 navic o multiplikdtorech A vime

OS)\Oa OS)\la

OS)\Qa

(Aoa)\la)@) 7é (0,0,0) .

(2.55)

(2.56)

Vsechny rovnice a podminky méame pékné pohromadé a muzeme se je pokusit vytesit.

Tomuto snazeni vénujeme cely zbytek kapitoly.
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2.4 Rozreseni podminek optimality

Z Véty 2 vime, ze v optimu je \g > 0. Je-li ovSem Ay > 0, pak ji vydélime vsechny
rovnice soustavy (2.50); Vzhledem ke tvaru soustavy se tim pouze preskéaluji ostatni
multiplikatory, aniz by byly rovnosti poruseny, a na mistech, kde se puvodné nachazela
Ao, se objevi jednicka.

Hledéani teSeni tak lze rozdélit na dva piipady, a to na \y = 0 a na Ay = 1. Pre-
skalované multiplikdtory ve druhém piipadé oznac¢ime stejné jako ty puvodni. V obou

piipadech shleddme uzitecnym rozieseni diferencidlnich rovnic (2.50.ii) a (2.8):

Diferencialni rovnice pro &

Z diferencidlni rovnice (ii) soustavy (2.50) si odvodime vzorec pro &;:

&) = b6 (t) = R'(kw)(Noe ™+ Aa(t)) Je b
eE (1) —be a1 (t) = eT"R/(kv)(AoeT" + Aa(t))
(e7&1(t) = e R(rm)(Aoe™" + Aao(t)) /I
e (T) — e (t) = [Fe R (k) (hoe™ ™ + Xao(7)) dr /e
N (T) = &6(t) = [T IR (k) (Moe ™™ 4 Xo(7)) dr
coz dava pro & (t) vzorec
&(t) = e (T) — /tT DR (k) (Noe ™™ 4 Xo(T)) dr. (2.57)

Diferencialni rovnice pro x
Podobné jako v pfedchozich tédcich si z (2.8) vyjadiime &:

W) L) = ) e
() + beblk(t) = ePu(t)
(e”k(t)) = e"u(t) / fo
0) = foeur)dr  Je
k() — e k(0) = [ieTNy(r) dr

k() = e "k(0)+ / br=t), (2.58)
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Z néj se pak snadno nahlédne, ze za predpokladu (2.5) je okamzité také

k() > e k(0) >0, te(0,T), (2.59)

nebot prvni séitanec (2.58) je vzdy kladny, a druhy scitanec je vzdy nezaporny, jak
plyne z podminky (2.10). Pro funkeci R to pak diky jejim vlastnostem (2.3) automaticky

znamena, ze také
R(kw) >0, te(0,T). (2.60)

Z informaci (2.3), (2.4), (2.52) a (2.60) se pak nabizi moznost zkoumat zv1ast

intervaly, na kterych nastava jedna ze tii moznosti

0 = C(w) < R(kw) (2.61)
0 < C(uy) = R(kw) (2.62)
0 < C(uy) < R(kw), (2.63)

pricemz vlastnosti (2.4) implikuji ¢(¢) = 0 pro prvni z moznosti a ¢(t) > 0 pro zbylé
dvé. Zkoumanych intervalu je pak koneéné mnoho — opét to plyne z vlastnosti (2.3),

(2.4), (2.51) a (2.52). A ted uz k samotnému rozboru piipadu Ay.

2.4.1 Pi#ipad )\ =0

Soustava (2.50) bude mit pro Ay = 0 tvar

(i) 200 -M+& = 0

(i) -0 = R(k)

(iii) &(T) = 0 (2.500)
(iv)  A(C() = R(k)) = 0

(v) M = 0.

Jednotlivé moznosti (2.61), (2.62) a (2.63) nejprve zkoumejme na poslednim in-

tervalu. Je-li intervalu n, oznacme si jej I,,.

Necht na intervalu I, je 0 = C(1) < R(k)

... tzn. predpokladdme (2.61). Pak z vlastnosti (2.4) funkce C' je na tomto intervalu

t(t) = 0 a rovnice (2.509.v) je trividlné splnéna pro libovolnou A;. Z rovnice (2.500.iv)
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a z predpokladu (2.61) je pak
No(t) =0, tel,. (2.64)

Dosadime tedy Ay = 0 do rovnice (2.500.ii), nebo alternativné” do (2.57). Pti pouziti

termindlni podminky (2.500.iii) tak pro & dostavéame, ze

&L(H) =0, tel,. (2.65)

M) =0, tel,. (2.66)

Na intervalu I, je tedy

Moo= M) = Xo(t) =6(H) =0, tel,. (2.67)

Necht na intervalu I, je 0 < C(1) = R(k)

... tzn. predpokladdme (2.62). Rovnice (2.500.iv) je pak trividlné splnéna pro libovol-
nou Ay. Z vlastnosti (2.4) funkce C' je na tomto intervalu ¢(t) > 0, tedy i C’(¢) > 0,

a z rovnice (2.50¢.v) plyne
M(t)=0, tel,. (2.68)
Po dosazeni do Ay = 0 do prvni rovnice soustavy dostaneme rovnici
A (D)C (vy) = =& (t), tel,, (2.69)
do které dosadime vztah (2.57) spolu s termindlni podminkou (2.500.iii). Dostaneme

T
A (8)C' (w(t)) :/ IR (k) Ao (7) dr, te, . (2.70)

t

Poznamka 14 Kroky, které budou nésledovat, maji za cil jediné: pfevést rovnici
(2.70) do tvaru odpovidajicimu Gronwallové nerovnosti z teorie obycejnych diferen-
cidlnich rovnic ve znéni, v jakém je uvedena naptiklad v [1, Corollary 2.1.3].Tu pak

pouzijeme pro omezeni rustu funkce . &

“spolus A\g =0
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Funkce C' m4 inverzni funkci, ktera je rostouci a kladnd na R — vSe opét elemen-

tarné plyne z vlastnosti (2.4). Je tedy
u(t) =[C' o R](kw), tel,. (2.71)

Nejmensi teoretickd hodnota, jaké by ¢(t) mohlo nabyt, se pak uré¢i z nejmensi teore-
tické hodnoty r(t) — ta je déna ze vztahu (2.59) hodnotou kge=*T. Dosazenim této

konstanty do vzorce (2.71) je proto
0<A=[C""oR](koe ™) < u(t), tel,. (2.72)
Funkce C je rostouci a kladnd na R+ — vSe opét pifmo z (2.4). Je proto také
0<Ay=C"(A) <C(w), tel,, (2.73)

kde A je z pfedchoziho vztahu. Rovnici (2.70) si tak za pouziti pravé definovaného A,

muzeme prepsat na nerovnost
T
() Ao < / M) R (k) Ao (7) dry, tE I, (2.74)
t
kterou dale upravime na tvar
T
()t < / AR (k) Ao(r)e ™ dr, tel, . (2.75)
t
Tento tvar uz ma vSechny znaky Gronwallovy nerovnosti, ze které plyne, ze
Ao(t)e™ =0, tel,. (2.76)
To ale znamena, ze i

A(t) =0, tel,. (2.77)

&) =0, tel,. (2.78)

Na intervalu I, tak opét plati (2.67) — vSechny multiplikdtory jsou na ném nulové.

Vysetiime jesté posledni moznost ...
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Necht na intervalu I, je 0 < C(1) < R(k)

... tzn. predpokladdme (2.63). Pak z vlastnosti (2.4) funkce C' je na tomto intervalu
t(t) > 0 a z rovnice (2.500.v) je pak

M) =0, tel,. (2.79)

A(t) =0, tel,. (2.80)

&L(t) =0, tel,. (2.81)

Vsechny multiplikatory jsou tedy na I, nulové, stejné jako v pripadé (2.67).

Rozborem pripadu jsme zjistili, ze je-li A\j = 0, pak na poslednim intervalu jsou pro
kazdou z moznosti (2.61), (2.62) a (2.63) hodnoty vSech multiplikatoru nulové, tzn.
plati (2.67).

Terminalni podminka & (¢,) = 0 se tak pfesouva do ¢asu t,_1; rovnici (2.500.iii)

proto muzeme nahradit podminkou

§i(tn1) =0

(a mez T' = t,, ve vztahu (2.57) nahradime mezi t,,_1).

Cely postup pak muzeme opakovat. Intervalu je koneény pocet n. Po n krocich, kdy
postupné nulujeme multiplikatory, tedy dospivame k zavéru, ze tyto jsou nulové na
celém intervalu (0,7T) a funkce A\; a Ay odpovidaji nulovému prvku daného prostoru,
pricemz Ao = 0 z predpokladu. To je vSak v rozporu s tvrzenim Véty 2. Z predpokladu
Ao = 0 jsme tak dospéli ke sporu.

Nezbyva nez konstatovat, ze v uvazovaném modelu je Ao nenulova a piejit ke zkou-

mani pripadu, kdy A\g = 1.
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2.4.2 Pripad Ny =1

Stejné jako v predchozim piipadé, napisme si tvar soustavy (2.50) pro Ao = 1:

(i) e C(t)+XC"0)— M +& = 0

(ii) -0 = R(k)(e+ )

(iii) &) = 0 (2.50,)
(iv) Ao (C(e) = R(k)) = 0

(v) At = 0.

a stejné jako v predchozim pripadé budeme zkoumat, jak vypada feseni této soustavy

na intervalech (2.61) — (2.63).

Jesté predtim si ale v§imneme, jakou dodatecnou informaci nam ted poskytuje vztah
(2.57). Je-li totiz Ay = 1, pak

&(t) = De(T) — /tT IR (k) (67 4 Ao(7)) dr (2.82)

Prvni ¢len pravé strany v (2.82) je diky terminalni podmince (2.50;.iii) nulovy, zatimco
argument integralu je ostre vétsi nez nula, coz plyne z (2.56) (resp. z Véty 2) a z vlast-
nosti (2.3) funkce R. Hodnota integrdlu je proto na intervalech nenulové délky také

kladna. To ovSsem znamena, ze
&(t) <0, te(0,7T). (2.83)

A ted uz k jednotlivym moznostem.

Necht na intervalu I, je 0 = C(1) < R(k)

... tzn. predpokladdme (2.61). Pak z vlastnosti (2.4) funkce C' je na tomto intervalu
t(t) = 0 a rovnice (2.50,.v) je trividlné splnéna pro libovolnou A;. Z rovnice (2.50;.iv)

a z predpokladu (2.61) je pak
Dosazenim Ay = 0 do rovnice (2.50;.1) ziskdme vztah & a A;:

1(8) = M(t) — eC(0), te (2.85)
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a jelikoz podle Véty 2 je 0 < A\;(t), pak s pouzitim poznatku (2.83) muzeme &; uzaviit

do hranic
—eCN0) < &i(t) <0, tel. (2.86)
Zaroven pro néj musi platit vztah upraveny (2.82) s Ao =0
G0 = W) - | YN RN dr, te L, (287)
v némz jsme mez T nahradili® koncovym bodem ¢, intervalu I,.

Poznamka 15 Na tomto misté si muzeme vsimnout zajimavého postiehu: Budeme-li
na chvili uvazovat takovou nékladovou funkei C, pro niz je C’(0) = 0, pak &, které by
splinovalo podminku (2.86) neexistuje, coz zcela vylucuje moznost na néjakém intervalu
neinvestovat. To dobfe koresponduje se situaci, kdy mezni prijem z investice (skrze jeji
piispévek k celkovému kapitélu) prevysuje jeji mezni ndklady. Kdyz C’(0) = 0, pak se
investovat — byt by to mélo byt mélo — vyplati vidy. &

Bude-li [, = I, koncovym intervalem, pak ¢, = t, = T a diky podmince (iii)

soustavy (2.50;) bude mit vztah (2.87) tvar
T
a(t) = — / M R (k)e™ dr, t e, (2.88)
t
coz se m4 ale rovnat také pravé strané (2.85), takze

T
M) = e "C(0) —/ IR (k))e ™ dr, tel, . (2.89)

t

Vime, ze 0 < A (t) z Véty 2, proto je i

T
0 < e "C'(0) — / M R (ke))e™ dr, t e, (2.90)

t

coz si zapiSeme ve tvaru

T
/ TN R (o) dr < CN(0), tel, . (2.91)

t

Ziskali jsme tak dalsi testovaci podminku, s niz muzeme testovat takova Fizeni,
ktera na néjakém koncovém intervalu I, spliuji predpoklad (2.61). Zaroven s tim si
na ni muzeme oveérit platnost zavéru Poznamky 15; pro C’(0) = 0 musi totiz interval,

pres ktery v (2.91) integrujeme, mit nulovou délku.

8 neni-li totiz I} poslednim intervalem, pak v integralu z (2.82) neni nutné viude Ay = 0
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Necht na intervalu I} je 0 < C(¢) = R(k)

...tzn. plati (2.62) a rovnice (2.50;.iv) je trividlné splnéna pro libovolnou \y. Z vlast-

nosti (2.4) funkce C' je pak na tomto intervalu ¢(¢) > 0 a z rovnice (2.50;.v) je
AM(t) =0, tel. (2.92)
Dosazenim A\; = 0 do rovnice (2.50;.1) ziskdme rovnici
C'(uw) (e ™ + o) + &() =0, tel, (2.93)

jejiz upravou dostaneme vztah

1(2) —rt

0< Agft) = Ty ¢ teh (2.94)

ktery za Ay dosadime do rovnice (2.50;.ii). Je pak
& (t)

0=l = —Rogo s, tel, (2.95)
¢ili po uprave
f R (k)
1) = &) (b— C,(L(t))>, tel. (2.96)

Poznamka 16 Z (2.3) a (2.4) plyne: funkce C' m4a inverzni funkei, kazdd z funkei R,
C a C~! je spojitd, rostouci, kladna na Rt a jeji hodnota v nule je nula®. Rizenf ¢ si

pak na intervalech typu (2.62) s jejich pomoci muzeme snadno vyjadiit jako funkci &;
L(t) = (C' o R)(kw), tEIL (2.97)

a ve vsech vztazich vyse je tak mozné nahradit C'(v()) vyrazem
C'(tw) = (C" o C ' o R)(kw), te€I. (2.98)
Ziskame tak pro multiplikatory vztahy, v nichz uz nevystupuje funkce ¢. s

Pro konkrétni funkce R a C' by tak méla byt diferencidlni rovnice (2.96) v zasadé
fesitelnd. Zname-li pak hodnotu &;(t) v néjakém krajnim bodé I (ziskdme ji tieba
z hranice sousedniho intervalu), muzeme pro dané fizeni vycislit multiplikdtorovou

funkci &; na celém intervalu I a testovat ji podminkou (2.94).

9tytéz vlastnosti pak plati i pro libovolné slozeni takovych funkei
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Poznamka 17 Vsimnéme si dodateéné informace, kterou skryva nerovnost (2.94). Ta

vylucuje, aby koncovyj interval I,, byl typu (2.62). V ¢ase T' (presnéji, v ¢asech ¢ limitné
se blizicich k ¢asu T') by podle ni totiz muselo byt
0=6(T) < —e""C'(1) <0,

kde posledni nerovnitko plyne z vlastnosti (2.98) spolecné s (2.59). [ 3

Necht na intervalu I} je 0 < C(1) < R(k)

... tzn. plati (2.63). Pak z rovnice (2.50;.iv), resp. z rovnice (2.50;.v), je
M(t) = X(t) =0, tel. (2.99)

Dosazenim A; = Ay = 0 do rovnice (2.50;.1) a pfipsdnim (2.83) pak bude
0>&(t)=—e"C' L), tely. (2.100)

Za & dosadime!! upraveny vztah (2.82), v némz integracni mez T nahradime integracni

mezi t;, (viz pozndmka pod carou ¢.8 na strané 29). Potom

—e O (L) = eb(t_t’“){’l(tk) — /ttk IR (k(r)e™ T dr, te (2.101)
coz po jednoduché upravé — pii pouziti inverzni funkce k C’ — dava rovnici
ot) = [0 (—e<r+b>t‘*’tk§1(tk) + /t " e R (k(n)) dT) L tel,. (2.102)
Do ni si za & (t;) dosadime ze vztahu (2.100). Na intervalech typu (2.62) pak bude
ut) =[O (e(”b)‘”k)c’(um) + /t " T R (1) dT) . tel,. (2.103)

Musime v8ak mit moznost prochazet v integralu hodnoty R’ od koncového bodu I}

Poznamka 18 Posledni vztah muzeme prepsat do tvaru s dolni mezi intervalu na

t
L(t) _ [C/]—l (6(T+b)(t_tk_1)0,(b(tk1)) _/ €(T+b)(t_T)R/(l{(T)) dT) . te Ik :
tk—1
(2.103")
ktery se naopak bude hodit, budeme-li chtit hodnoty fizeni ur¢ovat z minulosti, tedy

souhlasné s tim jak plyne cas. (Jaky smér c¢asu volit, zminime ve shrnuti.) )

Ymisto limy_7 & (t) piSeme rovnou termindlni podminku (2.50; .iii)

Hgpoletné s Ao = 0
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Poznamka 19 Alternativné lze tizeni ¢ vyjadrit i jinak. Uz od Poznamky 13 pted-
pokladame (2.53), tzn. & je po castech hladka funkce. Pronasobend hladkou funkci je
opét po ¢astech hladké. Ze vztahu (2.100) pak proto plyne, ze — skrze hladkost funkce
C" —je i Fizeni ¢ po ¢astech hladké na intervalech typu (2.63). Muzeme jej proto na Iy,

derivovat'?. Nejprve tedy zderivujme rovnici (2.100) — dostaneme:
&) =re " C uw) — e C" (L) (t), tE I, (2.104)

tuto derivaci & pak spolecné s & z (2.100) dosadme do rovnice (2.50;.i1) soustavy.

Muzeme pak odvozovat;

re=mC!(1) — e O (1) + be I CN (1) = R(k)e ™ fert
rC'(1) = C"()(1) +6C'(1) = R(x)
C'(1)(r +b) - C"(WI() = R(k)
¢fmz dospivéme k rovnici

C'(vw)(r +b) — R (k) .

J(t) = )

(2.105)

Tuto rovnici bychom ostatné dostali i derivaci podle ¢asu vztahu (2.103). Tvar (2.105)
je vSak jednodussi (pro nékteré typy funkci C' a R se napiiklad 1épe hodi pro numer-

ickou realizaci ilohy). &

Je-li «(t) > 0, jak predpokladdame v (2.63), pak nerovnost (2.100) plati vzdy, coz
plyne z vlastnosti funkce C. Ostatni multiplikatory mame nulové. Jak tedy testovat
optimalitu fizenf na [ typu (2.63)7

Rizeni se muze pohybovat jen po trajektorii uréené vztahem (2.103), resp. diferen-
cidlni rovnici (2.105). Staci tedy testovat, zda jej tato rovnice v néjakém case nevyvede
az na dolni ¢i horni hranici investic, nebo dokonce za né. Testujeme jej tedy na platnost

samotného predpokladu (2.63).

Poznamka 20 Opét si vSimnéme piimého dusledku (2.100) a pravé uvedeného pro
fizeni na poslednim intervalu I,,. Je-li totiz I,, typu (2.63), pak limita optimalniho fizeni
v koncovém case t, = T musi byt rovna nule, aby byla splnéna terminalni podminka
(2.50.iii). Do této hodnoty, tzn. t(t,) = 0, se tedy Fizeni musi trefit z bodu ¢(,_1)

po trajektorii ur¢ené vztahem (2.103), resp. diferencidlni rovnici (2.105). )

12gkoro viude
B3presnéji, z néjakého bodu «(t,_1 + €), kde ¢ je kladné, blizké nule
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2.4.3 Shrnuti vysledku

Ptedné, rozborem jednotlivych piipadi pro (2.61), (2.62) a (2.63) jsme z predpokladu
Ao = 0 dospéli ke sporu s Vétou 2. Jinymi slovy: ma-li model néjaké optimalni**
fizeni I, zcela jisté zohledriuje hodnotu maximalizovaného (resp. minimalizovaného)
funkcionalu. Pro model to znamena, ze je smysluplny a tlohu ma tedy smysl fesit.
Déle jsme tedy pracovali s \g = 1. Rozborem jednotlivych typu intervalu (2.61),
(2.62) a (2.63) jsme odvodili fadu vztahu, z nichz nékterym vénujeme — pro jejich
praktickou vyuzitelnost — vétsi pozornost. To proto, ze jimi lze néjaké uvazované rizeni
relativné efektivné otestovat a pripadné tim vylouéit jeho optimalitu. V textu se na

né odvolavame jako na testovaci podminky.

Nulové investice: 0=C(t) < R(k)

Pro interval typu (2.61), tzn. interval, na kterém se neinvestuje, jsme uzavieli mul-
tiplikdtor &; do hranic (2.86). Muzeme jej tedy zpétné prubézné vycislovat od kon-
cového bodu'® intervalu vztahem (2.87) a testovat podminkou (2.86), kterou jsme pro
pripad koncového intervalu upravili do tvaru (2.91). Specidlné jsme uvazovali takové
nakladové funkce C, které maji C’(0) = 0'°. Pro né se podafilo moZnost nulovych

investic vylouc¢it — viz Pozndmka 15.

Maximalni investice: 0 < C(t) = R(k)

Pro intervaly typu (2.62) jsou investice maximdlni a jejich vysi lze snadno urcit
z mnostvi kapitalu pomoci R a inverze k C. Jak vypadaji multiplikatory, nevime
presné. Je to ddno typem diferencidlni rovnice (2.96) pro &, jejiz feSeni je silné
z&vislé na konkrétnim tvaru funkei R a C (napf. pro numerickou aplikaci je vsak
jeji tvar naopak velmi vhodny). Z ni ziskané &; se pak na daném intervalu testuje pod-
minkou (2.94). Maximéln{ investice se podarilo vyloucit na koncovém intervalu — viz
Poznamka 17. Jednoduchou ivahou ostatné dospéjeme k témuz zavéru; pti maximal-
nich investicich se totiz negeneruje zadny okamzity zisk — neinvestovanim na poslednim

intervalu proto jisté docilime lepstho vysledku maximalizovaného funkcionalu.

Hve smyslu hledani extrému

5koncového proto, ze pro & méame termindlni podminku z rovnice (2.501.iii)

16¢7n. minimalni mezni ndklady na investici jsou nulové
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Stiedni cesta: 0<C(t) < R(k)

V piipadé posledniho typu intervalu (2.63), tzn. investuje se ostie v mezich predchozich
dvou piipadu, je drdha investic stanovena vztahem (2.103), resp. diferencidlni rovnici
(2.105). Staci pak kontrolovat, zda tato drédha nevyvadi investice v néjakém ¢ase mimo
hranice predpokladu (2.63). Je-li dany interval koncovy, pak se tato draha musi navic

v koncovém case T' trefit do nuly — viz Poznamka 20.

Posledni interval I,

Nejvice informaci mame o poslednim intervalu; v ném se bud’ neinvestuje vibec, nebo
se investuje po dréze konéici v nule, ktera je uréend rovnici (2.105), jak bylo popsano.
Je-li navic pro konkrétni funkci C’(0) = 0, pak podminky optimality nedovoluji
neinvestovat a posledni popsand moznost — stfedni cesta — je tak jedind mozné. Diky
tomu pak ziskdme hodnotu &;(¢,_1) v krajnim bodé intervalu ze vztahu (2.100); ta
se pouzije pro napojeni predchoziho intervalu, ve kterém — jak uz vime — musi byt
investice maximdlni (samoziejme za predpokladu, ze intervaly jsou alespon dva).
Naopak pro C’(0) > 0 (tzn. kdyz minimalni mezni néklady jsou kladné) musi byt
posledni interval typu (2.61), ¢ili interval s nulovymi investicemi. Nerovnost (2.100)

a termindlni podminka (2.504.iii) totiz zjevné nemohou platit soucasné.

Jak postupovat pri testovani optimality

Ptedné je dobré si ptipomenout, ze podminky otpimality, tak jak byly zavedeny v teo-
retické casti, jsou podminkami nutnymi. Z toho pak vyplva i jejich pouziti. Mame-li
tedy néjaké konkrétni tizeni, umoznuji pouze ovérit, zda by mohlo byt optimalnim.
Jako prostredek slouzi ¢asto hodnoty multiplikdtoru, které jsme omezili testovacimi
podminkami vyse.

Pro urceni sméru testovani je klicovy multiplikator &;. Pro néj méame termindlni
hodnotu v ¢ase T', podminku (2.504.iii). Pfi testovani tedy musime postupovat odzadu.
Rizenf se rozdélf na intervaly odpovidajici piipadiim (2.61) az (2.63) a v téchto inter-
valech se pak odzadu postupné provadi testovani optimality zpusobem popsanym
v predchozich odstavcich. Piitom je tfeba kontrolovat, zda je prechod multiplikdtoru

&1 z jednoho intervalu do druhého spojity.
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Zavérem

Prace poskytuje nahled do obecné teorie optimalniho fizeni. V tvodni casti zavadi
pojmovy aparat, diky némuz formuluje pro aplikaci jednu z nejdulezitéjsich céasti
této teorie — podminky optimality. Ty formuluje jako nutné podminky. Price se uz
nezabyva tim, kdy jsou podminky optimality zdroven postacujicimi. Taktéz nechava
stranou tzv. existenéni véty, tzn. podminky, za kterych ma tloha feSeni. Podminky
optimality jsou vSak formulovany tak, aby jejich pouziti bylo v podstaté univerzalni.

V dalsi ¢asti je pak vénovana pozornost mikroekonomickému modelu firmy, ktera
vyuziva toku svych prijmu k okamzitym investicim do svého kapitdlu. Pro tento model
jsou odvozeny podminky optimality. V zadjmu jednodussiho pocitani a konkrétnéjsich
vysledku se v8ak od rigoréznosti teorie upousti ve dvou bodech; Za prvé, multiplikatory
se nehledaji v dudlu podle Véty 2, ale hledaji se mezi néjakymi jejich reprezentaty
v prostoru integrovatelnych funkci. Chce se tim dat dobry smysl vyjadieni dualit,
jejichz hodnoty jsou pak omezené. Druhym tkrokem je pak ptredpoklad po castech
hladkosti multiplikdatoru &;. Tento se zavadi proto, aby symbol & znamenal béznou
derivaci, nikoliv derivaci ve smyslu distribuci.

Dospivame tak k téméf shodnym podminkam, jako pouzivaji autofi knihy [3], s tim
rozdilem, ze na multiplikatory neklademe tak silné predpoklady. Navic je jasné vidét,
odkud se tyto predpoklady vzaly v souvislosti s praktickym pocitdanim. Nejsou tedy

primym dusledkem teorie, jak by se mohlo zdat.

Podminky optimality jsou pro model castecné rozieseny. Podarilo se ukazat, ze
optimalni fizeni modelu sestavd maximalné ze tii typu intervalu. Jsou to intervaly,

kde jsou investice bud'to nulové, tzn.

L(t) :0, tEIk
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nebo maximalni — tj. odvozené z aktualnich ptijmu aktualniho stavu kapitalu vztahem
ut) = (C' o R)(k(), tely, (2.97)

a nebo posledni moznosti jsou pak intervaly, v nichz je fizeni urceno diferencialni

rovnici
/(1) = C'()(r +b) — R'(kw)
C"(1(1)) ’

Vsechny moznosti jsou podrobnéji rozebrany v oddilu 2.4.3. Tamtéz jsou shrnuta do-

tel. (2.105)

poruceni pro praktickou realizaci testovani optimality néjakého predem daného Tizeni.
Ackoliv nejsou podminky optimality rozieseny do podoby, z niz by bylo mozné urcit op-
timalni fizeni piimo, maji velky vyznam napi. pro numerickou realizaci ulohy; znacné
omezuji parametricky prostor, v némz je tifeba hledat teSeni. Pro komplikovanéjsi

problémy tak mohou predstavovat signifikantni isporu vypocetniho casu.

Ptirozenym rozsitenim teoretické ¢asti zde prezentované by jisté bylo zaclenéni ex-
isten¢nich vét a formulace podminek optimality jako postacujicich podminek. Vétsi
Ty se totiz ukazuji byt nejvétsi bolistkou a v podstaté jedinym zdrojem nerigoréznosti
pii snaze o jednoduchou aplikaci teorie. Zjednodusené feceno; v ¢im peknéjsim pro-
storu hledame tizeni, v o to nepéeknéjsich prostorech, jakozto dualnich prostorech, ziji
multiplikatory.

Jako idedlni kompromis se v tomto ohledu jevi prostor funkei L2, jehoz dudl je opét
prostor funkci L2. I pfes tuto symetrii véak hrozi redlna moznost, Ze nalezené optimum
v tomto prostoru by vykazovalo silnou nespojitost, nebo by jen nebylo dostate¢né
hladké a nedovolovalo by uchopit problém ani numericky. To jsou vsak jiz témata

prekracujici zamysleny zabér této bakalarské prace.
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