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Abstrakt

Bakalářská práce Teorie optimálńıho ř́ızeńı v ekonomické aplikaci se zabývá pro-

blematikou napasováńı matematické teorie na ekonomickou aplikaci. V prvé řadě chce

nechat nahlédnout do teorie optimálńıho ř́ızeńı v jej́ı obecněǰśı formě; za t́ımto úče-

lem formuluje obecnou optimalizačńı úlohu a jednu z kĺıčových čaśt́ı teorie: podmı́nky

optimality – tzn. podmı́nky, které muśı řešeńı takové úlohy splňovat. Aplikace těchto

podmı́nek je demonstrována na mikroekonomickém modelu firmy, která využ́ıvá toku

svých př́ıjmů k investićım do svých zásob kapitálu s přirozenou tendenćı stárnout. Pro

tento model jsou pak formulovány, a do značné mı́ry i rozřešeny, podmı́nky optimality.

Práce zároveň ukazuje, na jaké problémy je možné při aplikaci narazit, a jakou obět’

na teorii si tyto praktické problémy mnohdy žádaj́ı.

Kĺıčová slova: dynamická optimalizace, optimálńı ř́ızeńı, mikroekonomický model,

investice do kapitálu, ř́ızeńı zadané diferenciálńı rovnićı

Abstract

The bachelor thesis Optimal Control Theory in Economic Application deals with an

issue of customizing a mathematical theory for the economic application. First of all it

aims to provide an insight into the optimal control theory in its more general form; in

order to do so, it states a general optimization problem and one of the essential parts

of the theory – the optimality conditions, i.e. conditions to be met by any solution to

the stated problem. To demonstrate the application of these conditions, we use a mi-

croeconomic model of a firm which transfers part of its income into investment into

its capital resources with a natural tendency to decay. For such model the optimality

conditions are derived and – to a great extent – solved. At the same time, the thesis

shows which problems could arise during the application and what possible sacrifice

would these practical issues make to the theory.

Keywords: dynamic optimization, optimal control, microeconomic model, invest-

ment into capital, control by differential equation

ii



Poděkováńı
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V Praze dne 1.7.2008 Jindřich Jurkovič
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2.3.2 Dosazeńı do podmı́nek optimality . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3.3 Rekapitulace podmı́nek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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Úvod

Mikroekonomie ve své učebnicové podobě poskytuje analýzu optimálńıho chováńı spo-

třebitele či firmy v daném okamžiku za daných okolnost́ı – těmi mohou být např́ıklad

preference spotřebitele, d̊uchodová omezeńı, technologie výroby. Optimálńım chováńım

pak rozumı́ takové jednáńı, které maximalizuje užitek v př́ıpadě spotřebitele, či zisk

v př́ıpadě firmy. Přestože se v ńı objevuj́ı i pojmy jako komparativńı dynamika, prav-

dou z̊ustává, že jej́ı rámec je svou podstatou statický – jako takový pak umožňuje

stanovovat a porovnávat ideálńı hodnoty (spotřeby, vstup̊u, výstup̊u, atd.) za r̊uzných

okolnost́ı, které jsou pro daný př́ıpad považovány za neměnné.

Jakmile se však tyto okolnosti začnou vyv́ıjet v čase, jej́ı analýza se velmi rychle

ukáže být nedostatečná, a to dokonce i v př́ıpadě, kdy se vývoj oněch okolnost́ı ř́ıd́ı

jasnými a nám předem známými pravidly a jejich stav v budoucnosti jsme schopni

jednoduchým zp̊usobem predikovat. Je proto třeba zvolit jiný př́ıstup, který zkoumáńı

takových evolučńıch systém̊u umožńı. Matematická teorie optimálńıho ř́ızeńı3 jeden

z takových př́ıstup̊u nab́ıźı.

Teorie optimálńıho ř́ızeńı ve své nejobecněǰśı podobě využ́ıvá matematický aparát,

jenž je natolik abstraktńı, že se hod́ı ke zkoumáńı širokého spektra optimalizačńıch

problémů, ekonomické nevyj́ımaje. Pro jej́ı ekonomickou aplikaci hovoř́ı také to, že

shodně s ńı chápe optimalitu ve smyslu maximalizačńım (resp. minimalizačńım) – tzn.

ve smyslu hledáńı extrémů. Zejména vhodná je pro aplikace, v nichž hraj́ı kĺıčovou roli

diferenciálńı či integrálńı rovnice, nebo jejich soustavy.

Univerzálnost tohoto př́ıstupu je však zároveň jeho Achillovou patou; vysoká mı́ra

abstrakce s sebou nese nutnost dobře se orientovat v pokročilých partíıch matematiky,

a to v rozsahu, který nelze v ekonomické oblasti rozumně vyžadovat. Matematická ná-

ročnost se tak stává tou největš́ı překážkou jednoduchému začleněńı teorie optimálńıho

3nebo též moderńı teorie optimalizace
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ř́ızeńı do repertoáru nástroj̊u ekonomie. Práce je psána s přesvědčeńım, že vhodnou

volbou objekt̊u na obecné úrovni teorie lze tuto překážku překonat.

Na jedné straně existuje řada kvalitńıch publikaćı, za všechny uved’me např́ıklad

knihu [1], které rozv́ıjej́ı optimalizačńı teorii jako matematickou discipĺınu. Motivačńı

př́ıklady v nich uváděné maj́ı obvykle fyzikálńı tématiku, nebot’ se užit́ı teorie před-

pokladá hlavně tam. Na straně druhé pak vznikaj́ı ekonomicky zaměřená d́ıla, která

použ́ıvaj́ı výsledk̊u této teorie často poněkud vágńım zp̊usobem. Na vyhraněném typu

problému se jeho poč́ıtáńım jakoby odnikud vynořuj́ı tvrzeńı a předpoklady, přičemž

teorii samotné se nevěnuje dostatečná pozornost. Ztráćı se na obecnosti, a t́ım i na

aplikovatelnosti v jiných př́ıpadech. A to je velká škoda.

Tato práce voĺı jiný postup: Nejprve formuluje část teorie optimálńıho ř́ızeńı mate-

maticky, tedy přesně, přičemž snahou je nalézt vhodnou mı́ru abstrakce, pro kterou by

nebylo třeba tak pokročilé matematiky, a přesto by dovolovala uchopit typově rozma-

nitěǰśı sadu problémů. Je jasné, že se jedná o kompromis. Přesto by měla poskytnout

základńı představu o tom, jak teorie optimálńıho ř́ızeńı funguje a z jakých premis

při tom vycháźı. Logika výstavby teoretické části vycháźı z poznámek k přednášce

prof. Ing. Tomáše Roub́ıčka, DrSc. – Úvod do teorie optimalizace – kterou přednáš́ı na

Matematicko-fyzikálńı fakultě Univerzity Karlovy. Z nich v upravené podobě přeb́ırá

i zněńı Vět v sekci 1.6. Co se týče matematického zázemı́, práce skromně předpokládá

znalost matematiky na úrovni knih [4] až [6] a základy lineárńı algebry.

Vazba optimálńıho ř́ızeńı na ekonomii nebude zpočátku př́ılǐs zjevná. To by měla

napravit početńı část, kde je na konkrétńım modelu, krok za krokem, ukázána nejen

užitečnost této teorie, ale i některé problémy, které s sebou snaha o jej́ı aplikaci přináš́ı.

Z nich se pak rod́ı ony dodatečné předpoklady, které z teorie nijak neplynou. Potřeba

konkrétńıch výsledk̊u tak bude zcela jistě na úkor celkové rigoróznosti početńı části.

Zdá se, že česky psaná literatura, která by se zabývala t́ımto tématem v kontextu

ekonomie, v podstatě neexistuje. Tento fakt přispěl k rozhodnut́ı napsat práci v češtině,

a t́ım možná zpř́ıstupnit základńı vhled do teorie ještě v́ıce. Pro větš́ı srozumitelnost

je text poset množstv́ım komentář̊u a poznámek. Jejich délka se lǐśı, některé obsahuj́ı

i vzorce; pro větš́ı přehlednost je tedy konec poznámky značen symbolem ♣.
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Kapitola 1

Teoretická část

Na vymezeném prostoru neńı možné prezentovat optimalizačńı teorii v celé jej́ı úpl-

nosti. Chceme-li ji nav́ıc dále aplikovat na ekonomii, nebylo by to ani účelné. Tato

kapitola proto představuje optimalizačńı teorii v mı́̌re obecnosti nezbytně nutné k po-

chopeńı jej́ıch základńıch princip̊u, která však zároveň zcela postačuje pro zvolené

ekonomické aplikace.

1.1 Předmět optimalizace

Základńım objektem, o jehož chováńı se v rámci teorie optimálńıho ř́ızeńı budeme

zaj́ımat, je funkcionál;

Definice 1 Funkcionál. Libovolné zobrazeńı Φ z množiny M do prostoru reálných

č́ısel, tzn. Φ : M → <, nazveme funkcionálem na M .

Ćılem optimalizace je pak nalezeńı minima (resp. maxima) daného funkcionálu, to

znamená nalezeńı těch prvk̊u z př́ıpustné množiny vzor̊u v M , v nichž daný funkcionál

nabývá minima (resp. maxima) v př́ıpustné množině hodnot v <. Za t́ımto účelem

zavedeme v následuj́ıćıch několika sekćıch pojmový aparát, který vyúst́ı ve formulaci

podmı́nek optimality ve formě matematických vět.

Přestože nás budou zaj́ımat objekty na obecněǰśı úrovni, než s jakými se běžně

pracuje v základńıch kurzech matematické analýzy a lineárńı algebry, v celé teoretické

části by měla být patrná snaha o jej́ı co nejjednodušš́ı podáńı. Podmı́nky optimality

by pak měly připomı́nat jejich ekvivalent z konečné dimenze.
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1.2 Základńı pojmy

Definice 2 Banach̊uv prostor. Lineárńı normovaný prostor, který je úplný vzhledem

k metrice indukované1 jeho normou, nazveme Banachovým prostorem.

Definice 3 Uspořádáńı. Mějme nějakou množinu M . Relaci R ⊂ (M ×M) nazveme

uspořádáńım na M a označ́ıme ≤R, je-li R zároveň

(a) reflexivńı, tzn. ∀x ∈M : x ≤R x

(b) tranzitivńı, tzn. ∀x, y, z ∈M : (x ≤R y & y ≤R z)⇒ (x ≤R z)

(c) slabě antisymetrická, tzn. ∀x, y ∈M : (x ≤R y & y ≤R x)⇒ (x = y) .

O množině M pak řekneme, že je uspořádána relaćı R. O prvćıch x, y ∈ M řekneme,

že jsou srovnatelné vzhledem k R, je-li x ≤R y nebo y ≤R x.

Definice 4 Konvexńı kužel. Necht’ X je lineárńı prostor, K ⊂ X. Řekneme, že K je

konvexńım kuželem (v X), je-li uzavřená na součet vektor̊u a na nezáporné násobky

vektoru skalárem, to znamená

(∀x1, x2 ∈ K : x1 + x2 ∈ K) & (∀x ∈ K ∀a ∈ <+
0 : ax ∈ K) .

Definice 5 Uspořádáńı kuželem. Necht’ X je lineárńı prostor a K je nějaký konvexńı

kužel (v X) neobsahuj́ıćı př́ımku. Uspořádáńı ≤ na X zavedeme kuželem K takto:

∀x1, x2 ∈ X : (x1 ≤ x2)⇔ (x2 − x1 ∈ K) .

Ř́ıkáme, že X je uspořádán kuželem K. Symbolem X+
0 pak označ́ıme množinu

X+
0 ≡ {x : x ∈ X, 0 ≤ x} ,

kde tučně vysázenou nulou se má na mysli nulový prvek v X.

Poznámka 1 Neńı těžké ověřit, že uspořádáńı kuželem (neobsahuj́ıćım př́ımku) je

skutečně uspořádáńım ve smyslu Definice 3. Nav́ıc se na něj přenáš́ı lineárńı struktura

prostoru (resp. kuželu). Stejně tak neńı težké si všimnout, že ne všechny prvky prostoru

jsou v takovém uspořádáńı srovnatelné. V Definici 5 je pak X+
0 = K. Tuto drobnou

redundanci ve značeńı zachováme pro větš́ı srozumitelnost i dále. ♣
1tj. metrice definované vztahem d(x1, x2) ≡ ||x1 − x2||, v němž || · || je norma prostoru
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1.3 Prvńı formulace úlohy

Na tomto mı́stě již máme dostatek pojmů k formulováńı samotné optimalizačńı úlohy.

Nejprve – snad poněkud vágně – slovně: Optimalizujeme stav nějakého stavového

systému pomoćı nějaké proměnné, přičemž měř́ıtkem úspěšnosti našeho snažeńı nám

je hodnota nějakého funkcionálu.

Úloha 1 Necht’ U je lineárńı normovaný prostor, X, Y a Λ jsou Bana-

chovy prostory, přičemž prostor Λ necht’ je nav́ıc uspořádaný kuželem K.

Minimalizujte funkcionál Φ(u, y) za podmı́nek

Ψ(u, y) = 0, B(u, y) ≤ 0, u ∈ U, y ∈ Y,

kde Φ : U × Y → <, Ψ : U × Y → X, B : U × Y → Λ.

Za takto formulovanou úlohou se skrývá představa, že před sebou máme stavový

systém, prozat́ım dosti abstraktńı, jenž podléhá jistým objektivńım zákon̊um (např.

fyzikálńım, ekonomickým, apod.) a jehož stavy, reprezentované v úloze proměnou y,

lze v souladu s těmito zákony ovlivňovat prostřednictv́ım ř́ıdićı proměnné – pro tu

se ujalo označeńı u. Spolu jsou svázány takzvanou stavovou rovnićı, Ψ = 0. Ta tedy

v úloze představuje fyzikálńı model světa, v němž optimalizujeme.

Vazbou poněkud jiného typu je nerovnost B ≤ 0. Jej́ım prostřednictv́ım klademe

jak na stavy systému y, tak na ř́ızeńı u, daľśı omezuj́ıćı podmı́nky, vyplývaj́ıćı z

konkrétńı aplikace, které stavová rovnice nemá d̊uvod reflektovat. Pro ekonomické

aplikace budou typické nejr̊uzněǰśı formy rozpočtových omezeńı.

Má-li u být skutečně ř́ızeńım v pravém smyslu, je jen přirozené požadovat, aby j́ım

byl stav systému určen jednoznačně. V daľśım tedy budeme často předpokládat

∀u ∈ U ∃! y ∈ Y : Ψ(u, y) = 0 , (1.1)

a tuto funkčńı závislost budeme značit ψ, čili y = ψ(u). Pro funkci ψ budeme dále

v textu použ́ıvat také slovo odezva.

Poznámka 2 Značeńım ψ se chce zd̊uraznit, že tato závislost vyplývá právě z jedno-

značnosti řešeńı stavové rovnice. Je ovšem dobré mı́t na paměti, že splněńı předpokladu

(1.1) samo o sobě neznamená, že je funkce ψ analyticky vyjádřitelná. ♣
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Lze-li požadavek (1.1) reprezentovat nějakou explicitně (analyticky) vyjádřitelnou

funkćı ψ, je užitečné dosadit ji za y. Přepisy

Φ(u, y) = Φ(u, ψ(u)) = φ(u)

B(u, y) = B(u, ψ(u)) = β(u)
(1.2)

se tvar Úlohy 1 formálně zjednoduš́ı:

Úloha 2 Necht’ U je lineárńı normovaný prostor, Λ je Banach̊uv prostor

uspořádaný kuželem K. Minimalizujte funkcionál φ(u) za podmı́nek

β(u) ≤ 0, u ∈ U,

kde φ : U → <, β : U → Λ.

Tento tvar úlohy vezmeme za výchoźı při vysloveńı podmı́nek optimality. Předt́ım ale

zavedeme některé daľśı pojmy a sjednot́ıme si chápáńı pojmu derivace (v nekonečně-

dimenzionálńıch prostorech).

1.4 Některé daľśı pojmy

V této sekci definujeme několik elementárńıch pojmů z několika oblast́ı matematiky,

které se dř́ıve či později budou hodit. Na rozd́ıl od pojmů daľśı sekce o derivaci, nejsou

tyto spolu tak bezprostředně provázány. V zájmu přehlednosti jsou ale sdruženy zde,

aby se v daľśım textu osamoceně nepovalovaly na r̊uzných mı́stech mezi odstavci.

Definice 6 Prostor lineárńıch spojitých operátor̊u. Mějme lineárńı normované pro-

story X a Y . Symbolem L(X, Y ) označ́ıme množinu všech spojitých lineárńıch operá-

tor̊u zobrazuj́ıćıch X do Y . (Všimneme si, ž L(X, Y ) tvoř́ı také lineárńı prostor.)

Definice 7 Norma v L(X, Y ). Necht’ X, Y jsou lineárńı normované prostory, ‖ · ‖X
a ‖ · ‖Y jejich normy. Pak v prostoru L(X, Y ) zavedeme normu

‖A‖L ≡ sup
x∈X\{0}

‖A(x)‖Y
‖x‖X

, A ∈ L(X, Y ) . (1.3)

Poznámka 3 Když už jsme zmı́nili jednu konkrétńı normu, je na mı́stě zmı́nit i daľśı

normy, které se v aplikaćıch běžně vyskytnou. V praxi se např́ıklad často setkáme
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s optimalizaćı na prostorech reálných funkćı definovaných na nějakém intervalu. Pro

ty zavedeme nejdř́ıve supremovou normu. Pro integrovatelné funkce pak zavedeme

Lp−normu2. ♣

Definice 8 Supremová norma. Mějme prostor omezených funkćı f : I → < na

I ⊂ <n. Supremovou normu ‖ · ‖∞ zavedeme v tomto prostoru následnovně:

‖f‖∞ ≡ sup
x∈I
|f(x)| . (1.4)

Definice 9 Lp-norma. Mějme prostor reálných funkćı Lp(I), I ⊂ <n.

‖f‖Lp ≡
(∫

I
|f(x)|p dx

) 1
p

. (1.5)

Definice 10 Duálńı prostor. Mějme lineárńı normovaný prostor M . Duálńım prosto-

rem (nebo duálem) k M budeme rozumět prostor M∗ ≡ L(M,<).

Definice 11 (Přirozená) dualita. Necht’ V je lineárńı normovaný prostor. Dualitou

v prostoru V nazveme – a symbolem 〈·, ·〉 označ́ıme – bilineárńı formu3

〈·, ·〉 : V ∗ × V → < . (1.6)

Definice 12 Uspořádáńı duálu. Je-li V lineárńı normovaný prostor s uspořádáńım

≤V , pak na jeho duálu zavedeme uspořádáńı ≤V ∗ takto:

∀w∗ ∈ V ∗ : (0∗ ≤V ∗ w∗)⇔ (∀v ∈ V : (0 ≤V v)⇒ (0 ≤ 〈w∗, v〉) ) , (1.7)

kde 0∗ označuje nulový prvek duálu4.

Definice 13 Skládáńı zobrazeńı. Symbol ◦ budeme použ́ıvat pro skládáńı zobrazeńı

(operátor̊u) a budeme j́ım mı́t na mysli toto; Jsou-li f : A→ B a g : B → C, potom

g ◦ f : A→ C , (1.8)

a to tak, že kdykoliv jsou f(a) = b a g(b) = c pro nějaké a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C, potom

[g ◦ f ](a) ≡ g(f(a)) = c . (1.9)

Definice 14 Lipschitzovská spojitost. Necht’ X, Y jsou lineárńı normované prostory,

‖ · ‖X a ‖ · ‖Y jejich normy. Funkci f : X → Y nazveme Lipschitzovsky spojitou, pokud

∃k ∈ < ∀x1, x2 ∈ X : ‖f(x1)− f(x2)‖Y ≤ k‖x1 − x2‖X . (1.10)

2prostorem Lp(I) označujeme prostor měřitelných funkćı f , jejichž p-tá mocnina z absolutńı hod-

noty, čili |f |p, má na I konečný integrál – přesněji viz např́ıklad [6]
3definici bilineárńı formy viz např. v [8]
4všimněme si, že se opět jedná o uspořádáńı kuželem
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1.5 Derivujeme v nekonečné dimenzi

Definice 15 Derivace ve směru. Mějme lineárńı normované prostory A a B, funkci

g : A → B a necht’ a, s ∈ A. Derivaćı funkce g v bodě a ve směru s nazveme symbol

[∂g(a)](s), jemuž přǐrad́ıme hodnotu

[∂g(a)](s) ≡ lim
h→0+

g(a+ hs)− g(a)

h
, (1.11)

existuje-li limita (v normě v B) na pravé straně.

Poznámka 4 Při zachováńı značeńı předchoźı definice lze alternativně na derivaci ve

směru s nahĺıžet jako na obyčejnou derivaci zprava v bodě 0 vektorové funkce

f : < → B, f(h) ≡ g(a+ hs) ♣

Definice 16 Gâteaux. Necht’ A, B jsou opět lineárńı normované prostory. Řekneme,

že funkce g : A→ B je v bodě a ∈ A. Gâteauxovsky diferencovatelná (zkráceně G-dif),

jestliže existuje spojitý lineárńı operátor Ga ∈ L(A,B) takový, že

∀s ∈ A : Ga(s) = [∂g(a)](s) . (1.12)

Operátor Ga nazveme Gâteauxovým diferenciálem funkce g v bodě a.

Definice 17 Fréchet. Necht’ A, B jsou lineárńı normované prostory a necht’ funkce

g : A→ B je v bodě a ∈ A Gâteauxovsky diferencovatelná. Plat́ı-li nav́ıc

lim
‖s‖A→0

g(a+ s)− g(a)− [∂g(a)](s)

‖s‖A
= 0, (1.13)

pak o funkci g ř́ıkáme, že je v bodě a Fréchetovsky diferencovatelná (zkráceně F -dif).

Definice 18 Spojitá diferencovatelnost. Necht’ A, B jsou lineárńı normované prostory

a necht’ funkce g : A → B je G-dif v každém bodě okoĺı Ua nějakého pevného a ∈ A

(jej́ı Gâteaux̊uv diferenciál v bodě w ∈ Ua označ́ıme Gw). Řekneme, že funkce g je

v bodě a spojitě diferencovatelná, pokud plat́ı

lim
w→a

Gw = Ga (1.14)

(vzhledem k normám ‖ · ‖A a ‖ · ‖L)5.

5tzn. ∀ε ∈ <+ ∃δ ∈ <+ : 0 < ‖w − a‖A < δ ⇒ ‖Gw −Ga‖L < ε
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Definice 19 Parciálńı derivace ve směru. Necht’ X, Y , Z a V jsou lineárńı prostory,

V nav́ıc normovaný, g : X × Y × Z → V a necht’ (x, y0, z) ∈ X × Y × Z a h ∈ <.

Parciálńı derivaćı v proměnné y funkce g v bodě (x, y0, z) ve směru s ∈ Y nazveme

[∂yg(x, y0, z)](s) ≡ lim
h→0

g(x, y0 + hs, z)− g(x, y0, z)

h
, (1.15)

existuje-li limita na pravé straně.

Definice 20 Parciálńı Gâteaux. Necht’ X, Y , Z a V jsou lineárńı prostory, Y a V nor-

mované. Řekneme, že g : X × Y × Z → V je v bodě (x, y0, z) ∈ X × Y × Z parciálně

Gâteauxovsky diferencovatelná (zkráceně parciálně G-dif) v proměnné y, jestliže exis-

tuje spojitý lineárńı operátor Gy0 ∈ L(Y, V ) takový, že

∀s ∈ Y : Gy0(s) = [∂yg(x, y0, z)](s) . (1.16)

Operátor Gy0 nazveme parciálńım Gâteauxovým diferenciálem v proměnné y funkce g

v bodě (x, y0, z).

Definice 21 Parciálńı Fréchet. Necht’ X, Y , Z a V jsou lineárńı prostory, Y a V

normované, a necht’ funkce g : X × Y × Z → V je v bodě (x, y0, z) ∈ X × Y × Z

parciálně G-dif v proměnné y. Plat́ı-li nav́ıc

lim
‖s‖Y→0

g(x, y0 + s, z)− g(x, y0, z)− [∂yg(x, y0, z)](s)

‖s‖Y
= 0, s ∈ Y, (1.17)

pak o funkci g ř́ıkáme, že je v bodě (x, y0, z) parciálně Fréchetovsky diferencovatelná

(zkráceně parciálně F -dif) v proměnné y.

Definice 22 Spojitá parciálńı diferencovatelnost. Necht’ A ≡ X × Y × Z a V jsou

lineárńı normované prostory a necht’ funkce g : A → V má v každém bodě nějakého

okoĺı pevně zvoleného a0 ∈ A parciálńı Gâteaux̊uv diferenciál v proměnné y (označ́ıme

jej Gy,w, kde w ∈ Ua0). Řekneme, že g je v bodě a0 spojitě parciálně diferencovatelná,

je-li zobrazeńı f : w 7→ Gy,w spojité v bodě a0 (vzhledem k normám ‖ ·‖A a ‖ ·‖L(Y,V )).

Poznámka 5 Přestože zněj́ı předchoźı (parciálńı) definice jen pro prostředńı proměn-

nou y, jsou univerzálńı pro libovolnou proměnnou. Stač́ı si všimnout, že vhodným

přeznačeńım sousedńıch prostor̊u X a Z źıskáme pro funkci v́ıce proměnných definice

pro parciálńı diferencovatelnosti v libovolné jej́ı proměnné. ♣
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1.6 Podmı́nky optimality

Konečně jsme vyzbrojeni dostatečným pojmovým aparátem potřebným k formulaci

podmı́nek optimality. Jak bylo předesláno v závěru sekce 1.3, začneme nejprve tou

jednodušš́ı a názorněǰśı formulaćı úlohy.

Věta 1 Nutné podmı́nky. Předpokládejme zněńı a objekty Úlohy 2. Necht’ φ(u) a β(u)

jsou G-dif pro všechna u a int(X+
0 ) 6= ∅. Pak pro každé řešeńı

?
u existuj́ı multiplikátory

λ0 ∈ < a λ ∈ Λ∗ takové, že zároveň plat́ı:

∀ũ ∈ U : λ0[∂φ(
?
u)](ũ) + 〈λ, [∂β(

?
u)](ũ)〉 = 0 (1.18)

〈λ, β(
?
u)〉 = 0 (1.19)

0 ≤ (λ0, λ) 6= 0 . (1.20)

Je-li nav́ıc pro nějaký směr ũ ∈ U

[∂β(
?
u)](ũ) < 0 , (1.21)

pak λ0 = 1.

Poznámka 6 Zněńı Věty 1 skutečně evokuje Větu o Lagrangeových multiplikáto-

rech6, čili Větu o vázaných extrémech. Vhodnou volbou prostor̊u (<n) a dualit na nich

(skalárńı součin) vynikne podobnost s ńı ještě v́ıce. Ostatně, multiplikátory λ0 a λ zde

plńı stejnou funkci jako v konečné dimenzi; převáděj́ı úlohu s vázanými extrémy na

úlohu, ve které se sice pohybujeme v bohatš́ım prostoru, ale už bez omezeńı.

Podmı́nka (1.21) má pak geometrickou7 interpretaci; ř́ıká, že na hranici omezeńı

existuje směr, jež nás pośılá ostře do oblasti vymezené funkćı β. V takovém př́ıpadě

nám ovšem relevantńı informaci o prostoru kolem nás dává i funkcionál φ. Jinými

slovy, podmı́nka (1.21) ř́ıká, zda hraje hodnota φ v úloze v̊ubec nějakou roli. ♣

Neńı-li závislost y = ψ(u) explicitně vyjádřitelná, nebo explicitńı vyjádřeńı sice

existuje, ale je př́ılǐs složité a neńı ku prospěchu věci s ńım pracovat, je potřeba pod-

mı́nky optimality zapsat v jiném, obecněǰśım tvaru, který odpov́ıdá formulaci Úlohy 1.

K tomu nám dopomáhej i následuj́ıćı lemma.

6viz např́ıklad [5]
7v geometrii nekonečně-dimenzionálńıch prostor̊u
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Lemma 1 Adjungovaná úloha. Předpokládejme zněńı a objekty Úlohy 1. Dále necht’

je splněn předpoklad (1.1), s Lipschitzovsky spojitou odezvou ψ, dále necht’ ψ(u0) = y0

a funkce Ψ a B jsou v bodě (u0, y0)

(a) parciálně Fréchetovsky diferencovatelné v proměnné y,

(b) parciálně Gâteauxovsky diferencovatelné v proměnné u,

(c) spojitě parciálně diferencovatelné v proměnné u

a konečně necht’ rovnice

P ◦ [∂yΨ(u0, y0)] = [∂yB(u0, y0)] (1.22)

má řešeńı P ∈ L(X,Λ). Pak funkce β(u) ≡ B(u, ψ(u)) je v bodě u0 G-dif a plat́ı

[∂β(u0)] = [∂uB(u0, y0)]− P ◦ [∂uΨ(u0, y0)] . (1.23)

Poznámka 7 Rovnici (1.22) se ř́ıká adjungovaná rovnice. Jak z ńı odvodit tvrzeńı

lemmatu, nastiňuje sled vztah̊u, který však nelze považovat za d̊ukaz; ♣

Náznak d̊ukazu Lemmatu 1: Když β(u0) = B(u0, y0) = B(u0, ψ(u0)), pak diferenciál

[∂β(u0)] je podle pravidla o diferenciálu složeného operátoru

[∂β(u0)] = [∂uB(u0, y0)] + [∂yB(u0, y0)] ◦ [∂ψ(u0)] . (1.24)

Nyńı jen zopakujeme předpoklad Lemmatu 1, že existuje nějaký operátor P , který řeš́ı

adjungovanou rovnici (1.22), a jej́ı levou stranu dosad́ıme do (1.24):

[∂β(u0)] = [∂uB(u0, y0)] + P ◦ [∂yΨ(u0, y0)] ◦ [∂ψ(u0)] . (1.25)

Dále zderivujeme rovnici Ψ(u, y) = 0 z Úlohy 1

[∂uΨ(u0, y0)] + [∂yΨ(u0, y0)] ◦ [∂ψ(u0)] = 0 (1.26)

a necháme na ni p̊usobit operátor P

P ◦ [∂uΨ(u0, y0)] + P ◦ [∂yΨ(u0, y0)] ◦ [∂ψ(u0)] = 0 . (1.27)

Vyjádř́ıme-li si ted’ z rovnice (1.27) jej́ı druhý sč́ıtanec a dosad́ıme jej do rovnice (1.25),

źıskáme okamžitě rovnici shodnou s (1.23), čili s tvrzeńım Lemmatu 1. 2
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Věta 2 Podmı́nky optimality. Předpokládejme zněńı a objekty Úlohy 1, int(X+
0 ) 6= ∅.

Necht’ je splněn předpoklad (1.1), s Lipschitzovsky spojitou odezvou ψ. Necht’ (
? ?
u, y)

je řešeńım úlohy, funkce Ψ a B jsou v bodě (
? ?
u, y)

(a) parciálně Fréchetovsky diferencovatelné v proměnné y,

(b) parciálně Gâteauxovsky diferencovatelné v proměnné u,

(c) spojitě parciálně diferencovatelné v proměnné u

a inverzńı operátor k [∂yΨ(
? ?
u, y)] je omezený spojitý operátor.

Pak existuj́ı multiplikátory λ0 ∈ <, λ ∈ Λ∗ a ξ ∈ X∗ takové, že podmı́nky

λ0[∂uΦ(
? ?
u, y)](ũ) + 〈λ, [∂uB(

? ?
u, y)](ũ)〉 − 〈ξ, [∂uΨ(

? ?
u, y)](ũ)〉 = 0 (1.28)

λ0[∂yΦ(
? ?
u, y)](ỹ) + 〈λ, [∂yB(

? ?
u, y)](ỹ)〉 − 〈ξ, [∂yΨ(

? ?
u, y)](ỹ)〉 = 0 (1.29)

〈λ,B(
? ?
u, y)〉 = 0 (1.30)

0 ≤ (λ0, λ) 6= 0 (1.31)

zároveň plat́ı pro všechna ũ ∈ U a ỹ ∈ U .

Je-li dále P řešeńım adjungované rovnice a existuje-li ũ ∈ U takové, že

[∂uB(
? ?
u, y)− P ◦ ∂uΨ(

? ?
u, y)](ũ) < 0 (1.32)

pak nav́ıc λ0 = 1.

Poznámka 8 Na prvńı pohled je vidět podobnost Věty 2 s Větou 1. Jejich vzájemný

vztah pak bude zcela zřejmý, polož́ıme-li

P ≡ [∂yB(
? ?
u, y)] ◦ [∂yΨ(

? ?
u, y)]−1 (1.33)

ξ ≡ λ ◦ P + λ0[∂yΦ(
? ?
u, y)] ◦ [∂yΨ(

? ?
u, y)]−1 . (1.34)

Pak (1.28) plyne z (1.18) a Lemmatu 1, rovnice (1.29) je dána definićı ξ. Ekvivalence

podmı́nek (1.19) a (1.30) je evidentńı z volby β v Lemmatu 1, a konečně podmı́nka

(1.32) je př́ımočarou aplikaćı tvrzeńı Lemmatu 1 na podmı́nku (1.21). ♣
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Kapitola 2

Početńı část

Následuj́ıćı př́ıklad uvažuje model firmy investuj́ıćı do obnovy svých kapitálových

zdroj̊u. Zadáńı je převzato z knihy [3, str. 200, ex. 4 ], s několika odchylkami;

Předně, p̊uvodńı úlohu hledáńı optima v nekonečném časovém horizontu nahrad́ıme

úlohou hledáńı optima v konečném horizontu T , který ted’ vystupuje jako parametr

modelu. Důvod je prostý: celoč́ıselné hodnoty času v modelu vystupuj́ı jako roky.

Zároveň v něm vystupuje konstanta zastupuj́ıćı úrokovou mı́ru (o ńı za chv́ıli). Ani ty

nejsměleǰśı plány nemohou poč́ıtat s neměnnou úrokovou mı́rou, o technologii výroby

nemluvě, na dlouhá léta dopředu, t́ım méně na stovky a tiśıce generaćı dopředu1.

Plánovat v nekonečném časovém horizontu je jednoduše nesmysl.

Daľśı změna tedy spoč́ıvá v zacházeńı s úrokovou mı́rou. Označ́ıme-li si úrokovou

mı́ru (resp. diskontńı sazbu) jako dr, pak diskontovat v čase t budeme výrazem

e−rt ≡ e−t ln(1+dr) = (1 + dr)
−t . (2.1)

Konstantu r tedy chápeme jakou konstantu odvozenou z úrokové mı́ry vztahem

r = ln(1 + dr) , (2.2)

nikoliv úrokovou mı́ru samotnou, jak se často mysĺı.

Posledńı změnou je pak podmı́nka omezuj́ıćı výši investic. V modelu má dle zadáńı

firma v každém okamžiku krýt náklady na své investice z okamžitých výnos̊u. Nicméně,

nerovnost uvedená v [3] tento požadavek nijak nereflektuje, jej́ı tvar je nav́ıc stěž́ı

od̊uvodnitelný a s největš́ı pravděpodobnost́ı se jedná o chybu. V modelu zde prezen-

tovaném je proto nahrazena smysluplněǰśı podmı́nkou (2.11).

1a nekonečno je i tak stále v nedohlednu

13



2.1 Model firmy investuj́ıćı do obnovy kapitálu

Firma financuje své investice do kapitálu pouze z vlastńıch zdroj̊u tak, že v každém

časovém okamžiku rozděluje výnosy plynoućı z aktuálńıho stavu kapitálu mezi inve-

stice a čistý zisk kapitálu. Jakou má firma zvolit strategii při určováńı toku svých

investic, aby v pr̊uběhu předem stanoveného obdob́ı vygenerovala co největš́ı čistý

zisk upravený o diskontńı faktor?

Necht’ κ označuje stav kapitálu a R(κ) jsou výnosy plynoućı z kapitálu (vztažené

na jednotku času). Ṕısmeno ι at’ znač́ı tok investic v daném okamžiku, C(ι) bude

představovat náklady na investici ι. O funkćıch R a C předpokládejme

R(0) = 0, R′(κ) > 0, R′′(κ) < 0 (2.3)

C(0) = 0, C ′(ι) > 0, C ′′(ι) > 0 , (2.4)

přičemž nerovnosti at’ plat́ı pro kladné hodnoty ι a κ. Přirozeně očekáváme, že jak

kapitál, tak investice nabývaj́ı pouze nezáporných hodnot. Počátečńı stav kapitálu

necht’ je k0. Aby měla úloha v̊ubec smysl, at’ je

k0 > 0 . (2.5)

V modelu dále vystupuje mı́ra přirozeného úbytku kapitálu za jednotku času,

b = konst., b ∈ 〈0; 1) , (2.6)

a konstanta r určená z úrokové mı́ry vzorcem (2.2).

Stav kapitálu je tedy v čase zvětšován2 investicemi na straně jedné, ale zároveň

zužován a sužován přirozeným úbytkem na straně druhé. Problém tedy zńı:

Maximalizujte ∫ T

0
e−tr(R(κ(t))− C(ι(t))) dt (2.7)

za podmı́nek

κ′(t) = ι(t)− bκ(t) , (2.8)

κ(0) = k0 , (2.9)

0 ≤ ι(t) , (2.10)

C(ι(t)) ≤ R(κ(t)) . (2.11)

2v př́ıpadě kladných investic, samozřejmě
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2.2 Identifikace problému

Problém ztotožńıme s Úlohou 1; Předně, ř́ızeńım modelu je ι(t), nezáporná reálná

funkce definovaná na uzavřeném intervalu 〈0;T 〉. Stavovou proměnnou je pak κ(t).

Zákony Ψ definuj́ıćı vztah mezi nimi jsou vyjádřeny diferenciálńı rovnićı (2.8),

s počátečńı podmı́nkou (2.9). Aby rovnice splňovala (1.1), muśı být funkce κ alespoň

po částech hladká – pro ř́ızeńı ι pak z tvaru (2.8) plyne, že je po částech spojité3.

Omezuj́ıćımi podmı́nkami B jsou pak podmı́nky (2.10) a (2.11) a funkcionál Φ se

dostane z funkcionálu (2.7). Pojd’me si vše sepsat:

Minimalizovaný funkcionál:

Φ(ι, κ) = −
∫ T

0
e−tr(R(κ(t))− C(ι(t))) dt (2.12)

Stavová rovnice:

Ψ(ι, κ) =

 κ′ − ι+ bκ

κ(0)− k0

 = 0 (2.13)

Omezuj́ıćı podmı́nky:

B(ι, κ) =

 −ι

C(ι)−R(κ)

 ≤ 0 (2.14)

Poznámka 9 Integrál (2.12) má opačné znaménko než ten v (2.7). To proto, že inte-

grál (2.7) máme maximalizovat, zat́ımco z teoretické části umı́me pouze minimalizovat !

Stač́ı si ovšem uvědomit, že max{f} = min{−f}. ♣

Prostory U , Y , X a Λ z Věty 2 jsou tedy v modelu tyto:

U = {ι; ι : 〈0, T 〉 → <, ι je po částech spojitá} (2.15)

Y = {κ; κ : 〈0, T 〉 → <, κ je po částech hladká} (2.16)

X = U ×< (2.17)

Λ = U × U (2.18)

Pro výše definované funkce Φ, Ψ a B tedy spočteme jejich parciálńı diferenciály,

resp. jejich parciálńı směrové derivace a odvod́ıme podmı́nky optimality.

3Po částech spojitou funkćı rozumı́me funkci omezenou na svém definičńım oboru, spojitou až na

konečně mnoho bod̊u, ve kterých však má vlastńı jednostranné limity. Po částech hladkou funkćı pak

máme na mysli spojitou funkci, jej́ıž derivace je po částech spojitá.
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2.3 Odvozeńı podmı́nek optimality

2.3.1 Výpočty parciálńıch směrových derivaćı

Parciálńı derivace spoč́ıtáme dosazeńım do definičńıho vztahu (1.11) Definice 15.

Parciálńı směrové derivace funkce Ψ

[∂ιΨ(ι, κ)](ι̃) =

= lim
h→0+

(κ′ − (ι+ hι̃) + bκ, κ(0)− k0)− (κ′ − ι+ bκ, κ(0)− k0)

h
=

= lim
h→0+

(−hι̃, 0)

h
=

= (−ι̃, 0) (2.19)

[∂κΨ(ι, κ)](κ̃) =

= lim
h→0+

((κ+ hκ̃)′ − ι+ b(κ+ hκ̃), [κ+ hκ̃](0)− k0)− (κ′ − ι+ bκ, κ(0)− k0)

h
=

= lim
h→0+

(hκ̃′ + bhκ̃, hκ̃(0))

h
=

= (κ̃′ + bκ̃, κ̃(0)) (2.20)

Parciálńı směrové derivace funkce B

[∂ιB(ι, κ)](ι̃) =

= lim
h→0+

(−(ι+ hι̃), C(ι+ hι̃)−R(κ))− (−ι, C(ι)−R(κ))

h
=

= lim
h→0+

(−hι̃, C(ι+ hι̃)− C(ι))

h
=

= (−ι̃, C ′(ι)ι̃) (2.21)

[∂κB(ι, κ)](κ̃) =

= lim
h→0+

(−ι, C(ι)−R(κ+ hκ̃))− (−ι, C(ι)−R(κ))

h
=

= lim
h→0+

(0,−R(κ+ hκ̃) +R(κ))

h
=

= (0,−R′(κ)κ̃) (2.22)

Poznámka 10 Zastavme se u posledńıch rovnost́ı vztah̊u (2.21) a (2.22); Limity maj́ı

být dle definice poč́ıtány v př́ıslušných normách. V bodovém smyslu jsou rovnosti
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zřejmé. Pro ověřeńı jejich platnosti např. v supremové normě pak použijeme Lagran-

geovu Větu o středńı hodnotě – užit́ı demonstrujeme hned v daľśım výpočtu. ♣

Parciálńı směrové derivace funkcionálu Φ

[∂ιΦ(ι, κ)](ι̃) =

= lim
h→0+

∫ T
0 e−rt(C(ι+ hι̃)−R(κ)) dt−

∫ T
0 e−rt(C(ι)−R(κ)) dt

h
=

= lim
h→0+

∫ T

0

e−rt(C(ι+ hι̃)− C(ι))

h
dt =

=
∫ T

0
e−rtC ′(ι)ι̃ dt (2.23)

[∂κΦ(ι, κ)](κ̃) =

= lim
h→0+

∫ T
0 e−rt(C(ι)−R(κ+ hκ̃)) dt−

∫ T
0 e−rt(C(ι)−R(κ)) dt

h
=

= lim
h→0+

∫ T

0

e−rt(−R(κ+ hκ̃) +R(κ))

h
dt =

= −
∫ T

0
e−rtR′(κ)κ̃ dt (2.24)

Poznámka 11 V posledńım kroku výpočt̊u (2.23) a (2.24) jsme zaměnili pořad́ı limity

a integrálu. Podrobný rozbor toho, kdy je to proveditelné, viz např. [6, článek 13.12.].

Ukážeme postup pouze pro (2.23) – v př́ıpadě (2.24) se pak argumentuje obdobně.

Ospravedlněńı vztahu (2.23): Jde o to ukázat, že argument integrálu pro h → 0+

konverguje a jeho absolutńı hodnota je na intervalu 〈0, T 〉 omezená konstantou. Pak

má na tomto intervalu integrovatelnou majorantu – onu konstantu – a lze použ́ıt

Lebesgueovu větu o majorizované konvergenci.

Předně tedy ukážeme4 konvergenci argumentu integrálu. Člen e−rt nezáviśı na h,

nemuśıme se j́ım tedy zabývat. Z Lagrangeovy věty o středńı hodnotě existuje pro

každou dvojici (h, t) takové θ(h,t) ∈ (0, 1) ⊂ <, že

C(ι(t) + hι̃(t))− C(ι(t))

h
= C ′(ι(t) + θ(h,t)hι̃(t)) ι̃(t) . (2.25)

Pro h→ 0+ jde pravá (a tedy i levá) strana výrazu k C ′(ι(t)) ι̃(t).

4 č́ımž učińıme zadost i Poznámce 10
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Nyńı stač́ı ukázat omezenost (2.25); Vzhledem k tomu, že nás zaj́ımá limitńı cho-

váńı pro h bĺızké nule, můžeme se omezit na h např́ıklad z intervalu (0, 1). Funkce

ι a ι̃ jsou omezené samotnou volbou prostoru, ve kterém žij́ı – viz (2.15). Zvoĺıme-li

v prostoru U např́ıklad supremovou normu5, pak

∃A ∈ <+ ∀t ∈ 〈0, T 〉 : ( |ι(t)| ≤ ‖ι‖U < A ) & ( |ι̃(t)| ≤ ‖ι̃‖U < A ) . (2.26)

Členy θ(h, t) i h z (2.25) jsou kladné, omezené jedničkou. To ale znamená, že i celý

argument funkce C ′ je v (2.25) omezený, když z trojúhelńıkové nerovnosti je

|ι(t) + θ(h,t)hι̃(t)| ≤ |ι(t)|+ |θ(h,t)hι̃(t)| < A+ 1 · 1 · A = 2A , (2.27)

Kde A je z (2.26). Z vlastnost́ı funkce C – viz (2.4) – pak v́ıme že C ′ zobrazuje

omezenou množinu opět na omezenou množinu. Z (2.4) a z (2.27) je pak

0 < C ′(ι(t) + θ(h,t)hι̃(t)) ≤ C ′(2A) (2.28)

a (2.25) je proto v absolutńı hodnotě omezen č́ıslem C ′(2A)A, a to na celém intervalu

〈0, T 〉, což plyne z volby A v (2.26).

Jsou tak splněny oba předpoklady Lebesgueovy věty o majorizované konvergenci

a záměnu limity a integrálu v (2.23) lze tedy provést. 2

Ve druhém př́ıpadě, v odvozeńı (2.24), lze pak postupovat podobně, s jednou malou

kličkou. Omezenost R′ jako funkce času lze totiž zaručit jen tak, že použijeme (2.5)

a diferenciálńı rovnici (2.8), abychom ukázali, že pro ι splňuj́ıćı (2.10) se κ(t) nemůže

na konečném intervalu 〈0, T 〉 libovolně bĺıžit nule, v ńıž může být hodnota R′(κ)

potenciálně nekonečná – podmı́nky (2.3) to nevylučuj́ı. ♣

V daľśı odstavci postupně dosad́ıme právě spočtené směrové derivace (2.19), (2.20),

(2.21), (2.22), (2.23) a (2.24) do rovnic (1.28), (1.29) a (1.30) Věty 2. Z nich pak

odvod́ıme konkrétńı podmı́nky optimality pro ř́ızeńı našeho modelu.

5otázku vhodnosti volby normy v U necháme otevřenou
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2.3.2 Dosazeńı do podmı́nek optimality

Abychom mohli dosadit do rovnic (1.28), (1.29) a (1.30), měli bychom v prvé řadě

vědět, jak vypadaj́ı multiplikátory λ a ξ, čili prvky př́ıslušných duál̊u Λ∗ a X∗ (s λ0

problém nemáme – je to prostě č́ıslo). Nám ovšem stač́ı vědět, jak se tyto chovaj́ı

v dualitách rovnic Věty 2. Multiplikátory proto nahrad́ıme dvojicemi

λ → (λ1, λ2) ∈ L1(〈0, T 〉)× L1(〈0, T 〉) (2.29)

ξ → (ξ1, ξ2) ∈ L1(〈0, T 〉)×< . (2.30)

Podmı́nka (1.31) se pak přenese na funkce λ1 a λ2 v uspořádáńı prostoru L1(〈0, T 〉),

které necht’ je shodné s uspořádáńım prostoru funkćı U a bud’ definováno tak, že

(0 ≤ λi)⇔ (∀t ∈ 〈0, T 〉 : 0 ≤ λi(t)) , (2.31)

kde nulovým prvkem 0 přirozeně chápeme nulovou funkci na intervalu 〈0, T 〉.

Poznámka 12 Proč právě prostor L1? Ten zde voĺıme proto, abychom dali jasný

smysl dualitám (viz dále). Ty jsou pak konečné a argumenty jednotlivých integrál̊u lze

zastřešit jedńım integrálem. Teorie však nezaručuje, že reprezentanti multiplikátor̊u

v L1 skutečně existuj́ı. (Zkrátka zkouš́ıme, zda je tam náhodou nenajdeme.) ♣

Prvńı podmı́nka

Vzorce (2.19), (2.21) a (2.23) dosad́ıme do (1.28). Jednotlivé členy (duality) pak vy-

padaj́ı následovně:

λ0[∂ιΦ(ι, κ)](ι̃) = λ0

∫ T

0
e−rtC ′(ι(t))ι̃(t) dt (2.32)

〈λ, [∂ιB(ι, κ)](ι̃)〉 =
∫ T

0
λ1(t)(− ˜ι(t)) dt+

∫ T

0
λ2(t)C ′(ι(t))ι̃(t) dt =

=
∫ T

0
ι̃(t)(λ2(t)C ′(ι(t))− λ1(t)) dt (2.33)

〈ξ, [∂ιΨ(ι, κ)](ι̃)〉 =
∫ T

0
ξ1(t)(−ι̃(t)) dt+ ξ2 · 0 =

= −
∫ T

0
ξ1(t)ι̃(t) dt (2.34)

a podmı́nka (1.28) tak má tvar rovnice∫ T

0
ι̃(λ0e

−rtC ′(ι) + (λ2C
′(ι)− λ1) + ξ1) dt = 0 , (2.35)

která má platit pro libovolný směr (resp. funkci) ι̃. To ovšem znamená, že

λ0e
−rtC ′(ι) + λ2C

′(ι)− λ1 + ξ1 = 0 . (2.36)
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Druhá podmı́nka

Vzorce (2.20), (2.22) a (2.24) dosad́ıme do (1.29). Jednotlivé členy jsou

λ0[∂κΦ(ι, κ)](κ̃) = −λ0

∫ T

0
e−rtR′(κ(t))κ̃(t) dt (2.37)

〈λ, [∂κB(ι, κ)](κ̃)〉 =
∫ T

0
λ1(t) · 0 dt+

∫ T

0
−λ2(t)R′(κ(t))κ̃(t) dt =

= −
∫ T

0
λ2(t)R′(κ(t))κ̃(t) dt (2.38)

〈ξ, [∂κΨ(ι, κ)](κ̃)〉 =
∫ T

0
ξ1(t)(κ̃′(t) + bκ̃(t)) dt+ ξ2κ̃(0) =

=
∫ T

0
ξ1(t)κ̃′(t) dt+

∫ T

0
ξ1(t)bκ̃(t) dt+ ξ2κ̃(0) =

p.p.
= [ξ1(t)κ̃(t)]T0 −

∫ T

0
ξ′1(t)κ̃(t) dt+

∫ T

0
ξ1(t)bκ̃(t) dt+ ξ2κ̃(0) =

=
∫ T

0
κ̃(t)(bξ1(t)− ξ′1(t)) dt+ ξ1(T )κ̃(T )− ξ1(0)κ̃(0) + ξ2κ̃(0)

(2.39)

a z podmı́nky (1.29) tak dostáváme rovnici

∫ T

0
κ̃[(ξ′1 − bξ1)−R′(κ)(λ0e

−rt + λ2)] dt −

−ξ1(T )κ̃(T ) + ξ1(0)κ̃(0)− ξ2κ̃(0) = 0 , (2.40)

která má opět platit pro libovolný směr (funkci) κ̃. Má-li platit pro všechny κ̃, pak

muśı platit také pro takové funkce κ̃, které maj́ı κ̃(0) = κ̃(T ) = 0. To znamená, že pro

všechny κ̃ (bez ohledu na jejich počátečńı či koncové hodnoty) muśı platit

∫ T

0
κ̃[(ξ′1 − bξ1)−R′(κ)(λ0e

−rt + λ2)] dt = 0 ,

což podobně jako v předchoźım př́ıpadě (1. podmı́nce optimality) vede na podmı́nku

(ξ′1 − bξ1)−R′(κ)(λ0e
−rt + λ2) = 0 ,

čili na diferenciálńı rovnici prvńıho řádu s konstantńımi koeficienty s pravou stranou

ξ′1 − bξ1 = R′(κ)(λ0e
−rt + λ2) . (2.41)

Při jej́ım splněńı se rovnice (2.40) změńı tvar na

ξ1(T )κ̃(T )− ξ1(0)κ̃(0) + ξ2κ̃(0) = 0 , (2.42)
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pro který provedeme stejnou úvahu jako o pár řádk̊u výše; Má-li vztah (2.42) platit

pro všechny κ̃, muśı platit i pro ty, které maj́ı κ̃(0) = 0, resp. κ̃(T ) = 0. Dosazeńım

jednoho, resp. druhého, do (2.42) dostaneme dvě podmı́nky:

ξ1(T ) = 0 (2.43)

ξ2 = ξ1(0) . (2.44)

Poznámka 13 Při odvozeńı vztahu (2.39) je v kroku označeném
p.p.
= použita technika

per partes. To lze pouze za předpokladu, že funkce ξ1 je po částech hladká. Žádná

taková vlastnost ξ1 ale z teorie neplyne! Nicméně, v opačném př́ıpadě podmı́nka opti-

mality (1.29) bud’ zachová integrálńı tvar, nebo ξ′1 bude znamenat derivaci ve smyslu

distribućı. Chceme-li se vyhnout potřebě pracovat s takovým objektem (a to opravdu

chceme), muśıme se k předpokladu hladkosti po částech uchýlit6. Jedná se však o velký

ústupek teorie jednodušš́ımu poč́ıtáńı (tentokrát už posledńı). ♣

Třet́ı podmı́nka

Konečně, do třet́ı podmı́nky (1.30) dosad́ıme (2.14):

〈λ,B(ι, κ)〉 =
∫ T

0
−λ1(t)ι(t) dt+

∫ T

0
λ2(t)(C(ι(t))−R(κ(t))) dt =

=
∫ T

0
λ2(t)(C(ι(t))−R(κ(t)))− λ1(t)ι(t) dt . (2.45)

Dostaneme tak př́ımo rovnici∫ T

0
λ2(C(ι)−R(κ))− λ1ι dt = 0 , (2.46)

se kterou se ale ještě nespokoj́ıme – vnitřek integrálu má totiž znaménko. Z Věty 2

jsou λ1,2 ≥ 0, což ve spojeńı s (2.10) a (2.11) znamená, že argument integrálu (2.46)

je menš́ı nebo roven 0 a rovnice tak muśı být splněna bodově, tzn.

λ2(C(ι)−R(κ))− λ1ι = 0 (2.47)

Tvar (2.47) však stále ř́ıká něco v́ıc: λ2(C(ι) − R(κ)) ≤ 0, zat́ımco λ1ι ≥ 0. To

ale znamená, že rovnice (2.47) může být splněna pouze tehdy, jsou-li oba členy rovny

nule. Z jedné rovnice tak rázem máme dvě,

λ2(C(ι)−R(κ)) = 0 (2.48)

λ1ι = 0 . (2.49)

6autoři [3] předpokládaj́ı silněji dokonce hladkost všech multiplikátor̊u na celém intervalu
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2.3.3 Rekapitulace podmı́nek

Obecné podmı́nky optimality, zavedené Větou 2 tedy porodily následuj́ıci sadu rovnic:

(2.36), (2.41), (2.43), (2.44), (2.48) a (2.49). Letmým pohledem na ně zjist́ıme, že

multiplikátor ξ2 je obsažen pouze v (2.44), a to nav́ıc tak, že je mu přǐrazeno nějaké

reálné č́ıslo. Vzhledem k tomu, že na ξ2 nejsou kladeny žádné podmı́nky, nemá vztah

(2.44) žádnou vypov́ıdaćı hodnotu. Z daľśıch úvah jej proto můžeme směle vyloučit.

Ostatńı rovnice si sepǐsme do přehledné soustavy

(i) λ0e
−rtC ′(ι) + λ2C

′(ι)− λ1 + ξ1 = 0

(ii) ξ′1 − bξ1 = R′(κ)(λ0e
−rt + λ2)

(iii) ξ1(T ) = 0

(iv) λ2(C(ι)−R(κ)) = 0

(v) λ1ι = 0 .


(2.50)

Přidejme podmı́nky ze zadáńı

κ′(t) = ι(t)− bκ(t) (2.8)

κ(0) = k0 (2.9)

0 ≤ ι(t) (2.10)

C(ι(t)) ≤ R(κ(t)) (2.11)

a daľśı předpoklady pro řešitelnost, jednak ze sekce 2.2, jednak z Poznámky 13:

κ je po částech hladká, (2.51)

ι je po částech spojitá, (2.52)

ξ1 je po částech hladké. (2.53)

Z vlastnost́ı (2.3) a (2.53) pak z rovnice (2.50.ii) zřejmě plyne

λ2 je po částech spojitá (2.54)

a z vlastnost́ı (2.4), (2.53) a (2.54) pak z rovnice (2.50.i) máme, že

λ1 je po částech spojitá. (2.55)

Z Věty 2 nav́ıc o multiplikátorech λ v́ıme

0 ≤ λ0, 0 ≤ λ1, 0 ≤ λ2, (λ0, λ1, λ2) 6= (0,0,0) . (2.56)

Všechny rovnice a podmı́nky máme pěkně pohromadě a můžeme se je pokusit vyřešit.

Tomuto snažeńı věnujeme celý zbytek kapitoly.
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2.4 Rozřešeńı podmı́nek optimality

Z Věty 2 v́ıme, že v optimu je λ0 ≥ 0. Je-li ovšem λ0 > 0, pak j́ı vyděĺıme všechny

rovnice soustavy (2.50); Vzhledem ke tvaru soustavy se t́ım pouze přeškáluj́ı ostatńı

multiplikátory, aniž by byly rovnosti porušeny, a na mı́stech, kde se p̊uvodně nacházela

λ0, se objev́ı jednička.

Hledáńı řešeńı tak lze rozdělit na dva př́ıpady, a to na λ0 = 0 a na λ0 = 1. Pře-

škálované multiplikátory ve druhém př́ıpadě označ́ıme stejně jako ty p̊uvodńı. V obou

př́ıpadech shledáme užitečným rozřešeńı diferenciálńıch rovnic (2.50.ii) a (2.8):

Diferenciálńı rovnice pro ξ1

Z diferenciálńı rovnice (ii) soustavy (2.50) si odvod́ıme vzorec pro ξ1:

ξ′1(t)− bξ1(t) = R′(κ(t))(λ0e
−rt + λ2(t)) /e−bt

e−btξ′1(t)− be−btξ1(t) = e−btR′(κ(t))(λ0e
−rt + λ2(t))

(e−btξ1(t))
′ = e−btR′(κ(t))(λ0e

−rt + λ2(t)) /
∫ T
t

e−bT ξ1(T )− e−btξ1(t) =
∫ T
t e
−bτR′(κ(τ))(λ0e

−rτ + λ2(τ)) dτ /ebt

eb(t−T )ξ1(T )− ξ1(t) =
∫ T
t e

b(t−τ)R′(κ(τ))(λ0e
−rτ + λ2(τ)) dτ

což dává pro ξ1(t) vzorec

ξ1(t) = eb(t−T )ξ1(T )−
∫ T

t
eb(t−τ)R′(κ(τ))(λ0e

−rτ + λ2(τ)) dτ. (2.57)

Diferenciálńı rovnice pro κ

Podobně jako v předchoźıch řádćıch si z (2.8) vyjádř́ıme κ:

κ′(t) + bκ(t) = ι(t) /ebt

ebtκ′(t) + bebtκ(t) = ebtι(t)

(ebtκ(t))′ = ebtι(t) /
∫ t
0

ebtκ(t)− eb.0κ(0) =
∫ t
0 e

bτ ι(τ) dτ /e−bt

κ(t)− e−btκ(0) =
∫ t
0 e

b(τ−t)ι(τ) dτ

což dává pro κ(t) vzorec

κ(t) = e−btκ(0) +
∫ t

0
eb(τ−t)ι(τ) dτ (2.58)
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Z něj se pak snadno nahlédne, že za předpokladu (2.5) je okamžitě také

κ(t) ≥ e−btκ(0) > 0, t ∈ 〈0, T 〉 , (2.59)

nebot’ prvńı sč́ıtanec (2.58) je vždy kladný, a druhý sč́ıtanec je vždy nezáporný, jak

plyne z podmı́nky (2.10). Pro funkci R to pak d́ıky jej́ım vlastnostem (2.3) automaticky

znamená, že také

R(κ(t)) > 0, t ∈ 〈0, T 〉 . (2.60)

Z informaćı (2.3), (2.4), (2.52) a (2.60) se pak nab́ıźı možnost zkoumat zvlášt’

intervaly, na kterých nastává jedna ze tř́ı možnost́ı

0 = C(ι(t)) < R(κ(t)) (2.61)

0 < C(ι(t)) = R(κ(t)) (2.62)

0 < C(ι(t)) < R(κ(t)) , (2.63)

přičemž vlastnosti (2.4) implikuj́ı ι(t) = 0 pro prvńı z možnost́ı a ι(t) > 0 pro zbylé

dvě. Zkoumaných interval̊u je pak konečně mnoho – opět to plyne z vlastnost́ı (2.3),

(2.4), (2.51) a (2.52). A ted’ už k samotnému rozboru př́ıpad̊u λ0.

2.4.1 Př́ıpad λ0 = 0

Soustava (2.50) bude mı́t pro λ0 = 0 tvar

(i) λ2C
′(ι)− λ1 + ξ1 = 0

(ii) ξ′1 − bξ1 = R′(κ)λ2

(iii) ξ1(T ) = 0

(iv) λ2(C(ι)−R(κ)) = 0

(v) λ1ι = 0 .


(2.500)

Jednotlivé možnosti (2.61), (2.62) a (2.63) nejprve zkoumejme na posledńım in-

tervalu. Je-li interval̊u n, označme si jej In.

Necht’ na intervalu In je 0 = C(ι) < R(κ)

. . . tzn. předpokládáme (2.61). Pak z vlastnost́ı (2.4) funkce C je na tomto intervalu

ι(t) = 0 a rovnice (2.500.v) je triviálně splněna pro libovolnou λ1. Z rovnice (2.500.iv)

24



a z předpokladu (2.61) je pak

λ2(t) = 0, t ∈ In . (2.64)

Dosad́ıme tedy λ2 = 0 do rovnice (2.500.ii), nebo alternativně7 do (2.57). Při použit́ı

terminálńı podmı́nky (2.500.iii) tak pro ξ1 dostáváme, že

ξ1(t) = 0, t ∈ In . (2.65)

Dosazeńım předchoźıch dvou multiplikátor̊u do rovnice (2.500.i) pak ovšem máme i

λ1(t) = 0, t ∈ In . (2.66)

Na intervalu In je tedy

λ0 = λ1(t) = λ2(t) = ξ1(t) = 0, t ∈ In . (2.67)

Necht’ na intervalu In je 0 < C(ι) = R(κ)

. . . tzn. předpokládáme (2.62). Rovnice (2.500.iv) je pak triviálně splněna pro libovol-

nou λ2. Z vlastnost́ı (2.4) funkce C je na tomto intervalu ι(t) > 0, tedy i C ′(ι) > 0,

a z rovnice (2.500.v) plyne

λ1(t) = 0, t ∈ In . (2.68)

Po dosazeńı do λ1 = 0 do prvńı rovnice soustavy dostaneme rovnici

λ2(t)C
′(ι(t)) = −ξ1(t), t ∈ In , (2.69)

do které dosad́ıme vztah (2.57) spolu s terminálńı podmı́nkou (2.500.iii). Dostaneme

λ2(t)C
′(ι(t)) =

∫ T

t
eb(t−τ)R′(κ(τ))λ2(τ) dτ, t ∈ In . (2.70)

Poznámka 14 Kroky, které budou následovat, maj́ı za ćıl jediné: převést rovnici

(2.70) do tvaru odpov́ıdaj́ıćımu Gronwallově nerovnosti z teorie obyčejných diferen-

ciálńıch rovnic ve zněńı, v jakém je uvedena např́ıklad v [1, Corollary 2.1.3 ].Tu pak

použijeme pro omezeńı r̊ustu funkce λ2. ♣

7spolu s λ0 = 0
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Funkce C má inverzńı funkci, která je rostoućı a kladná na <+ – vše opět elemen-

tárně plyne z vlastnost́ı (2.4). Je tedy

ι(t) = [C−1 ◦R](κ(t)), t ∈ In . (2.71)

Nejmenš́ı teoretická hodnota, jaké by ι(t) mohlo nabýt, se pak urč́ı z nejmenš́ı teore-

tické hodnoty κ(t) – ta je dána ze vztahu (2.59) hodnotou k0e
−bT . Dosazeńım této

konstanty do vzorce (2.71) je proto

0 < A ≡ [C−1 ◦R](k0e
−bT ) ≤ ι(t), t ∈ In . (2.72)

Funkce C ′ je rostoućı a kladná na <+ – vše opět př́ımo z (2.4). Je proto také

0 < A0 ≡ C ′(A) ≤ C ′(ι(t)), t ∈ In , (2.73)

kde A je z předchoźıho vztahu. Rovnici (2.70) si tak za použit́ı právě definovaného A0

můžeme přepsat na nerovnost

λ2(t)A0 ≤
∫ T

t
eb(t−τ)R′(κ(τ))λ2(τ) dτ, t ∈ In , (2.74)

kterou dále uprav́ıme na tvar

λ2(t)e
−bt ≤

∫ T

t
A−1

0 R′(κ(τ))λ2(τ)e−bτ dτ, t ∈ In . (2.75)

Tento tvar už má všechny znaky Gronwallovy nerovnosti, ze které plyne, že

λ2(t)e
−bt = 0, t ∈ In . (2.76)

To ale znamená, že i

λ2(t) = 0, t ∈ In . (2.77)

Dosazeńım λ2 = 0 do vztahu (2.69) je pak také

ξ1(t) = 0, t ∈ In . (2.78)

Na intervalu In tak opět plat́ı (2.67) – všechny multiplikátory jsou na něm nulové.

Vyšetř́ıme ještě posledńı možnost . . .
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Necht’ na intervalu In je 0 < C(ι) < R(κ)

. . . tzn. předpokládáme (2.63). Pak z vlastnost́ı (2.4) funkce C je na tomto intervalu

ι(t) > 0 a z rovnice (2.500.v) je pak

λ1(t) = 0, t ∈ In . (2.79)

Z (2.63) a rovnice (2.500.iv) je pak také

λ2(t) = 0, t ∈ In . (2.80)

Dosazeńım obou do prvńı rovnice soustavy (2.500.i) je ovšem i

ξ1(t) = 0, t ∈ In . (2.81)

Všechny multiplikátory jsou tedy na In nulové, stejně jako v př́ıpadě (2.67).

Rozborem př́ıpad̊u jsme zjistili, že je-li λ0 = 0, pak na posledńım intervalu jsou pro

každou z možnost́ı (2.61), (2.62) a (2.63) hodnoty všech multiplikátor̊u nulové, tzn.

plat́ı (2.67).

Terminálńı podmı́nka ξ1(tn) = 0 se tak přesouvá do času tn−1; rovnici (2.500.iii)

proto můžeme nahradit podmı́nkou

ξ1(tn−1) = 0

(a mez T = tn ve vztahu (2.57) nahrad́ıme meźı tn−1).

Celý postup pak můžeme opakovat. Interval̊u je konečný počet n. Po n kroćıch, kdy

postupně nulujeme multiplikátory, tedy dosṕıváme k závěru, že tyto jsou nulové na

celém intervalu 〈0, T 〉 a funkce λ1 a λ2 odpov́ıdaj́ı nulovému prvku daného prostoru,

přičemž λ0 = 0 z předpokladu. To je však v rozporu s tvrzeńım Věty 2. Z předpokladu

λ0 = 0 jsme tak dospěli ke sporu.

Nezbývá než konstatovat, že v uvažovaném modelu je λ0 nenulová a přej́ıt ke zkou-

máńı př́ıpadu, kdy λ0 = 1.
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2.4.2 Př́ıpad λ0 = 1

Stejně jako v předchoźım př́ıpadě, napǐsme si tvar soustavy (2.50) pro λ0 = 1:

(i) e−rtC ′(ι) + λ2C
′(ι)− λ1 + ξ1 = 0

(ii) ξ′1 − bξ1 = R′(κ)(e−rt + λ2)

(iii) ξ1(T ) = 0

(iv) λ2(C(ι)−R(κ)) = 0

(v) λ1ι = 0 .


(2.501)

a stejně jako v předchoźım př́ıpadě budeme zkoumat, jak vypadá řešeńı této soustavy

na intervalech (2.61) – (2.63).

Ještě předt́ım si ale všimneme, jakou dodatečnou informaci nám ted’ poskytuje vztah

(2.57). Je-li totiž λ0 = 1, pak

ξ1(t) = eb(t−T )ξ1(T )−
∫ T

t
eb(t−τ)R′(κ(τ))(e−rτ + λ2(τ)) dτ. (2.82)

Prvńı člen pravé strany v (2.82) je d́ıky terminálńı podmı́nce (2.501.iii) nulový, zat́ımco

argument integrálu je ostře větš́ı než nula, což plyne z (2.56) (resp. z Věty 2) a z vlast-

nost́ı (2.3) funkce R. Hodnota integrálu je proto na intervalech nenulové délky také

kladná. To ovšem znamená, že

ξ1(t) < 0, t ∈ 〈0, T ) . (2.83)

A ted’ už k jednotlivým možnostem.

Necht’ na intervalu Ik je 0 = C(ι) < R(κ)

. . . tzn. předpokládáme (2.61). Pak z vlastnost́ı (2.4) funkce C je na tomto intervalu

ι(t) = 0 a rovnice (2.501.v) je triviálně splněna pro libovolnou λ1. Z rovnice (2.501.iv)

a z předpokladu (2.61) je pak

λ2(t) = 0, t ∈ Ik . (2.84)

Dosazeńım λ2 = 0 do rovnice (2.501.i) źıskáme vztah ξ1 a λ1:

ξ1(t) = λ1(t)− e−rtC ′(0), t ∈ Ik (2.85)
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a jelikož podle Věty 2 je 0 ≤ λ1(t), pak s použit́ım poznatku (2.83) můžeme ξ1 uzavř́ıt

do hranic

−e−rtC ′(0) ≤ ξ1(t) < 0, t ∈ Ik . (2.86)

Zároveň pro něj muśı platit vztah upravený (2.82) s λ2 = 0

ξ1(t) = eb(t−tk)ξ1(tk)−
∫ tk

t
eb(t−τ)R′(κ(τ))e−rτ dτ, t ∈ Ik , (2.87)

v němž jsme mez T nahradili8 koncovým bodem tk intervalu Ik.

Poznámka 15 Na tomto mı́stě si můžeme všimnout zaj́ımavého postřehu: Budeme-li

na chv́ıli uvažovat takovou nákladovou funkci C, pro ńıž je C ′(0) = 0, pak ξ1, které by

splňovalo podmı́nku (2.86) neexistuje, což zcela vylučuje možnost na nějakém intervalu

neinvestovat. To dobře koresponduje se situaćı, kdy mezńı př́ıjem z investice (skrze jej́ı

př́ıspěvek k celkovému kapitálu) převyšuje jej́ı mezńı náklady. Když C ′(0) = 0, pak se

investovat – byt’ by to mělo být málo – vyplat́ı vždy. ♣

Bude-li Ik = In koncovým intervalem, pak tk = tn = T a d́ıky podmı́nce (iii)

soustavy (2.501) bude mı́t vztah (2.87) tvar

ξ1(t) = −
∫ T

t
eb(t−τ)R′(κ(τ))e−rτ dτ, t ∈ In , (2.88)

což se má ale rovnat také pravé straně (2.85), takže

λ1(t) = e−rtC ′(0)−
∫ T

t
eb(t−τ)R′(κ(τ))e−rτ dτ, t ∈ In . (2.89)

Vı́me, že 0 ≤ λ1(t) z Věty 2, proto je i

0 ≤ e−rtC ′(0)−
∫ T

t
eb(t−τ)R′(κ(τ))e−rτ dτ, t ∈ In , (2.90)

což si zaṕı̌seme ve tvaru∫ T

t
e(b+r)(t−τ)R′(κ(τ)) dτ ≤ C ′(0), t ∈ In . (2.91)

Źıskali jsme tak daľśı testovaćı podmı́nku, s ńıž můžeme testovat taková ř́ızeńı,

která na nějakém koncovém intervalu In splňuj́ı předpoklad (2.61). Zároveň s t́ım si

na ńı můžeme ověřit platnost závěr̊u Poznámky 15; pro C ′(0) = 0 muśı totiž interval,

přes který v (2.91) integrujeme, mı́t nulovou délku.

8 neńı-li totiž Ik posledńım intervalem, pak v integrálu z (2.82) neńı nutně všude λ2 = 0
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Necht’ na intervalu Ik je 0 < C(ι) = R(κ)

. . . tzn. plat́ı (2.62) a rovnice (2.501.iv) je triviálně splněna pro libovolnou λ2. Z vlast-

nost́ı (2.4) funkce C je pak na tomto intervalu ι(t) > 0 a z rovnice (2.501.v) je

λ1(t) = 0, t ∈ Ik . (2.92)

Dosazeńım λ1 = 0 do rovnice (2.501.i) źıskáme rovnici

C ′(ι(t))(e−rt + λ2(t)) + ξ1(t) = 0, t ∈ Ik , (2.93)

jej́ıž úpravou dostaneme vztah

0 ≤ λ2(t) = − ξ1(t)

C ′(ι(t))
− e−rt, t ∈ Ik , (2.94)

který za λ2 dosad́ıme do rovnice (2.501.ii). Je pak

ξ′1(t)− bξ1(t) = −R′(κ(t))
ξ1(t)

C ′(ι(t))
, t ∈ Ik , (2.95)

čili po úpravě

ξ′1(t) = ξ1(t)

(
b− R′(κ(t))

C ′(ι(t))

)
, t ∈ Ik . (2.96)

Poznámka 16 Z (2.3) a (2.4) plyne: funkce C má inverzńı funkci, každá z funkćı R,

C a C−1 je spojitá, rostoućı, kladná na <+ a jej́ı hodnota v nule je nula9. Ř́ızeńı ι si

pak na intervalech typu (2.62) s jejich pomoćı můžeme snadno vyjádřit jako funkci κ;

ι(t) = (C−1 ◦R)(κ(t)), t ∈ Ik (2.97)

a ve všech vztaźıch výše je tak možné nahradit C ′(ι(t)) výrazem

C ′(ι(t)) = (C ′ ◦ C−1 ◦R)(κ(t)), t ∈ Ik . (2.98)

Źıskáme tak pro multiplikátory vztahy, v nichž už nevystupuje funkce ι. ♣

Pro konkrétńı funkce R a C by tak měla být diferenciálńı rovnice (2.96) v zásadě

řešitelná. Známe-li pak hodnotu ξ1(t) v nějakém krajńım bodě Ik (źıskáme ji třeba

z hranice sousedńıho intervalu), můžeme pro dané ř́ızeńı vyč́ıslit multiplikátorovou

funkci ξ1 na celém intervalu Ik a testovat ji podmı́nkou (2.94).

9tytéž vlastnosti pak plat́ı i pro libovolné složeńı takových funkćı
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Poznámka 17 Všimněme si dodatečné informace, kterou skrývá nerovnost (2.94). Ta

vylučuje, aby koncový interval In byl typu (2.62). V čase T (přesněji, v časech t limitně

se bĺıž́ıćıch k času T ) by podle ńı totiž muselo být10

0 = ξ1(T ) ≤ −e−rTC ′(ι) < 0 ,

kde posledńı nerovńıtko plyne z vlastnost́ı (2.98) společně s (2.59). ♣

Necht’ na intervalu Ik je 0 < C(ι) < R(κ)

. . . tzn. plat́ı (2.63). Pak z rovnice (2.501.iv), resp. z rovnice (2.501.v), je

λ1(t) = λ2(t) = 0, t ∈ Ik . (2.99)

Dosazeńım λ1 = λ2 = 0 do rovnice (2.501.i) a připsáńım (2.83) pak bude

0 > ξ1(t) = −e−rtC ′(ι(t)), t ∈ Ik . (2.100)

Za ξ1 dosad́ıme11 upravený vztah (2.82), v němž integračńı mez T nahrad́ıme integračńı

meźı tk (viz poznámka pod čarou č. 8 na straně 29). Potom

−e−rtC ′(ι(t)) = eb(t−tk)ξ1(tk)−
∫ tk

t
eb(t−τ)R′(κ(τ))e−rτ dτ, t ∈ Ik , (2.101)

což po jednoduché úpravě – při použit́ı inverzńı funkce k C ′ – dává rovnici

ι(t) = [C ′]−1
(
−e(r+b)t−btkξ1(tk) +

∫ tk

t
e(r+b)(t−τ)R′(κ(τ)) dτ

)
, t ∈ Ik . (2.102)

Do ńı si za ξ1(tk) dosad́ıme ze vztahu (2.100). Na intervalech typu (2.62) pak bude

ι(t) = [C ′]−1
(
e(r+b)(t−tk)C ′(ι(tk)) +

∫ tk

t
e(r+b)(t−τ)R′(κ(τ)) dτ

)
, t ∈ Ik . (2.103)

Muśıme však mı́t možnost procházet v integrálu hodnoty R′ od koncového bodu Ik.

Poznámka 18 Posledńı vztah můžeme přepsat do tvaru s dolńı meźı intervalu na

ι(t) = [C ′]−1

(
e(r+b)(t−tk−1)C ′(ι(tk−1))−

∫ t

tk−1

e(r+b)(t−τ)R′(κ(τ)) dτ

)
, t ∈ Ik ,

(2.103′)

který se naopak bude hodit, budeme-li cht́ıt hodnoty ř́ızeńı určovat z minulosti, tedy

souhlasně s t́ım jak plyne čas. (Jaký směr času volit, zmı́ńıme ve shrnut́ı.) ♣
10mı́sto limt→T ξ1(t) ṕı̌seme rovnou terminálńı podmı́nku (2.501.iii)
11společně s λ2 = 0

31



Poznámka 19 Alternativně lze ř́ızeńı ι vyjádřit i jinak. Už od Poznámky 13 před-

pokládáme (2.53), tzn. ξ1 je po částech hladká funkce. Pronásobená hladkou funkćı je

opět po částech hladká. Ze vztahu (2.100) pak proto plyne, že – skrze hladkost funkce

C ′ – je i ř́ızeńı ι po částech hladké na intervalech typu (2.63). Můžeme jej proto na Ik

derivovat12. Nejprve tedy zderivujme rovnici (2.100) – dostaneme:

ξ′1(t) = re−rtC ′(ι(t))− e−rtC ′′(ι(t))ι′(t), t ∈ Ik , (2.104)

tuto derivaci ξ′1 pak společně s ξ1 z (2.100) dosad’me do rovnice (2.501.ii) soustavy.

Můžeme pak odvozovat;

re−rtC ′(ι)− e−rtC ′′(ι)ι′(t) + be−rtC ′(ι) = R′(κ)e−rt /ert

rC ′(ι)− C ′′(ι)ι′(t) + bC ′(ι) = R′(κ)

C ′(ι)(r + b)− C ′′(ι)ι′(t) = R′(κ)

č́ımž dosṕıváme k rovnici

ι′(t) =
C ′(ι(t))(r + b)−R′(κ(t))

C ′′(ι(t))
. (2.105)

Tuto rovnici bychom ostatně dostali i derivaćı podle času vztahu (2.103). Tvar (2.105)

je však jednodušš́ı (pro některé typy funkćı C a R se např́ıklad lépe hod́ı pro numer-

ickou realizaci úlohy). ♣

Je-li ι(t) > 0, jak předpokládáme v (2.63), pak nerovnost (2.100) plat́ı vždy, což

plyne z vlastnost́ı funkce C. Ostatńı multiplikátory máme nulové. Jak tedy testovat

optimalitu ř́ızeńı na Ik typu (2.63)?

Ř́ızeńı se může pohybovat jen po trajektorii určené vztahem (2.103), resp. diferen-

ciálńı rovnićı (2.105). Stač́ı tedy testovat, zda jej tato rovnice v nějakém čase nevyvede

až na dolńı či horńı hranici investic, nebo dokonce za ně. Testujeme jej tedy na platnost

samotného předpokladu (2.63).

Poznámka 20 Opět si všimněme př́ımého d̊usledku (2.100) a právě uvedeného pro

ř́ızeńı na posledńım intervalu In. Je-li totiž In typu (2.63), pak limita optimálńıho ř́ızeńı

v koncovém čase tn = T muśı být rovna nule, aby byla splněna terminálńı podmı́nka

(2.501.iii). Do této hodnoty, tzn. ι(tn) = 0, se tedy ř́ızeńı muśı trefit z bodu ι(tn−1)
13

po trajektorii určené vztahem (2.103), resp. diferenciálńı rovnićı (2.105). ♣

12skoro všude
13přesněji, z nějakého bodu ι(tn−1 + ε), kde ε je kladné, bĺızké nule
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2.4.3 Shrnut́ı výsledk̊u

Předně, rozborem jednotlivých př́ıpad̊u pro (2.61), (2.62) a (2.63) jsme z předpokladu

λ0 = 0 dospěli ke sporu s Větou 2. Jinými slovy: má-li model nějaké optimálńı14

ř́ızeńı
?
ι, zcela jistě zohledňuje hodnotu maximalizovaného (resp. minimalizovaného)

funkcionálu. Pro model to znamená, že je smysluplný a úlohu má tedy smysl řešit.

Dále jsme tedy pracovali s λ0 = 1. Rozborem jednotlivých typ̊u interval̊u (2.61),

(2.62) a (2.63) jsme odvodili řadu vztah̊u, z nichž některým věnujeme – pro jejich

praktickou využitelnost – větš́ı pozornost. To proto, že jimi lze nějaké uvažované ř́ızeńı

relativně efektivně otestovat a př́ıpadně t́ım vyloučit jeho optimalitu. V textu se na

ně odvoláváme jako na testovaćı podmı́nky.

Nulové investice: 0 = C(ι) < R(κ)

Pro interval typu (2.61), tzn. interval, na kterém se neinvestuje, jsme uzavřeli mul-

tiplikátor ξ1 do hranic (2.86). Můžeme jej tedy zpětně pr̊uběžně vyč́ıslovat od kon-

cového bodu15 intervalu vztahem (2.87) a testovat podmı́nkou (2.86), kterou jsme pro

př́ıpad koncového intervalu upravili do tvaru (2.91). Speciálně jsme uvažovali takové

nákladové funkce C, které maj́ı C ′(0) = 016. Pro ně se podařilo možnost nulových

investic vyloučit – viz Poznámka 15.

Maximálńı investice: 0 < C(ι) = R(κ)

Pro intervaly typu (2.62) jsou investice maximálńı a jejich výši lze snadno určit

z mnoštv́ı kapitálu pomoćı R a inverze k C. Jak vypadaj́ı multiplikátory, nev́ıme

přesně. Je to dáno typem diferenciálńı rovnice (2.96) pro ξ1, jej́ıž řešeńı je silně

závislé na konkrétńım tvaru funkćı R a C (např. pro numerickou aplikaci je však

jej́ı tvar naopak velmi vhodný). Z ńı źıskané ξ1 se pak na daném intervalu testuje pod-

mı́nkou (2.94). Maximálńı investice se podařilo vyloučit na koncovém intervalu – viz

Poznámka 17. Jednoduchou úvahou ostatně dospějeme k témuž závěru; při maximál-

ńıch investićıch se totiž negeneruje žádný okamžitý zisk – neinvestováńım na posledńım

intervalu proto jistě doćıĺıme lepš́ıho výsledku maximalizovaného funkcionálu.

14ve smyslu hledáńı extrému
15koncového proto, že pro ξ1 máme terminálńı podmı́nku z rovnice (2.501.iii)
16tzn. minimálńı mezńı náklady na investici jsou nulové
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Středńı cesta: 0 < C(ι) < R(κ)

V př́ıpadě posledńıho typu intervalu (2.63), tzn. investuje se ostře v meźıch předchoźıch

dvou př́ıpad̊u, je dráha investic stanovena vztahem (2.103), resp. diferenciálńı rovnićı

(2.105). Stač́ı pak kontrolovat, zda tato dráha nevyvád́ı investice v nějakém čase mimo

hranice předpokladu (2.63). Je-li daný interval koncový, pak se tato dráha muśı nav́ıc

v koncovém čase T trefit do nuly – viz Poznámka 20.

Posledńı interval In

Nejv́ıce informaćı máme o posledńım intervalu; v něm se bud’ neinvestuje v̊ubec, nebo

se investuje po dráze konč́ıćı v nule, která je určená rovnićı (2.105), jak bylo popsáno.

Je-li nav́ıc pro konkrétńı funkci C ′(0) = 0, pak podmı́nky optimality nedovoluj́ı

neinvestovat a posledńı popsaná možnost – středńı cesta – je tak jediná možná. Dı́ky

tomu pak źıskáme hodnotu ξ1(tn−1) v krajńım bodě intervalu ze vztahu (2.100); ta

se použije pro napojeńı předchoźıho intervalu, ve kterém – jak už v́ıme – muśı být

investice maximálńı (samozřejme za předpokladu, že intervaly jsou alespoň dva).

Naopak pro C ′(0) > 0 (tzn. když minimálńı mezńı náklady jsou kladné) muśı být

posledńı interval typu (2.61), čili interval s nulovými investicemi. Nerovnost (2.100)

a terminálńı podmı́nka (2.501.iii) totiž zjevně nemohou platit současně.

Jak postupovat při testováńı optimality

Předně je dobré si připomenout, že podmı́nky otpimality, tak jak byly zavedeny v teo-

retické části, jsou podmı́nkami nutnými. Z toho pak vyplv́á i jejich použit́ı. Máme-li

tedy nějaké konkrétńı ř́ızeńı, umožňuj́ı pouze ověřit, zda by mohlo být optimálńım.

Jako prostředek slouž́ı často hodnoty multiplikátor̊u, které jsme omezili testovaćımi

podmı́nkami výše.

Pro určeńı směru testováńı je kĺıčový multiplikátor ξ1. Pro něj máme terminálńı

hodnotu v čase T , podmı́nku (2.501.iii). Při testováńı tedy muśıme postupovat odzadu.

Ř́ızeńı se rozděĺı na intervaly odpov́ıdaj́ıćı př́ıpad̊um (2.61) až (2.63) a v těchto inter-

valech se pak odzadu postupně provád́ı testováńı optimality zp̊usobem popsaným

v předchoźıch odstavćıch. Přitom je třeba kontrolovat, zda je přechod multiplikátoru

ξ1 z jednoho intervalu do druhého spojitý.
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Závěrem

Práce poskytuje náhled do obecné teorie optimálńıho ř́ızeńı. V úvodńı části zavád́ı

pojmový aparát, d́ıky němuž formuluje pro aplikaci jednu z nejd̊uležitěǰśıch část́ı

této teorie – podmı́nky optimality. Ty formuluje jako nutné podmı́nky. Práce se už

nezabývá t́ım, kdy jsou podmı́nky optimality zároveň postačuj́ıćımi. Taktéž nechává

stranou tzv. existenčńı věty, tzn. podmı́nky, za kterých má úloha řešeńı. Podmı́nky

optimality jsou však formulovány tak, aby jejich použit́ı bylo v podstatě univerzálńı.

V daľśı části je pak věnována pozornost mikroekonomickému modelu firmy, která

využ́ıvá toku svých př́ıjmů k okamžitým investićım do svého kapitálu. Pro tento model

jsou odvozeny podmı́nky optimality. V zájmu jednodušš́ıho poč́ıtáńı a konkrétněǰśıch

výsledk̊u se však od rigoróznosti teorie upoušt́ı ve dvou bodech; Za prvé, multiplikátory

se nehledaj́ı v duálu podle Věty 2, ale hledaj́ı se mezi nějakými jejich reprezentaty

v prostoru integrovatelných funkćı. Chce se t́ım dát dobrý smysl vyjádřeńı dualit,

jejichž hodnoty jsou pak omezené. Druhým úkrokem je pak předpoklad po částech

hladkosti multiplikátoru ξ1. Tento se zavád́ı proto, aby symbol ξ′1 znamenal běžnou

derivaci, nikoliv derivaci ve smyslu distribućı.

Dosṕıváme tak k téměř shodným podmı́nkám, jako použ́ıvaj́ı autoři knihy [3], s t́ım

rozd́ılem, že na multiplikátory neklademe tak silné předpoklady. Nav́ıc je jasně vidět,

odkud se tyto předpoklady vzaly v souvislosti s praktickým poč́ıtáńım. Nejsou tedy

př́ımým d̊usledkem teorie, jak by se mohlo zdát.

Podmı́nky optimality jsou pro model částečně rozřešeny. Podařilo se ukázat, že

optimálńı ř́ızeńı modelu sestává maximálně ze tř́ı typ̊u interval̊u. Jsou to intervaly,

kde jsou investice bud’to nulové, tzn.

ι(t) = 0, t ∈ Ik
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nebo maximálńı – tj. odvozené z aktuálńıch př́ıjmů aktuálńıho stavu kapitálu vztahem

ι(t) = (C−1 ◦R)(κ(t)), t ∈ Ik , (2.97)

a nebo posledńı možnost́ı jsou pak intervaly, v nichž je ř́ızeńı určeno diferenciálńı

rovnićı

ι′(t) =
C ′(ι(t))(r + b)−R′(κ(t))

C ′′(ι(t))
, t ∈ Ik . (2.105)

Všechny možnosti jsou podrobněji rozebrány v odd́ılu 2.4.3. Tamtéž jsou shrnuta do-

poručeńı pro praktickou realizaci testováńı optimality nějakého předem daného ř́ızeńı.

Ačkoliv nejsou podmı́nky optimality rozřešeny do podoby, z ńıž by bylo možné určit op-

timálńı ř́ızeńı př́ımo, maj́ı velký význam např. pro numerickou realizaci úlohy; značně

omezuj́ı parametrický prostor, v němž je třeba hledat řešeńı. Pro komplikovaněǰśı

problémy tak mohou představovat signifikantńı úsporu výpočetńıho času.

Přirozeným rozš́ı̌reńım teoretické části zde prezentované by jistě bylo začleněńı ex-

istenčńıch vět a formulace podmı́nek optimality jako postačuj́ıćıch podmı́nek. Větš́ı

pozornost by si pak zasloužilo studium duálńıch prostor̊u, v nichž žij́ı multiplikátory.

Ty se totiž ukazuj́ı být největš́ı boĺıstkou a v podstatě jediným zdrojem nerigoróznosti

při snaze o jednoduchou aplikaci teorie. Zjednodušeně řečeno; v č́ım pěkněǰśım pro-

storu hledáme ř́ızeńı, v o to nepěkněǰśıch prostorech, jakožto duálńıch prostorech, žij́ı

multiplikátory.

Jako ideálńı kompromis se v tomto ohledu jev́ı prostor funkćı L2, jehož duál je opět

prostor funkćı L2. I přes tuto symetrii však hroźı reálná možnost, že nalezené optimum

v tomto prostoru by vykazovalo silnou nespojitost, nebo by jen nebylo dostatečně

hladké a nedovolovalo by uchopit problém ani numericky. To jsou však již témata

překračuj́ıćı zamýšlený záběr této bakalářské práce.
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