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Abstrakt

Bakalárska práca sa zaoberá problematikou modelovania ekonomi-
ckých procesov pomocou diferen£ných rovníc prvého rádu. Skúma výskyt
moºného komplikovaného správania, známeho pod pojmom chaos.

V prvej kapitole je vyloºený matematický aparát, pomocou ktorého
je presne vymedzený pojem chaotického správania. Nasleduje tvrdenie
ur£ujúce jednoduchú posta£ujúcu podmienku pre chaotickos´. Jej dôkaz
odha©uje, ako chaos vzniká.

V druhej kapitole je skon²truovaný modi�kovaný Cobwebov model,
ktorý popisuje ve©kos´ produkcie �rmy v £ase. Konkrétne rozoberá situá-
ciu, ke¤ �rma nevie, aká bude predajná cena v aktuálnom období.
Disponuje iba informáciou o cene z predchádzajúceho obdobia. Na tomto
modeli sú demon²trované výsledky z prvej kapitoly.

Abstract

This bachelor`s thesis concerns with the issue of modelling economic
processes using di�erence equations of the �rst order. It investigates
the occurrence of a possible complicated behaviour, generally known as
chaos.

The �rst section explains the mathematical apparatus, which exactly
de�nes the term chaotic behaviour. Statement that determines a simple
su�cient condition for chaotic behaviour follows. Its proof reveals the
emergence of chaos.

In the second section, there is constructed a modi�ed cobweb model,
which describes �rm's volume of production in time. Speci�cally, it dis-
cusses the situation, when the �rm has no information about the price in
the current period. The �rm has at its disposal only information about
the price from the previous period. The results from the �rst section are
demonstrated on this model.
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1

Úvod

Odhalenie prí£in zmien ekonomických veli£ín v £ase nám pomáha
lep²ie porozumie´ reálnej ekonomike a zlep²uje na²u schopnos´ predikcie
¤al²ieho vývoja ekonomiky. �asový vývoj veli£ín modelujeme pomocou
takzvaných dynamických modelov, ktoré vyuºívajú matematický aparát
diferen£ných a diferenciálnych rovníc.

Najtypickej²ím príkladom je skúmanie procesu prispôsobovania. Pred-
stavme si, ºe v ekonomike existuje rovnováºny stav, kedy sú v²etky
veli£iny nemenné. Nás zaujíma, ako sa bude vyvíja´ celý systém, ak
sa teraz nachádza mimo rovnováºny stav. Skúmame, £i sa po istom £ase
vráti do rovnováºneho stavu, alebo £i sa aspo¬ s rastúcim £asom k to-
muto stavu pribliºuje. Ukazuje sa, ºe ak je vývoj ur£ený nelineárnymi
rovnicami, moºe by´ rovnováºny stav ve©mi nestabilný a pri sebemen²om
vychýlení sa celý systém za£ne správa´ komplikovane. Bu¤ cyklicky s
vysokou periódou alebo úplne neperiodicky. Tento fenomén sa nazýva
chaos. Pritom v ekonómii je celý rad problémov, kde si s modelovaním
pomocou lineárnych funkcionálnych rovníc nevysta£íme.

V prípade, ke¤ £as vnímame ako spojitú veli£inu, modeluje vývoj
pomocou diferenciálnych rovníc. Av²ak potom je k vzniku chaotického
správania nutné, aby systém obsahoval aspo¬ tri veli£iny. To znamená, ºe
systém je popísaný pomocou sústavy aspo¬ troch diferenciálnych rovníc.
Naopak, ak pouºijeme diferen£né rovnice, teda ke¤ £as vnímame ako
diskrétnu veli£inu, môºe sa fenomén chaotického správania objavi´ uº
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prípade ak systém obsahuje jednu veli£inu. Práve týmto druhým prí-
padom sa budeme zaobera´.

Zna£nú £as´ prvej kapitoly sa budeme venova´ presnému zavedeniu
pojmu chaotického správania. �alej uvedieme vetu z £lánku [3], ho-
voriacu o posta£ujúcej podmienke pre výskyt chaosu. Jej dôkaz nám
umoºní bliº²ie nahliadnu´ ako chaos vzniká.

V druhej kapitole skon²trujeme modi�kovaný Cobwebov model �rmy.
Na tomto modeli demon²trujeme výsledky z prvej kapitoly.
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2

Pojem chaosu a chaotického
správania

2.1 Diferen£né rovnice prvého rádu

Budeme sa zaobera´ modelmi s diskrétnym £asom. �as teda vnímame
nie kontinuálne ale v izolovaných bodoch, násobkoch nejakej £asovej
jednotky. Navy²e sa obmedzíme na situáciu, ke¤ je modelovaný proces
charakterizovaný v danom £asovom okamihu jediným £íslom.

De�nícia 2.1.1 (systém)
Nech je daný interval D ⊂ R a funkcia θ : D → D. Potom diferen£-

nou rovnicou prvého rádu rozumieme rovnicu v tvare

xt+1 = θ(xt), xt ∈ D, t ∈ N,

kde neznámou je postupnos´ {xt}. Mnoºinu D nazývame obor prípust-

ných hodnôt a dvojicu (θ, D) nazývame systém.

Koncept systému nám umoº¬uje modelova´ najrozli£nej²ie procesy
majúce podobu £asového radu. Pre ilustráciu uve¤me jednoduchý prí-
klad, ktorý je sformalizovaním Malthusových úvah o popula£nom raste.
Oborom prípustných hodnôt je interval [0,∞], pretoºe záporná pop-
ulácia nemá praktický zmysel. Riadiaca funkcia θ prira¤uje kaºdému
y ∈ [0,∞] hodnotu (1+r) y, kde parameter 0 < r < 1 vyjadruje rozdiel
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miery pôrodnosti a miery úmrtnosti povedzme za rok. Ná² model potom
popisuje vývoj ve©kosti populácie v £ase.

Ak sa systém v £ase t = 0 nachádza v stave x0 (tzv. po£iato£ná
podmienka), môºeme diferen£nú rovnicu chápa´ ako rekurzívny pred-
pis, ktorý jednozna£ne determinuje ¤al²í vývoj sytému. Stav v kaºdom
¤al²om okamihu dostaneme iteráciou zobrazenia θ. Tento fakt je mo-
tiváciou k zavedeniu nasledujúceho zna£enia,

θn(x) = θ ◦ θ ◦ · · · ◦ θ︸ ︷︷ ︸
n-krát

(x).

De�nícia 2.1.2 (trajektória a orbita)
Postupnos´

τ(x) = (x, θ(x), θ2(x), . . . , θn(x), . . . )

nazývame trajektóriou s po£iato£nou podmienkou x. Mnoºinu bodov,
cez ktoré trajektória prechádza, teda mnoºinu γ(x) = {x, θ(x), θ2(x), . . . }
nazývame orbitou s po£iato£nou podmienkou x.

2.1.1 Gra�cká analýza

Spôsob, akým je trajektória generovaná, sa dá ©ahko demo²trova´ na
fázovom diagrame. Fázový diagram je graf, ktorého horizontálna os
znázor¬uje stav veli£iny v £ase t a vertikálna stav v £ase t + 1. Závis-
los´ je ur£ená funkciou θ. Za£neme na horizontálnej osi s po£iato£nou
podmienkou x0. Ke¤ vynesieme hodnou θ v bode x0, dostaneme na ver-
tikálnej osi hodnotu x1 - stav v ¤al²om okamihu. Ak chceme pokra£ova´
musíme hodnotu x1 prenies´ na horizontálnu os. To spravíme jednoducho
pomocou identického zobrazenia. Teraz môºeme rovnakým spôsobom
pokra£ova´ v ur£ovaní hodnoty veli£iny v ¤al²ích okamihoch.

Postup je znázornený na obr.2.1 pre θ = −5
2 x (x − 1) a po£iato£nú

podmienku x0 = 0, 05.
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x0

θt+1

θt

θ

obr. 2.1: Fázový diagram
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2.2 Jednoduchá dynamika

Cesta, po ktorej sa vydá trajektória z po£iato£nej podmienky, môºe
by´ niekedy ©ahko popísate©ná. Napríklad v prípade, ak trajektória po
nieko©kých krokoch zavíta do bodu v ktorom uº raz bola. Potom je
navºdy odsúdená opakova´ dovtedy prejdenú trasu.

Inou príjemnou vlastnos´ou môºe by´ skuto£nos´, ºe sa trajektória
postupom £asu pribliºuje k istej hodnote. Tieto a iné vlastnosti budú
teraz predmetom ná²ho záujmu.

2.2.1 Stacionárne a cyklické trajektórie

De�nícia 2.2.1 (stacionárne a periodické trajektórie)
Nech (θ,D) je systém. Hovoríme, ºe trajektória τ(x) je k-periodická

ak platí θk(x) = x a zárove¬ θn(x) 6= p pre v²etky n<k. V prípade,
ak k = 1 hovoríme, ºe trajektória je stacionárna (resp. ºe bod x je
stacionárny). Pre k > 1 hovoríme niekedy o k-cyklických trajektó-

riach.

Upozornime, ºe v de�nícii sa za periódu povaºuje najmen²ie £íslo
k s vlastnos´ou θk(x) = x, preto je ur£ené jednozna£ne. Ak je teda
trajektória k-periodická, potom v zmysle de�nície nie je napríklad 2 k-
periodická.

Stacionárne správanie môºeme chápa´ ako rovnováºny stav systému.
Je dôleºité vedie´ nájs´ stacionárne body, alebo aspo¬ vedie´ o ich exis-
tencii. Situácia je ©ahko £itate©ná z fázového diagramu. Priamo z de�ní-
cie vyplýva, ºe mnoºina bodov po£iato£ných podmienok stacionárnych
trajektórii je totoºná s mnoºinou pevných bodov zobrazenia θ. Na fá-
zovom diagrame sú to práve body leºiace v priese£níku funkcie θ a
priamky prechádzajúcej po£iatkom so sklonom 45◦.

V prípade, ak situácia nie je nato©ko preh©adná, aby sme ju zachytili
na fázovom diagrame, môºeme pôuºi´ nasledujúce dve vety, ktoré ur£ujú
posta£ujúce podmienky pre existenciu stacionárneho bodu.
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Veta 2.2.2 Nech (θ, D) je systém. Nech je θ spojitá na intervale D a
nech existujú body a, b ∈ D spl¬ujúce θ(a) < a, θ(b) > b. Potom existuje
bod ξ ∈ [a, b] taký, ºe trajektória τ(ξ) je stacionárna.

Dôkaz. De�nujeme pomocnú funkciu f(x) := θ(x) − x. Funkcia f je
rozdielom dvoch spojitých funkcií a preto je spojitá na D. �alej platí:

f(a) = θ(a)− a < 0

f(b) = θ(b)− b > 0

Aplikáciou Darbouxovej vety o nadobúdaní medzihodnôt [2, Veta 4.19]
na interval [f(a), f(b)] dostávame ξ ∈ [a, b] s vlastnos´ou f(ξ) = 0. �o
znamená, ºe θ(ξ)− ξ = 0, odkia© tvrdenie bezprostredne plynie.

�

Veta 2.2.3 Nech (θ,D) je systém a nech existujú uzavreté intervaly
I, J spl¬ujúce I  J ⊂ D a θ(I) = J . Potom existuje bod ξ ∈ I taký,
ºe trajektória τ(ξ) je stacionárna.

Dôkaz. Bu¤ J = [c, d]. Pretoºe θ(I) = J , existujú a, b ∈ I sp¨¬ajúce
θ(a) = c a θ(b) = d. Zárove¬ pretoºe I  J , platí c < a a d > b. Teraz
sta£í aplikova´ predchádzajúcu vetu.

�

Na²e úvahy sa dajú zov²eobecni´ aj pre cyklické trajektórie. Z de�ní-
cie plynie, ºe bod x je po£iatkom k-cyklickej trajektórie, ak je pevným
bodom zobrazenia θk a zárove¬ pre v²etky n < k nie je pevným bodom
zobrazenia θn. Pre posta£ujúcu podmienku existencie k-cyklickej tra-
jektórie je moºné zov²ebecni´ obe vety tak, ºe namiesto zobrazenia θ

budeme bra´ zobrazenie θk.
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2.2.2 Konvergencia trajektórií

V tejto kapitole sa posunieme od skúmania jednej trajektórie k skú-
maniu vzájomnej polohy dvoch trajektórii. Formalizujeme intuitívnu
predstavu, ºe dve trajektórie sa s rastúcim £asom správajú stále po-
dobnej²ie. Inak povedané, ºe sa k sebe navzájom pribliºujú.

De�nícia 2.2.4 (konvergencia trajaktórií)
Nech (θ,D) je systém. Nech τ a κ sú dve trajekórie s po£iato£nými
podmienkami x a y leºiacimi v D. Hovoríme, ºe τ a κ vzájomone

konvergujú ak platí

lim
k→∞

|θk(x)− θk(y)| = 0.

Dôleºitý je najmä ²peciálny prípad, ke¤ je jedna z trajektórií sta-
cionárna. Vtedy de�nícia zodpovedá situácii, ke¤ jedna trajektória kon-
verguje k ur£itej hodnote.

2.2.3 Stabilita

S pojmom konvergencie trajektórií úzko súvisí otázka stability. Sta-
bilita trajektórie znamená, ºe pri malej zmene po£iato£nej podmienky
sa nezmení limitné správanie trajektórie.

De�nícia 2.2.5 Nech (θ,D) je systém a τ(x) je trajektória s x ∈ D.
Hovoríme, ºe trajektória τ je asymptoticky stabilná (resp. bod x je
asymptoticky stabilný) ak existuje δ > 0 tak, ºe pre v²etky y ∈ (x−
δ, x + δ) ∩D trajektórie τ(x) a κ(y) vzájomne konvergujú.

Pre stabilitu stacionárnych bodov existuje jednoduchá posta£ujúca
podmienka.

Veta 2.2.6 Nech (θ, D) je systém a zobrazenenie θ je spojito diferenco-
vate©né. Ak stacionárny bod x ∈ D sp¨¬a podmienku |θ′(x)| < 1, potom
je asymptoticky stabilný.
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Dôkaz. Predpokladajme najprv, ºe |θ′(x)| < 1. Potom zo spojitosti θ′

vyplýva existencia δ > 0 a ξ ∈ (0, 1) takého, ºe

∀y ∈ [x− δ, x + δ] ⊂ D : |θ′(y)| ≤ ξ < 1.

Potrebujeme o kaºdom takomto y ukáza´, ºe τ(y) konverguje k x. Zvo©me
y0 ∈ [x− δ, x + δ]. Ke¤ºe vo v²etkých bodoch medzi y0 a x je |θ′| ≤ ξ,
musí θ(y0) padnú´ do intervalu [x− ξ δ, x + ξ δ]. Na bod θ(y0) môºeme
pouºi´ tú istú úvahu a dostaneme θ2(y0) ∈ [x− ξ2 δ, x+ ξ2 δ]. Indukciou
dostávame, ºe pre v²etky n ∈ platí

θn(y0) ∈ [x− ξn δ, x + ξn δ].

Pretoºe ξn δ → 0 pre n →∞, musí plati´

lim
n→∞

θn(y0) = x.

�

2.3 Chaos

Chaotické správanie si intuitívne predstavujeme ako nepravidelné,
zdanlivo náhodné. Asi by sme o£akávali, ºe trajektórie v takomto sys-
téme nebudú periodické a ani nebudú konvergova´ k ºiadnej hodnote.
Na²ou snahou bude zavies´ pojem chaosu sp¨¬ajúci tieto predstavy.

2.3.1 Hromadné body

De�nícia 2.3.1 Nech {xn} je postupnos´ reálnych £ísel a nech existuje
vybraná podpostupnos´ {xnk

} taká, ºe

lim
k→∞

xnk
= A ∈ R.

Potom £íslo A nazývame hromadným bodom postupnosti {xn}.
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Pre popis chaotického správania potrebujeme zavies´ pojmy limes
superior a limes inferior. Uvaºujme obmedzenú reálnu postupnos´
{xn}. K nej de�nujeme postupnosti {yn}, {zn} nasledovne:

yn := sup{xk : k ≥ n, k ∈ N},
zn := inf{xk : k ≥ n, k ∈ N}.

Prvky postupnosti {yn} sa vytvárajú tak, ºe sa berie supremum is-
tej mnoºiny. Môºeme pozorova´, ºe s rastúcim n sa táto mnoºina ur£ite
nezvä£²uje. Tým pádom sa nemôºe zvä£²ova´ ani jej supremum. Preto
je postupnos´ {yn} nerastúca. Analogicky sa dá nahliadnu´, ºe postup-
nos´ {zn} je neklesajúca. Pretoºe limita monotónnej postupnosti vºdy
existuje, môºeme de�nova´

lim sup
n→∞

xn := lim
n→∞

yn,

lim inf
n→∞

xn := lim
n→∞

zn.

Na rozdiel od limity postupnosti, ktorá existova´ môºe ale nemusí, limes
inferior a limes superior existujú vºdy.

Uºito£nos´ celej kon²trukcie pre na²e aplikácie ukazuje nasledujúca
veta.

Veta 2.3.2 Nech {xn} je obmedzená reálna postupnos´. Potom lim sup xn

je maximálny a lim inf xn je minimálny hromadný bod postupnosti {xn}.
Dôkaz. Dôkaz predvedieme len pre lim sup xn. Pre lim inf xn, by sa
vykonal analogicky.
Ozna£me S := lim sup xn. �alej de�nujme mnoºinu

N1 := {j ∈ N; xj ∈ [S − 1/2, S + 1/2]}
a ozna£me n1 := min{N1}. �íslo n1 je prvý taký index, ºe xn1

padne do
intervalu [S − 1/2, S + 1/2]. Ak sú de�nované mnoºiny N1, N2, ..., Nk a
indexy n1, n2, ..., nk, de�nujeme

Nk+1 :=

{
j ∈ N; xj ∈

[
S −

(
1

2

)k

, S +

(
1

2

)k
]}
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a ozna£íme nk+1 := min{Nk+1 \ {n1, . . . , nk}}. Ak by bola mnoºina na
pravej strane prázdna, znamenalo by to, ºe od istého indexu neleºí v
intervale [S − (1/2)k, S + (1/2)k] ºiadny bod postupnosti {xn}, £o je
spor s de�níciou limes superior. Indexy ni sú preto de�nované korektne.
Pretoºe N1 ⊃ N2 ⊃ . . . a zárove¬ ni 6= nj pre i 6= j, je postupnos´ in-
dexov {ni} rastúca. Dostávame vybranú postupnos´ {xni

} konvergujúcu
k S. Bod S je teda hromadným bodom postupnosti{xn}.
Maximalitu ukáºeme sporom. Predpokladajme, ºe existuje T > S hro-
madný bod {xn}. Zvo©me ε < T−S

2 . Z de�nície limes superior potom
vyplýva, ºe v intervale (T − ε,∞) neleºí ºiadny bod postupnosti {xn}.
�o je spor s tým, ºe T je hromadný bod.

�

Na záver tohto paragrafu de�nujeme pojmy vypovedajúce o ve©kosti
nekone£ných mnoºín.

De�nícia 2.3.3 Nech A je abstraktná mnoºina. Hovoríme, ºe A je
spo£ítate©ná, ak existuje bijektívne zobrazenie medzi mnoºinou A a
mnoºinou prirodzených £ísel. Mnoºinu ozna£ujeme ako nespo£ítate©nú

ak nie je spo£etná a zárove¬ je nekone£ná.

Triviálnym príkladom spo£ítate©nej mnoºiny je mnoºnia N v²etkých
prirodzených £ísel. �po£ítate©nou mnoºinou je aj mnoºina Q v²etkých
racionálnych £isel. Mnoºina R v²etkých reálnych £ísel je uº nespo£í-
ta´e©ná a teda ove©a vä£²ia.

2.3.2 Li-Yorkov chaos

S práve zavedenými pojmami sa môºeme pusti´ do de�nície chaotic-
kého správania. Nasledovná de�nícia pochádza z práce [3]. Táto de�nícia
nie je jedinou pouºívanou. Existuje nieko©ko rôznych de�nícií chaosu,
ktoré nie sú navzájom ekvivalentné.
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obr. 2.2: Chaotické trajektórie

obr. 2.3: Vzdialenos´ trajektórií

De�nícia 2.3.4 Hovoríme, ºe systém (θ, D) je chaotický, ak sp¨¬a
nasledujúce podmienky:

(P1) Pre kaºdé k ∈ N existuje pk ∈ D tak, ºe trajektória τ(pk) je
k-periodická.

(P2) �alej existuje nespo£ítate©ná mnoºina S ⊂ D neobsahujúca ºia-
dne periodické body taká, ºe pre v²etky r, s ∈ S, r 6= s platí,

lim sup
t→∞

|θt(r)− θt(s)| > 0 (P2.a)

lim inf
t→∞

|θt(r)− θt(s)| = 0 (P2.b)

a pre v²etky periodické body pk z (P1) platí,

lim sup
t→∞

|θt(r)− θt(pk)| > 0. (P2.c)

Podmienky P2.a a P2.b vypovedajú o vzájomnej polohe trajektórii
τ(r) a τ(s). Tie sa nekone£ne ve©akrát od seba vzdialia, ale zárove¬ sa
nekone£ne ve©akrát k sebe priblíºia, a to ©ubovo©ne blízko. Na obr. 2.2
je znázornený priebeh dvoch takýchto trajektórií. V grafe na obr. 2.3 sú
vynesené ich vzájomné vzdialenosti.
Po mnoºine S obsahujúcej neperiodické body sa poºaduje aby bola ve©ká
v zmysle de�nície 2.3.3.

Lemma 2.3.5 Nech I je interval a G : I → R je spojité zobrazenie.
Nech J je ©ubovolný uzavretý interval sp¨¬ajúci J ⊂ G(I). Potom exis-
tuje Q ⊂ I uzavretý interval taký, ºe G(Q)=J.
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Dôkaz. Bu¤ J = [G(p), G(q)]. Predpokladajme, ºe p ≤ q (dôkaz pre
p ≥ q je analogický). Ozna£me

u = sup{x ∈ [p, q], G(x) = G(p)}
v = inf{x ∈ [p, q], G(x) = G(q), x ≥ u}.

Mnoºina, z ktorej berieme supremum, ur£ite obsahuje bod p a mnoºina,
z ktorej berieme in�mum, ur£ite obsahuje bod q. Navy²e sú obe mnoºiny
obmedzené, pretoºe sú podmnoºinami intervalu [p, q]. Z [2, Veta 4.10]
potom vyplýva, ºe u a v existujú. Zrejme platí u ≤ v. Chceme ukáza´,
ºe G[u, v] = J .
Spojitos´ G nám dáva G(u) = G(p) a G(v) = G(q), a teda G[u, v] ⊃ J .
Predpokladajme, ºe existuje y, pre ktoré platí y ∈ G[u, v] a zárove¬
y /∈ J . Ak je y < G(p), existuje v¤aka spojitosti G také z ∈ (u, v], ºe
platí G(z) = G(p). To je ale spor s de�níciou u. Prípad y > G(q) vedie
analogicky k sporu s de�níciou v. Máme G[u, v] ⊂ J a G[u, v] = J .

�

Lemma 2.3.6 Nech θ : D → D je spojité zobrazenie a {In}∞n=0 je
postupnos´ kompaktných intervalov sp¨¬ajúcich In ⊂ D a In+1 ⊂ θ(In).
Potom existuje postupnos´ kompaktných intervalov {Qn}∞n=0 takých, ºe
Qn+1 ⊂ Qn ⊂ D a θn(Qn) = In.

Dôkaz. De�nujme Q0 = I0. Potom θ0(Q0) = I0, kde θ0 chápeme
ako identické zobrazenie. Predpokladajme existenciu intervalu Qn−1,
pre ktorý platí θn−1(Qn−1) = In−1. Potom In ⊂ θ(In−1) = θn(Qn−1).
Pouºitím Lemmy 2.3.5 pre G = θn, I = Qn−1 a J = In dostávame
Qn ⊂ Qn−1 také, ºe θn(Qn) = In. Tým je dôkaz indukciou hotový.

�

Posledné tvrdenie je ve©mi uºito£ný nástroj na skúmanie dynami-
ckých systémov. Ak sa nám podarí nájs´ v de�ni£nom obore systému
(θ,D) postupnos´ intrevalov {In} sp¨¬ajúcich poºadované predpoklady,
potom nám Lemma 2.3.6 zaru£uje existenciu po£iato£nej podmienky
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x0 ∈ D takej, ºe trajektória τ(x0) vºdy v i-tom okamihu nav²tívi i-
tý interval. H©adaná po£iato£ná podmienka leºí v prieniku intervalov
Qn. Ten je neprázdny, pretoºe sa jedná o postupnos´ do seba vnorených
kompaktných intervalov. Teda môºeme napísa´:

x0 ∈
⋂
n∈N

Qn ⇒ θn(x0) ∈ In. (A1)

2.3.3 Li-Yorkova veta

Teraz uvedieme k©ú£ové tvrdenie z Li-Yorkovho £lánku [3]. Jeho obsa-
hom je jednoduchá podmienka zaru£ujúca chaoti£nos´ systému. Dôkaz,
ako uvidíme, sa podstatným spôsobom opiera o my²lienku Lemmy 2.3.6.

Veta 2.3.7 (Li-Yorke)
Nech (θ,D) je systém, kde θ je spojité zobrazenie. Nech existuje bod
a ∈ D, pre ktorý body b = θ(a), c = θ2(a) a d = θ3(a) sp¨¬ajú

d ≤ a < b < c (alebo d ≥ a > b > c),

potom je systém (θ,D) chaotický.

V prípade, ºe bod a je 3 - periodický, sú predpoklady vety splnené.
To opodstat¬uje názov £lánku [3].

Dôkaz. Postupne dokáºeme v²etky vlastnosti z de�nície chaotického
chovania.
�alej budeme pouºíva´ zna£enie K = [a, b] a L = [b, c].
Najprv dokáºeme existenciu trajektórie s ©ubovo©nou periódou. Zvo©me
©ubovo©né k ∈ N. De�nujme postupnos´ intervalov {Jk

n}∞n=0 nasledovne:
Jk

n := L pre n = 0, 1, 2, . . . , k − 2 a Jk
k−1 := K. Zvy²né intervaly do-

de�nujeme induktívne: Jk
n+k := Jk

n pre n = 0, 1, 2, .... V prípade, ºe je
k = 1, de�nujeme Jk

n := L pre v²etky n ∈ N. Vo©bu intervalov Jk
n de-

mon²truje nesledujúca schéma:

16



n 0 1 2 . . . k − 2 k − 1 k . . .
Jk

n L L L . . . L K L . . .

Na postupnos´ {Jk
n} pouºijeme Lemma 2.3.6 a dostávame postupnos´

kompaktných intervalov Qn. Platí θk(Qk) = Jk
k = L = Q0. Zárove¬

ale Qk ⊂ Q0. Pod©a vety 2.2.3 existuje pk ∈ Qk �xný bod zobrazenia
θk. Zostáva ukáza´, ºe pk nie je men²ej periódy neº k. Táto povinos´
pochopite©ne odpadá v prípade, ak je k = 1.
Z kon²trukcie intervalov Jk

n vyplýva, ºe trajektória τ(pk) ostáva v prvých
k − 2 iteráciach v intervale L. Ak by bola jej perióda men²ia neº k, je
jasné, ºe trajektória τ(pk) by nikdy neopustila interval L. V k−1. iterácii
v²ak musí padnú´ do intervalu K. Preto je nutne θk−1(pk) = b. Lenºe b

sa zobrazuje na c a následne na d, £o neleºí v L. Teda θk+1(pk) /∈ L, £o
je spor s tým, ºe trajektória π(pk) zostáva navºdy v L. Tým je dokázaná
vlastnos´ P1.

K dôkazu existencie mnoºiny S z P2 budeme potrebova´ tri pomocné
tvrdenia.

Tvrdenie 2.3.8 Uvaºujme systém Ω v²etkých nula-jednotkových pos-
tupností. Teda postupností, ktorých prvky sú z mnoºiny {0, 1}. Tvrdíme,
ºe pre kaºdé α ∈ [0, 1] existuje postupnos´ {an}∞n=1 ∈ Ω s vlastnos´ou

lim
n→∞

∑n
i=1 ai

n
= α. (T1)

Dôkaz. Ozna£me

sn :=

∑n
i=1 ai

n
.

Nech zvolíme postupnos´ {an} akoko©vek, vºdy bude plati´

|sn+1 − sn| ≤
1

n
. (2.1)

Ak by totiº bolo an+1 = 1, potom by platilo

|sn+1 − sn| =
∑n+1

i=1 ai

n + 1
−
∑n

i=1 ai

n
≤
∑n

i=1 ai + 1−
∑n

i=1 ai

n
≤ 1

n
.
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Naopak, ak by bolo an+1 = 0, potom

|sn+1 − sn| =
∑n

i=1 ai

n
−
∑n+1

i=1 ai

n + 1

=
(n + 1)

∑n
i=1 ai − n

∑n
i=1 ai

n (n + 1)
≤ 1

n + 1
.

Zvo©me α ∈ [0, 1]. Postupnos´ {an} de�nujeme induktívne pod©a k ∈ N.
Bude sa sklada´ zo striedajúcich sa sekvencií núl a jednotiek. D¨ºka
jednotlivých sekvencií bude daná rastúcou postupnos´ou prirodzených
£ísel {lk}∞k=0 . Vºdy v k-tom kroku bude d¨ºka príslu²nej sekvencie daná
rozdielom lk − lk−1.
Poloºme l0 = 0. V prvom kroku, teda pre k = 1, de�nujeme a1 = 1
a poloºíme l1 = 1. Pre £iasto£ný sú£et zrejme platí sl1 = 1 ∈ [α −
1/k, α + 1/k]. Aby sme £iasto£ný sú£et priblíºili k α, dode�nujeme v
druhom kroku sekvenciu núl. Pre k = 2 teda de�nujeme al1+1 = · · · =
al2 = 0. Sekvencia núl by mala by´ taká dlhá, aby opä´ platilo, ºe sl2 ∈
[α − 1/k, α + 1/k]. To v²ak vo v²eobecnom prípade nemusí plati´. Na
základe odhadu (2.1) môºeme ale zaru£i´ existenciu takého l2, ºe sl2 ∈
[α− 1/k − 1/l2, α + 1/k].
V k-tom kroku postupujeme nasledovne:
Ak je slk−1

≥ α, de�nujeme

alk−1+1 = · · · = alk = 0.

Pritom lk > lk−1 volíme tak, aby slk ∈ [α− 1/k − 1/lk, α + 1/k].
Ak je slk−1

< α de�nujeme

alk−1+1 = · · · = alk = 1.

Pritom lk > lk−1 volíme tak, aby slk ∈ [α− 1/k, α + 1/k + 1/lk].
V²eobecne pre kaºdé k dostávame

slk ∈
[
α− 1

k
− 1

lk
, α +

1

k
+

1

lk

]
.
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Pretoºe je postupnos´ slk, . . . , slk+1
monotónna platí, ºe

∀n ≥ lk : sn ∈
[
α− 1

k
− 1

lk
, α +

1

k
+

1

lk

]
.

A preto

lim
n→∞

sn =
∞⋂

k=1

[
α− 1

k
− 1

lk
, α +

1

k
+

1

lk

]
= α.

Tvrdenie 2.3.9 Nech {an},{bn} ∈ Ω a

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

ai = r, lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

bi = s,

kde r 6= s. Potom tvrdíme, ºe mnoºina {n | an 6= bn} je nekone£ná.

Dôkaz. Pre spor predpokladajme, ºe mnoºina {n | an 6= bn} je kone£ná.
To znamená, ºe

∃n0 ∈ N∀n ∈ N, n > n0 : an = bn.

Po£ítajme

1

n

n∑
i=1

ai −
1

n

n∑
i=1

bi =
1

n

(
n0∑
i=1

(ai − bi) +
n∑

i=n0+1

(ai − bi)

)

=
1

n

n0∑
i=1

(ai − bi) → 0, pre n →∞.

To je spor s predpokladom, ºe r 6= s.

Tvrdenie 2.3.10 Nech {an},{bn} ∈ Ω a

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

ai = r, lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

bi = s,

pri£om r, s ∈ (3/4, 1). Potom mnoºina {n | an = bn = an+1 = bn+1 =
1} je nekone£ná.
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Dôkaz. Pre spor predpokladajme, ºe je uvaºovaná mnoºina kone£ná.
To znamená, ºe

∃n0 ∈ N∀n ∈ N, n > n0 : an + an+1 + bn + bn+1 ≤ 3.

Po£ítajme

1

n

n∑
i=1

ai +
1

n

n∑
i=1

bi =
1

n

(
n0∑
i=1

(ai + bi) +
n∑

i=n0+1

(ai + bi)

)

≤ 1

n

(
K +

n

2
3
)
→ 3

2
, pre n →∞.

Zárove¬ ale r + s > 3/2, £o je spor.

Teraz sa dostávame k samotnému dôkazu (P2).
Zvo©me α ∈ (3/4, 1). K nemu nájdeme postupnos´ {ak} ∈ Ω s vlastnos-
´ou T1. De�nujme postupnos´ intervalov {Iα

n}∞n=0,

Iα
k2 =

{
K, ak ak = 1,
L, ak ak = 0

a v prípade ak index n nie mocninou prirodzeného £ísla de�nujeme
Iα
n = L.
V postupnosti intervalov {Iα

n} môºe po intervale L nasledova´ interval
K alebo L. Po intervale K ale vºdy nasleduje interval L. Zo spojitosti
funkcie θ máme pod©a [2, Vety 4.19], ºe θ(L) ⊃ [c, d] ⊃ (L ∪ K) a
zárove¬ θ(K) ⊃ [b, c] = L. Tým sme overili predpoklady Lemmy 2.3.6.
Pod©a (A1) môºeme potom nájs´ bod xα ∈ D tak, ºe trajektória τ(xα)
postupne prechádza intervalmi z postupnosti {Iα

n}.
Bod xα nemôºe by´ periodický. Ak by bol totiº, povedzme k-periodický,
musela by trajektória τ(xα) navºdy osta´ v L. To vyplýva z faktu, ºe v
postupnosti {Iα

n} existuje sekvencia aspo¬ k po sebe idúcich intervalov
L. Zárove¬ ale τ(xα) aspo¬ raz nav²tívi interval K. Lenºe K ∩ L = b a
θ(b) = d /∈ L.
Pre α, β ∈ (3/4, 1), α 6= β sú trajektórie τ(xα) a τ(xβ) rôzne a tým
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pádom aj xα 6= xβ. Mnoºina S = {xα, α ∈ (3/4, 1)} je teda nespo£í-
tate©ná.

Z kon²trukcie postupnosti {Iα
n} vyplýva,

Iα
n = K ⇒ Iα

n+1 = Iα
n+2 = L. (2.2)

Pretoºe θ2(b) = d ≤ a a zobrazenie θ2 je spojité, existuje δ > 0 sp¨¬ajúce

∀x ∈ [b− δ, b] : θ2(x) <
b + d

2
. (2.3)

Ak by pre nejaké k ∈ N platilo θk(xα) ∈ [b − δ, b] ⊂ K, potom pod©a
(2.2) θk+2(xα) ∈ L a zárove¬ pod©a (2.3) θk+2(xα) ∈ K, £o nie je
moºné. �iadna trajektória s po£iato£nou podmienkou xα, α ∈ (3/4, 1)
teda nikdy nepadne do intervalu [b− δ, b].
Z Tvrdenia 2.3.9 vyplýva, ºe pre xα a xβ, α 6= β, α, β ∈ (3/4, 1) existuje
neko¬e£ne ve©a indexov i takých, ºe θi(xα) ∈ K a θi(xβ) ∈ L alebo
θi(xα) ∈ L a θi(xβ) ∈ K. Preto

lim sup
t→∞

|θt(r)− θt(s)| ≥ δ > 0,

£ím je dokázané (P2.a).

K dôkazu (P2.c) si sta£í uvedomi´, ºe pre kaºdé α ∈ (3/4, 1) a k ∈ N
existuje nekon£ne ve©a indexov i, pre ktoré je Iα

i = L a Jk
i = K. �alej

môºeme pouºi´ pouºi´ rovnakú argumentáciu ako pri (P2.a).

Zostáva nám dokáza´ vlastnos´ (P2.b). Pretoºe θ(b) = c a θ(c) = d ≤ a,
existuje postupnos´ intervalov {[bn, cn]}∞n=0 taká, ºe

(a) θ(bn+1) = cn, θ(cn+1) = bn

(b) [b, c] = [b0, c0] ⊃ [b1, c1] ⊃ · · · ⊃ [bn, cn] ⊃ . . .

(c) θ([bn+1, cn+1]) ⊂ [bn, cn].
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Ozna£me

b∗ = lim
n→∞

bn,

c∗ = lim
n→∞

cn.

Potom pod©a (a) musí plati´ θ(b∗) = c∗ a θ(c∗) = b∗. Aby sme dokázali
(P2.b) musí by´ na²a vo©ba postupnosti intervalov {Iα

n} ²peci�ckej²ia.
Vºdy ke¤ ak = ak+1 = 1 de�nujeme

Iα
n =

{
[b2 k−(2 j−1), b∗] n = k2 + (2 j − 1),

[c∗, c2 n−2 j] n = k2 + 2 j, kde j=1 . . . n.

Pretoºe pre v²etky i ∈ N sú intervali [bi, b∗] a [c∗, ci] podmnoºinami L,
ostávajú doteraz dokázané výsledky v platnosti.
Zvolme α, β ∈ (3/4, 1) a nájdime príslu²né body xα a xβ.
Zvolme ε > 0. Potom

∃N ∈ N∀n > N : |bn − b∗| < ε/2.

Pod©a Tvrdenia 2.3.10 existuje nekone£ne ve©a indexov j > N takých,
ºe θj2+1(xα), θj2+1(xβ) ∈ [b2 j−1, b∗]. A preto

|θj2+1(xα)− θj2+1(xβ)| < ε.

Pretoºe ε bolo zvolené ©ubovone dostávame

lim inf
t→∞

|θt(xα)− θt(xβ)| = 0.

�
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3

Cobwebov model

Cobwebov model sa snaºí popísa´ prispôsobovací proces na trhu.
Konkrétne rozoberá situáciu, ke¤ dochádza k £asovému posunu medzi
rozhodnutiami o ponúkanom a dopytovanom mnoºstve. Ako názorný
príklad typicky slúºi tvorba ceny v po©nohospodárstve. Uvaºujme trh
s p²enicou. Producenti sa v základnom období rozhodujú, aké mnoº-
stvo p²enice vysadia. Po dozretí, teda v nasledujúcom období, bude táto
p²enica predávaná na trhu a v závislosti na doptyte bude ur£ená jej cena.
Pre nás je dôleºité, ºe v £ase, ke¤ producenti rozhodujú o vyrábanom
mnoºstve p²enice, nedisponujú informáciou o cene, za akú bude predá-
vaná.

Na²im cie©om bude popis vývoja ve©kosti produkcie �rmy v £ase. Po-
mocou vybudovaného matematického aparátu formalizujeme na²e úvahy
a ukáºeme, ºe aj v tomto pomerne jednoduchom modeli dochádza k
fenoménu chaotického správania.

3.1 Mikroekonomická analýza �rmy

V tejto kapitole budeme analyzova´ správanie �rmy. Najprv sa za-
meriame na rozhodovanie �rmy v jednom konkrétnom obobí, teda na
statickú analýzu. Neskôr budeme skúma´ zmeny správania �rmy v £ase.
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3.1.1 Statická analýza

Za cie© �rmy budeme povaºova´ maximalizáciu zisku v danom ob-
dobí. V £ase, ke¤ �rma prijíma rozhodnutie o ve©kosti produkcie y,
nie je známa cena, za ktorú bude produkt predávaný. Preto je �rma
schopná maximalizova´ iba svoj o£akávaný zisk πe. Ten je daný ako
rozdiel celkových o£akávaných príjmov a celkových nákladov.

Predpokladajme, ºe �rma o£akáva cenu pe. Celkové o£akávané príjmy
potom budú pe y. Pre jednoduchos´ budeme predpoklada´, ºe funkcia
minimalizovaných nákladov má tvar C(y) = h + c y, kde h predstavuje
�xné náklady. Náklady na výrobu jednej jednotky sú kon²tantné a rovné
c. Pre o£akávaný zisk potom platí

πe(y) = (pe − c) y − h.

Firma je limitovaná vo svojich rozhodnutiach ve©kos´ou svojho ka-
pitálu F . Pre jednoduchos´ modelu budeme predpoklada´ neexistenciu
kapitálového trhu. Firma preto môºe v danom období investova´ len do
vý²ky svojich aktuálnych �nan£ných zdrojov. Nemá moºnos´ získa´ �-
nan£né prostriedky inak, napríklad pôºi£kou. Vyjadrené formálne, musí
plati´ C(y) ≤ F .

Ve©kos´ skuto£ného zisku je neistá, závisí na skuto£nej cene v £ase,
ke¤ produkt vstupuje na trh. S tým je spojené riziko. Ak totiº �rma
vyrobí príli² mnoho výrobkov, môºe sa sta´, ºe predajná cena bude
prinízka. Výnosy �rmy potom nebudú dostato£né na to, aby �rma pokryla
vysoké investície spojené s produkciou. Averzia vo£i tomuto riziku sa
prejavuje neochotou investova´ nad istú úrove¬ yu. Akým spôsobom je
determinovaná táto hodnota, ukáºeme neskôr.

Firma bude v danom období ponúka´ mnoºstvo výrobku, ktoré ma-
ximalizuje jej o£akávaný zisk za podmienok obmedzeného kapitálu F a
averzie vo£i riziku. Ponuku �rmy môºeme zapísa´ ako

S(pe, F, yu) = argmax
y

{(pe − c) y | C(y) ≤ F, y ∈ [0, yu]}.

Ak je pe < c, �rma o£akáva ºe nepokryje ani svoje variabilné náklady.
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Navy²e so zvä£²ujúcim sa výstupom rastie jej o£akávaná strata. Preto
�rma zanechá výrobu a ponúkané mnoºstvo bude nulové.

V opa£nom prípade, ak pe > c, bude optimálna vo©ba produkcie
závisie´ od parametrov F a yu. Funkcia o£akávaného zisku je rastúca
na svojom de�ni£nom obore [0,∞] a teda nemá ºiadne lokálne maximá.
Firma bude vyrába´ maximálne dostupné mnoºstvo a preto bude v bode
optima ur£ite aktívne aspo¬ jedno z obmedzení. Dôleºitú úlohu hrá hod-
nota

ym =
F − h

c
.

Je to hodnota výstupu pri ktorej sú práve spotrebované v²etky �nana£né
zdroje F . Ak by bolo yu < ym, nebude hodnota ym �nan£ne dostupná.
Aktívne bude obmedzenie averzie vo£i riziku a ponúkané mnoºstvo bude
yu. V prípade ak yu ≥ ym bude aktívne �nan£né obmedzenie F a
ponúkané mnoºstvo bude ym. Celkovo, za podmieky pe > c, môºeme
ponuku �rmy vyjadri´ ako

S(pe, F, yu) =


0, ak ym ≤ 0;

ym, ak ym ∈ (0, yu);

yu, ak ym ≥ yu.

3.1.2 Tvorba ceny

Pre ¤al²iu analýzu je dôleºité vedie´, akým spôsobom je ur£ená sku-
to£ná cena výrobku. Za týmto ú£elom budeme skúma´ trh ako celok.

Predpokladajme, ºe na trhu pôsobí n navzájom indentických �riem.
Celková ponuka, krorá vstupuje na trh, bude ma´ ve©kos´

Y = n S(pe, F, yu).

Táto ponuka je pre dané obdobie �xná. O funkcii dopytu D(p) budeme
predpoklada´, ºe má najjednoduch²í moºný tvar

D(p) =

{
A− µ p, p ∈ [0, A/µ];

0, p ∈ (A/µ,∞), kde A > 0, µ > 0.
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Funkcia D(p) nadobúda v bode 0 kladnú hodnotu rovnú A. Z bodu
0 klesá kon²tantnou rýchos´ou do bodu A/µ, od ktorého po£ínajúc
má hodnotu nula. Tieto podmienky nám okrem iného zaru£ujú exis-
tenciu inverznej funkcie dopytu D−1(·) na intervale [0, A]. Ak bude
ma´ celková ponuka ve©kos´ A, bude uº predajná cena nulová. Preto aj
pre ponuku vä£²iu neº A bude predajná cena nulová. Inverznú funkciu
dopytu môºeme zapísa´ ako

D−1(x) =

{
1
µ (A− x), x ∈ [0, A];

0, x ∈ (A,∞).

Na strane dopytu budeme predpoklada´ vysokú konkurenciu, v¤aka
ktorej trh rýchlo dosiahne ekvilibrium. Skuto£ná cena pre dané obdobie
je potom

p = D−1(Y ) = D−1(n S(pe, F, yu)).

3.1.3 Dynamická analýza

Doteraz sa v²etky na²e úvahy obmedzovali na jedno obdobie. Teraz
sa budeme snaºi´ popísa´ zmeny v správaní �rmy medzi jednotlivými
obdobiami.

Najprv sa zameriame na to, ako �rma utvára svoje o£akávania o cene.
Uvedomme si, ºe �rma nedisponuje informáciou o tvare krivky dopytu.
Jediné, £o je schopná pozorova´, je cena v predchádzajúcom období. To,
aká by bola táto cena v prípade zmeny ponúkaného mnoºstva, zostáva
neznáme. Pretoºe �rma nemá ºiadne ¤al²ie relevantné informácie, pri-
jmeme predpoklad o naivných o£akávaniach vývoja ceny. To znamená,
ºe �rma v kaºdom období o£akáva takú istú cenu, aká bola v predchádza-
júcom období. Pod©a predchádzajúceho paragrafu môºeme napísa´

pe
t+1 = pt = D−1(n yt).

Aby sme popísali vývoj ve©kosti produkcie v £ase, musíme taktieº
analyzova´, ako sa menia v £ase parametre F a yu, ktoré produkciu
spoluur£ujú.
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V²imnime si, ºe v prípade, ke¤ je aktívne obmedzenie vo£i riziku,
�rma nespotrebováva v²etky svoje �nan£né zdroje. V tomto prípade
budeme predpoklada´, ºe �rma na za£iatku nasledujúceho obdobia vy-
pláca mimoriadne dividendy d práve vo vý²ke nespotrebovaných �nan-
£ných zdrojov. Zapísané formálne

dt+1 = Ft − C(yt)

= Ft − c yt − h.

Pretoºe predpokladáme neexistenciu kapitálového trhu a v²etky ne-
spotrebované �nan£né zdroje z predchádzajúceho obdobia boli vyplatené
vo forme dividend, je v²etok su£astný kapitál tvorený výnosmi z pred-
chádzajúceho obdobia. Teda

Ft+1 = yt pt

= yt D
−1(n yt).

Opatrnos´ �rmy vyjadríme pomocou parametra β > 0, ktorý vy-
jadruje o ko©ko percent je �rma maximálne ochotná navý²i´ ve©kos´
produkcie oproti predchádzajúcemu obdobiu. Vývoj investi£ného stropu
yu je daný rovnicou

yu
t+1 = (1 + β)yt.

Teraz môºeme vyjadri´ vývoj ve©kosti produkcie �rmy v £ase jedinou
diferen£nou rovnicou,

yt+1 = θ(yt)

= S(pe
t+1, Ft+1, y

u
t+1)

= S(D−1(n yt), yt D
−1(n yt), (1 + β)yt).

De�ni£ný obor funkcie θ je moºné rozdeli´ na tri disjunktné mno-
ºiny D0, D1, D2, pod©a toho, ktoré obmedzenie je v jednotlivých bodoch
aktívne. Funkcia θ potom nadobúda hodnoty

θ(y) =


0, y ∈ D0;
1
c (y D−1(ny)− h), y ∈ D1;

(1 + β) y, y ∈ D2.
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Pod©a na²ej statickej analýzy sú jednotlivé de�ni£né obory ur£ené nasle-
dovne:

D0 :={y | y D−1(n y)− h < 0} ∪ {y | D−1(n y) < c};

D1 :={y | (1 + β) y ≤ 1

c
(y D−1(ny)− h)} \D0;

D2 :={y | (1 + β) y >
1

c
(y D−1(ny)− h)} \D0.

3.2 Analýza modelu

Skon²truovali sme model, ktorý ur£uje vývoj ve©kosti produkcie �rmy
v £ase. Na²ou úlohou teraz bude preskúma´ správanie tohto modelu.

3.2.1 Gra�cká analýza

Riadiaca funkcia θ má pomerne komplikovaný tvar. Názornej²iu pred-
stavu o tom, ako je trajektória zachytávajúca vyrábané mnoºstvo gene-
rovaná, si môºeme utvori´ z gra�ckej analýzy.
Do fázového diagramu zakreslíme krivku výnosov

R(y) = y p = y D−1(n y)

=

{
1
µ (A y − n y2), pre y ∈ [0, A/n);

0, pre y ≥ A/n.

Funkcia R(y) je nenulová iba na intervale (0, A/n). Zárove¬ je na tomto
intervale konkávna.
Ak je teraj²ia ve©kos´ produkcie rovná y, potom produkcia v nasledujú-
com období, kvôli averzii vo£i riziku, nebude prevy²ova´ úrove¬ (1+β) y.
Náklady na výrobu tohto mnoºstva sú

C̃(y) = C((1 + β) y)

= h + c (1 + β) y.

Firma bu¤ investuje celý svoj výnos R(y) z predchádzajúceho obdobia,
alebo vypláca mimoriadne dividendy a investuje len do vý²ky C̃(y).
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yt

It+1

R(y)

C̃(y)
C(y)

obr. 3.1: Vývoj producie �rmy

Ve©kos´ investície I je vºdy daná ako min{R(y), C̃(y)}.
Zisti´ aká bude ve©kos´ producie v ¤al²om období je uº teraz jednoduché.
Pomôºe nám k tomu inverzná nákladová funkcia. Platí

yt+1 = C−1
(
min{R(yt), C̃(yt)}

)
.

Situácia je znázornená na obr.3.1.
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3.2.2 Stacionárne body

V kapitole 2.2.1 sme formulovali posta£ujúce podmieky pre existenciu
stacionárnych bodov. Základným predpokladom týchto tvrdení je spo-
jitos´ riadiacej funkcie.
Ozna£me

θ0(y) :=0;

θ1(y) :=
1

c
(R(y)− h);

θ2(y) :=(1 + β) y.

Funkciu θ je teraz moºné zapísa´ ako

θ(y) =

{
θ0(y), y ∈ D0;

min{θ1(y), θ2(y)}, y ∈ R \D0.

Pretoºe funkcie θ1 a θ2 sú spojité, je spojitá na mnoºine R \D0 aj funk-
cia min (θ1, θ2). Zostáva nám vy²etri´ spojitos´ θ v hrani£ných bodoch
mnoºiny D0.

Bod y patrí do mnoºiny D0 práve vtedy, ke¤ R(y) − h < 0 alebo
D−1(n y) < c. Uvaºujme prvú podmienku. Zaujímajú nás teda tie y,
kde R(y) = h. Podmienka je splnená v dvoch bodoch. Ozna£me ich y0

1
a y0

2, pri£om y0
1 < y0

2. Evidentne

min{θ1(y
0
i ), θ2(y

0
i )} = 0, i = 1, 2.

Prvá podmienka teda spojitos´ funkcie θ nepokazí. Druhú podmienku je
moºné upravi´

D−1(n y) < c

n y > D(c)

y >
D(c)

n
.

Pri prvej úprave sa obracia nerovnos´, pretoºe D je klesajúca funkcia.
Taktieº vyuºívame fakt, ºe funkcia D je prostá.
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y0
2y0

1 ŷȳym
1ỹl ỹrym

2

θ(y)

obr. 3.2: Riadiaca funkcia

Od bodu ŷ := D(c)/n je teda funkcia θ nulová. Aby sme zistili, aké
hodnoty má funkcia θ na ©avom okolí bodu ŷ, po£ítajme:

min{θ1(ŷ), θ2(ŷ)} = min

{
1

c
(ŷ D−1(n ŷ)− h), (1 + β) ŷ

}
= min

{
D(c)

n
− h

c
, (1 + β)

D(c)

n

}
=

D(c)

n
− h

c
.

Hodnota D(c)/n − h/c môºe by´ kladná. Preto v²eobecne nemáme
zaru£enú spojitos´ θ v bode ŷ. Pre nás je ale dôleºitý fakt

lim
y→ŷ−

θ(y) < ŷ (3.1)

Riadiaca funkcia θ je znázornená na obr.3.2. Na grafe sa taktieº
nachádza identická funkcia. Ako sme si rozmysleli v kapitole 2.2.1, sta-
cionárne body sú práve tie, kde sa tieto krivky pretínajú. Teraz je vidie´,
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pre£o je pre nás taká dôleºitá vlastnos´ (3.1). Av²ak aby situácia vyze-
rala ako na na²om obrázku, teda aby sa krivky pre´ali v dvoch rôznych
bodoch, musí pre nejaké y plati´ θ2(y) > y. Z konkávnosti R(y) vy-
plýva, ºe funkcia θ2(y)− y = (1/c) (R(y)− h)− y nadobúda maximum
v jedinom bode. Ozna£me tento bod ȳ. Predpokladajme, ºe

θ2(ȳ) > ȳ.

Na intervali [y0
1, ȳ] a [ȳ, ŷ] môºeme teraz aplikova´ Vetu 2.2.2. Tým sme

dokázali existenciu dvoch stacionárnych bodov ỹl a ỹr. Pritom ỹl < ỹr.
Tretím a posledným stacionárnym bodom je triviálne bod ỹ0 = 0.

Preskúmajme teraz stabilitu týchto bodov. Pre y leºiace na ©avom
okolí bodu ỹl platí θ(y) < y. Naopak, pre y z pravého okolia ỹl platí
θ(y) < y. Z toho vyplýva, ºe θ′(ỹl) > 1. Naviac, pretoºe funkcia θ2(y)
je konkávna, je θ′(y) > 1, pre v²etky y ∈ (y1

0, ỹ
l). Preto

∀y ∈ (y1
0, ỹ

l)∃n ∈ N : θn(y) ∈ D0.

Povedané slovami, ak �rma v prvom období nedosiahne úrove¬ produ-
kcie aspo¬ ỹl, jej produkcia bude v nasledujúcich obdobiach klesa´, aº
kým nebude nulová.

Bod ỹu sa nachádza napravo od bodu ȳ, a preto

∂θ(y)− y

∂y
(yu) < 0

θ′(yu) < 1. (5)

Bohuºia© nie sme schopní odhadnú´ zdola deriváciu funkcie θ v bode ỹu.
Môºme v²ak pod©a Vety 2.2.6 tvrdi´, ºe ak θ′(ỹu) > −1, potom je bod
ỹu asymptoticky stabilný.

Ako ved©aj²í produkt predchádzajúcej analýzy ©ahko dostaneme presný
popis mnoºín D1, D2 a D3. Ozna£me e²te ym

1 a ym
2 dvojicu bodov,

pre ktoré θ1(y
m
i ) = θ2(y

m
i ), i = 1, 2. Pri£om ym

1 < ym
2 . Teraz môºeme
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napísa´:

D0 =[0, y0
1] ∪ [ŷ,∞);

D1 =(y1
0, ym

1 ) ∪ (y1
2, ŷ);

D2 =[ym
1 , ym

2 ].

3.2.3 Chaotické správanie

Predpokladajme, ºe θ′(ỹu) < −1. Pri zmene parametra β, pocho-
pite©ne, zostáva tento fakt v platnosti. Pre dané β budeme zna£i´ ria-
diacu funkciu θβ. Ur£ite existuje β∗ > 0 také, ºe

θ′β∗+(yM
2 ) = 0.

Potom pre dané β ∈ (0, β∗] nadobúda funkcia θ maximum v bode ym
2 .

Ozna£me toto maximum yM
β . Teda

yM
β = max

y≥0
θβ(y).

Firma, ktorá dosiahne svoj maximálny výstup yM
β , bude v nasledujúcom

období vyrába´ mnoºstvo θ(yM
β ). Ak bude táto hodnota men²ia neº ỹl,

potom ur£ite θn(yM
β ) = 0 pre nejaké n ≥ 0 a �rma po kone£nom po£te

periód skrachuje. To znamená, ºe za podmienky θ(yM
β ) < ỹl, trajektórie

�rmy, ktoré sa v ur£itom okamihu dostato£ne príblíºia potenciálnemu
maximu nevyhnutne kon£ia v nule. Uvedomme si, ºe £ím vä£²ia je hod-
nota parametra β, tým men²ie je θ(yM

β ). Samozrejme len v rozmedzí
(0, β∗]. Teda £ím viac je �rma odváºnej²ia v navy²ovaní produkcie, tým
je náchylnej²ia k bankrotu.

Funkcia θ2 nezávisí na hodnote β a má tvar

θ2 = − 1

c µ

(
n y2 − A y + hµ

)
.

Ak bude vedúci koe�cient n/(c µ) dostato£ne ve©ký, potom

θ(yM
β ) ≤

yM
β

(1 + β)2 , pre β ∈ (0, β∗].
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Predpokladajme teraz, ºe θ(yM
β∗) ≥ ym

1 > ỹl. Potom pre v²etky β ∈
(0, β∗) trajektórie za£ínajúce v intervale [yl, yM ] nikdy tento interval
neopustia. Naviac

θ−1(yM
β ) =

yM
β

1 + β
a θ−2(yM

β ) =
yM

β

(1 + β)2 .

Celkovo máme

θ−2(yM
β ) < θ−1(yM

β ) < yM
β ≥ θ(yM

β ).

Pod©a Vety 2.3.7 je pre v²etky hodnoty parametra β z intervalu (0, β∗]
systém (θβ, [yl, yM ]) chaotický.

3.2.4 Zisk

Ke¤ sa �rma nachádza v ekvilibriu ỹ, platí

ỹ = θ(ỹ) =
1

c
(R(ỹ)− h).

Pre zisk dostávame

π(ỹ) = R(ỹ)− C(ỹ) = R(ỹ)− c y − h = 0.

Zisk �rmy v ekvilibriu je kon²tantný a nulový. Ukázali sme, ºe za ur£itých
podmienok sa v modeli objavuje fenomén chaotického správania. Mnoº-
stvo trajektórií vyrábaného mnoºstva �rmy nekonverguje k yu, ale zdan-
livo náhodne �uktuuje v intervale [yl, yM ]. Pre takéto trajektórie bude aj
zisk v jednotlivých obdobiach premenlivý. Nás bude zaujíma´ priemerná
hodnota zisku z dlhodobého h©adiska. Teda hodnota

E(π) = lim
T→∞

1

T

T∑
t=0

π(yt).

Uvaºujme trajektóriu τ(y0) = {yi}∞i=0, kde y0 ∈ [yl, yM ]. Interval
[yl, yM ], v ktorom sa táto trajektória pohybuje, je podmnoºinou D1∪D2.
Preto

yt+1 = min

{
(1 + β) yt,

1

c
(yt D

−1(yt)− h)

}
.
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Ak yt ∈ D1, potom yt+1 = (1/c) (yt D
−1(yt)− h) a

C(yt+1) = ytD
−1(yt).

Naopak, ak yt ∈ D2, potom yt+1 = (1 + β) yt < (1/c) (yt D
−1(yt)− h).

Vzh©adom k faktu, ºe funkcia nákladov C(y) je rastúca, máme

C(yt+1) = c (1 + β) yt + h < ytD
−1(yt).

Po£ítajme

E(π) = lim
T→∞

1

T

T∑
t=1

π(yt)

= lim
T→∞

1

T

T∑
t=1

ytD
−1(n yt)− C(yt)

= lim
T→∞

1

T

( ∑
s|ys∈D1

1≤s≤T

ysD
−1(n ys)− C(ys)

+
∑

s|ys∈D2

1≤s≤T

ysD
−1(n ys)− C(ys)

)

≥ lim
T→∞

1

T

( ∑
s|ys∈D2

1≤s≤T

ysD
−1(n ys)− ys−1D

−1(n ys−1)

+
∑

s|ys∈D2

1≤s≤T

ysD
−1(n ys)− ys−1D

−1(n ys−1)

)

= lim
T→∞

1

T

(
T∑

t=1

ytD
−1(n yt)− yt−1D

−1(n yt−1)

)

= lim
T→∞

1

T

(
T∑

t=1

Rt −Rt−1

)
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= lim
T→∞

1

T
(RT −R1)

= 0.

Ukázali sme, ºe v na²om modeli, aj ke¤ sa produkcia �rmy vyvíja
neperiodicky, nebube �rma z dlhodobého h©adiska v strate. Preto �rma
nebude ma´ tendencie k ukon£eniu výroby.
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4

Záver

Ná² modi�kovaný Cobwebov model je úplne deterministický. Budúci
vývoj produkcie je presne ur£ený diferen£nou rovnicou. Náhoda v mo-
deli nemá miesto. Napriek tomu model pre niektoré hodnoty parametra
β generuje komplikované trajektórie, ktoré vyzerajú, akoby boli dielom
náhody. Toto narú²a na²u intuitívnu predstavu o deterministických pro-
cesoch.

Ak sme sa v ekonómii rozhodli pouºíva´ deterministické metódy,
musíme bra´ v úvahu moºnos´ výskytu chaotického správania. Analýza
modelov sa potom môºe sta´ technicky ve©mi náro£ná a jej výsledky len
taºko ekonomicky interpretovate©né.

Eventuálna ¤al²ia analýza by smerovala k presnej²iemu popisu mno-
ºiny v²etkých chaotických trajektórií. V skuto£nosti informácia o tom,
ºe je táto mnoºina nespo£ítate©ná, nie je ve©mi významná. Uºito£nej²ie
by bolo vedie´, akú £as´ de�ni£ného oboru riadiacej funkcie táto mnoºina
zaberá. K tomu je nutný komplikovanej²í matematický aparát prevaºne
z teórie miery, ktorý v²ak presahuje tento text.
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