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Úvod
Problémy minimálního řezu a maximálního toku jsou jedny z důkladně stu-

dovaných problémů teorie grafů. V případě maximálního toku máme zadaný graf
se speciálními vrcholy s a t (nazývané zdroj a stok), kde každá hrana má kapa-
citu 1. Cílem je najít tok, který přepraví co nejvíce z s do t při dodržení kapacit.
V případě minimálního řezu máme stejný vstup a cílem je najít nejmenší mno-
žinu hran takovou, že po jejich odebrání zdroj a stok leží z různých komponentách
souvislosti.

Existuje mnoho polynomiálních algoritmů pro hledání maximálního toku.
Slavná věta o dualitě toku a řezu říká, že velikost maximálního toku je rovna
velikosti minimálního řezu. Dokonce z maximálního toku dokážeme minimální
řez v polynomiálním čase zkonstruovat a tím i problém minimálního řezu je řeši-
telný v polynomiálním čase.

V této práci se ale budeme zabývat trochu jiným problémem, a to délkově ome-
zeným řezem, také nazývaným L-omezeným řezem pro nějaké L ∈ N. Existuje
také délkově omezeným tok, neboli L-omezený tok. V L-omezeném toku oproti
standardnímu toku navíc požadujeme, aby každá cesta, po které posíláme nějaké
množství toku z s do t, byla délky maximálně L. Neboli že se dá tok rozložit na
toky po cestách, kde žádná z cest nepřesáhne délku L. Tento problém je polyno-
miálně řešitelný pomocí vhodného lineárního programu, takže můžeme jednoduše
najít maximální L-omezený tok.

Oproti standardnímu řezu, kde chceme, aby po odebrání řezových hran ne-
vedla mezi s a t žádná cesta, tak v L-omezeném řezu požadujeme trochu slabší
podmínku a to, aby mezi s a t nevedla žádná krátká cesta, přesněji žádná cesta
délky L nebo kratší. Tato zdánlivě nepatrná změna ale způsobí velkou změnu ve
složitosti tohoto problému. Bylo by hezké, kdyby stejně jako v případě standard-
ního toku a řezu platila dualita, tedy že by velikost maximálního L-omezeného
toku byla rovna velikosti minimálního L-omezeného řezu. Bohužel se ale ukazuje,
že tato dualita neplatí a co více, že dokonce poměr mezi minimálním L-omezeným
řezem a L-omezeným maximálním tokem může být řádově až n2/3 (Baier a kol.,
2006), kde n značí počet vrcholů grafu. To znamená, že ze znalosti maximálního
L-omezeného toku nedokážeme jednoduše zkonstruovat minimální L-omezený řez
a proto budeme pro tento problém potřebovat jiné algoritmy.

Je známé, že problém L-omezeného toku je NP -těžký na obecných grafech
dokonce už pro L = 4 (Baier a kol., 2006). Proto za předpokladu P ̸= NP
nemůžeme očekávat, že bychom tento problém byli schopni řešit v polynomiál-
ním čase. Když nedokážeme řešit problém přesně, tak bychom mohli chtít ale-
spoň najít nějakou jeho dobrou aproximaci. Bohužel ani v tomto případě není
situace moc dobrá. Nejlepší známá aproximace nám dává aproximační poměr
O(min{L,n2/L2,

√
m}) ⊆ O(n2/3) (Baier a kol., 2006), kde m značí počet hran

grafu.
Naopak je známé, že L-omezený řez nedokážeme aproximovat s poměrem

1,1377 (Baier a kol., 2006) a tudíž ani nemůže existovat polynomiální aproxi-
mační schéma. Za předpokladu platnosti Unique Games Conjecture se dá ukázat
(Lee, 2017), že tento problém nedokážeme aproximovat s libovolným konstantním
poměrem.
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V této práci se budeme také zabývat L-omezeným řezem na grafech s omeze-
nou stromovou šířkou. Je známý FPT algoritmus pro L-omezený řez na grafech
s omezenou stromovou šířkou pro parametr L a stromovou šířku tw (Knop a
Dvořák, 2015) pracující v čase O(L6tw2

n). Později byl publikovaný algoritmus
pro stejný problém pracující v čase O(Ltwn) založený na převodu na problém
s omezujícími podmínkami (CSP) (Kolman, 2018). V kapitole 2 představíme al-
goritmus pracující v podobném čase O((L + 2)tw+1n) založený na dynamickém
programování na stromovém rozkladu. Algoritmy hledající L-omezený řez na gra-
fech s omezenou stromovou šířkou se také dají použít pro hledání L-omezeného
řezu na rovinných grafech (Kolman, 2018). Jak také ukážeme v kapitole 2, z na-
šeho algoritmu pro grafy s omezenou stromovou šířkou získáme algoritmus pro
rovinné grafy pracující v čase O((L + 2)3L+1n).

Jak už jsme zmínili, v této práci se také podíváme na L-omezený řez na
rovinných grafech. Tam je situace trochu jiná než v obecných grafech. Tento
problém je také NP -těžký (Fluschnik a kol., 2016), ale pouze pro L, které je
součástí vstupu. Pro libovolné konstantní L existuje polynomiální algoritmus.

Další problém týkající se L-omezeného řezu je prodlužování délky nejkratší
cesty z s do t o vzdálenost k. V tomto problému chceme najít množinu hran
minimální velikosti takovou, že po jejich odstranění se délka nejkratší cesty z s
do t zvýší o k, kde k ∈ N . Je jednoduché nahlédnou, že tento problém je shodný
s (d(s,t)+k−1)-omezeným řezem, kde d(s,t) značí vzdálenost mezi s a t. Je známé,
že délku nejkratší cesty z s do t lze prodloužit o 1 v polynomiálním čase pro
libovolný graf, stačí vzít hrany na nejkratších cestách z s do t a na tomto podgrafu
najít standardní minimální řez (Baier a kol., 2006). Také je známé, že prodloužit
délku nejkratší cesty z s do t o 2 je NP -těžké v obecných grafech (Bazgan a kol.,
2018). Je ale otevřený problém, jestli je tento problém NP -těžký i v rovinných
grafech. V kapitole 3 se pokusíme nastínit způsob, kterým by možná bylo možné
získat polynomiální algoritmus prodlužující délku nejkratší cesty z s do t o 2
v rovinných grafech.
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1. Shrnutí pojmů a definic
V této kapitole shrneme základní definice a pojmy, které v této práci bu-

deme používat. Tyto pojmy a značení se shodují s jejich běžným použitím. Také
uvedeme formální definice problémů, které budeme používat.

Nejprve zavedeme pojem grafu. Uvedeme definici neorientovaného i oriento-
vaného grafu, protože v této práci budeme používat obě varianty. Jeden z dů-
vodů, proč tyto obecně známé definice uvádíme, je ten, abychom upozornili na
rozdílné značení orientovaných a neorientovaných hran. Toto rozdílné značení
bude výhodné k zamezení nejednoznačností, když budeme pracovat s oběma typy
grafů zároveň. Neorientovaný graf G je dvojice (V,E), kde V je množina vrcholů
a E ⊆

(
V
2

)
je množina neorientovaných hran, tedy množina E obsahuje dvouprv-

kové podmnožiny V . Hranu {u,v} ∈ E mezi vrcholy u a v budeme také značit uv.
Orientovaný graf G je dvojice (V,E), kde V je množina vrcholů a E ⊆ V × V je
množina hran a tedy E obsahuje uspořádané dvojice vrcholů z V . Hranu z vrcholu
u do vrcholu v budeme značit (u,v). Někdy také budeme používat značení V (G),
což značí množinu vrcholů grafu G a E(G), což značí množinu hran grafu G.

V některých grafech budeme hledat sledy, cesty a cykly. Mějme graf G =
(V,E). Sled P v grafu G je posloupnost vrcholů a hran v0,e1,v1,e2,v2, . . . ,vn taková,
že ei je hrana vedoucí mezi vrcholy vi−1 a vi pro neorientovaný graf, nebo z vi−1 do
vi pro orientovaný graf. Vrcholy v0 a vn nazveme koncové a v1 až vn−1 vnitřní. Sled
P nazveme cestou, pokud se v něm neopakují vrcholy. Sled K nazveme cyklem,
pokud se mezi vnitřními vrcholy žádný vrchol nevyskytuje vícekrát a koncové
vrcholy jsou navzájem shodné. Kvůli zjednodušení značení budeme v této práci
často zaměňovat sledy, cesty a cykly s jejich množinou hran.

Budeme pracovat také s rovinnými grafy. Graf G = (V,E) je rovinný, pokud
pro něj existuje rovinné nakreslení, tedy nakreslení do roviny takové, že se žádné
dvě hrany nekříží. Toto nakreslení rozděluje rovinu na části, které nazýváme stěny.
Množinu všech stěn označíme F . Každá stěna je ohraničena nějakým cyklem
grafu G. K rovinnému grafu můžeme definovat jeho duální graf, který vznikne
tak, že vrcholy duálního grafu jsou stěny původního grafu a dva duální vrcholy
jsou spojené hranou právě tehdy, když jím odpovídající stěny mají společnou
hranu na svých hranicích. Tedy duální graf k grafu G je graf G′ = (F,E ′), kde
E ′ = {u′v′|u′,v′ ∈ F ∧ (∃e ∈ E) stěny u′ a v′ mají na své hranici hranu e}.

Dále budeme chtít zavést značení pro hrany vedoucí mezi určitými podmno-
žinami vrcholů grafu. Nechť G = (V,E) je neorientovaný graf a A,B ⊆ V jsou
dvě disjunktní podmnožiny vrcholů. Potom E(A,B) označuje množinu hran ve-
doucích mezi vrcholy z množiny A a vrcholy z množiny B, tedy hrana uv ∈ E je
v E(A,B), pokud u ∈ A a v ∈ B nebo u ∈ B a v ∈ A. Nechť G = (V,E) je orien-
tovaný graf a A,B ⊆ V jsou dvě disjunktní podmnožiny vrcholů. Potom E(A,B)
označuje množinu hran vedoucích z vrcholů v množině A do vrcholů v množině
B, tedy hrana (u,v) ∈ E je v E(A,B), pokud u ∈ A a v ∈ B. Zdůrazňujeme, že E
v značení E(A,B) značí množinu hran grafu a tedy pokud by graf měl množinu
vrcholů značenou například EO, tak použijeme značení EO(A,B).

Budeme také používat podgrafy indukované určitou množinou vrcholů. Nechť
G = (V,E) je graf a U ⊆ V , potom G[U ] značí graf indukovaný vrcholy U , tedy
G[U ] = (U,E ∩

(
U
2

)
), pokud je G neorientovaný, nebo G[U ] = (U,E ∩ (U × U)),
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pokud je G orientovaný.
Dále zavedeme vzdálenosti na grafech a pojem poloměr grafu. Nechť G =

(V,E) je graf a u,v ∈ V jsou jeho dva vrcholy. Potom dG(u,v) značí délku nejkratší
cesty z u do v v grafu G. Nyní definujeme poloměr grafu. Nejprve pro každý vrchol
v ∈ E zavedeme excentricitu e(v), což je maximální vzdálenost z v do libovolného
vrcholu grafu G, tedy e(v) = maxu∈V dG(v,u). Poloměr grafu G, značený r(G), je
minimální excentricita nějakého jeho vrcholu, tedy r(G) = minv∈V e(v).

V druhé kapitole budeme pracovat s parametrizovanými problémy. Protože
budeme pracovat s problémy parametrizovanými více parametry zároveň, tak
uvedeme tuto variantu definice. Parametrizovaný problém je jazyk L ⊆ Σ∗ × Nℓ

pro nějaké ℓ ≥ 1, kde Σ je konečná abeceda a všechny složky prvků v L kromě
první nazýváme parametry. Pro některé z těchto problémů existují FPT algoritmy.
Algoritmus pro parametrizovaný problém L je FPT (fixed parameter tractable)
algoritmus, pokud pro všechny instance I = (x,k1, . . . ,kℓ) dokáže rozhodnout
v čase f(k1, . . . ,kℓ)|x|O(1), jestli I leží v L, kde f je libovolná spočítatelná funkce.

Nakonec uvedeme formální definice problému minimálního řezu a minimálního
L-omezeného řezu. Problém minimálního řezu se standardně zavádí s kapacitami,
my ho zde ale uvedeme bez kapacit, abychom zdůraznili rozdíl mezi tímto pro-
blémem a problémem minimálního L-omezeného řezu.

Minimální řez
Vstup: Graf G = (V,E), vrcholy s, t ∈ V

Chceme: Množinu F ⊆ E takovou, že v grafu G\F leží s a t v různých
komponentách souvislosti, neboli neexistuje žádná cesta z s do t

Cíl: Minimalizovat |F |

Minimální L-omezený řez
Vstup: Graf G = (V,E), vrcholy s, t ∈ V a hodnota L ∈ N
Chceme: Množinu F ⊆ E takovou, že v grafu G \ F neexistuje žádná
cesta z s do t délky nejvýše L

Cíl: Minimalizovat |F |
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2. Dynamické programování na
grafech s omezenou stromovou
šířkou

Problém L-omezeného řezu na grafech s omezenou stromovou šířkou byl stu-
dovaný již dříve. Doposud byl známý FPT algoritmus pro tento problém para-
metrizovaný pomocí délkového parametru L a stromové šířky tw pracující v čase
O(L6tw2

n) (Knop a Dvořák, 2015). Později byl také publikovaný algoritmus pra-
cující v čase O(Ltwn) založený na převodu na problém s omezujícími podmínkami
(Constraint satisfaction problem, CSP) a použití obecného algoritmu pro řešení
těchto problémů (Kolman, 2018). Tento algoritmus nám ale nedává dobrý náhled,
jak doopravdy funguje. Proto v této kapitole popíšeme FPT algoritmus s trochu
horší časovou složitostí O((L+2)tw+1n), ale s hezkým kombinatorickým popisem.
Ukážeme také, jak se tento algoritmus dá použít i pro rovinné grafy.

2.1 Řezová funkce
Nejprve se podíváme na to, jak problém L-omezeného řezu vyjádřit pomocí

funkce z množiny vrcholů do množiny {0, . . . ,L + 1}. Tento převod byl již známý
dříve a publikovaný v článku (Kolman, 2018). Začneme tím, že definujeme pojem
L-řezová funkce.

Definice 1. Nechť G = (V,E) je neorientovaný graf s vrcholy s, t a hodnotou
L ∈ N. Pak funkci f : V → {0, . . . ,L + 1} splňující f(s) = 0 a f(t) = L + 1
nazveme L-řezová funkce a množinu hran {uv ∈ E| |f(u) − f(v)| > 1}, které
budeme nazývat špatné, označíme Cf . Řekneme, že funkce f je minimální L-
řezová funkce, pokud je f L-řezová funkce a pro každou L-řezovou funkci f ′ platí,
že |Cf | ≤ |Cf ′|.

Na L-řezovou funkci se můžeme dívat jako na rozdělení vrcholů do vrstev, kde
špatné hrany jsou ty, které nevedou mezi po sobě jdoucími vrstvami. Intuitivně
je zřejmé, že špatné hrany tvoří L-omezený řez, protože s je v nulté vrstvě a t
je v poslední (L + 1)-ní vrstvě a v grafu zbyly pouze hrany mezi sousedními
vrstvami. Každá cesta z s do t musí tedy projít přes všechny vrstvy a proto má
délku alespoň L + 1. Následující tvrzení navíc říká, že minimální L-omezený řez
odpovídá minimální L-řezové funkci.

Tvrzení 1. Nechť G = (V,E) je graf s vrcholy s, t a hodnotou L ∈ N. Pokud
f : V → {0, . . . ,L+1} je L-řezová funkce, pak množina hran Cf je L-omezený řez
v grafu G. Naopak nechť C je L-omezený řez v grafu G a nechť H = (V,E \ C).
Definujeme funkci g : V → {0, . . . ,L + 1} takovou, že pro každý vrchol v ∈ V
definujeme g(v) = dH(s,v) a pokud hodnota g(v) přesáhla hodnotu L + 1, tak
definujeme g(v) = L + 1. Potom funkce g je L-řezová funkce a množina Cg

je podmnožinou množiny C. Navíc pokud C byl minimální L-omezený řez, tak
Cg = C a g je minimální L-řezová funkce.
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Důkaz. Nejprve dokážeme první část tvrzení. Mějme tedy L-řezovou funkci f
a nechť G′ = (V,E ′) je graf G po odebrání hran z Cf , tedy E ′ = E \ Cf . Nechť P
je nějaká cesta z s do t v grafu G′ a nechť v0 = s,v1, . . . ,vk−1,vk = t jsou vrcholy
na cestě P v pořadí z s do t. Víme, že f(s) = 0 a f(t) = L+1. Indukcí jednoduše
dokážeme, že f(vi) ≤ i. Pro i = 0 to platí triviálně, protože v0 = s a f(s) = 0.
Pro i ≥ 1 máme z indukčního předpokladu f(vi−1) ≤ i − 1. Protože všechny
hrany uv s |f(u) − f(v)| > 1 jsme odstranili, tak platí |f(vi−1) − f(vi)| ≤ 1
a tedy hodnota f(vi) může být nejvýše o jedna větší než hodnota f(vi−1). Čímž
získáváme f(vi) ≤ f(vi−1) + 1 ≤ i − 1 + 1 = i. Protože vk = t a f(t) = L + 1, tak
k ≥ L + 1. Z toho plyne, že na cestě P musí ležet alespoň L + 2 vrcholů a tedy
i alespoň L + 1 hran. Tím jsme ukázali, že každá cesta z s do t má alespoň L + 1
hran a tedy Cf je L-omezený řez v grafu G.

Teď dokažme druhou část tvrzení. Mějme tedy L-omezený řez C, funkci g po-
psanou ve znění tvrzení a graf H = (V,E \C) vzniklý odebráním C z G. Hodnota
g(s) je nula, protože vzdálenost z s do s je nula. Hodnota g(t) = L + 1, protože
každá cesta z s do t v grafu H musí mít délku alespoň L + 1, jinak by C nebyl
L-omezený řez. Proto platí, že g je L-řezová funkce. Označme E = E \ C. Teď
ukážeme, že pro každou hranu uv /∈ C, tedy uv ∈ E, platí |g(u) − g(v)| ≤ 1,
tedy uv /∈ Cg. Pro spor předpokládejme, že existuje hrana uv ∈ E taková, že
|g(u) − g(v)| > 1. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že g(u) ≤ g(v). Z pod-
mínky |g(u) − g(v)| > 1 plyne, že g(u) + 2 ≤ g(v), víme tedy, že g(u) < L + 1.
Z definice funkce g plyne, že v H musí existovat cesta P délky g(u) z s do u. Po-
kud tuto cestu rozšíříme o hranu uv, tak získáme cestu P ′ z s do v délky g(u)+1.
Potom ale g(v) ≤ dH(s,v) ≤ g(u)+1 ≤ g(v)−1, což je spor. Tím jsme ukázali, že
Cg ⊆ C. Teď předpokládejme, že C je minimální L-omezený řez. Kdyby platilo
Cg ⊂ C, tak jsme našli menší L-omezený řez, což ale není možné, protože C
byl minimální. Proto Cg = C. Funkce g musí být minimální řezová funkce, pro-
tože pokud by nebyla, tak existuje minimální řezová funkce g′, pro kterou platí
|Cg′ | < |Cg| = |C|, což by byl spor s tím, že C je minimální L-omezený řez.

□

Z předchozího tvrzení plyne, že hledání minimálního L-omezeného řezu je
ekvivalentní s hledáním minimální L-řezové funkce f .

2.2 Stromový rozklad a algoritmus
Z předchozí části víme, že místo přímého hledání minimálního L-omezeného

řezu můžeme hledat minimální L-řezovou funkci. Triviální metoda by byla vy-
zkoušet všechny řezové funkce a najít mezi nimi tu minimální. To ale není moc
dobrá metoda, protože počet různých řezových funkcí je exponenciální v počtu
vrcholů grafu a tím bychom získali exponenciální algoritmus. Proto se omezíme na
grafy s omezenou stromovou šířkou a použijeme jiný postup. Nejprve ale definu-
jeme pojem stromový rozklad (tree decomposition) a stromová šířka (treewidth)
grafu. Tyto pojmy jsou běžně známé v teorii grafů, definici tedy uvádíme pro
úplnost a k zavedení značení.

Definice 2. Stromový rozklad grafu G = (V,E) je dvojice (T = (W,F ),{BX |X ∈
W}), kde T = (W,F ) je strom a množiny BX ⊆ V jsou podmnožiny vrcholů

7



takové, že:

1. ⋃
X∈W BX = V

2. Pro každé uv ∈ E existuje X ∈ W takové, že {u,v} ⊆ BX .

3. Pro každé u ∈ V tvoří {X ∈ W |u ∈ BX} souvislý podstrom stromu T .

Šířka stromového rozkladu je maxX∈W |BX | − 1. Stromová šířka grafu G, zna-
čená tw(G), je minimální šířka stromového rozkladu grafu G, tedy tw(G) =
min(T =(W,F ),{BX |i∈W }) stromový rozklad G maxX∈W |BX | − 1.

Pro lepší srozumitelnost budeme vrcholy grafu G nazývat vrcholy a vrcholy
stromu T nazývat uzly. Algoritmus, který popíšeme, kromě samotného grafu bude
používat také jeho stromový rozklad. K jednoduššímu popisu se nám ale bude ho-
dit mít stromový rozklad ve speciálním tvaru, který se nazývá hezký stromový
rozklad (nice tree decomposition). Tento pojem je také hojně používaný, hlavně
při algoritmických použitích stromových rozkladů. Takovýto rozklad se dá jed-
noduše získat z libovolného stromového rozkladu se zachováním šířky rozkladu
(Kloks, 1994).

Definice 3. Stromový rozklad (T = (W,F ),{BX |X ∈ W}) grafu G = (V,E)
nazveme hezký, pokud:

1. Strom T je zakořeněný v uzlu R, který nazveme kořen a hrany jsou orien-
tované směrem ke kořeni.

2. Každý uzel X ∈ W má maximálně dva potomky.

3. Pokud má uzel X ∈ W dva potomky Y a Z, tak BX = BY = BZ.

4. Pokud má uzel X ∈ W jediného potomka Y , tak platí buď BX ⊂ BY

a |BY | = |BX | + 1 nebo BY ⊂ BX a |BX | = |BY | + 1.

Dále budeme používat následující terminologii: Pokud uzel X má dva po-
tomky, nazveme ho spojovací (join) uzel. Pokud má uzel X jednoho potomka Y ,
tak ho nazveme vstupní (introduce) uzel pro vrchol v, pokud BY ∪ {v} = BX ,
a výstupní (forget) uzel pro vrchol v, pokud BX ∪{v} = BY . Uzel X bez potomků
nazveme list.

Algoritmus bude využívat dynamické programování na stromovém rozkladu.
Odteď nechť G = (V,E) je zafixovaný graf společně s vrcholy s a t a hodnotou L
a nechť (T = (W,F ),{BX |i ∈ W}) je jeho hezký stromový rozklad s kořenem R
a šířkou tw. Algoritmus bude pro každý uzel konstruovat tabulku TabX a postu-
povat od listů, kde tabulku spočítá přímo, ke kořeni, kde tabulku pro vnitřní uzly
bude konstruovat s pomocí tabulek jejich potomků. Konečné řešení pak vyčteme
z tabulky pro kořen R. Pro konstrukci tabulek budeme potřebovat následující
podgrafy. Pro každý uzel X ∈ W definujeme graf GX . Pro list X definujeme
GX = G[BX ], kde G[BX ] značí podgraf G indukovaný vrcholy BX . Pro spojovací
uzel X s potomky Y a Z definujeme GX = GY ∪ GZ . Pro vstupní nebo výstupní
uzel X s potomkem Y definujeme GX = G[BX ] ∪ GY .

Tabulky budou indexované něčím podobným jako L-řezovými funkcemi. Pro-
tože ale budeme pracovat s podgrafy, tak to nebudou přímo L-řezové funkce, ale
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funkce, které budeme nazývat přípustné pro danou množinu vrcholů podgrafu.
Na tyto funkce se můžeme také dívat jako na zúžení L-řezové funkce na nějakou
podmnožinu vrcholů.

Definice 4. Funkce f : V ′ → {0, . . . ,L + 1}, pro V ′ ⊆ V , je přípustná funkce pro
množinu V ′, jestliže splňuje podmínku f(s) = 0, pokud s ∈ V ′ a také f(t) = L+1,
pokud t ∈ V ′. Pro přípustnou funkci f pro množinu V ′ dále definujeme množinu
špatných hran Cf = {uv ∈ E(G[V ′])| |f(u) − f(v)| > 1}.

Všimněme si, že přípustná funkce pro V je to samé jako L-řezová funkce. Pro-
tože budeme postupně přípustné funkce rozšiřovat na větší podmnožiny vrcholů,
definujeme tedy, co takové rozšíření konkrétně znamená. Později se nám bude
hodit také zúžení funkcí.

Definice 5. Nechť V ′′ ⊆ V ′ ⊆ V . Mějme přípustnou funkci f pro V ′′. Potom f ′

je rozšíření funkce f na V ′, pokud f ′ je přípustná funkce pro V ′ a platí f ′(v) =
f(v) pro každé v ∈ V ′′. Naopak pokud f je přípustná funkce na V ′, pak zúžení
funkce f na množinu V ′′ je funkce f |V ′′ : V ′′ → {0, . . . ,L + 1}, pro kterou platí
f |V ′′(v) = f(v) pro každé v ∈ V ′′.

Je jednoduché nahlédnout, že každé zúžení přípustné funkce je zase přípustná
funkce pro příslušnou množinu. Definovali jsme přípustné funkce pro libovolnou
množinu vrcholů, v algoritmu ale budeme používat přípustné funkce pro uzly
stromového rozkladu.

Definice 6. Nechť X ∈ W je uzel. Potom funkce f : BX → {0, . . . ,L + 1}
je přípustná pro uzel X, pokud je přípustná pro množinu BX . Množinu všech
přípustných funkcí pro uzel X označíme FX .

Tabulku pro uzel X v algoritmu budeme indexovat přípustnými funkcemi FX .
V tabulce na pozici f budeme chtít mít uložený minimální počet špatných hran,
které jde dosáhnout rozšířením této funkce na V (GX).

Definice 7. Nechť X ∈ W je uzel a f : BX → {0, . . . ,L + 1} je přípustná funkce
pro X. Funkce f ′ : V (GX) → {0, . . . ,L + 1} je minimální rozšíření funkce f na
V (GX), pokud je to rozšíření funkce f na V (GX) a pro každé rozšíření f ′′ funkce
f na V (GX) platí |Cf ′| ≤ |Cf ′′ |. Cena funkce f vzhledem k X, značená costX(f),
je rovna |Cf ′ |, kde f ′ je minimální rozšíření funkce f na V (GX).

Pro každý uzel X zkonstruujeme tabulku TabX indexovanou přípustnými
funkcemi pro X. Budeme chtít, aby pro každé f ∈ FX platilo TabX [f ] = costX(f).
V takovém případě tabulku nazveme korektní.

Teď už máme vše potřebné k popisu algoritmu. Jak už jsme řekli dříve, al-
goritmus pro každý uzel X ∈ W zkonstruuje tabulku TabX . Pro list X nastaví
TabX [f ] = |Cf | pro každou funkci f ∈ FX . Pro spojovací uzel X s potomky Y a Z
definujeme TabX [f ] = TabY [f ] + TabZ [f ] − |Cf |. Pro zaváděcí uzel X pro vrchol
v nastavíme TabX [f ] = TabY [f |BY

] + |Cf | − |Cf |BY
|. Pokud je X ukončovací uzel,

nastavíme TabX [f ] = minf ′ rozšížení f na BY
Tabj[f ′]. Tímto postupem zkonstruu-

jeme postupně tabulky pro všechny uzly stromového rozkladu. Tento rekurzivní
algoritmus je pro přehlednost znázorněný procedurou construct_table v al-
goritmu 2.2, který se spouští zavoláním procedury construct_table na kořen
stromového rozkladu R.
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Algoritmus 1 Algoritmus rekurzivní konstrukce tabulek TabX

procedure construct_table(X)
if X je list then

for all f ∈ FX do
TabX [f ] := |Cf |

else if X je spojovací uzel s potomky Y a Z then
construct_table(Y )
construct_table(Z)
for all f ∈ FX do

TabX [f ] = TabY [f ] + TabZ [f ] − |Cf |
else if X je zaváděcí uzel pro vrchol v s potomkem Y then

construct_table(Y )
for all f ∈ FX do

TabX [f ] = TabY [f |BY
] + |Cf | − |Cf |BY

|
else if X je ukončovací uzel pro vrchol v s potomkem Y then

construct_table(Y )
for all f ∈ FX do

TabX [f ] = minf ′ rozšížení f na BY
Tabj[f ′]

Následující tvrzení, které dokážeme v následující části, říká, že algoritmus je
korektní.

Tvrzení 2. Algoritmus zkonstruuje korektní tabulky pro všechny uzly stromového
rozkladu.

Zbývá tedy ukázat, jak z tabulek zkonstruovat konečné řešení. Protože GR =
G, tak přípustná funkce pro uzel R je L-řezová funkce. Z tabulky TabR tedy
dokážeme vyčíst počet špatných hran pro minimální řezovou funkci a tím i velikost
minimálního L-omezeného řezu. Jak říká následující tvrzení, velikost minimálního
L-omezeného řezu je rovna minimální hodnotě v tabulce TabR.

Tvrzení 3. Nechť f ∈ FR je funkce s nejmenší hodnotou v tabulce TabR a f ′

je minimální rozšíření funkce f na V (GR) = V . Potom funkce f ′ je minimální
L-řezová funkce, a tedy TabR[f ] = |Cf ′| je velikost minimálního L-omezeného
řezu.

Důkaz. Pro spor předpokládejme, že f ′ není minimální L-řezová funkce. Nechť g′

je minimální L-řezová funkce a g = g′|BR
je zúžení této funkce na BR. Jednoduše

nahlédneme, že g′ je minimální rozšíření g na V , protože kdyby g′ nebylo mini-
mální rozšíření g na V , tak by g′ nemohla být minimální L-řezová funkce. Protože
tabulka pro R je korektní, tak platí, že TabR[g] = costR(g) = |Cg′ |. Protože před-
pokládáme, že f ′ není minimální L-řezová funkce, tak platí, že |Cg′| < |Cf ′ |. Pro-
tože ale víme, že tabulka TabR je korektní, tak platí, že TabR[f ] = costR[f ] = |Cf ′ |
a tedy TabR[g] < TabR[f ], což je spor s tím, že f je funkce s minimální hodnotou
v TabR.

□

10



Tímto získáme velikost minimálního L-omezeného řezu. Pokud bychom tento
řez chtěli také zkonstruovat, tak můžeme zpětným průchodem tabulek zkonstru-
ovat minimální L-řezovou funkci a z ní pak i minimální L-omezený řez.

Ještě se podíváme na časovou složitost a paměťovou složitost tohoto algoritmu.
Nejprve si všimněme, že počet přípustných funkcí pro libovolný uzel je maximálně
(L + 2)tw+1 a tedy každá tabulka obsahuje maximálně tolik hodnot. A z popisu
algoritmu také vidíme, že při konstrukci tabulky algoritmus také udělá řádově
maximálně (L + 2)tw+1 operací. Dá se ukázat, že počet uzlů hezkého stromového
rozkladu je řádově lineární vzhledem k počtu vrcholů grafu (Kloks, 1994). Z toho
plyne, že tento algoritmus má časovou i paměťovou složitost O((L + 2)tw+1n).

2.3 Důkaz korektnosti algoritmu
Nyní se podíváme na důkaz korektnosti algoritmu. Nejprve ukážeme, že pro

všechny listy jsme tabulku zkonstruovali správně.

Lemma 4. Nechť X je list, pak tabulka TabX je korektní.

Důkaz. Z definice grafu GX plyne, že V (GX) = BX . Proto pro každou funkci
f ∈ FX platí, že je svým jediným možným rozšířením na V (GX) a tedy je i svým
minimálním rozšířením. Platí tedy, že costX(f) = |Cf | a tabulka TabX je ko-
rektní.

□

A dále pak ukážeme pro každý vnitřní uzel, že pokud byly korektní tabulky
jeho potomků, tak je korektní tabulka i pro tento uzel. Důkaz provedeme zvlášť
pro každý typ vnitřního uzlu.

Lemma 5. Nechť X je spojovací uzel s potomky Y a Z. Pokud TabY a TabZ

jsou korektní, tak TabX je korektní.

Důkaz. Protože BX = BY = BZ , tak FX = FY = FZ . Nechť f ∈ FX a nechť
fY a fZ jsou minimální rozšíření f na V (GY ) a V (GZ). Protože TabY a TabZ

jsou korektní, tak platí TabY [f ] = |CfY
| a TabZ [f ] = |CfZ

|. Protože z defi-
nice stromového rozkladu a grafů GY a GZ platí, že V (GY ) ∪ V (GZ) = V (GX)
a V (GY ) ∩ V (GZ) = BX , tak fX = fY ∪ fZ je rozšíření f na V (GX). Dále také
platí, že E(GY ) ∩ E(GZ) = E(G[BX ]) a proto jsou množiny E(GY ) \ E(G[BX ]),
E(GZ)\E(G[BX ]) a E(G[BX ]) navzájem disjunktní. Potom tedy platí, že |CfX

| =
|CfX

∩ (E(GY ) \ E(G[BX ]))| + |CfX
∩ (E(GZ) \ E(G[BX ]))| + |CfX

∩ E(G[BX ])| =
(|CfY

| − |Cf |) + (|CfZ
| − |Cf |) + |Cf | = |CfY

| + |CfZ
| − |Cf |.

Ještě zbývá ukázat, že fX je minimální rozšíření f na V (GX). Nechť f ′
X je mi-

nimální rozšíření f na V (GX) a tedy platí |Cf ′
X

| ≤ |CfX
|. Funkce f ′

Y = f ′
X |V (GY )

je rozšíření funkce f na V (GY ) a stejně tak funkce f ′
Z = f ′

X |V (GZ) je rozší-
ření funkce f na V (GZ). Protože fY a fZ jsou minimální rozšíření, tak platí
|CfY

| ≤ |Cf ′
Y

| a |CfZ
| ≤ |Cf ′

Z
|. Stejně jako v předchozí části se dá ukázat, že

|Cf ′
X

| = |Cf ′
Y

| + |Cf ′
Z
|− |Cf |. A tedy |Cf ′

Y
| + |Cf ′

Z
| = |Cf ′

X
| + |Cf | ≤ |CfX

| + |Cf | =
|CfY

| + |CfZ
| ≤ |Cf ′

Y
| + |Cf ′

Z
|. Všechny nerovnosti tedy musí platit s rovností

a tedy platí i |CfX
| = |Cf ′

X
|. Z toho plyne, že fX je minimální rozšíření f
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na V (GX). Proto nastavením TabX [f ] = TabY [f ] + TabZ [f ] − |Cf | získáme
TabX [f ] = |CfX

| = costX(f). A tedy tabulka TabX je korektní.
□

Lemma 6. Nechť X je vstupní uzel pro vrchol v s potomkem Y . Pokud TabY je
korektní, tak TabX je korektní.

Důkaz. Nechť f ∈ FX a nechť f ′ = f |BY
. Nechť fY je minimální rozšíření f ′

na V (GY ). Potom fX = fY ∪ f je rozšíření f na V (GX). Nechť E ′ = {vw ∈
E|w ∈ BY }, tedy E ′ obsahuje hrany mezi v a BY . Platí, že E(GX) = E(GY ) ∪ E ′

a množiny E(GY ) a E ′ jsou disjunktní. Tedy platí, že |CfX
| = |CfX

∩ E(GY )| +
|CfX

∩ E ′| = |CfY
| + |Cf ∩ E ′|. Platí také, že E(G[BX ]) = E(G[BY ]) ∪ E ′ a tedy

|Cf | = |Cf ′| + |Cf ∩ E ′|. Proto |CfX
| = |CfY

| + |Cf | − |Cf ′|.
Ještě potřebujeme ukázat, že fX je minimální rozšíření f na V (GX). Nechť f ′

X

je minimální rozšíření f na V (GX). Potom |Cf ′
X

| ≤ |CfX
|. Nechť f ′

Y = f ′
X |V (GY ).

Potom f ′
Y je rozšíření f ′ na V (GY ) a tedy |CfY

| ≤ |Cf ′
Y

|. Stejně jako pro funkci
fX , pro f ′

X také platí |Cf ′
X

| = |Cf ′
Y

|+ |Cf ∩E ′|. A tedy |Cf ′
Y

|+ |Cf ∩E ′| = |Cf ′
X

| ≤
|CfX

| = |CfY
|+ |Cf ∩E ′| ≤ |Cf ′

Y
|+ |Cf ∩E ′| a tedy všechny nerovnosti platí s rov-

ností. Z toho získáváme |Cf ′
X

| = |CfX
|, což znamená, že fX je minimální rozšíření

f na V (GX). Protože fY je minimální rozšíření f ′ na V (GY ) a tabulka TabY je ko-
rektní, tak TabY [f ′] = |CfY

|. Proto nastavením TabX [f ] = TabY [f ′]+ |Cf |− |Cf ′|
získáme TabX [f ] = |CfX

| = costX(f) a tedy tabulka TabX je korektní.
□

Lemma 7. Nechť X je výstupní uzel pro vrchol v s potomkem Y . Pokud TabY je
korektní, tak TabX je korektní.

Důkaz. Nechť f ∈ FX a nechť fY je minimální rozšíření f na V (GY ). Protože
GX = GY , tak fY je také minimální rozšíření f na V (GX). Nechť f ′ = fY |BY

a potom minimální rozšíření f ′ na V (GY ) je fY . Protože fY je minimální roz-
šíření f na V (GY ), tak pro každé f i = f ∪ {(v,i)}, i = 0, . . . ,L + 1, a její
minimální rozšíření f i

Y na V (GY ) platí |CfY
| ≤ |Cf i

Y
|. A naopak existuje i takové,

že f ′ = fi. Proto platí minf rozšížení f na BY
costY (f) = |CfY

|. Protože tabulka pro
uzel Y je korektní, tak TabY [f i] = costY (f i) pro každé i. A tedy nastavením
TabX [f ] = minf rozšížení f na BY

TabY [f ] získáme TabX [f ] = |CfY
| = costX(f).

Z toho plyne, že tabulka TabX je korektní.
□

2.4 Rovinné grafy
V této části se podíváme na to, jak algoritmus z této kapitoly také využít pro

rovinné grafy. Postup, který použijeme, byl poprvé publikovaný v článku(Kolman,
2018). Nejprve ukážeme, že můžeme předpokládat, že graf, ve kterém hledáme
L-omezený řez, neobsahuje žádné vrcholy, které neleží na žádné cestě z s do t
délky maximálně L.
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Tvrzení 8. Nechť G = (V,E) je neorientovaný graf se speciálními vrcholy s a t.
Vytvoříme graf G′ z G odstraněním všech vrcholů, které neleží na nějaké cestě z s
do t délky L nebo kratší. Nechť C je minimální L-omezený řez pro G′, potom je
C také minimální L-omezený řez pro G.

Důkaz. Pro spor předpokládejme, že C není L-omezený řez pro G, tedy v G \ C
existuje cesta P z s do t délky maximálně L. Protože každý vrchol na této cestě
leží na nějaké cestě z s do t délky maximálně L, tak jsme žádný z těchto vrcholů
neodebrali při konstrukci G′ a tedy P je cestou i v G′. To je ale spor s tím,
že C je L-omezený řez pro G. Kdyby C nebyl minimální L-omezený řez pro G,
tedy existuje L-omezený řez C ′ pro G, pro který platí |C ′| < |C|, tak C ′ je také
L-omezený řez pro G′, protože odebráním vrcholů jsme nemohli vytvořit žádnou
krátkou cestu. To je ale spor s tím, že C je minimální L-omezený řez pro G′ a tedy
C je minimální L-omezený řez pro G.

□

Nechť G = (V,E) je rovinný graf se speciálními vrcholy s a t, ve kterém
chceme najít minimální L-omezený řez. Z předchozího tvrzení plyne, že bez újmy
na obecnosti můžeme předpokládat, že každý vrchol v G má vzdálenost od s
maximálně L. Proto také G má poloměr maximálně L. Známý výsledek říká (Ro-
bertson a Seymour, 1984), že každý rovinný graf s poloměrem r má stromovou
šířku maximálně 3r a tento stromový rozklad lze nalézt v polynomiálním čase.
Proto také můžeme pro graf G nalézt v polynomiálním čase stromový rozklad
(T = (W,F ),{BX |X ∈ W}) s šířkou maximálně 3L. A s použitím algoritmu
prezentovaného v této kapitole získáme algoritmus pro hledání minimálního L-
omezeného řezu na rovinných grafech běžící v čase O((L+2)3L+1n). A tedy na roz-
díl od obecných grafů dokážeme v rovinných grafech řešit minimální L-omezený
řez pro konstantní L v polynomiálním čase.
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3. Rovinné grafy a prodlužování
nejkratší cesty

V této kapitole se budeme zabývat problémem souvisejícím s L-omezeným
řezem a to prodlužováním nejkratší cesty z s do t. V tomto problému chceme
najít množinu hran minimální velikosti takovou, že po jejich odstranění se délka
nejkratší cesty z s do t zvýší o k, kde k ∈ N . Je jednoduché nahlédnout, že tento
problém je shodný s (dG(s,t) + k − 1)-omezeným řezem. Je známé, že problém
minimálního (dG(s,t) + 1)-omezeného řezu je v obecných grafech NP -těžký (Ba-
zgan a kol., 2018). Je ale otevřený problém, jestli lze v neorientovaném rovinném
grafu G = (V,E) se speciálními vrcholy s a t ležícími na vnější stěně prodloužit
nejkratší cestu z s do t o vzdálenost 2 odebráním minimálního možného množství
hran v polynomiálním čase. Jinak řečeno, jestli lze v polynomiálním čase v daném
grafu nalézt minimální L-omezený řez pro L = dG(s,t) + 1.

Důkaz NP -těžkosti (dG(s,t) + 1)-omezeného řezu v obecných grafech pub-
likovaný v článku (Bazgan a kol., 2018) je založen na převodu z tripartitního
vrcholového pokrytí. Je známe, že problém minimálního tripartitního vrcholo-
vého pokrytí je NP -těžký i v rovinných grafech (Garey a Johnson, 1979). Tento
výsledek ale nemůžeme použít pro rozšíření důkazu NP -těžkosti minimálního
(dG(s,t) + 1)-omezeného řezu i na rovinné grafy, protože převod z minimálního
tripartitního vrcholového pokrytí na minimální (dG(s,t) + 1)-omezený řez neza-
chovává rovinnost a tedy i pokud je vstupní graf převodu rovinný, tak graf po
provedení převodu už rovinný být nemusí. Z toho plyne, že tento výsledek se nedá
přímočaře rozšířit i na rovinné grafy.

My se pokusíme jít opačným směrem a zkusíme nastínit postup, kterým
bychom možná mohli ukázat, že v rovinných grafech je minimální (dG(s,t) + 1)-
omezený řez řešitelný v polynomiálním čase. Tento postup se skládá z něko-
lika částí. Nejprve v části 3.1 ukážeme, jak problém minimálního (dG(s,t) + 1)-
omezeného řezu v rovinném grafu s vrcholy s a t na vnější stěně převést na
hledání rozdělení množiny vrcholů do tří skupin minimalizující velikost určité
množiny hran. Dále v části 3.2 ukážeme, jak toto hledání rozdělení množiny vr-
cholů do tří skupin převést na hledání dvojice do sebe vnořených cyklů v duálním
grafu. U těchto převodů jsme se inspirovali v článku (Itai a Shiloach, 1979), kde
je ukázáno, jak problém minimálního řezu v rovinném grafu převést na hledání
cyklu v jeho duálním grafu.

Dále v části 3.3 definujeme pojem přípustné posloupnosti konfigurací a uká-
žeme, jak hledání dvojice cyklů minimální ceny převést na hledání minimální pří-
pustné posloupnosti konfigurací. Postup, jak tyto minimální přípustné posloup-
nosti konfigurací efektivně konstruovat, zde bohužel neuvedeme. V části 3.4 ale
uvedeme, jak tento problém souvisí s problémem hledání nejkratší cesty a pro-
blémem hledání cesty vyhýbající se zakázaným dvojicím.

3.1 Z řezu na rozdělení
V této části se podíváme na to, jak hledání (dG(s,t) + 1)-omezeného řezu

v rovinném grafu s vrcholy s a t na vnější stěně převést na hledání rozdělení
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množiny vrcholů do tří skupin minimalizující velikost určité množiny hran. Nechť
G = (V,E) je neorientovaný rovinný graf se speciálními vrcholy s a t na vnější
stěně včetně nakreslení D, který pro tuto část zafixujeme. Dále také předpoklá-
dejme, že L = dG(s,t) + 1. V tomto grafu budeme chtít najít L-omezený řez. Bez
újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že všechny vrcholy G leží na nějaké
cestě délky d nebo d + 1 z s to t, jak jsme ukázali v tvrzení 8.

Vrcholy grafu G rozdělíme do vrstev podle vzdálenosti od s, tedy Vi = {v ∈
V |dG(s,v) = i}. V tuto chvíli se nám bude hodit dívat se na graf G jako na
orientovaný, kde každou neorientovanou hranu nahradíme dvojicí orientovaných
hran, v každém směru jednou. Takto upravený graf označíme GO = (V,EO).
Hrany EO rozdělíme do tří skupin, a to na cestové, zpětné a vrstevnicové. Cestové
hrany, značené EO

P , jsou hrany, které vedou z nižší vrstvy do vyšší, tedy EO
P =

{(v,w) ∈ EO|v ∈ Vi−1 ∧ w ∈ Vi}. Hrany, které vedou z vyšší vrstvy do nižší, tedy
EO

R = {(v,w) ∈ EO|∃i(v ∈ Vi ∧ w ∈ Vi−1}, nazveme zpětné. A nakonec hrany,
které vedou uvnitř jedné vrstvy, tedy EO

I = {(v,w) ∈ EO|v ∈ Vi ∧ w ∈ Vi},
nazveme vrstevnicové. Všimněme si, že jakákoliv cesta v GO používající pouze
cestové hrany, je nejkratší cestou mezi svými koncovými vrcholy. Teď definujeme
korektní rozdělení množiny V na tři skupiny.

Definice 8. Nechť A, B, C je rozdělení množiny vrcholů V na tři disjunktní
podmnožiny. Potom řekneme, že toto rozdělení je korektní, pokud s ∈ A a t ∈ C.

Následující definice říká, jak pro korektní rozdělení množiny vrcholů do tří
skupin definujeme množinu hran. Dále ukážeme, že tato množina odpovídá L-
omezenému řezu. Připomínáme, že značení EO(A,B) znamená množinu oriento-
vaných hran z EO, které mají počátek v množině A a konec v množině B.

Definice 9. Mějme korektní rozdělení vrcholů V do tří disjunktních množin A,
B, C. Pak definujeme množinu F (A,B,C) = [(EO(A,B)∪EO(B,C)∪EO(A,C))∩
EO

P ] ∪ (EO(A,C) ∩ EO
I ), tedy F (A,B,C) obsahuje všechny cestové hrany z A do

B, z B do C a z A do C a také všechny vrstevnicové hrany z A do C.

Všimněme si, že v množině F (A,B,C) se každá hrana objevuje maximálně
v jedné orientaci. V následujícím tvrzení dokážeme, že pokud v právě defino-
vané množině zapomeneme na orientaci hran, tak tato množina je L-omezený
řez v grafu G pro každé korektní rozdělení vrcholů do skupin A, B a C. Teď
budeme potřebovat přejít od podmnožiny orientovaných hran zpět k neoriento-
vaným. Proto definujeme značení, kde pro množinu F ⊆ EO definujeme množinu
F U = {vw|(v,w) ∈ F} ⊆ E, tedy množina F U vznikne z množiny F zapomenutím
orientací hran.

Tvrzení 9. Mějme korektní rozdělení vrcholů V do tří disjunktních množin A,
B, C. Potom množina F (A,B,C)U , je L-omezený řez v grafu G.

Důkaz. Nechť G′O = (V,EO \ F (A,B,C)). Ukážeme, že pro každé u ∈ B platí
dG′O(s,u) ≥ dGO(s,u) + 1 a pro každé u ∈ C platí dG′O(s,u) ≥ dGO(s,u) + 2.
Nejprve si všimneme, že odebráním hran nemohla vzniknout žádná kratší cesta
a tedy platí dGO(u,v) ≤ dG′O(u,v) pro všechny vrcholy u a v.

Mějme u ∈ B. Pokud z s do u v G′O nevede žádná cesta, tak dG′O(s,u) = ∞
a tedy dG′O(s,u) ≥ dGO(s,u) + 1 platí. V opačném případě nechť P je nej-
kratší cesta z s do u v G′O. Nechť (v,w) je první hrana na cestě P , která
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vede ven z A. Tato hrana musí být vrstevnicová nebo zpětná, protože všechny
cestové hrany vedoucí z A jsme odstranili. Pokud se jedná o zpětnou hranu,
tak z definice zpětné hrany platí dGO(s,w) + 1 = dGO(s,v). Pokud se jedná
o vrstevnicovou hranu, tak z definice platí dGO(s,w) = dGO(s,v). V obou pří-
padech tedy platí dGO(s,w) ≤ dGO(s,v). Protože každé zkrácení nejkratší cesty
je nejkratší cesta, tak dG′O(s,w) = dG′O(s,v) + 1. Složením obou nerovností do-
staneme dG′O(s,w) = dG′O(s,v) + 1 ≥ dGO(s,v) + 1 ≥ dGO(s,w) + 1. Protože
zkrácením nejkratší cesty P do vrcholu w získáme nejkratší cestu do vrcholu
w, tak platí dG′O(s,u) = dG′O(s,w) + dG′O(w,u). Tím tedy získáme dG′O(s,u) =
dG′O(s,w) + dG′O(w,u) ≥ dGO(s,w) + 1 + dGO(w,u) ≥ dGO(s,u) + 1, kde poslední
nerovnost plyne v trojúhelníkové nerovnosti pro vzdálenosti v grafu GO. Tím jsme
ukázali, že dG′O(s,u) ≥ dGO(s,u) + 1.

Mějme u ∈ C. Pokud z s do u v G′O nevede žádná cesta, tak dG′O(s,u) = ∞
a tedy dG′O(s,u) ≥ dGO(s,u) + 2 platí. V opačném případě nechť P je nejkratší
cesta z s do u v G′. Rozlišíme dvě situace. Nejprve předpokládejme, že cesta P
obsahuje hranu z A do C a nechť (v,w) je první taková. Hrana (v,w) musí být
zpětná, protože všechny ostatní hrany z A do C jsme odstranili. Z definice zpětné
hrany platí dGO(s,w) + 1 = dGO(s,v) a tím dostáváme dG′O(s,w) = dG′O(s,v) +
1 ≥ dGO(s,v) + 1 = dGO(s,w) + 2. Proto dG′O(s,u) = dG′O(s,w) + dG′O(w,u) ≥
dGO(s,w) + 2 + dGO(w,u) ≥ dGO(s,u) + 2, čímž jsme ukázali, že dG′O(s,u) ≥
dGO(s,u) + 2.

Pokud cesta P neobsahuje žádnou hranu z A do C, tak vede přes nějaký vr-
chol v B. Protože vrchol u leží v množině C, tak cesta P musí obsahovat nějakou
hranu z B do C. Vezmeme tu první z nich a nechť je to hrana z v ∈ B do w ∈ C.
Z předchozí části víme, že dG′O(s,v) ≥ dGO(s,v) + 1. O hraně (v,w) víme, že je to
vrstevnicová nebo zpětná hrana, protože všechny cestové hrany z B do C jsme
odstranili. Pokud se jedná o zpětnou hranu, tak platí dGO(s,w) + 1 = dGO(s,v).
Pokud se jedná o vrstevnicovou hranu, tak platí dGO(s,w) = dGO(s,v). V obou pří-
padech tedy platí dGO(s,w) ≤ dGO(s,v). Z toho plyne dG′O(s,w) = dG′O(s,v)+1 ≥
dGO(s,v)+2 ≥ dGO(s,w)+2. Čímž získáme, že dG′O(s,u) = dG′O(s,w)+dG′O(w,u) ≥
dGO(s,w) + 2 + dGO(w,u) ≥ dGO(s,u) + 2, a tedy dG′O(s,u) ≥ dGO(s,u) + 2 platí.

Mějme graf G = (V,E \ F (A,B,C)U) a graf G
O = (V,E), který vznikne z G

nahrazením všech neorientovaných hran dvěma orientovanými, v každém směru
jednou. Je jednoduché nahlédnout, že G

O je podgrafem G′O, protože graf G
O

vznikl nejdříve odstraněním hran F (A,B,C)U a pak zorientováním, kdežto G′O

vznikl nejdříve zorientováním a pak odstraněním hran F (A,B,C). Graf G
O by

tedy vznikl z grafu G′O, pokud bychom ještě odebrali hrany z F (A,B,C) v opačné
orientaci. Protože G

O je podgrafem G′O, tak dG′O(u,v) ≤ d
G

O(u,v) pro každou
dvojici vrcholů u a v. Dále také jednoduše nahlédneme, že dG(u,v) = d

G
O(u,v)

pro každou dvojici vrcholů u a v. S použitím dříve dokázaných nerovností získá-
váme, že pro každé u ∈ B platí dG(s,u) ≥ dG(s,u) + 1 a pro každé u ∈ C platí
dG(s,u) ≥ dG(s,u) + 2. Z toho už plyne, že F (A,B,C)U je L-omezený řez pro G,
protože t leží v C a všem vrcholům v C jsme vzdálenost od s prodloužili alespoň
o 2.

□

Na obrázku 3.1 je znázorněno, jak vypadá situace před a po odebrání řezu
F (A,B,C). Protože každá hrana se v F (A,B,C) vyskytuje maximálně v jedné
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Obrázek 3.1: Rozdělení na skupiny A, B, C. Černě jsou značeny cestové hrany,
červeně vrstevnicové a zeleně zpětné. Obrázek vlevo znázorňuje situaci před ode-
bráním řezu F (A,B,C) a obrázek vpravo situaci po odebrání řezu.

orientaci, tak platí |F (A,B,C)U | = |F (A,B,C)|. Hodnotu |F (A,B,C)| budeme
také nazývat cenou rozdělení A, B, C. Víme tedy, že každé korektní rozdělení vr-
cholů odpovídá nějakému L-omezenému řezu. Opačné tvrzení neplatí, tedy každý
L-omezený řez se nedá vyjádřit jako nějaké korektní rozdělení vrcholů. Co ale
platí, jak ukážeme v příštím tvrzení, je, že každý minimální L-omezený řez se
jako takovéto rozdělení vyjádřit dá. Nejprve ale ukážeme, jak pro L-omezený řez
F definovat rozdělení vrcholů do tří skupin AF , BF , CF .

Definice 10. Nechť F je L-omezený řez, potom množiny AF ,BF ,CF ⊆ V de-
finujeme následovně: Definujeme množinu F O

P jako množinu všech hran v F
které vedou mezi různými vrstvami Vi, orientované z nižší vrstvy do vyšší, tedy
F O

P = {(v,w)|vw ∈ F ∧ v ∈ Vi−1 ∧ w ∈ Vi}. Mějme graf G = (V,EO
P \ F O

P ), tedy
graf obsahující pouze cestové hrany mimo těch v F O

P . Potom definujeme množinu
AF ⊆ V jako množinu vrcholů, které jsou v G dosažitelné z s. Množinu CF de-
finujeme jako množinu vrcholů ze kterých v G existuje cesta do t a množinu BF

jako množinu všech ostatních vrcholů, tedy BF = V \ (AF ∪ CF ).

Následuje slibované tvrzení, že každý minimální L-omezený řez F se dá vyjá-
dřit jako korektní rozdělení množiny V do skupin AF , BF a CF .

Tvrzení 10. Nechť F je minimální L-omezený řez. Potom AF , BF , CF je korektní
rozdělení množiny V a F = F (AF ,BF ,CF )U .

Důkaz. Množinu F rozdělíme na dvě množiny FI a FP tak, že FI obsahuje hrany
vedoucí uvnitř jednotlivých vrstev Vi, tedy FI = {vw ∈ F |(∃i){v,w} ⊆ Vi}
a FP = F \ FI obsahuje všechny ostatní hrany, tedy hrany mezi jednotlivými
vrstvami. Z množiny FP vytvoříme množinu F O

P tak, že všechny hrany v FP zori-
entujeme z nižší vrstvy do vyšší, tedy F O

P = {(v,w)|vw ∈ FP ∧ v ∈ Vi−1 ∧ w ∈ Vi}
je množina cestových hran. Všimněme si, že množina F O

P je stejná jako v definici
10. Z množiny FI vytvoříme množinu F O

I tak, že hrany zorientuje následovně:
Pokud se jedná o hranu mezi AF a BF , tak ji zorientujeme z AF do BF . Pokud
se jedná o hranu mezi AF a CF , tak ji zorientujeme z AF do CF . Pokud se jedná
o hranu mezi BF a CF , tak ji zorientujeme z BF do CF . Pokud se jedná o libovol-
nou jinou hranu, tak ji zorientujeme libovolně. Mějme množinu F O = F O

P ∪ F O
I

a graf G′ = (V,EO \ F O). Jednoduše nahlédneme, že množinu F můžeme zpětně
získat z množiny F O, pokud odstraníme orientace hran. Všimneme si, že graf G′

obsahuje ty stejné cestové hrany, jako graf G z definice 10. A tedy pokud bychom
definovali množinu AF jako množinu všech vrcholů dosažitelných v G′ z s pouze
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po cestových hranách, množinu CF jako množinu vrcholů, ze kterých v G′ vede
cesta pouze po cestových hranách do t a BF = (AF ∪ CF ), tak získáme stejné
množiny jako v definici 10. Pro zbytek důkazu budeme uvažovat tuto alternativní
definici.

Vrchol s leží v A, protože do něj existuje triviální cesta délky 0 po cestových
hranách z s. Stejně tak vrchol t leží v C, protože z něj vede triviální cesta délky
0 po cestových hranách do t. K tomu abychom dokázali, že množiny AF , BF ,
CF jsou disjunktní, tak stačí ukázat, že AF a CF jsou disjunktní, protože BF je
z definice disjunktní s AF i s CF . Pro spor předpokládejme, že existuje vrchol
v ∈ AF ∩ CF . Potom v G′ existuje cesta P1 z s do v po cestových hranách a také
cesta P2 z v do t po cestových hranách. To znamená, že v G′ existuje cesta po
cestových hranách z s do t, která musí mít délku dG(s,t). Protože všechny cestové
hrany odpovídající hranám v F jsme odstranili, takže tato cesta se vyskytuje
i v grafu G \ F , což je spor s tím, že F je L-omezený řez. Proto tedy neexistuje
žádný vrchol, který by ležel zároveň v AF a CF a tedy množiny AF , BF a CF

jsou navzájem disjunktní.
Nejprve ukážeme, že F (AF ,BF ,CF ) ⊆ F O. Nechť (v,w) ∈ EO(AF ,BF ) ∩ EO

P

tedy (v,w) je cestová hrana z v ∈ AF do w ∈ BF . Protože v ∈ AF , tak v G′

existuje cesta P po cestových hranách z s do v. Po rozšíření této cesty o hranu
(v,w) bychom získali cestu po cestových hranách z s do w. Pokud by hrana (v,w)
byla v G′, tak bychom vrchol w zařadili do AF a tedy tato hrana v G′ nebyla a tím
platí (v,w) ∈ F O. Nechť (v,w) ∈ EO(AF ,CF ) ∩ EO

P , tedy (v,w) je cestová hrana
z v ∈ AF do w ∈ CF . Podobně jako v předchozím případě bychom dostali, že
pokud by hrana (v,w) byla v G′, tak w ∈ AF . A jak už jsme ukázali, žádný vrchol
není zároveň v AF i CF , proto (v,w) ∈ F O. Nechť (v,w) ∈ EO(BF ,CF ) ∩ EO

P ,
tedy (v,w) je cestová hrana z v ∈ BF do w ∈ CF . Protože w ∈ CF , tak existuje
cesta P po cestových hranách z w do t. Pokud bychom tuto cestu rozšířili o hranu
(v,w), tak získáme cestu po cestových hranách z v do t. Pokud by tedy tato hrana
byla v G′, tak bychom v zařadili do CF . Proto (v,w) ∈ F O. Tím jsme ukázali, že
[(EO(AF ,BF ) ∪ EO(BF ,CF ) ∪ EO(AF ,CF )) ∩ EO

P ] ⊆ F O.
Teď vezměme (v,w) ∈ EO(AF ,CF ) ∩ EO

I , tedy (v,w) je vrstevnicová hrana
z v ∈ AF do w ∈ CF . Protože v ∈ AF , tak existuje cesta P1 po cestových hranách
z s do v. Protože w ∈ CF , tak existuje cesta P2 po cestových hranách z w do
t. Protože hrana (v,w) je vrstevnicová, tak dG(s,v) = dG(s,w). Protože každá
cestová hrana vede z nižší vrstvy do vyšší, tak každá cesta mezi dvěma vrcholy
vedoucí pouze po cestových hranách je nejkratší cestou mezi těmito vrcholy. Proto
platí dG(s,v) = dG′(s,v) a dG(w,t) = dG′(w,t). Cesta vzniklá z cesty P1, hrany
(v,w) a cesty P2 je cestou z s do t délky dG(s,v)+dG(w,t)+1 = dG(s,w)+dG(w,t)+
1 = dG(s,t) + 1. Pokud by tedy tato hrana v G′ byla, tak by v G′ existovala cesta
kratší než L a tato stejná cesta by byla i v G \ F a proto (v,w) ∈ F O. A tedy
platí (EO(AF ,CF ) ∩ EO

I ) ⊆ F O.
Zatím jsme dokázali, že F (AF ,BF ,CF ) je podmnožina F O. Pokud odstraníme

orientace u obou množin, tak získáme také F (AF ,BF ,CF )U ⊆ F . Z tvrzení 9
plyne, že F (AF ,BF ,CF )U je L-omezený řez v G. Pokud by tedy F (AF ,BF ,CF )U

byla ostrá podmnožina F , tak máme menší řez než F . To ale není možné, protože
F je minimální L-omezený řez a tedy musí platit F = F (A,B,C)U .

□
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Teď již víme, že každý minimální L-omezený řez se dá vyjádřit jako korektní
rozdělení množiny vrcholů do tří skupin, a proto místo přímého hledání minimál-
ního L-omezeného řezu můžeme hledat rozdělení vrcholů do skupin A, B a C,
které minimalizuje velikost F (A,B,C). Následující tvrzení nám říká, že pro každý
minimální L-omezený řez existuje korektní rozdělení A, B, C, které má hezkou
strukturu. Toto rozdělení se nám bude hodit v následující části.
Tvrzení 11. Mějme minimální L-omezený řez F . Potom existuje korektní roz-
dělení vrcholů do skupin A, B, C takové, že F (A,B,C)U = F a zároveň platí, že
indukované podgrafy G[A], G[C] jsou souvislé a v každé komponentě souvislosti
G[B] leží dva vrcholy v,w takové, že existují v′ ∈ AF a w′ ∈ CF , pro které platí,
že vv′ a ww′ jsou hrany v grafu G.

Důkaz. Protože z definice 10 plyne, že množina AF je slabě souvislá v grafu G,
což je podgraf GO, tak jednoduše získáváme, že indukovaný podgraf G[AF ] je
souvislý. Stejně tak plyne, že graf G[CF ] je souvislý.

Mějme graf G[BF ] a nechť B1, . . . , Bk je rozdělení vrcholů BF podle kompo-
nent souvislosti G[BF ]. Nejprve pro spor předpokládejme, že existuje i takové,
že pro každé v ∈ Bi a w ∈ CF v grafu G není hrana mezi v a w. Protože v GO

do každého vrcholu vede alespoň jedna cestová hrana a cestové hrany netvoří
orientované cykly, tak musí existovat vrcholy w ∈ AF a v ∈ Bi takové, že (w,v)
je cestová hrana v GO. A tedy tato hrana je také v množině F (AF ,BF ,CF ). Teď
uvažujme jiné rozdělení vrcholů V a to A = AF ∪ Bi, B = BF \ Bi a C = CF .
Jednoduše vidíme, že toto je stále korektní rozdělení, protože s ∈ A a t ∈ C.
Protože mezi Bi a CF nevedou žádné hrany a také žádné hrany nevedou mezi
Bi a Bj pro j ̸= i, tak přesunutím Bi do AF do řezu nepřidáme žádné hrany
a tedy F (A,B,C) ⊆ F (AF ,BF ,CF ). Naopak ale hrana (w,v) byla původně v řezu
F (AF ,BF ,CF ) a teď leží uvnitř A, tak už v řezu F (A,B,C) není a tedy F (A,B,C)
je ostrou podmnožinou F (AF ,BF ,CF ) = F O. To je ale spor s tím, že F je mi-
nimální L-omezený řez. Takže musí platit, že v G existuje hrana mezi každou
množinou Bi a CF .

Definujme A := AF , B := BF , C := CF . Předpokládejme, že existuje i ta-
kové, že pro každé v′ ∈ A a v ∈ Bi v grafu G není hrana mezi v′ a v. Uvažujme
rozdělení A′ = A, B′ = B \ Bi a C ′ = C ∪ Bi. Jednoduše vidíme, že toto je stále
korektní rozdělení, protože s ∈ A a t ∈ C. Protože mezi A a Bi nevedou žádné
hrany, tak přesunutím Bi k C do řezu nepřidáme žádné hrany. Z toho plyne,
že F (A′,B′,C ′) ⊆ F (A,B,C). Protože F je minimální L-omezený řez, tak musí
platit F (A′,B′,C ′) = F (A,B,C). Tedy i F (A′,B′,C ′)U je minimální L-omezený
řez. Tímto postupem jsme snížili počet komponent souvislosti G[BF ], které ne-
mají hranu do A, a zároveň neporušili souvislost G[A′] a G[C ′]. Proto nastavením
A := A′, B := B′ a C := C ′ a opakováním postupu získáme požadované množiny
A, B a C.

□

3.2 Z rozdělení na cykly
V této části se podíváme na to, jak hledání korektního rozdělení množiny

vrcholů na skupiny A, B a C minimalizující velikost F (A,B,C) převést na hledání
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minimální dvojice do sebe vnořených orientovaných cyklů v duálním grafu. Stejně
jako v předchozí části předpokládejme, že máme fixní rovinný neorientovaný graf
G = (V,E) se speciálními vrcholy s a t ležícími na vnější stěně. Stejně tak máme
graf GO = (V,EO), rozdělení vrcholů V do vrstev Vi a rozdělení hran EO do
tří množin EO

P (cestové), EO
I (vrstevnicové) a EO

R (zpětné). Dále mějme fixní
nakreslení D grafu G, které pro zjednodušení následujícího popisu splňuje, že
pro každou vrstvu Vi platí, že všechny vrcholy v této vrstvě mají stejnou x-ovou
souřadnici a vrstvy jsou seřazené zleva doprava podle svých indexů, tedy V0 je
nejlevější vrstva a VdG(s,t) je nejpravější. Z toho také plyne, že s je nejlevější vrchol
v nakreslení a t je nejpravější. Všimněme si, že v tomto nakreslení cestové hrany
vedou zleva doprava, zpětné zprava doleva a vrstevnicové ze shora dolů a zezdola
nahoru.

Označme H = (W,Q) duální graf ke grafu G vzhledem k nakreslení D takový,
že vrchol s leží ve vnější stěně grafu H. Vrchol grafu H ležící ve vnější stěně grafu
G označíme u. Pro zjednodušení popisu budeme také předpokládat, že vrchol u
leží napravo od vrcholu t ve společném nakreslení grafů G a H. Dále ve společném
nakreslení grafů G a H spojme vrcholy s a u pomyslnou hranou, která neprotíná
žádnou hranu G ani H. Stejně tak spojme pomyslnou hranou vrcholy t a u stejným
způsobem. Tyto dvě pomyslné hrany nám rozdělují hrany incidentní s u v grafu
H do dvou skupin. Hrany grafu H, které získáme procházením kolem vrcholu u
po směru hodinových ručiček od hrany us k hraně ut označíme výstupní hrany
u a ostatní hrany grafu H kolem vrcholu u označíme vstupní. Pro graf H také
definujeme orientovaný graf HO = (W,QO), ale na rozdíl od definice GO, budeme
nahrazovat dvěma orientovanými, v každém směru jednou, pouze hrany, které
nejsou incidentní s u. Hrany incidentní s u ošetříme speciálně a to tak, že výstupní
hrany u budou vést pouze v orientaci z u a vstupní hrany u pouze v orientaci do
u. Příklad takového grafu uvádíme na obrázku 3.2.

Dále se budeme zabývat orientovanými cykly v grafu HO. Následující definice
říká, co jsou to vrcholy ležící uvnitř cyklu.

Definice 11. Nechť K je orientovaný cyklus v grafu HO. Cyklus K rozděluje
rovinu na dvě části. Potom definujeme množinu V K jako množinu vrcholů grafu
G, které leží v části roviny napravo od každé hrany na cyklu K ve společném
nakreslení grafů G a H. Množinu V K budeme nazývat množinou vrcholů uvnitř
K.

Důvod, proč hrany kolem u řešíme speciálně, je ten, že když hrany kolem
vrcholu u definujeme tímto způsobem, tak pro každý cyklus K v grafu HO pro-
cházející vrcholem u platí, že množina V K obsahuje vrchol t. A naopak platí,
pokud pro cyklus K v grafu HO množina V K obsahuje právě jeden z vrcholů s
a t, tak cyklus K musí procházet vrcholem u, protože takovýto cyklus musí použít
duální hranu k alespoň jedné hraně na každé cestě z s do t, a tedy speciálně ke
hranám na obou cestách vedoucích po vnější stěně grafu G, a tedy tento cyklus
musí procházet duálním vrcholem ve vnější stěně grafu G, tedy vrcholem u.

Z tvrzení 11 víme, že pro každý minimální L-omezený řez F existují množiny
A, B a C takové, že množiny A a C tvoří souvislé indukované podgrafy G a také
každá souvislá komponenta indukovaného podgrafu G[B] je v G spojena hranou
jak s množinou A tak s množinou B. Protože množina A obsahuje vrchol s,
množina C obsahuje vrchol t a vrcholy s a t leží na vnější stěně nakreslení G,
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Obrázek 3.2: Příklad grafu GO včetně jeho duálu HO, černě jsou vyznačeny ces-
tové hrany GO, červeně vrstevnicové hrany GO, modře cestové hrany HO a zeleně
vrstevnicové hrany HO. Zpětné hrany nejsou vyznačeny, jsou vždy opačné k ces-
tovým hranám.
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Obrázek 3.3: Rozdělení na skupiny A, B, C. Černě jsou značeny cestové hrany,
červeně vrstevnicové a zeleně zpětné. Obrázek vlevo znázorňuje situaci před ode-
bráním řezu F (A,B,C) a obrázek vpravo situaci po odebrání řezu. Modře je
znázorněna dvojice do sebe vnořených cyklů.

tak v nakreslení D nemůže nakreslení grafu G[A] ležet uvnitř nakreslení grafu
G[CF ]. Stejně tak naopak nakreslení grafu G[CF ] nemůže ležet uvnitř nakreslení
grafu G[AF ]. A protože každá komponenta souvislosti G[BF ] je hranou spojená
jak s vrcholem v A tak s vrcholem v C, tak žádná z těchto komponent nemůže
v nakreslení D ležet uvnitř nakreslení grafu G[A] ani uvnitř nakreslení grafu
G[C]. Což znamená, že v rovině existuje uzavřená křivka, která odděluje množiny
A ∪ B a C. Tato křivka musí protínat právě hrany grafu G vedoucí mezi A ∪ B
a C. Což znamená, že můžeme vzít hrany duální k EO(A ∪ B,C) uspořádané
po směru hodinových ručiček při obcházení kolem hranice C. Tyto hrany pak
tvoří orientovaný cyklus v grafu HO, který označíme K1 a platí, že V K1 = C.
Podobně existuje uzavřená křivka, která odděluje množiny A a B ∪ C a protíná
hrany vedoucí mezi A a B ∪ C. Proto můžeme vzít duální hrany k EO(A, B ∪ C)
a vytvořit z nich cyklus obcházející kolem B ∪C proti směru hodinových ručiček.
Tímto získáme cyklus K2 v HO a platí, že V K2 = B ∪ C. Jak už jsme vysvětlili,
protože oba cykly oddělují s a t, tak oba procházejí vrcholem v. Je jednoduché
nahlédnout, že cykly K1 a K2 mohou sdílet hrany, dokonce mohou být i shodné,
pokud B = ∅. Dále je také zřejmé, že cyklus K1 je vnořený uvnitř cyklu K2.
Situace je znázorněna na obrázku 3.2. Ukázali jsme tady, že pro každý minimální
L-omezený řez F existuje rozdělení na A, B, C a také dva do sebe vnořené cykly
K1,K2 procházející vrcholem v v grafu HO, pro než platí, že F (A,B,C)U = F ,
V K1 = C a V K2 = B ∪ C.

Toto nám dává způsob, jak konstruovat korektní rozdělení V na A, B a C. Bu-
deme hledat dvojici do sebe vnořených cyklů K1,K2 v grafu HO, které mohou sdí-
let hrany, kde oba cykly procházejí vrcholem u a K1 je ten vnitřní z nich. Pomocí
těchto cyklů zkonstruujeme množiny C = V K1 , B = V K2 \ C a A = V \ (B ∪ C).
Z každé takové dvojice cyklů dokážeme zkonstruovat množiny A,B,C takové, že
F (A,B,C)U je L-omezený řez a také víme, že pro minimální L-omezený řez takové
cykly existují. Pokud bychom tedy dokázali definovat cenu dvojice cyklů takovým
způsobem, aby odpovídala hodnotě |F (A,B,C)|, tak můžeme hledat dvojici cyklů
minimální ceny a z ní pak získáme minimální L-omezený řez. My ale uděláme
trochu něco jiného. Cenu této dvojice cyklů definujeme jako dvousložkový vektor
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paid1 paid2 free1 free2
cestová 1 1 0 0
vrstevnicová 0 1 1 0
zpětná 0 0 1 1

Tabulka 3.1: Tabulka cen hran podle typu a použití

tak, že půjde ukázat, že první složka odpovídá |F (A,B,C)|. Potom budeme hledat
dvojici cyklů s lexikograficky minimální cenou, čímž získáme korektní rozdělení
na A,B,C minimalizující |F (A,B,C)|.

K tomu, abychom mohli definovat cenu dvojice cyklů, budeme muset do sku-
pin rozdělit také hrany grafu HO. Nejprve ke každé hraně QO přiřadíme hranu
z EO. Pokud je hrana (w,w′) ∈ QO orientována zezdola nahoru, tak její odpoví-
dající hrana je hrana (v,v′) ∈ EO taková, že ww′ je duální hrana k vv′ a (v,v′)
vede zleva doprava. Hranu (w,w′) budeme dále nazývat duální hranou k (v,v′)
a naopak hranu (v,v′) budeme nazývat primární k hraně (w,w′). Hrany QO pak
také rozdělíme na cestové QO

P , vrstevnicové QO
I a zpětné QO

R podle toho, jakým
hranám tyto duální hrany odpovídají v původním grafu GO. Teď když máme de-
finované rozdělení hran QO do skupin, tak můžeme definovat ceny jednotlivých
hran, které budou záviset na tom, do které skupiny hrana patří a také na tom,
na kolika z cyklů se vyskytuje.

Definice 12. Nechť paid1,paid2,free1,free2 : QO → {0,1} jsou funkce definované
následovně:

1. Pro cestovou hranu e ∈ QO
P definujeme paid1(e) = 1 a paid2(e) = 1.

2. Pro vrstevnicovou hranu e ∈ QO
I definujeme paid1(e) = 0 a paid2(e) = 1.

3. Pro zpětnou hranu e ∈ QO
R definujeme paid1(e) = 0 a paid2(e) = 0.

4. Pro každou hranu e ∈ QO definujeme free1(e) = 1 − paid1(e) a free2(e) =
1 − paid2(e).

Dvojici (paid1(e),free1(e)), značenou také cost1(e), nazveme cenou hrany e při
jednoduchém použití a (paid2(e),free2(e)), značenou také cost2(e), cenou hrany e
při dvojitém použití.

Jednoduché použití znamená, že se hrana vyskytuje pouze na jednom z cyklů
a dvojité, že se vyskytuje na obou cyklech. Z definice množin A, B, C pro dvojici
cyklů platí, že hrana se vyskytuje právě na jednom cyklu, pokud tvoří rozhraní
mezi A a B nebo B a C. Hrana se vyskytuje na obou cyklech, pokud tvoří rozhraní
mezi A a C. Pokud se díváme pouze na první složku ceny, tak ta je 1 pro cestovou
hranu při jednoduchém i dvojitém použití. To odpovídá tomu, že cestovou hranu
odstraňujeme bez ohledu na to, jestli jde z A do B, z B do C nebo z A do C.
Pro vrstevnicovou hranu je první složka 1 pouze při dvojitém použití. To zase
odpovídá tomu, že cestové hrany odstraňujeme, pouze pokud vedou z A do C.
Druhou složku zavádíme z toho důvodu, abychom věděli, kolik duálních hran,
jejichž příslušné primární hrany v řezu neodstraňujeme, se v cyklech vyskytuje.
Ceny hran také pro názornost uvádíme v tabulce 3.1.
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Dále definujeme cenu pro dvojici obecných množin hran. Cena dvojice cyklů je
definována pomocí následující definice, kde se na cykly díváme jako na množiny
hran.

Definice 13. Nechť F1 a F2 jsou dvě podmnožiny hran QO, pak

paid(F1,F2) =
∑

e∈F1∩F2

paid2(e) +
∑

e∈F1△F2

paid1(e)

a
free(F1,F2) =

∑
e∈F1∩F2

free2(e) +
∑

e∈F1△F2

free1(e),

kde se △ značí symetrickou diferenci množin, tedy X△Y = (X \ Y ) ∪ (Y \
X). Dvojici (paid(F1,F2),free(F1,F2)), značenou také cost(F1,F2), nazveme cenou
dvojice F1,F2.

Následující tvrzení říká, že platí to, co jsme jsme chtěli, aby platilo, tedy to,
že první složka ceny dvojice cyklů se rovná velikosti řezu.

Tvrzení 12. Nechť K1,K2 je dvojice do sebe vnořených cyklů v grafu HO ta-
kových, že oba procházejí vrcholem u a K1 je ten vnitřní z nich. Potom defi-
nujeme množinu C = V K1 jako množinu vrcholů ležících uvnitř K1, množinu
B = V K2 \ C jako množinu vrcholů ležících uvnitř K2 ale neležících uvnitř K1
a nakonec množinu A = V \(B∪C) jako množinu všech ostatních vrcholů. Potom
platí paid(K1,K2) = |F (A,B,C)|.

Důkaz. Nejprve si všimněme, že z definice grafu HO plyne, že všechny cykly pro-
cházející vrcholem u jsou orientované po směru hodinových ručiček. Cyklus K1
je cyklus, který ohraničuje množinu C, což znamená, že hrany ležící na K1 jsou
duální hrany k těm, které vedou z A ∪ B do C. Podobně cyklus K2 ohraničuje
množinu B ∪ C, což znamená, že hrany ležící na K2 jsou duální hrany k těm,
které vedou z A do B ∪ C. Definujeme množiny duálních hran XAB = K2 \ K1,
XBC = K1\K2 a XAC = K1∩K2 a také množiny primárních hran YAB, YBC a YAC ,
které jsou primární k hranám v množinách XAB, XBC , XAC duální. Je jednoduché
nahlédnout, že množina YAB odpovídá množině hran z A do B, množina YBC od-
povídá množině hran z B do C a množina YAC odpovídá množině hran z A do C.
Protože hrany v XAB leží pouze na jednom cyklu, tak jediné hrany e ∈ XAB které
jsou placené při jednoduchém použití, tedy mají paid1(e) = 1, jsou cestové hrany.
Podobně pro XBC jsou placené při jednoduchém použití pouze cestové hrany.
Hrany v množině XAC leží na obou cyklech, tedy hrany e ∈ XAC , které jsou pla-
cené při dvojitém použití, tedy paid2(e) = 1, jsou cestové a vrstevnicové hrany.
Z toho plyne, že paid(K1,K2) se rovná součtu počtu cestových hran v XAB ∪XBC

a počtu cestových a vrstevnicových hran v XAC . Z definice F (A,B,C) plyne, že
|F (A,B,C)| = |EO(A,B) ∩ EO

P | + |EO(B,C) ∩ EO
P | + |EO(A,C) ∩ (EO

P ∪ EO
I )|, tedy

|F (A,B,C)| se rovná součtu počtu cestových hran z A do B, počtu cestových
hran z B do C a počtu cestových a vrstevnicových hran z A do C. Z toho tedy
plyne, že paid(K1,K2) = |F (A,B,C)|.

□

Dále definujeme, co je to minimální dvojice do sebe vnořených cyklů.
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Definice 14. Nechť K1,K2 je dvojice do sebe vnořených cyklů v grafu HO tako-
vých, že oba procházejí vrcholem u a K1 je ten vnitřní z nich. Potom řekneme, že
K1,K2 je minimální dvojice do sebe vnořených cyklů procházejících vrcholem u,
pokud pro každou dvojici do sebe vnořených cyklů K ′

1,K
′
2 procházejících vrcholem

u platí, že cost(K1,K2) ≤LEX cost(K ′
1,K

′
2).

V této části jsme tedy ukázali, že pokud najdeme minimální dvojici do sebe
vnořených cyklů procházející vrcholem u, tak první složka jejich ceny odpovídá
velikosti minimálního L-omezeného řezu a tento řez jsme z nich schopni zkon-
struovat. A naopak pokud máme minimální L-omezený řez, tak jemu odpovídá
nějaká minimální dvojice do sebe vnořených cyklů.

3.3 Posloupnosti konfigurací
V této části se podíváme, jak převést hledání dvojice cyklů na hledání po-

sloupnosti konfigurací. Nejprve upravíme graf HO tak, že vrchol u rozdělíme na
dva u+ a u−. Všechny hrany, které původně vedly z vrcholu u, nyní povedou
z vrcholu u+ a vrcholy vedoucí do vrcholu u nyní povedou do vrcholu u−. Takto
upravený graf označme H

O = (W,Q
O).

Pokud máme dvojici cest P1 a P2 v H
O (ne nutně různých) takových, že obě

začínají v u+, končí v u− a množina P1 ∪ P2 neobsahuje orientovaný cyklus, tak
P1 ∪P2 tvoří acyklický graf. A tedy z P1,P2 můžeme prohazováním částí cest mezi
P1 a P2 v místech, kde P1 a P2 používají jiné hrany, vytvořit dvojici cest P ′

1,P
′
2

z u+ do u− takových, že se nikde nekříží a jedna leží napravo od druhé v nakreslení
grafu HO a zároveň platí P1 ∩P2 = P ′

1 ∩P ′
2 a P1△P2 = P ′

1△P ′
2. Pokud definujeme

ceny těchto dvojic cest podle definice 13, kde se na cesty díváme jako na množiny
hran a ztotožníme mezi sebou příslušné hrany z QO a Q

O, tak také platí, že
cost(P1,P2) = cost(P ′

1,P
′
2). A pokud bychom z cest P ′

1 a P ′
2 vytvořili dvojice cyklů

spojením vrcholů u+ a u− zpět do u, tak tím získáme dvojici do sebe vnořených
cyklů K1,K2 procházejících vrcholem u v grafu HO. Také protože K1,K2 a P ′

1,P
′
2

používají stejné hrany (když ztotožníme u+ a u− s u), tak mají i stejné ceny
a tedy cost(K1,K2) = cost(P ′

1,P
′
2).

Ukázali jsme tedy, že z dvojice cest P1 a P2 v H
O z u+ do u−, pro které

P1 ∪ P2 neobsahuje cyklus, dokážeme vytvořit dvojici do sebe vnořených cyklů
procházejících vrcholem u v HO se stejnou cenou. Platí to i naopak, pokud máme
dvojici do sebe vnořených cyklů K1,K2 v grafu HO procházejících vrcholem u,
tak rozdělením těchto cyklů v u získáme dvojici cest P1,P2 z u+ do u− takových,
že P1 ∪ P2 neobsahuje orientovaný cyklus a cost(P1,P2) = cost(K1,K2). Z toho
plyne, že místo dvojice do sebe vnořených cyklů minimální ceny procházejících u
v grafu HO můžeme hledat dvojici cest P1,P2 minimální ceny z u+ do u− v grafu
H

O takových, že P1 ∪ P2 neobsahuje cyklus.
Tyto cesty bychom chtěli konstruovat postupně. Začít z triviální dvojice cest

vedoucích z u+ do u+ a postupně je rozšiřovat o jednotlivé hrany, až obě cesty
dojdou do vrcholu u−. Nejprve definujeme, co je to konfigurace.

Definice 15. Konfigurace je buď jednoprvková nebo dvouprvková podmnožina W .
Množinu C =

(
W
1

)
∪

(
W
2

)
nazveme množinou konfigurací.
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Konfiguraci si můžeme představit jako nějaký mezikrok při konstrukci dvojice
cest. Konfigurace nám říká v jakých vrcholech se momentálně nacházíme. Pokud
je konfigurace jednoprvková, tak obě cesty končí ve stejném vrcholu, pokud je
dvouprvková, tak každá z cest končí v jednom z těchto vrcholů. Při konstrukci se
také může stát, že nezískáme cesty, protože jsme jedním vrcholem prošli několi-
krát. To nám ale nevadí, protože jak ukážeme později, tak při hledání minimální
dvojice cest se nikdy nestane, že by se vrcholy opakovaly. Následující definice říká,
co je to dvojice sledů do konfigurace C.

Definice 16. Pokud C = {v,w} pro v ̸= w, tak řekneme, že sledy P1,P2 jsou
dvojicí sledů do C ∈ C, pokud jeden z nich je sledem z u+ do v a druhý je sledem
z u+ do w. Pokud C = {v}, tak řekneme, že sledy P1,P2 jsou dvojicí sledů do
C ∈ C, pokud oba začínají v u+ a končí ve v. Dále P1,P2 je dvojicí cest do C,
pokud oba sledy P1 a P2 jsou cesty a P1 ∪ P2 neobsahuje orientovaný cyklus.

Důvod, proč definujeme dvojici sledů, je takový, že nemusíme při konstrukci
hlídat, jestli to, co jsme zkonstruovali, jsou cesty. Jak ukážeme dále, bude stačit,
abychom věděli, že zkonstruované sledy jsou minimální. Cena dvojice sledů je
definována stejně jako pro cykly podle definice 13 ztotožněním příslušných hran
v QO a Q

O.

Definice 17. Řekneme, že P1,P2 je minimální dvojicí sledů do C ∈ C, po-
kud je dvojicí sledů do C a zároveň pro každou dvojici sledů P ′

1,P
′
2 do C platí

cost(P1,P2) ≤LEX cost(P ′
1,P

′
2). Dále řekneme, že cena konfigurace C, značená

cost(C) je cena minimální dvojice sledů do C.

Následující tvrzení nám říká, že každá minimální dvojice sledů je dvojice cest.

Tvrzení 13. Nechť P1,P2 je minimální dvojice sledů do C. Potom P1 a P2 jsou
cesty a P1 ∪ P2 neobsahuje orientovaný cyklus a tedy P1,P2 je dvojice cest do C.

Důkaz. Nejprve předpokládejme, že oba sledy P1 a P2 obsahují stejný cyklus
K. Označme P ′

1,P
′
2 dvojici sledů, které vzniknou odstraněním cyklu K ze sledů

P1,P2. Potom P ′
1,P

′
2 je dvojice sledů do C. A protože ∑

e∈K cost2(e) >LEX (0,0),
tak cost(P ′

1,P
′
2) <LEX cost(P1,P2), což je spor s tím, že P1,P2 je minimální dvojice

sledů do C. Takže P1,P2 neobsahují společný cyklus.
Pokud se nějaký cyklus K vyskytuje pouze na jednom ze sledů, bez újmy na

obecnosti P1, tak existuje hrana e ∈ K taková, že e /∈ P2. Označme P ′
1 sled vzniklý

z P1 odstraněním cyklu K. Potom P ′
1,P2 je dvojice sledů do C a cost(P ′

1,P2) ≤LEX

(cost(P1 \ {e},P2) <LEX cost(P1,P2), což je spor s tím, že P1,P2 je minimální
dvojice sledů do C. Takže na žádném se sledů P1,P2 se nevyskytuje cyklus a tedy
P1 i P2 jsou cesty.

Dále předpokládejme, že P1 ∪ P2 obsahuje cyklus K. Nechť v je první vrchol
na cestě P1, který se vyskytuje na cyklu K a v′ je ten poslední. Stejně tak nechť
w je první vrchol na cestě P2, který se vyskytuje na cyklu K a w′ je ten poslední.
Teď se podíváme na to, v jakém pořadí se tyto vrcholy na cyklu K vyskytují.
Protože P2 obsahuje úsek cyklu K z w do w′ a tedy nemůže obsahovat úsek z w′

do w, takže ten musí ležet na P1. Protože vrchol v je první vrchol cyklu K na
cestě P1, tak buď w′ = v nebo w′ leží na cestě P1 až za v. Podobně protože v′ je
poslední vrchol cyklu K na P1, tak buď w = v′ nebo w se vyskytuje na P1 před
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v′. Čímž získáváme, že se tyto vrcholy na K vyskytují v pořadí v, w′, w, v′, kde
případně některé z dvojic vrcholů se rovnají. Definujme P ′

1 jako cestu získanou
zkrácením P1 do w′, kterou pak nastavíme částí P2 z w′ do konce. Podobně de-
finujeme P ′

2 jako cestu získanou z P2 zkrácením do v′ a nastavením částí cesty
P1 z v′ do konce. Protože část cesty P1 z w′ do w, která obsahuje alespoň jednu
hranu, a část cesty P2 z v′ do v′, která také obsahuje alespoň jednu hranu, se na
žádné z cest P ′

1,P
′
2 nevyskytuje, tak cost(P ′

1,P
′
2) <LEX cost(P1,P2). Což je spor

s tím, že P1,P2 je minimální dvojice sledů. Z toho plyne, že P1 ∪ P2 neobsahuje
orientovaný cyklus.

□

Dále budeme chtít dvojice sledů do konfigurace C konstruovat pomocí po-
sloupností konfigurací začínajících v konfiguraci {u+} a končících v konfiguraci
C. Nejprve definujeme, co je to korektní přechod z konfigurace C do konfigurace
C ′.

Definice 18. Řekneme, že přechod z konfigurace C ∈ C do konfigurace C ′ ∈ C je
korektní, pokud

1. |C| = |C ′| = 1 a v Q
O existuje hrana z vrcholu v ∈ C do vrcholu v′ ∈ C ′,

2. |C| = 1, |C ′| = 2 a v Q
O existuje hrana z vrcholu v ∈ C do vrcholu v′ ∈

C ′ \ C,

3. |C| = 2, |C ′| = 1 a v Q
O existuje hrana z vrcholu v ∈ C \ C ′ do vrcholu

v′ ∈ C ′.

4. |C| = |C ′| = 2, |C ∩ C ′| = 1 a v Q
O existuje hrana z vrcholu v ∈ C \ C ′ do

vrcholu v′ ∈ C ′ \ C.

Pokud |C| = |C ′| = 1, tak řekneme, že přechod je dvojitý, v opačném případě je
jednoduchý. Dále řekneme, že v je původní vrchol přechodu, značený o(C → C ′)
a v′ je nový vrchol přechodu, značený n(C → C ′), a hrana (v,v′) je hrana přechodu,
značená e(C → C ′). Cena přechodu z C do C ′, značená cost(C → C ′), je buď
cost2(vv′), pokud je přechod dvojitý, jinak je cena cost1(vv′).

Neformálně řečeno, tento přechod je korektní, pokud máme nějakou dvojici
sledů do C a ty můžeme rozšířit jednou hranou přidáním na konec jednoho nebo
obou sledů tak, abychom získali dvojici sledů do C ′. Jak toto rozšiřování funguje
nám říká následující definice.

Definice 19. Nechť P1,P2 je dvojice sledů do C a nechť C ′ ∈ C je konfigurace
taková, že přechod z C do C ′ je korektní, v = o(C → C ′), v′ = n(C → C ′).
Pokud je přechod dvojitý, tak definujeme P ′

i = Pi ∪ {(v,v′)} pro i = 1,2. Pokud
je přechod jednoduchý. tak nechť Pi je sled končící ve v a Pj je druhý ze sledů.
Pokud oba sledy končí ve v, tak zvolíme Pi = P1. Pak definujeme P ′

i = Pi∪{(v,v′)}
a P ′

j = Pj. Dvojici P ′
1,P

′
2 označíme pC→C′(P1,P2).

Dále budeme pracovat s posloupnostmi konfigurací, proto zavedeme následu-
jící značení.

27



Definice 20. Nechť π = C0, . . . ,Ck je posloupnost konfigurací. Potom počet pře-
chodů v posloupnosti π, značený l(π), je k a i-tý prvek posloupnosti pro i od 0 do
k, značený π(i), je Ci. Dále πi bude značit zkrácení posloupnosti π do konfigurace
Ci, tedy πi = C0, . . . ,Ci.

Další důležitý pojem, který budeme potřebovat, je přípustná posloupnost kon-
figurací do konfigurace C.

Definice 21. Nechť π = C0, . . . ,Ck je posloupnost konfigurací. Potom řekneme,
že posloupnost konfigurací π je přípustná posloupnost konfigurací do Ck, pokud

1. C0 = {u+},

2. přechod z Ci−1 do Ci je korektní pro každé i ∈ {1, . . . ,k},

3. e(Ci−1 → Ci) ̸= e(Cj−1 → Cj) pro každé i,j ∈ {1, . . . ,k}, i ̸= j,

Jak dále ukážeme, z každé přípustné posloupnosti konfigurací dokážeme zkon-
struovat dvojici sledů.

Definice 22. Nechť π je přípustná posloupnost konfigurací do C a l = l(π).
Pokud l = 0, tak definujeme P1(π) = P2(π) = ∅. Pokud l ≥ 1, tak definujeme
P1(π),P2(π) = pπl−1→πl

(P1(πl−1),P2(πl−1)).

Je jednoduché nahlédnout, že dvojice P1(π),P2(π) je dvojice sledů do C. Dále
budeme říkat, že P1(π),P2(π) je dvojice sledů definovaná přípustnou posloupností
π. Nyní definujeme cenu přípustné posloupnosti konfigurací.

Definice 23. Nechť π je přípustná posloupnost konfigurací do C. Potom definu-
jeme cenu této posloupnosti jako cost(π) = ∑l(π)

i=1 cost(πi−1 → πi). Posloupnost
π je minimální přípustná posloupnost konfigurací do C, pokud je přípustnou po-
sloupností konfigurací do C a pro každou přípustnou posloupnost konfigurací π′

do C platí cost(π) ≤LEX cost(π′).

Následující tvrzení říká, že cena přípustné posloupnosti konfigurací odpovídá
ceně dvojice sledů, které z této posloupnosti získáme.

Tvrzení 14. Nechť π je přípustná posloupnost konfigurací. Pak cena posloupnosti
π je rovná ceně dvojice sledů P1(π),P2(π), tedy cost(π) = cost(P1(π),P2(π)).

Důkaz. Označme P1 = P1(π) a P2 = P2(π). Důkaz provedeme indukcí podle
l = l(π). Pokud l = 0, tak P1 = P2 = ∅ a lemma platí. Pokud l ≥ 1, tak
označme π′ = πl−1, P ′

1 = P1(π′), P ′
2 = P2(π′), C = πl−1 a C ′ = πl. Z indukčního

předpokladu víme, že cost(π′) = cost(P ′
1,P

′
2). Z definice P1 a P2 plyne, že P1,P2 =

pC→C′(P ′
1,P

′
2). Z definice přípustné posloupnosti plyne, že hrana e = e(C → C ′)

se nevyskytuje na P ′
1 ani na P ′

2.
Pokud přechod z C do C ′ je dvojitý, tak z definice rozšíření se hrana e vy-

skytuje na obou sledech P1 a P2 a tedy cost(P1,P2) = cost(P ′
1,P

′
2) + cost2(e).

Protože z definice ceny přechodu plyne, že cost(C → C ′) = cost2(e) a tedy
cost(π) = cost(π′) + cost(C → C ′) = cost(P ′

1,P
′
2) + cost2(e) = cost(P1,P2), kde

první rovnost plyne z definice ceny přípustné posloupnosti. V tomto případě tedy
lemma platí.
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Teď předpokládejme, že přechod z C do C ′ je jednoduchý. Z definice rozší-
ření se hrana e vyskytuje pouze na jednom ze sledů P1,P2 a tady cost(P1,P2) =
cost(P ′

1,P
′
2)+cost1(e). Z definice ceny přechodu plyne, že cost(C → C ′) = cost1(e)

a tedy cost(π) = cost(π′) + cost(C → C ′) = cost(P ′
1,P

′
2) + cost1(e) = cost(P1,P2)

a tedy lemma platí i v tomto případě.
□

Chtěli bychom ukázat, že pro každou dvojici sledů P1,P2 neobsahující cyklus
existuje přípustná posloupnost konfigurací π taková, že P1(π) = P1 a P2(π) = P2.
Přímo toto ale bohužel neplatí. Co ale ukážeme je, že existuje přípustná posloup-
nost π taková, že P1(π) = P ′

1, P2(π) = P2, pro které platí P ′
1 ∩ P ′

2 = P1 ∩ P2
a P ′

1△P ′
2 = P1△P2. To znamená, že se dvojice sledů P ′

1,P
′
2 od dvojice P1,P2

liší pouze tím, na kterých sledech jsou umístěny jednotlivé úseky mezi společ-
nými vrcholy P1 a P2, kde P1 a P2 jdou po jiných hranách. Jinak řečeno, mějme
posloupnost vrcholů v0, . . . ,vℓ, které jsou společné na sledech P1,P2, v pořadí,
v jakém se vyskytují na P1. Z toho, že P1 ∪ P2 neobsahuje cyklus, také plyne,
že toto pořadí společných vrcholů je také pořadím, v jakém se vyskytují na P2.
Pro každou dvojici po sobě jdoucích vrcholů vi−1 a vi, je buď úsek z vi−1 do vi

na P1, značený P
vi−1vi

1 , shodný s úsekem z vi−1 do vi na P2, značeným P
vi−1vi

2 ,
(a obsahuje jednu hranu) a nebo jsou tyto úseky rozdílné. Aby mohlo platit, že
P ′

1 ∩ P ′
2 = P1 ∩ P2 a P ′

1△P ′
2 = P1△P2 pro nějakou dvojici sledů P ′

1,P
′
2, tak P ′

1,P
′
2

musely vzniknout z P1,P2 pouze prohazováním úseků P
vi−1vi

1 a P
vi−1vi

2 mezi oběma
sledy.

Tvrzení 15. Nechť P1,P2 je dvojice sledů do C ∈ C, pro kterou platí, že P1 ∪ P2
neobsahuje orientovaný cyklus. Potom existuje přípustná posloupnost konfigurací
π do C taková, že P1(π) = P ′

1 a P2(π) = P ′
2, pro které platí P ′

1 ∩ P ′
2 = P1 ∩ P2

a P ′
1△P ′

2 = P1△P2 a tedy i cost(P ′
1,P

′
2) = cost(P1,P2).

Důkaz. Důkaz provedeme indukcí podle ℓ = |P1 ∪ P2|. Pro ℓ = 0, tedy P1 = P2 =
∅, je posloupnost π = {u+} přípustná do {u+} z definice a P1(π) = P2(π) = ∅.
Teď předpokládejme, že ℓ ≥ 1. Označme e1 poslední hranu sledu P1 a e2 poslední
sledu P2.

Pokud e1 = e2 = (v′,v), tak C = {v}. V tomto případě oba sledy o tuto hranu
zkrátíme, tedy P 1 = P1\{(v′,v)}, P 2 = P2\{(v′,v)}. Potom P 1,P 2 je dvojice sledů
do C ′ = {v′} taková, že P 1 ∪ P 2 neobsahuje orientovaný cyklus. Z definice P 1,P 2
víme, že P 1∩P 2 = (P1∩P2)\{(v′,v)} a P 1△P 2 = P1△P2. Dále také platí, že |P 1∪
P 2| = ℓ − 1. Z indukčního předpokladu víme, že existuje přípustná posloupnost
π′ do C ′ taková, že P1(π′) = P̂1 a P2(π′) = P̂2, pro které platí P̂1 ∩ P̂2 = P 1 ∩ P 2
a P̂1△P̂2 = P 1△P 2. Z definice korektního přechodu plyne, že přechod z C ′ do
C je korektní dvojitý přechod a protože (v′,v) /∈ P 1 ∪ P 2 = P̂1 ∪ P̂2, tak hrana
(v′,v) není hranou přechodu pro žádný přechod v posloupnosti π′. Z toho plyne,
že posloupnost π = π′,C je přípustná posloupnost do C taková, že P1(π) = P ′

1
a P2(π) = P ′

2. Z definice P1(π) a P2(π) plyne, že P ′
1,P

′
2 = pC′→C(P̂1,P̂2), pro které

z definice rozšíření dvojice sledů platí P ′
1 = P̂1 ∪ {(v′,v)} a P ′

2 = P̂2 ∪ {(v′,v)}
a tedy P ′

1 ∩ P ′
2 = (P̂1 ∩ P̂2) ∪ {(v′,v)} a P ′

1△P ′
2 = P̂1△P̂2. Z čehož plyne, že

P ′
1 ∩ P ′

2 = P1 ∩ P2 a P ′
1△P ′

2 = P1△P2 a tedy π je hledaná přípustná posloupnost
do C.
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Pokud e1 ̸= e2, tak buď e1 /∈ P2 nebo e2 /∈ P1. V opačném případě by P1 ∪ P2
obsahovalo orientovaný cyklus. Nechť i,j ∈ {1,2}, i ̸= j, jsou takové, že ei /∈ Pj.
Pokud toto platí pro obě možné volby i a j, tak zvolíme i = 1 a j = 2. Nechť
ei = (v′,v) a nechť w je vrchol, ve kterém končí sled Pj. Potom C = {v,w}.
Označme C ′ = {v′,w}. Odebereme hranu ei z cesty Pi, tedy definujeme P i =
Pi \ {ei} a P j = Pj. Potom platí, že P 1,P 2 je dvojice sledů do C ′ a z definice
P 1,P 2 víme, že P 1 ∩P 2 = P1 ∩P2 a P 1△P 2 = (P1△P2)\{(v′,v)}. Dále také platí,
že |P 1 ∪ P 2| = ℓ − 1. Z indukčního předpokladu tedy víme, že existuje přípustná
posloupnost π′ do C ′ taková, že P1(π′) = P̂1 a P2(π′) = P̂2, pro které platí, že
P̂1 ∩ P̂2 = P 1 ∩ P 2 a P̂1△P̂2 = P 1△P 2. Mohlo nastat několik situací a to, že
v = w ̸= v′ nebo v ̸= w = v′ nebo v ̸= w ̸= v′. Ve všech případech ale platí,
že přechod z C ′ do C je korektní jednoduchý přechod s hranou přechodu (v′,v).
Protože (v′,v) /∈ P 1 ∪ P 2 = P̂1 ∪ P̂2, tak (v′,v) není hrana přechodu pro žádný
přechod v posloupnosti π′. Z toho plyne, že π = π′,C, je přípustná posloupnost do
C taková, že P1(π) = P ′

1 a P2(π) = P ′
2. Z definice P1(π) a P2(π) plyne, že P ′

1,P
′
2 =

pC′→C(P̂1,P̂2), pro které z definice rozšíření dvojice sledů platí P ′
i = P̂i ∪ {(v′,v)}

a P ′
j = P̂j a tedy P ′

1 ∩ P ′
2 = P̂1 ∩ P̂2 a P ′

1△P ′
2 = (P̂1△P̂2) ∪ {(v′,v)}. Z čehož

plyne, že P ′
1 ∩ P ′

2 = P1 ∩ P2 a P ′
1△P ′

2 = P1△P2 a tedy π je hledaná přípustná
posloupnost do C.

To, že cost(P ′
1,P

′
2) = cost(P1,P2), plyne přímo z definice ceny dvojice sledů

a toho, že P ′
1 ∩ P ′

2 = P1 ∩ P2 a P ′
1△P ′

2 = P1△P2.
□

Následující tvrzení říká, že minimální přípustná posloupnost do C definuje
minimální dvojici sledů do C.

Tvrzení 16. Nechť π je minimální přípustná posloupnost konfigurací do C. Po-
tom P1(π),P2(π) je minimální dvojice sledů do C.

Důkaz. Jednoduše nahlédneme, že P1 = P1(π),P2 = P2(π) je dvojice sledů do
C. Potřebujeme tedy ukázat, že je minimální. Nechť P ′

1,P
′
2 je minimální dvo-

jice sledů do C a tedy platí, že cost(P ′
1,P

′
2) ≤LEX cost(P1,P2). Z tvrzení 13

plyne, že P ′
1 ∪ P ′

2 neobsahuje orientovaný cyklus. A tedy z tvrzení 15 existuje
přípustná posloupnost σ do C taková, že P 1 = P1(σ) a P 2 = P2(σ), pro které
platí cost(P 1,P 2) = (P ′

1,P
′
2). Protože π je minimální přípustná posloupnost do

C, tak cost(π) ≤LEX cost(σ). Z tvrzení 14 plyne, že cost(π) = cost(P1,P2)
a také cost(σ) = cost(P 1,P 2). Složení těchto nerovností získáme, že cost(P1,P2) =
cost(π) ≤LEX cost(σ) = cost(P 1,P 2) = cost(P ′

1,P
′
2) ≤LEX cost(P1,P2) a tedy

všechny nerovnosti musí platit s rovností. Proto P1,P2 je minimální dvojice sledů
do C.

□

Platí i opačné tvrzení, tedy pokud máme minimální dvojici sledů P1,P2 do
C, potom existuje minimální přípustná posloupnost π do C, pro kterou platí
cost(π) = cost(P1,P2) a která definuje sledy P ′

1,P
′
2 stejné ceny jako P1,P2. To plyne

z toho, že P1 ∪ P2 neobsahuje orientovaný cyklus z tvrzení 13 a tedy z tvrzení
15 plyne, že existuje přípustná posloupnost π, která definuje sledy P ′

1,P
′
2 stejné

ceny jako P1,P2. Dále také z tvrzení 14 získáváme, že cost(π) = cost(P ′
1,P

′
2) =
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cost(P1,P2). Nechť σ je minimální přípustná posloupnost do C. Kdyby π ne-
byla minimální přípustná posloupnost do C, tak cost(σ) <LEX cost(π) a tedy
cost(P1(σ),P2(σ)) = cost(σ) <LEX cost(π) = cost(P1,P2), což by byl spor s tím,
že P1,P2 je minimální dvojice sledů do C. Tedy π musí být minimální přípustná
posloupnost do C.

Ukázali jsme tedy, že hledání minimální dvojice sledů do konfigurace C je ekvi-
valentní s hledáním minimální přípustné posloupnosti konfigurací do C. A tedy
pokud postupně použijeme všechny převody prezentované v této kapitole, tak
získáme převod z (dG(s,t) + 1)-omezeného řezu na rovinných grafech s s a t na
vnější stěně na hledání minimální přípustné posloupnosti do {u−}.

3.4 Minimální přípustné posloupnosti a jejich
hledání

Jak jsme v této kapitole ukázali, problém (dG(s,t) + 1)-omezeného řezu na
rovinném grafu s s a t na vnější stěně se dá postupnými převody zredukovat na
hledání minimální přípustné posloupnosti konfigurací. Tedy poslední krok, který
zbývá, je ukázat, jak tyto minimální přípustné posloupnosti efektivně hledat.
Bohužel v této práci žádný takový způsob neukážeme. Domníváme se však, že by
tento problém mohl být řešitelný v polynomiálním čase. Podíváme se ale ještě na
to, co to vlastně hledání minimální přípustné posloupnosti znamená.

Představme si, že máme orientovaný graf G = (C, E), kde C značí množinu kon-
figurací definovanou v předchozí části a E je množina všech korektních přechodů
mezi konfiguracemi, tedy (C,C ′) ∈ E právě tehdy, když přechod z konfigurace
C do konfigurace C ′ je korektní. Potom by se na první pohled mohlo zdát, že
hledání minimální přípustné posloupnosti konfigurací do C je ekvivalentní s hle-
dáním nejkratší cesty v z {u+} do C v grafu G, pokud bychom ceny hran v E
definovali podle cen daných přechodů. To ale bohužel není pravda, protože na
přípustnou posloupnost máme ještě další požadavky, než jen korektnost jednotli-
vých přechodů. Požadujeme také, aby se hrany přechodů v posloupnosti navzájem
lišily. Pokud bychom tento požadavek chtěli převést do řeči hledání cesty v grafu
E , tak bychom potřebovali rozdělit hrany E do skupin podle toho, jakou hranu
přechodu tento přechod má.

Pro každou hranu e ∈ Q
O máme množinu hran Ee ⊆ E , která obsahuje hranu

(C,C ′), pokud hrana přechodu z C do C ′ je e. Potom aby cesta v grafu G z {u+}
odpovídala přípustné posloupnosti konfigurací, tak navíc požadujeme, aby tato
cesta používala z každé množiny Ee maximálně jednu hranu. To je důvod, proč
na hledání minimální přípustné posloupnosti nemůžeme použít standardní algo-
ritmy na hledání nejkratší cesty. Domníváme se, že s využitím struktury grafu
H

O, definovaným v předchozí části, by se tyto algoritmy mohli dát upravit tak,
aby hledali nejkratší cestu respektující tuto dodatečnou podmínku. Tím bychom
získali polynomiální algoritmus hledající minimální přípustnou posloupnost, z če-
hož by plynulo, že (dG(s,t) + 1)-omezený řez je řešitelný v polynomiálním čase
pro rovinné grafy s koncovými vrcholy na vnější stěně.

Mohlo by se také zdát, že problém hledání nejkratší cesty používající z každé
množiny Ee maximálně jednu hranu, je velmi podobný problému hledání cesty
vyhýbající se zakázaným dvojicím, který je NP -těžký i pro orientované acyklické
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grafy (Gabow a kol., 1976). V problému hledání cesty vyhýbající se zakázaným
dvojicím (Problem of a path avoiding forbidden pairs, PAFP) máme graf G =
(V,E), speciální vrcholy s a t a množinu zakázaných dvojic F ⊆

(
V
2

)
a chceme

rozhodnout, jestli v grafu G existuje cesta z s do t, která z každé dvojice f ∈
F používá maximálně jeden vrchol. Pokud bychom tedy v grafu G podrozdělili
každou hranu novým vrcholem, tak získáme graf G ′ = (C ′,E ′), kde C ′ = C ∪ E .
Mějme množinu F = ⋃

e∈Q
O

(
Ee

2

)
. Potom hledání cesty v grafu G z {u+} do C

používající z každé množiny Ee pouze jednu hranu je ekvivalentní s hledáním
cesty vyhýbající se zakázaným dvojicím pro graf G ′, vrcholy {u+} a C a množinu
zakázaných dvojic F . Problém hledání přípustné posloupnosti ale není shodný
s problémem PAFP. V problému PAFP nás pouze zajímá, jestli nějaká taková
cesta existuje. V našem případě víme, že nějaká taková cesta existuje, chceme ale
najít tu nejlevnější.
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Závěr
V této práci jsme se zabývali L-omezeným řezem. Nejprve jsme v kapitole 2

představili FPT algoritmus na hledání L-omezeného řezu na grafech s omezenou
stromovou šířkou v čase O((L + 2)tw+1), kde tw značí stromovou šířku daného
grafu. Domníváme se, že by tento algoritmus mohl jít zlepšit, čímž bychom získali
algoritmus pracující v čase O((L−dG(s,t))tw+1). Tímto vylepšením jsme se ale více
nezabývali, protože v obecném případě by se asymptotická časová složitost tohoto
algoritmu nezlepšila. Ve stejné kapitole jsme také ukázali, jak se tento algoritmus
pro hledání L-omezeného řezu na grafech s omezenou stromovou šířkou dá použít
pro rovinné grafy, čímž získáme algoritmus pracují v čase O((L + 2)3L+1)).

Dále jsme se v kapitole 3 zabývali prodlužováním nejkratší cesty v grafech,
který velmi blízce souvisí s L-omezeným řezem. Konkrétně jsme se zabývali ote-
vřeným problémem, jestli lze v rovinných grafech s vrcholy s a t na vnější stěně
najít v polynomiálním čase množinu hran minimální velikosti takovou, že jejím
odstranění se vzdálenost s a t prodlouží o 2. Ukázali jsme několik převodů, jak
tento problém postupně redukovat na hledání minimální přípustné posloupnosti
konfigurací. Co se ale nepovedlo, je ukázat, jak tyto minimální přípustné posloup-
nosti efektivně hledat. Věříme ale, že se nám v budoucnu podaří najít polyno-
miální algoritmus pro tento problém. Domníváme se také, že pokud se ukáže, že
takovýto efektivní algoritmus pro hledání minimální přípustné posloupností kon-
figurací skutečně existuje, tak by mělo jít tyto naše převody rozšířit a získat tím
algoritmus prodlužující délku nejkratší cesty z s do t o k > 2 odebráním minimál-
ního možného množství hran v rovinných grafech s s a t na vnější stěně. Takovýto
algoritmus by pravděpodobně pracoval v čase O(nO(k)). Předpokládáme, že také
požadavek na to, aby s a t ležely na vnější stěně by měl jít odstranit a získat
tím převod, který by fungoval pro libovolný rovinný graf bez ohledu na umístění
vrcholů s a t.
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