MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Univerzita Karlova

DIPLOMOVA PRACE

Michal Berg

Délkové omezené rezy v grafech

Katedra Aplikované Matematiky

Vedouci diplomové prace: doc. Mgr. Petr Kolman, Ph.D.
Studijni program: Informatika

Studijni obor: Teoretickd informatika

Praha 2019



Prohlasuji, Ze jsem tuto diplomovou préci vypracoval(a) samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroj.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost,

ze Univerzita Karlova ma pravo na uzavreni licenéni smlouvy o uziti této prace
jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

V... dne ............ Podpis autora



Rad bych podékoval panu doc. Mgr. Petru Kolmanovi, Ph.D. za odborné vedeni,
za poskytnuté rady a pomoc s vypracovanim této prace.

i



Nazev prace: Délkové omezené tezy v grafech

Autor: Michal Berg
Katedra: Katedra Aplikované Matematiky

Vedouci diplomové prace: doc. Mgr. Petr Kolman, Ph.D., Katedra Aplikované
Matematiky

Abstrakt: V této praci se budeme zabyvat problémem délkové omezeného tezu,
nazyvaného také L-omezeny fez. Ukazeme kombinatoricky algoritmus pro hledani
minimalniho L-omezeného fezu na grafech omezené stromové sirky zalozeny na
dynamickém programovani. Nasledné také ukazeme, Ze se tento algoritmus da
pouzit i pro hledani L-omezeného fezu na rovinnych grafech. Také se podivame na
problém (d¢(s,t)+1)-omezeného fezu. Je znamé, ze tento problém je N P-tézky na
obecnych grafech. Ale to, jestli je N P-tézky i na rovinnych grafech se specialnimi
vrcholy na vnéjsi sténé, je otevieny problém. Pokusime se nastinit zptisob, kterym
bychom mozna mohli ukézat, ze tento problém je fesitelny v polynomialnim case.

Klicova slova: fez, rovinny graf, stromova sitka, dynamické programovani

Title: Length bounded cuts in graphs

Author: Michal Berg

Department: Department of Applied Mathematics

Supervisor: doc. Mgr. Petr Kolman, Ph.D., Department of Applied Mathematics

Abstract: In this thesis we will focus on a problem of length bounded cut, also
known as L-bounded cut. We are going to show a combinatorial algorithm for
finding a minimal L-bounded cut on graphs with bounded treewidth based on
dynamic programming. Then we going to show that this algorithm can also be
used for finding minimal L-bounded cut on plannar graphs. We are also going
to look at problem of (dg(s,t) + 1)-bounded cut. This problem is known to be
N P-hard for general graphs. But it is an open problem whether this problem is
also N P-hard on plannar graphs with special vertices on the outer face. We will
try to outline a way, which might lead to showing that this problem is solvable
in a polynomial time.

Keywords: cut, planar graph, tree width, dynamic programming

1ii



Obsah

[Tvodl 2

(1 Shrnuti pojmu a definic] 4
2 Dynamické programovani na grafech s omezenou stromovou sir- |
[_koul 6
2.1 Rezovafunkeel . . . . . .. ... 6
[2.2  Stromovy rozklad a algoritmus|. . . . . . .. ... 7
[2.3  Dukaz korektnosti algoritmul . . . . . . ... 00000 11
2.4 Rovinne graty| . . . . . . . . ..o 12
[3 Rovinné grafy a prodluzovani nejkratsi cesty| 14
BI1 Ztezunarozdélenil . . . . . .. ..o 14
[3.2  Z rozdéleni na cyklyl . . . . ..o 19
[3.3  Posloupnosti konfiguraci| . . . . ... ... ... ... 25
[3.4  Minimalni pripustné posloupnosti a jejich hledani . . . . . . . .. 31
[Zavéy] 33
[Seznam pouzité literatury| 34




Uvod

Problémy miniméalniho fezu a maximalniho toku jsou jedny z dukladné stu-
dovanych problémi teorie grafti. V pripadé maximéalniho toku mame zadany graf
se specialnimi vrcholy s a t (nazyvané zdroj a stok), kde kazda hrana ma kapa-
citu 1. Cilem je najit tok, ktery ptrepravi co nejvice z s do ¢ pti dodrzeni kapacit.
V ptipadé minimalniho fezu méme stejny vstup a cilem je najit nejmensi mno-
zinu hran takovou, ze po jejich odebrani zdroj a stok lezi z rtiznych komponentach
souvislosti.

Existuje mnoho polynomialnich algoritmi pro hledani maximéalniho toku.
Slavna véta o dualité toku a Tezu tikd, Ze velikost maximélniho toku je rovna
velikosti minimalniho fezu. Dokonce z maximalniho toku dokazeme miniméalni
fez v polynomidlnim case zkonstruovat a tim i problém minimélniho fezu je Tesi-
telny v polynomialnim case.

V této préci se ale budeme zabyvat trochu jinym problémem, a to délkové ome-
zenym Tezem, také nazyvanym L-omezenym fezem pro néjaké L € N. Existuje
také délkové omezenym tok, neboli L-omezeny tok. V L-omezeném toku oproti
standardnimu toku navic pozadujeme, aby kazda cesta, po které posilame néjaké
mnozstvi toku z s do ¢, byla délky maximalné L. Neboli ze se da tok rozlozit na
toky po cestach, kde zadné z cest nepresahne délku L. Tento problém je polyno-
mialné resitelny pomoci vhodného linearniho programu, takze mizeme jednoduse
najit maximalni L-omezeny tok.

Oproti standardnimu fezu, kde chceme, aby po odebrani fezovych hran ne-
vedla mezi s a t zadna cesta, tak v L-omezeném fezu pozadujeme trochu slabsi
podminku a to, aby mezi s a t nevedla zadna kratka cesta, presnéji zadné cesta
délky L nebo kratsi. Tato zdanlivé nepatrna zména ale zptisobi velkou zménu ve
slozitosti tohoto problému. Bylo by hezké, kdyby stejné jako v pripadé standard-
niho toku a fezu platila dualita, tedy ze by velikost maximélniho L-omezeného
toku byla rovna velikosti miniméalniho L-omezeného fezu. Bohuzel se ale ukazuje,
ze tato dualita neplati a co vice, ze dokonce pomér mezi minimalnim L-omezenym
fezem a L-omezenym maximalnim tokem mize byt fadové az n*® (Baier a kol.,
2006), kde n znaci pocet vrcholi grafu. To znamend, Ze ze znalosti maximalniho
L-omezeného toku nedokazeme jednoduse zkonstruovat minimalni L-omezeny ez
a proto budeme pro tento problém potirebovat jiné algoritmy.

Je znamé, ze problém L-omezeného toku je N P-tézky na obecnych grafech
dokonce uz pro L = 4 (Baier a kol., 2006). Proto za predpokladu P # NP
nemtuzeme ocekavat, ze bychom tento problém byli schopni fesit v polynomidl-
nim case. Kdyz nedokazeme tesit problém presné, tak bychom mohli chtit ale-
spon najit néjakou jeho dobrou aproximaci. Bohuzel ani v tomto pripadé neni
situace moc dobra. Nejlepsi znama aproximace nam dava aproximacni pomér
O(min{L,n?/L%/m}) C O(n??) (Baier a kol., [2006)), kde m zna&f pocet hran
grafu.

Naopak je znamé, ze L-omezeny Tez nedokdzeme aproximovat s pomeérem
1,1377 (Baier a kol., [2006) a tudiZz ani nemuze existovat polynomialni aproxi-
macni schéma. Za predpokladu platnosti Unique Games Conjecture se da ukazat
(Leel 2017), Ze tento problém nedokazeme aproximovat s libovolnym konstantnim
pomeérem.



V této praci se budeme také zabyvat L-omezenym fezem na grafech s omeze-
nou stromovou sitkou. Je znamy FPT algoritmus pro L-omezeny ez na grafech
s omezenou stromovou sitkou pro parametr L a stromovou sitku tw (Knop a
Dvoiék, 2015) pracujici v ¢ase O(L5"*n). Pozdé&ji byl publikovany algoritmus
pro stejny problém pracujici v éase O(L"™n) zalozeny na prevodu na problém
s omezujicimi podminkami (CSP) (Kolman, [2018). V kapitole [2| predstavime al-
goritmus pracujici v podobném case O((L + 2)"T'n) zaloZeny na dynamickém
programovani na stromovém rozkladu. Algoritmy hledajici L-omezeny fez na gra-
fech s omezenou stromovou sitkou se také daji pouzit pro hledani L-omezeného
rezu na rovinnych grafech (Kolman, 2018)). Jak také ukdzeme v kapitole |2, z na-
seho algoritmu pro grafy s omezenou stromovou sitkou ziskdme algoritmus pro
rovinné grafy pracujici v ¢ase O((L + 2)3L+1n).

Jak uz jsme zminili, v této praci se také podivime na L-omezeny Tez na
rovinnych grafech. Tam je situace trochu jind nez v obecnych grafech. Tento
problém je také N P-tézky (Fluschnik a kol., [2016)), ale pouze pro L, které je
soucasti vstupu. Pro libovolné konstantni L existuje polynomialni algoritmus.

Dalsi problém tykajici se L-omezeného tezu je prodluzovani délky nejkratsi
cesty z s do t o vzdélenost k. V tomto problému chceme najit mnozinu hran
miniméalni velikosti takovou, zZe po jejich odstranéni se délka nejkratsi cesty z s
do t zvysi o k, kde k € N. Je jednoduché nahlédnou, ze tento problém je shodny
s (d(s,t)+k—1)-omezenym fezem, kde d(s,t) zna¢i vzdélenost mezi s a t. Je zndmé,
ze délku nejkratsi cesty z s do t lze prodlouzit o 1 v polynomialnim case pro
libovolny graf, staci vzit hrany na nejkratsich cestach z s do t a na tomto podgrafu
najit standardni minimalni fez (Baier a kol., |2006). Také je znamé, Ze prodlouzit
délku nejkratsi cesty z s do t o 2 je N P-tézké v obecnych grafech (Bazgan a kol.,
2018). Je ale otevieny problém, jestli je tento problém N P-tézky i v rovinnych
grafech. V kapitole |3| se pokusime nastinit zptisob, kterym by mozné bylo mozné
ziskat polynomidlni algoritmus prodluzujici délku nejkratsi cesty z s do ¢t o 2
v rovinnych grafech.



1. Shrnuti pojmu a definic

V této kapitole shrneme zadkladni definice a pojmy, které v této praci bu-
deme pouzivat. Tyto pojmy a znaceni se shoduji s jejich béznym pouzitim. Také
uvedeme formalni definice problémii, které budeme pouzivat.

Nejprve zavedeme pojem grafu. Uvedeme definici neorientovaného i oriento-
vaného grafu, protoze v této praci budeme pouzivat obé varianty. Jeden z di-
vodi, pro¢ tyto obecné znamé definice uvadime, je ten, abychom upozornili na
rozdilné znaceni orientovanych a neorientovanych hran. Toto rozdilné znaceni
bude vyhodné k zamezeni nejednoznacnosti, kdyz budeme pracovat s obéma typy
grafi zaroven. Neorientovany graf G je dvojice (V,E), kde V' je mnozina vrcholu
all C (‘2/) je mnozina neorientovanych hran, tedy mnozina F obsahuje dvouprv-
kové podmnoziny V. Hranu {u,v} € E mezi vrcholy u a v budeme také znacit uv.
Orientovany graf G je dvojice (V,E), kde V' je mnozina vrcholi a E C V x V je
mnozina hran a tedy E obsahuje usporadané dvojice vrcholii z V. Hranu z vrcholu
u do vrcholu v budeme znacit (u,v). Nékdy také budeme pouzivat znaceni V(G),
coz znaci mnozinu vrcholi grafu G a E(G), coz zna¢i mnozinu hran grafu G.

V nékterych grafech budeme hledat sledy, cesty a cykly. Méjme graf G =
(V,E). Sled P v grafu G je posloupnost vrcholi a hran vg,e1,v1,e9,02, . . . ,v, takova,
ze e; je hrana vedouci mezi vrcholy v;_; a v; pro neorientovany graf, nebo z v;_; do
v; pro orientovany graf. Vrcholy vy a v, nazveme koncové a vy az v,_; vnitini. Sled
P nazveme cestou, pokud se v ném neopakuji vrcholy. Sled K nazveme cyklem,
pokud se mezi vnitfnimi vrcholy zadny vrchol nevyskytuje vicekrat a koncové
vrcholy jsou navzajem shodné. Kvili zjednoduseni znaceni budeme v této préci
casto zaménovat sledy, cesty a cykly s jejich mnozinou hran.

Budeme pracovat také s rovinnymi grafy. Graf G = (V,E) je rovinny, pokud
pro néj existuje rovinné nakresleni, tedy nakresleni do roviny takové, ze se zadné
dvé hrany nekrizi. Toto nakresleni rozdéluje rovinu na ¢asti, které nazyvame stény.
Mnozinu vsech stén oznac¢ime F'. Kazda sténa je ohranicena néjakym cyklem
grafu G. K rovinnému grafu mizeme definovat jeho dudlni graf, ktery vznikne
tak, ze vrcholy dualniho grafu jsou stény ptvodniho grafu a dva dualni vrcholy
jsou spojené hranou pravé tehdy, kdyz jim odpovidajici stény maji spole¢nou
hranu na svych hranicich. Tedy dudlni graf k grafu G je graf G' = (F,E'), kde
E' ={u|u v € FA(Je € E) stény ¢’ a v’ maji na své hranici hranu e}.

Déale budeme chtit zavést znaceni pro hrany vedouci mezi urc¢itymi podmno-
zinami vrcholu grafu. Necht G = (V,E) je neorientovany graf a A;B C V jsou
dvé disjunktni podmnoziny vrcholi. Potom E(A,B) oznaCuje mnozinu hran ve-
doucich mezi vrcholy z mnoziny A a vrcholy z mnoziny B, tedy hrana uv € E je
v E(A,B), pokud u € Aav &€ Bnebou € Bave A Necht G = (V,E) je orien-
tovany graf a A,B C V jsou dvé disjunktni podmnoziny vrcholi. Potom E(A,B)
oznacuje mnozinu hran vedoucich z vrcholi v mnoziné A do vrcholi v mnoziné
B, tedy hrana (u,v) € E je v E(A,B), pokud u € A av € B. Zduraziujeme, ze E
v znaceni E(A,B) zna¢i mnozinu hran grafu a tedy pokud by graf mél mnozinu
vrcholit znadenou napiiklad E, tak pouzijeme znaceni E°(A,B).

Budeme také pouzivat podgrafy indukované urc¢itou mnozinou vrcholt. Necht
G = (V,E) je graf a U C V, potom G[U] znaéi graf indukovany vrcholy U, tedy
GlU]l = (U,EN (g)), pokud je G neorientovany, nebo G[U] = (U,E N (U x U)),



pokud je G orientovany.

Déle zavedeme vzdalenosti na grafech a pojem polomér grafu. Necht G =
(V,E) je graf a u,v € V jsou jeho dva vrcholy. Potom dg(u,v) znacéi délku nejkratsi
cesty z u do v v grafu GG. Nyni definujeme polomér grafu. Nejprve pro kazdy vrchol
v € E zavedeme excentricitu e(v), coz je maximalni vzdalenost z v do libovolného
vrcholu grafu G, tedy e(v) = max,ey dg(v,u). Polomér grafu G, znaceny r(G), je
minimalni excentricita néjakého jeho vrcholu, tedy 7(G) = min,ecy e(v).

V druhé kapitole budeme pracovat s parametrizovanymi problémy. Protoze
budeme pracovat s problémy parametrizovanymi vice parametry zaroven, tak
uvedeme tuto variantu definice. Parametrizovany problém je jazyk L C ¥* x N¢
pro néjaké ¢ > 1, kde X je konecna abeceda a vSechny slozky prvkia v L kromé
prvni nazyvame parametry. Pro nékteré z téchto problémi existuji FPT algoritmy.
Algoritmus pro parametrizovany problém L je FPT (fixed parameter tractable)
algoritmus, pokud pro vsechny instance I = (x,ky,... k) dokdze rozhodnout
v case f(ky, ... ke)|x|°W, jestli I lezi v L, kde f je libovolna spocitatelna funkce.

Nakonec uvedeme forméalni definice problému minimalniho fezu a minimélniho
L-omezeného fezu. Problém minimalniho fezu se standardné zavadi s kapacitami,
my ho zde ale uvedeme bez kapacit, abychom zdtraznili rozdil mezi timto pro-
blémem a problémem minimalniho L-omezeného Tezu.

MINIMALN{ REZ
Vstup: Graf G = (V,E), vrcholy s,t € V

Chceme: Mnozinu F' C E takovou, ze v grafu G'\ F'lezi s a t v riznych
komponentach souvislosti, neboli neexistuje zadna cesta z s do t

Cil: Minimalizovat | F|

MINIMALNI L-OMEZENY REZ
Vstup: Graf G = (V,E), vrcholy s,t € V a hodnota L € N

Chceme: Mnozinu F' C F takovou, ze v grafu G \ F' neexistuje zadna
cesta z s do t délky nejvyse L

Cil: Minimalizovat | F|




2. Dynamické programovani na
grafech s omezenou stromovou

Y v

sirkou

Problém L-omezeného fezu na grafech s omezenou stromovou sirkou byl stu-
dovany jiz diive. Doposud byl znamy FPT algoritmus pro tento problém para-
metrizovany pomoci délkového parametru L a stromové Sitky tw pracujici v case
O(L%"”n) (Knop a Dvorak, 2015). Pozd&ji byl také publikovany algoritmus pra-
cujici v ¢ase O(L"n) zalozeny na prevodu na problém s omezujicimi podminkami
(Constraint satisfaction problem, CSP) a pouziti obecného algoritmu pro feSeni
téchto problémi (Kolman, 2018). Tento algoritmus nam ale nedava dobry nahled,
jak doopravdy funguje. Proto v této kapitole popiseme FPT algoritmus s trochu
horsi ¢asovou slozitosti O((L+2)"*1n), ale s hezkym kombinatorickym popisem.
Ukazeme také, jak se tento algoritmus da pouzit i pro rovinné grafy.

2.1 Rezova funkce

Nejprve se podivame na to, jak problém L-omezeného fezu vyjadrit pomoci
funkce z mnoziny vrcholtt do mnoziny {0, ...,L 4 1}. Tento prevod byl jiz zndmy
diive a publikovany v clanku (Kolman, 2018). Zacneme tim, ze definujeme pojem
L-tezova funkce.

Definice 1. Necht G = (V,E) je neorientovany graf s vrcholy s, t a hodnotou
L € N. Pak funkci f 'V — {0,...,L + 1} spliujici f(s) =0 a f(t) = L+ 1
nazveme L-fezova funkce a mnozinu hran {uv € E| |f(u) — f(v)| > 1}, které
budeme nazjvat $patné, oznacime Cy. Rekneme, Ze funkce f je minimdlni L-

rezova funkce, pokud je f L-rezovd funkce a pro kazdou L-rezovou funkci f' plati,
Ze |Cr < |Cpl.

Na L-tezovou funkci se mizeme divat jako na rozdéleni vrchola do vrstev, kde
Spatné hrany jsou ty, které nevedou mezi po sobé jdoucimi vrstvami. Intuitivné
je zfejmé, ze Spatné hrany tvori L-omezeny Tez, protoze s je v nulté vrstvé a t
je v posledni (L + 1)-ni vrstvé a v grafu zbyly pouze hrany mezi sousednimi
vrstvami. Kazda cesta z s do t musi tedy projit pres vSechny vrstvy a proto ma
délku alespon L + 1. Nésledujici tvrzeni navic 1ikd, Ze minimdlni L-omezeny fez
odpovida minimalni L-fezové funkeci.

Tvrzeni 1. Necht G = (V,E) je graf s vrcholy s, t a hodnotou L € N. Pokud
f:V —={0,...,L+1} je L-rezovd funkce, pak mnoZina hran Cy je L-omezeny rez
v grafu G. Naopak necht C je L-omezeny tez v grafu G a necht H = (V.E \ C).
Definujeme funkci g : V- — {0,...,L + 1} takovou, Ze pro kaZdy vrchol v € V
definujeme g(v) = dy(s,v) a pokud hodnota g(v) presdhla hodnotu L + 1, tak
definujeme g(v) = L + 1. Potom funkce g je L-rezovd funkce a mnozina C,
je podmnozinou mnoziny C. Navic pokud C byl minimdlni L-omezeny rez, tak
Cy = C a g je minimdlni L-rezovd funkce.



Diikaz. Nejprve dokdzeme prvni ¢ast tvrzeni. Méjme tedy L-tezovou funkci f
a necht G' = (V,E’) je graf G po odebrani hran z Cy, tedy £’ = E \ Cy. Necht P
je néjaka cesta z s do t v grafu G’ a necht vy = s,v1,...,0._1,ux = t jsou vrcholy
na cesté P v poradi z s do t. Vime, 7Ze f(s) = 0a f(t) = L+ 1. Indukei jednoduse
dokézeme, ze f(v;) < i. Pro ¢ = 0 to plati trividlné, protoze vy = s a f(s) = 0.
Pro i > 1 méme z induk¢niho predpokladu f(v;—;) < i — 1. Protoze vsechny
hrany wv s |f(u) — f(v)| > 1 jsme odstranili, tak plati |f(v;i—1) — f(v;)| < 1
a tedy hodnota f(v;) miZe byt nejvyse o jedna vétsi nez hodnota f(v;_1). Cimz
ziskavame f(v;) < f(vi-1)+1<i—141=1i. Protoze vy =t a f(t) = L+ 1, tak
k > L+ 1. Z toho plyne, ze na cesté P musi lezet alespon L + 2 vrcholt a tedy
i alesponn L + 1 hran. Tim jsme ukézali, ze kazda cesta z s do t ma alespon L + 1
hran a tedy Cy je L-omezeny fez v grafu G.

Ted dokazme druhou c¢ast tvrzeni. Méjme tedy L-omezeny fez C', funkci g po-
psanou ve znéni tvrzeni a graf H = (V,E'\ C) vznikly odebranim C' z G. Hodnota
g(s) je nula, protoze vzdalenost z s do s je nula. Hodnota ¢(t) = L + 1, protoze
kazda cesta z s do ¢t v grafu H musi mit délku alespon L + 1, jinak by C nebyl
L-omezeny Yez. Proto plati, Ze g je L-fezova funkce. Ozna¢me E = E \ C. Ted
ukdzeme, Ze pro kazdou hranu uwv ¢ C, tedy uv € E, plati |g(u) — g(v)] < 1,
tedy uv ¢ C,. Pro spor predpoklddejme, Ze existuje hrana uv € E takovd, ze
lg(u) — g(v)| > 1. Bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme, ze g(u) < g(v). Z pod-
minky |g(u) — g(v)| > 1 plyne, ze g(u) + 2 < g(v), vime tedy, ze g(u) < L + 1.
Z definice funkce g plyne, ze v H musi existovat cesta P délky g(u) z s do u. Po-
kud tuto cestu rozsiiime o hranu ww, tak ziskame cestu P’ z s do v délky g(u)+ 1.
Potom ale g(v) < dg(s,v) < g(u)+1 < g(v) —1, coz je spor. Tim jsme ukézali, Ze
Cy C C. Ted predpokladejme, Ze C' je minimélni L-omezeny fez. Kdyby platilo
Cy, C C, tak jsme nasli mensi L-omezeny Tez, coz ale neni mozné, protoze C
byl minimalni. Proto €y = C. Funkce g musi byt minimalni fezova funkce, pro-
toze pokud by nebyla, tak existuje minimalni fezova funkce ¢’, pro kterou plati
|Cy| < |Cy| =|C|, coz by byl spor s tim, ze C' je minimalni L-omezeny Tez.

O

7, predchoziho tvrzeni plyne, Ze hledani minimalniho L-omezeného fezu je
ekvivalentni s hledanim minimalni L-fezové funkce f.

2.2 Stromovy rozklad a algoritmus

7, predchozi ¢asti vime, Ze misto pifimého hledani minimalniho L-omezeného
fezu muzeme hledat minimélni L-tfezovou funkci. Trivialni metoda by byla vy-
zkouset vSechny rezové funkce a najit mezi nimi tu miniméalni. To ale neni moc
dobra metoda, protoze pocet riuznych rezovych funkci je exponencialni v poctu
vrcholi grafu a tim bychom ziskali exponencidlni algoritmus. Proto se omezime na
grafy s omezenou stromovou sitkou a pouzijeme jiny postup. Nejprve ale definu-
jeme pojem stromovy rozklad (tree decomposition) a stromova sitka (treewidth)
grafu. Tyto pojmy jsou bézné znamé v teorii grafii, definici tedy uvadime pro
uplnost a k zavedeni znaceni.

Definice 2. Stromovy rozklad grafu G = (V,E) je dvojice (T' = (W,F),{Bx|X €
W), kde T = (W,F) je strom a mnoZiny Bx C V jsou podmnoziny vrcholi



takové, Ze:
1. Uxew Bx =V
2. Pro kazdé uv € E existuje X € W takové, Ze {u,v} C Bx.
3. Pro kazdé u € V tvori {X € W|u € Bx} souvisly podstrom stromu T

Siika stromového rozkladu je maxycy |Bx| — 1. Stromova §fika grafu G, zna-
cend tw(G), je minimdlni sirka stromového rozkladu grafu G, tedy tw(G) =
MiN (7= (W, F),{Bx|[ieW}) stromovy rozkiad ¢ MaXxew |Bx| — 1.

Pro lepsi srozumitelnost budeme vrcholy grafu G nazyvat vrcholy a vrcholy
stromu 7" nazyvat uzly. Algoritmus, ktery popiSeme, kromé samotného grafu bude
pouzivat také jeho stromovy rozklad. K jednodussimu popisu se nam ale bude ho-
dit mit stromovy rozklad ve specidlnim tvaru, ktery se nazyva hezky stromovy
rozklad (nice tree decomposition). Tento pojem je také hojné pouzivany, hlavné
pri algoritmickych pouzitich stromovych rozkladi. Takovyto rozklad se da jed-
noduse ziskat z libovolného stromového rozkladu se zachovanim sitky rozkladu

(Kloks, {1994]).
Definice 3. Stromovy rozklad (T = (W,F){Bx|X € W}) grafu G = (V,E)

nazveme hezky, pokud:

1. Strom T je zakoreneny v uzlu R, ktery nazveme koren a hrany jsou orien-
tované smérem ke koren.

2. KazZdy uzel X € W md maximdlné dva potomky.
3. Pokud ma uzel X € W dva potomky Y a Z, tak Bx = By = By.

4. Pokud md uzel X € W jediného potomka Y, tak plati bud Bx C By
a ‘By’ = |BXy +1 nebo BY C BX a ’Bx‘ = |By| + 1.

Déle budeme pouzivat nasledujici terminologii: Pokud uzel X ma dva po-
tomky, nazveme ho spojovaci (join) uzel. Pokud mé uzel X jednoho potomka Y,
tak ho nazveme vstupni (introduce) uzel pro vrchol v, pokud By U {v} = By,
a vystupni (forget) uzel pro vrchol v, pokud BxU{v} = By. Uzel X bez potomku
nazveme list.

Algoritmus bude vyuzivat dynamické programovani na stromovém rozkladu.
Odted necht G = (V,F) je zafixovany graf spolecné s vrcholy s a ¢t a hodnotou L
a necht (T = (W,F),{Bx|i € W}) je jeho hezky stromovy rozklad s kofenem R
a Sitkou tw. Algoritmus bude pro kazdy uzel konstruovat tabulku Tabx a postu-
povat od list, kde tabulku spocita primo, ke koreni, kde tabulku pro vnitini uzly
bude konstruovat s pomoci tabulek jejich potomkti. Konecné feseni pak vycteme
z tabulky pro kofen R. Pro konstrukci tabulek budeme potiebovat nasledujici
podgrafy. Pro kazdy uzel X € W definujeme graf Gx. Pro list X definujeme
Gx = G[Bx], kde G[Bx]| znaci podgraf G indukovany vrcholy Bx. Pro spojovaci
uzel X s potomky Y a Z definujeme Gx = Gy U G . Pro vstupni nebo vystupni
uzel X s potomkem Y definujeme Gx = G[Bx] U Gy.

Tabulky budou indexované néc¢im podobnym jako L-fezovymi funkcemi. Pro-
toze ale budeme pracovat s podgrafy, tak to nebudou primo L-fezové funkce, ale



funkce, které budeme nazyvat ptripustné pro danou mnozinu vrcholi podgrafu.
Na tyto funkce se mizeme také divat jako na zizeni L-fezové funkce na néjakou
podmnozinu vrcholf.

Definice 4. Funkce f: V' — {0,...,L+1}, pro V' CV, je ptipustna funkce pro
mnozinu V', jestlize spliuje podminku f(s) =0, pokud s € V' a také f(t) = L+1,
pokud t € V'. Pro pripustnou funkci f pro mnozinu V' ddle definujeme mnozinu

spatnych hran Cy = {uv € E(G[V'])| |f(u) — f(v)| > 1}.

Vsimnéme si, ze pripustna funkce pro V' je to samé jako L-Tezova funkce. Pro-
toze budeme postupné pripustné funkce rozsirovat na vétsi podmnoziny vrchol,
definujeme tedy, co takové rozsiteni konkrétné znamena. Pozdéji se nam bude
hodit také zuzeni funkei.

Definice 5. Necht V' C V' C V. Méjme pripustnou funkci f pro V". Potom f’
je rozsiteni funkce f na V', pokud f' je pripustnd funkce pro V' a plati f'(v) =
f(v) pro kazdé v € V". Naopak pokud f je pripusing funkce na V', pak ztZeni
funkce f na mnozinu V" je funkce fly» : V" — {0,...,L + 1}, pro kterou plati
flvr(v) = f(v) pro kazdé v € V".

Je jednoduché nahlédnout, ze kazdé zizeni pripustné funkce je zase pripustna
funkce pro prislusnou mnozinu. Definovali jsme pripustné funkce pro libovolnou
mnozinu vrchold, v algoritmu ale budeme pouzivat pripustné funkce pro uzly
stromového rozkladu.

Definice 6. Necht X € W je uzel. Potom funkce f : Bx — {0,...,L + 1}
je pripustnd pro uzel X, pokud je pripustnd pro mnoZinu Bx. MnoZinu vsech
pripustnych funkci pro uzel X oznacime Fx.

Tabulku pro uzel X v algoritmu budeme indexovat pripustnymi funkcemi Fx.
V tabulce na pozici f budeme chtit mit ulozeny minimalni pocet Spatnych hran,
které jde dosdhnout rozsifenim této funkce na V(Gx).

Definice 7. Necht X € W je uzel a f : Bx — {0,...,L + 1} je pripustnd funkce
pro X. Funkce f': V(Gx) — {0,...,L + 1} je minimélni rozsireni funkce f na
V(Gx), pokud je to rozsirent funkce f na V(Gx) a pro kaZdé rozsirent " funkce
f na V(Gx) plati |Cp/| < |Cpn|. Cena funkce f vzhledem k X, znacend costx(f),
je rovna |Cy |, kde f" je minimdini rozsireni funkce f na V(Gx).

Pro kazdy uzel X zkonstruujeme tabulku Taby indexovanou pripustnymi
funkcemi pro X. Budeme chtit, aby pro kazdé f € Fx platilo Tabx[f] = costx (f).
V takovém pripadé tabulku nazveme korektni.

Ted uz mame vse potiebné k popisu algoritmu. Jak uz jsme tekli drive, al-
goritmus pro kazdy uzel X € W zkonstruuje tabulku Taby. Pro list X nastavi
Tabx|[f] = |Cy| pro kazdou funkei f € Fx. Pro spojovaci uzel X s potomky Y a Z
definujeme Tabx[f] = Taby[f] + Tabz[f] — |C}|. Pro zavadéci uzel X pro vrchol
v nastavime Tabx[f] = Taby[f|p, ] +|Cf| —|Cy,, |- Pokud je X ukoncovaci uzel,
nastavime Taby[f] = ming ousient f na By Lab;[f']. Timto postupem zkonstruu-
jeme postupné tabulky pro vSechny uzly stromového rozkladu. Tento rekurzivni
algoritmus je pro prehlednost znazornény procedurou CONSTRUCT__TABLE Vv al-
goritmu [2.2] ktery se spousti zavolanim procedury CONSTRUCT__TABLE na kofen
stromového rozkladu R.




Algoritmus 1 Algoritmus rekurzivni konstrukce tabulek Tab
procedure CONSTRUCT _TABLE(X)
if X je list then
for all f € Fx do
Tabx[f] := |Cy|
else if X je spojovaci uzel s potomky Y a Z then
CONSTRUCT__TABLE(Y)
CONSTRUCT__TABLE(Z)
for all f € Fx do
Tabx[f] = Taby[f] + Tabz[f] — |Cy|
else if X je zavadéci uzel pro vrchol v s potomkem Y then
CONSTRUCT_TABLE(Y)
for all f € Fx do
Tabx[f] = Taby [f|s,] + |C¢| = |Cy, |
else if X je ukoncovaci uzel pro vrchol v s potomkem Y then

CONSTRUCT__TABLE(Y)
for all f € Fx do

TabX [f] = minf’ rozsizeni f na By Tabj [f,]

Nésledujici tvrzeni, které dokazeme v nasledujici casti, rikd, Ze algoritmus je
korektni.

Tvrzeni 2. Algoritmus zkonstruuje korekini tabulky pro vsechny uzly stromového
rozkladu.

Zbyvéa tedy ukazat, jak z tabulek zkonstruovat konecné reseni. Protoze Gr =
G, tak pripustnd funkce pro uzel R je L-tezova funkce. Z tabulky Tabpg tedy
dokazeme vycist pocet Spatnych hran pro minimalni fezovou funkci a tim i velikost
minimalniho L-omezeného tezu. Jak rika nasledujici tvrzeni, velikost miniméalniho
L-omezeného Tezu je rovna miniméalni hodnoté v tabulce Tabg.

Tvrzeni 3. Necht f € Fg je funkce s nejmensi hodnotou v tabulce Tabg a f’
je minimdlni rozsireni funkce f na V(Ggr) = V. Potom funkce f' je minimdlni
L-rezovd funkce, a tedy Tabg[f] = |Cy/| je velikost minimdlnitho L-omezeného
rezu.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze f’ neni miniméalni L-fezova funkce. Necht ¢/
je minimdlni L-fezova funkce a g = ¢'|p,, je zizeni této funkce na Bg. Jednoduse
nahlédneme, Ze ¢’ je miniméalni rozsiteni g na V', protoze kdyby ¢’ nebylo mini-
malni rozsiteni g na V', tak by ¢’ nemohla byt minimélni L-fezova funkce. Protoze
tabulka pro R je korektni, tak plati, ze Tabg[g] = costr(g) = |Cy|. Protoze pred-
pokladdme, zZe f’ neni minimalni L-fezova funkce, tak plati, ze |Cy| < |C/|. Pro-
toze ale vime, ze tabulka Tabpg je korektni, tak plati, ze Tabg[f] = costg[f] = |C}|
a tedy Tabgr[g] < Tabg[f], coz je spor s tim, Ze f je funkce s minimalni hodnotou
v Tabpg.

0]
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Timto ziskdame velikost minimalniho L-omezeného fezu. Pokud bychom tento
rez chtéli také zkonstruovat, tak mizeme zpétnym prichodem tabulek zkonstru-
ovat minimalni L-fezovou funkci a z ni pak i minimalni L-omezeny fez.

Jesté se podivame na casovou slozitost a pamétovou slozitost tohoto algoritmu.
Nejprve si vSimnéme, ze pocet pripustnych funkci pro libovolny uzel je maximélné
(L + 2)"*! a tedy kazdd tabulka obsahuje maximalné tolik hodnot. A z popisu
algoritmu také vidime, ze pti konstrukci tabulky algoritmus také udéla radové
maximalné (L + 2)"™T! operaci. D4 se ukdzat, Ze pocet uzli hezkého stromového
rozkladu je fadove linearni vzhledem k poctu vrcholi grafu (Kloks, 1994). Z toho
plyne, Ze tento algoritmus m4 ¢asovou i pamétovou sloZitost O((L + 2)*1n).

2.3 Dikaz korektnosti algoritmu

Nyni se podivame na dilkaz korektnosti algoritmu. Nejprve ukazeme, ze pro
vsechny listy jsme tabulku zkonstruovali spravné.

Lemma 4. Necht X je list, pak tabulka Tabx je korektni.

Diikaz. 7 definice grafu Gy plyne, ze V(Gx) = Byx. Proto pro kazdou funkci
f € Fx plati, ze je svym jedinym moznym rozsitenim na V' (Gx) a tedy je i svym
minimalnim rozsifenim. Plati tedy, ze costx(f) = |Cf| a tabulka Tabx je ko-
rektni.

O

A dale pak ukdzeme pro kazdy vnitini uzel, Ze pokud byly korektni tabulky
jeho potomk, tak je korektni tabulka i pro tento uzel. Dikaz provedeme zvlast
pro kazdy typ vnitiniho uzlu.

Lemma 5. Necht X je spojovaci uzel s potomky Y a Z. Pokud Taby a Taby
jsou korektni, tak Tabyx je korektni.

Diikaz. Protoze Bx = By = By, tak Fx = Fy = Fy. Necht f € Fx a nechf
fv a fz jsou minimalni rozsiteni f na V(Gy) a V(Gz). Protoze Taby a Taby
jsou korektni, tak plati Taby[f] = |C},| a Tabg[f] = |Cy,|. Protoze z defi-
nice stromového rozkladu a grafia Gy a Gz plati, ze V(Gy) UV (Gz) = V(Gx)
a V(Gy) NV (Gz) = Bx, tak fx = fy U fz je rozsifeni f na V(Gx). Déle také
plati, ze E(Gy)N E(Gz) = E(G[Bx]) a proto jsou mnoziny E(Gy) \ E(G[Bx]),
E(Gz)\E(G[Bx]) a E(G[Bx]) navzajem disjunktni. Potom tedy plati, ze |C, | =
|Crx N(E(Gy)\ E(G[Bx]))|+[Cr N (E(G2) \ E(G[Bx]))| +[Cr N E(G[Bx])| =
(| — 1C4) + (ICs,| — IC41) + 1Csl = |Cpy | + ICry ] — Iy,

Jesté zbyva ukézat, Ze fy je minimélni rozsiteni f na V(G ). Necht f% je mi-
niméln{ rozsifeni f na V(Gx) a tedy plati [Cy, | < [Cyy|. Funkee fir = fi|vay)
je rozsifeni funkce f na V(Gy) a stejné tak funkce f, = fy|v(,) je rozsi-
reni funkce f na V(Gy). Protoze fy a fz jsou minimalni rozsifeni, tak plati
Cp| < [Cp | a |Cp,| < |Cpyl. Stejné jako v piedchozi ¢asti se dd ukazat, Ze
Cpi | = [Cr [ +[Cpy | =Cy|- Atedy |Cpy [ +|Cyy | = [Cpi [ +1Cy| < [Cr | +1Cy| =
Cry| +1Cpy| < |Cpr | + |Cfy | VSechny nerovnosti tedy musi platit s rovnosti
a tedy plati i |Cp| = [Cy | Z toho plyne, Ze fx je minimalni rozsifeni f
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na V(Gx). Proto nastavenim Tabx[f] = Taby[f] + Tabz[f] — |C}| ziskdme
Tabx [f] = |C| = costx(f). A tedy tabulka Tabx je korektni.
0

Lemma 6. Necht X je vstupni uzel pro vrchol v s potomkem Y. Pokud Taby je
korektni, tak Tabx je korektni.

Diikaz. Necht f € Fx a necht f' = f|p,. Necht fy je minimalni rozsifeni f’
na V(Gy). Potom fx = fy U f je rozsiteni f na V(Gx). Necht E' = {vw €
E|lw € By}, tedy E' obsahuje hrany mezi v a By. Plati, ze E(Gx) = E(Gy)UFE’
a mnoziny E(Gy) a E’ jsou disjunktni. Tedy plati, ze |C},| = |C¢, N E(Gy)| +
|Cre NE'| = |Cp, | +|Cr N E'|. Plati také, ze E(G[Bx]) = E(G[By]) U E" a tedy
Cyl = |Cp| +[Cp N E'|. Proto |Cpy| = [Cpy | +|Cy| = [Cpl.

Jesté potiebujeme ukazat, ze fx je minimdlni rozsiteni f na V(Gyx). Necht fi
je miniméln{ rozsffeni f na V(Gx). Potom |Cy, | < |Cyy|. Nechf fi = fi|v(gy)-
Potom f3- je rozsfieni f' na V(Gy) a tedy [Cy, | < |Cy |. Stejné jako pro funkei
fx, pro f také plati |Cy | = |Cp |+ |CrNE'|. A tedy |Cpr |[+|CrNE'| = |Cp | <
[Cry| = |Cpy | +1CyNE'| < |Cpr | +]Cy N E'| a tedy vSechny nerovnosti plati s rov-
nosti. Z toho ziskdvame |Cy, | = [Cfy |, coz znamend, Ze fx je minimdln{ rozsffen{
fnaV(Gx). Protoze fy je minimalni rozsiteni f' na V' (Gy ) a tabulka Taby- je ko-
rektni, tak Taby [f'] = |C}, |. Proto nastavenim Tabx[f] = Taby [f'] +|Cy| —|Cy|
ziskdme Tabx[f] = |Cy,| = costx(f) a tedy tabulka Tabx je korektni.

0

Lemma 7. Necht X je vystupni uzel pro vrchol v s potomkem Y . Pokud Taby je
korektni, tak Taby je korektni.

Diikaz. Necht f € Fx a necht fy je minimdlni rozsifeni f na V(Gy). Protoze
Gx = Gy, tak fy je také minimalni rozsifeni f na V(Gx). Necht " = fy|p,
a potom minimdalni rozsiteni f' na V(Gy) je fy. Protoze fy je minimélni roz-
Sfteni f na V(Gy), tak pro kazdé f* = fU{(vsi)}, i = 0,...,L + 1, a jeji
minimdln{ rozsifeni fi- na V(Gy) plati |C}, | < |Cy: | A naopak existuje ¢ takové,

7e f' = fi. Proto plati ming oo oo g costy(f) = [Cp,|. Protoze tabulka pro
uzel Y je korektni, tak Taby[f’] = costy(f*) pro kazdé i. A tedy nastavenim
Tabx[f] = ming, oo na 5, Taby[f] ziskdme Tabx[f] = [Cf,| = costx(f).
Z toho plyne, ze tabulka Tabx je korektni.

O

2.4 Rovinné grafy

V této ¢asti se podivame na to, jak algoritmus z této kapitoly také vyuzit pro
rovinné grafy. Postup, ktery pouzijeme, byl poprvé publikovany v ¢ldanku(Kolman),
2018). Nejprve ukdzeme, ze muzeme predpokladat, ze graf, ve kterém hledame
L-omezeny Tez, neobsahuje zadné vrcholy, které nelezi na zadné cesté z s do ¢
délky maximéalné L.
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Tvrzeni 8. Necht G = (V,E) je neorientovany graf se specidlnimi vrcholy s a t.
Viytvorime graf G' z G odstranénim vsech vrcholi, které neleZi na néjaké cesté z s
do t délky L nebo kratsi. Necht C' je minimdlni L-omezeny ez pro G', potom je
C' také minimdlni L-omezeny ez pro G.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze C' neni L-omezeny tez pro G, tedy v G \ C
existuje cesta P z s do t délky maximalné L. Protoze kazdy vrchol na této cesté
lezi na néjaké cesté z s do t délky maximalné L, tak jsme zadny z téchto vrchola
neodebrali pri konstrukci G’ a tedy P je cestou i v G’. To je ale spor s tim,
ze C' je L-omezeny Tez pro G. Kdyby C' nebyl minimélni L-omezeny tez pro G,
tedy existuje L-omezeny tez C' pro G, pro ktery plati |C'| < |C], tak C” je také
L-omezeny Tez pro G', protoze odebranim vrcholi jsme nemohli vytvorit zadnou
kratkou cestu. To je ale spor s tim, ze C' je minimalni L-omezeny ez pro G’ a tedy
C' je minimalni L-omezeny tez pro G.

O

Necht G = (V,E) je rovinny graf se specidlnimi vrcholy s a ¢, ve kterém
chceme najit minimalni L-omezeny tez. Z predchoziho tvrzeni plyne, ze bez tjmy
na obecnosti muzeme predpokladat, ze kazdy vrchol v G ma vzdalenost od s
maximélné L. Proto také G ma polomér maximélné L. Znamy vysledek fika (Ro-
bertson a Seymour, 1984), ze kazdy rovinny graf s polomérem r ma stromovou
sitku maximalné 3r a tento stromovy rozklad lze nalézt v polynomialnim case.
Proto také mtzeme pro graf G nalézt v polynomidlnim case stromovy rozklad
(T = (W,F){Bx|X € W}) s sitkou maximélné 3L. A s pouzitim algoritmu
prezentovaného v této kapitole ziskame algoritmus pro hledani minimalniho L-
omezeného Fezu na rovinnych grafech bézici v éase O((L+2)3*1n). A tedy na roz-
dil od obecnych grafti dokazeme v rovinnych grafech tesit minimalni L-omezeny
fez pro konstantni L v polynomialnim case.
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3. Rovinné grafy a prodluzovani
nejkratsi cesty

V této kapitole se budeme zabyvat problémem souvisejicim s L-omezenym
fezem a to prodluzovanim nejkratsi cesty z s do ¢t. V tomto problému chceme
najit mnozinu hran minimalni velikosti takovou, Ze po jejich odstranéni se délka
nejkratsi cesty z s do t zvysi o k, kde k € N. Je jednoduché nahlédnout, zZe tento
problém je shodny s (dg(s,t) + k — 1)-omezenym Tezem. Je zndmé, ze problém
minimdlniho (dg(s,t) + 1)-omezeného fezu je v obecnych grafech N P-tézky (Ba-
zgan a kol., 2018). Je ale otevieny problém, jestli 1ze v neorientovaném rovinném
grafu G = (V,E) se specidlnimi vrcholy s a ¢ lezicimi na vnéjsi sténé prodlouzit
nejkratsi cestu z s do t o vzdalenost 2 odebranim minimalniho mozného mnozstvi
hran v polynomialnim c¢ase. Jinak feceno, jestli lze v polynomialnim ¢ase v daném
grafu nalézt minimdlni L-omezeny fez pro L = dg(s,t) + 1.

Dikaz N P-tézkosti (dg(s,t) + 1)-omezeného fezu v obecnych grafech pub-
likovany v ¢lanku (Bazgan a kol |2018|) je zalozen na ptfevodu z tripartitniho
vrcholového pokryti. Je zname, Ze problém minimalniho tripartitniho vrcholo-
vého pokryti je N P-tézky i v rovinnych grafech (Garey a Johnson, [1979)). Tento
vysledek ale nemtzeme pouzit pro rozsiteni ditkkazu N P-tézkosti minimalniho
(dg(s,t) + 1)-omezeného Tezu i na rovinné grafy, protoze prevod z minimélniho
tripartitntho vrcholového pokryti na minimalni (dg(s,t) + 1)-omezeny Fez neza-
chovava rovinnost a tedy i pokud je vstupni graf prevodu rovinny, tak graf po
provedeni prevodu uz rovinny byt nemusi. Z toho plyne, Ze tento vysledek se neda
primocare rozsitit i na rovinné grafy.

My se pokusime jit opacnym smérem a zkusime nastinit postup, kterym
bychom moznd mohli ukézat, Ze v rovinnych grafech je minimalni (dg(s,t) + 1)-
omezeny Tez TesSitelny v polynomialnim case. Tento postup se sklada z néko-
lika ¢asti. Nejprve v c¢asti ukazeme, jak problém minimélniho (dg(s,t) + 1)-
omezeného Tezu v rovinném grafu s vrcholy s a t na vnéjsi sténé prevést na
hledani rozdéleni mnoziny vrcholtt do t¥i skupin minimalizujici velikost urcité
mnoziny hran. Déale v casti ukazeme, jak toto hledani rozdéleni mnoziny vr-
cholt do tTi skupin prevést na hledéni dvojice do sebe vnorenych cykli v dualnim
grafu. U téchto prevodu jsme se inspirovali v ¢lanku (Itai a Shiloach| 1979)), kde
je ukazano, jak problém miniméalniho fezu v rovinném grafu prevést na hledani
cyklu v jeho dualnim grafu.

Dale v c¢asti definujeme pojem pripustné posloupnosti konfiguraci a uka-
zeme, jak hledéani dvojice cyklti minimalni ceny prevést na hledani minimalni pri-
pustné posloupnosti konfiguraci. Postup, jak tyto minimélni ptipustné posloup-
nosti konfiguraci efektivné konstruovat, zde bohuzel neuvedeme. V ¢asti ale
uvedeme, jak tento problém souvisi s problémem hledani nejkratsi cesty a pro-
blémem hledani cesty vyhybajici se zakdzanym dvojicim.

3.1 Z rezu na rozdéleni

V této ¢asti se podivame na to, jak hleddni (dg(s,t) + 1)-omezeného fezu
v rovinném grafu s vrcholy s a ¢t na vnéjsi sténé prevést na hledani rozdéleni

14



mnoziny vrcholil do t¥1 skupin minimalizujici velikost ur¢ité mnoziny hran. Necht
G = (V,E) je neorientovany rovinny graf se specialnimi vrcholy s a ¢ na vnéjsi
sténé vcéetné nakresleni D, ktery pro tuto cast zafixujeme. Dale také predpokla-
dejme, ze L = dg(s,t) + 1. V tomto grafu budeme chtit najit L-omezeny fez. Bez
ujmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze vSechny vrcholy G lezi na néjaké
cesté délky d nebo d + 1 z s to t, jak jsme ukézali v tvrzeni [§

Vrcholy grafu G rozdélime do vrstev podle vzdalenosti od s, tedy V; = {v €
Vl]da(s,v) = i}. V tuto chvili se ndm bude hodit divat se na graf G jako na
orientovany, kde kazdou neorientovanou hranu nahradime dvojici orientovanych
hran, v kazdém sméru jednou. Takto upraveny graf oznaéime G° = (V,E©).
Hrany E© rozdélime do ti{ skupin, a to na cestové, zpétné a vrstevnicové. Cestové
hrany, zna¢ené E9, jsou hrany, které vedou z nizsi vrstvy do vyssi, tedy ES =
{(v,w) € E°lv € V;_y Aw € V;}. Hrany, které vedou z vyssi vrstvy do niZsi, tedy
E9 = {(v,w) € E°|Ji(v € V; Aw € V,_1}, nazveme zp&tné. A nakonec hrany,
které vedou uvniti jedné vrstvy, tedy EY = {(v,w) € E°lv € V; Aw € V;},
nazveme vrstevnicové. Viimnéme si, ze jakékoliv cesta v G© pouzivajici pouze
cestové hrany, je nejkratsi cestou mezi svymi koncovymi vrcholy. Ted definujeme
korektni rozdéleni mnoziny V' na tii skupiny.

Definice 8. Necht A, B, C' je rozdéleni mnoZiny vrcholi V' na tri disjunktni
podmmnoziny. Potom rekneme, Ze toto rozdeleni je korektni, pokud s € A at € C.

Nasledujici definice Tika, jak pro korektni rozdéleni mnoziny vrcholi do tii
skupin definujeme mnozinu hran. Dale ukazeme, ze tato mnozina odpovida L-
omezenému fezu. Piipominame, ze znac¢eni E°(A,B) znamena mnozinu oriento-
vanych hran z E©, které maji po¢atek v mnoziné A a konec v mnoziné B.

Definice 9. Mejme korektni rozdéleni vrcholu V- do tri disjunktnich mnozin A,
B, C. Pak definujeme mnoZinu F(A,B,C) = [(E°(A,B)UE®(B,CYUE®(A,C))N
ES| U (EC(A,C) N E?), tedy F(A,B,C) obsahuje vsechny cestové hrany z A do
B, 2B doC a2z A do C a také vsechny vrstevnicové hrany z A do C.

Vsimnéme si, ze v mnoziné F(A,B,C) se kazd4a hrana objevuje maximélné
v jedné orientaci. V nasledujicim tvrzeni dokazeme, ze pokud v pravé defino-
vané mnoziné zapomeneme na orientaci hran, tak tato mnozina je L-omezeny
rez v grafu G pro kazdé korektni rozdéleni vrcholtt do skupin A, B a C. Ted
budeme potiebovat prejit od podmnoziny orientovanych hran zpét k neoriento-
vanym. Proto definujeme znaceni, kde pro mnozinu F' C E© definujeme mnozinu
FY = {vw|(v,w) € F} C E, tedy mnozina F'V vznikne z mnoZiny F zapomenutim
orientaci hran.

Tvrzeni 9. Méjme korektni rozdéleni vrcholi V' do tri disjunktnich mnoZin A,
B, C. Potom mnoZina F(A,B,C)V, je L-omezeny vez v grafu G.

Diikaz. Necht G'© = (V,E° \ F(A,B,C)). UkdZeme, Ze pro kazdé u € B plati
dgo(s,u) > dgo(s,u) + 1 a pro kazdé u € C plati dgo(s,u) > dgo(s,u) + 2.
Nejprve si vSimneme, ze odebranim hran nemohla vzniknout zadna kratsi cesta
a tedy plati dgo(u,v) < dgo(u,v) pro vsechny vrcholy u a v.

Méjme u € B. Pokud z s do u v G'° nevede Z4dn4 cesta, tak dgo(s,u) = oo
a tedy dgo(s,u) > dgo(s,u) + 1 plati. V opaéném piipadé necht P je nej-
krat{ cesta z s do u v G'°. Necht (v,w) je prvni hrana na cesté P, kterd
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vede ven z A. Tato hrana musi byt vrstevnicovd nebo zpétna, protoze vsechny
cestové hrany vedouci z A jsme odstranili. Pokud se jedna o zpétnou hranu,
tak z definice zpétné hrany plati dgo(s,w) + 1 = dgo(s,v). Pokud se jednd
o vrstevnicovou hranu, tak z definice plati dgo(s,w) = dgo(s,w). V obou pri-
padech tedy plati dgo(s,w) < dgo(s,v). Protoze kazdé zkrdceni nejkratsi cesty
je nejkratsi cesta, tak dgo(s,w) = dgo(s,v) + 1. Slozenim obou nerovnosti do-
staneme dgo(s,w) = dgo(s,v) +1 > dgo(s,w) +1 > dgo(s,w) + 1. Protoze
zkracenim nejkratsi cesty P do vrcholu w ziskdme nejkratsi cestu do vrcholu
w, tak plati dgo(s,u) = dgo(s,w) + dgro(w,u). Tim tedy ziskdme dgio(s,u) =
deo(s,w) + dgo(w,u) > dgo(s,w) + 1+ dgo(w,u) > dgo(s,u) + 1, kde posledni
nerovnost plyne v trojihelnikové nerovnosti pro vzdalenosti v grafu G. Tim jsme
ukazali, ze dgo(s,u) > dgo(s,u) + 1.

Méjme u € C. Pokud z s do u v G'° nevede Zadna cesta, tak dgo(s,u) = oo
a tedy dgo(s,u) > dgo(s,u) + 2 plati. V opacném pripadé necht P je nejkratsi
cesta z s do u v . Rozlisime dvé situace. Nejprve predpokladejme, Ze cesta P
obsahuje hranu z A do C' a necht (v,w) je prvni takovd. Hrana (v,w) musi byt
zpétna, protoze vsechny ostatni hrany z A do C' jsme odstranili. Z definice zpétné
hrany plati dgo(s,w) + 1 = dgo(s,v) a tim dostdavame dgo(s,w) = dgo(s,v) +
1 > dgo(s,w) + 1 = dgo(s,w) + 2. Proto dgo(s,u) = dgo(s,w) + dgo(w,u) >
dgo(s,w) + 2 4+ dgo(w,u) > dgo(s,u) + 2, ¢imz jsme ukéazali, ze dgo(s,u) >
dgo(s,u) + 2.

Pokud cesta P neobsahuje zddnou hranu z A do C, tak vede pres néjaky vr-
chol v B. Protoze vrchol u lezi v mnoziné C, tak cesta P musi obsahovat néjakou
hranu z B do C. Vezmeme tu prvni z nich a nechf je to hranazv € B dow € C.
Z predchozi ¢asti vime, Ze dgo(s,0) > dgo(s,v) + 1. O hrané (v,w) vime, zZe je to
vrstevnicova nebo zpétna hrana, protoze vsechny cestové hrany z B do C' jsme
odstranili. Pokud se jedna o zpétnou hranu, tak plati dgo(s,w) + 1 = dgo(s,v).
Pokud se jedna o vrstevnicovou hranu, tak plati dgo (s,w) = dgo(s,v). V obou pii-
padech tedy plati dgo (s,w) < dgo(s,v). Z toho plyne dgio(s,w) = dgo(s,v)+1 >
deo(5,0)+2 > dgo(s,w)+2. Cimz ziskame, ze deio (s,u) = devo (s,w)+deo (wyu) >
dgo(s,w) + 2 + dgo (w,u) > dgo(s,u) + 2, a tedy dgo(s,u) > dgo(s,u) + 2 plati.

Mégjme graf G = (V,E \ F(A,B,C)V) a graf G’ = (V,E), ktery vznikne z G
nahrazenim vsech neorientovanych hran dvéma orientovanymi, v kazdém sméru
jednou. Je jednoduché nahlédnout, ze G° je podgrafem G'C, protoze graf e
vznikl nejdifve odstranénim hran F(A,B,C)V a pak zorientovanim, kdezto G’
vznikl nejdiive zorientovdnim a pak odstranénim hran F'(A,B,C). Graf a° by
tedy vznikl z grafu G’?, pokud bychom jesté odebrali hrany z F(A,B,C) v opa¢né
orientaci. Protoze G je podgrafem GO, tak dgro(u,v) < dzo(u,v) pro kazdou
dvojici vrchold u a v. Dale také jednoduse nahlédneme, Ze dz(u,v) = dgo(u,v)
pro kazdou dvojici vrchold uw a v. S pouzitim diive dokézanych nerovnosti ziska-
vame, ze pro kazdé u € B plati dg(s,u) > dg(s,u) + 1 a pro kazdé u € C plati
dz(s,u) > dg(s,u) + 2. Z toho uz plyne, ze F(A,B,C)V je L-omezeny fez pro G,
protoze t lezi v C' a vSem vrcholim v C' jsme vzdalenost od s prodlouzili alespon
0 2.

O

Na obrazku je znazornéno, jak vypada situace pred a po odebrani rezu
F(A,B,C). Protoze kazda hrana se v F(A,B,C) vyskytuje maximalné v jedné
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Obrazek 3.1: Rozdéleni na skupiny A, B, C. Cerné jsou znaceny cestové hrany,
¢ervené vrstevnicové a zelené zpétné. Obrazek vlevo znazornuje situaci pred ode-
branim fezu F(A,B,C) a obrazek vpravo situaci po odebréani fezu.

orientaci, tak plati |F(A,B,C)V| = |F(A,B,C)|. Hodnotu |F(A,B,C)| budeme
také nazyvat cenou rozdéleni A, B, C. Vime tedy, ze kazdé korektni rozdéleni vr-
cholit odpovida néjakému L-omezenému tezu. Opacné tvrzeni neplati, tedy kazdy
L-omezeny Tez se neda vyjadrit jako néjaké korektni rozdéleni vrcholi. Co ale
plati, jak ukdzeme v pristim tvrzeni, je, ze kazdy minimalni L-omezeny fez se
jako takovéto rozdéleni vyjadrit da. Nejprve ale ukdzeme, jak pro L-omezeny Tez
F' definovat rozdéleni vrchola do t¥i skupin Ar, Br, CF.

Definice 10. Necht F' je L-omezeny 1ez, potom mnoziny Ap,Brp,Cr C V de-
finujeme ndsledovné: Definujeme mnoZinu FS jako mnoZinu vsech hran v F
které vedou mezi ruznymi vrstvami Vi, orientované z nizsi vrstvy do vyssi, tedy
FS = {(vw)ow € F Av € Vi_y ANw € V;}. Méjme graf G = (V,ES \ FS), tedy
graf obsahugjici pouze cestové hrany mimo téch v FS. Potom definujeme mnoZinu
Ap CV jako mnoZinu vrcholi, které jsou v G dosazitelné z s. MnoZinu Cr de-
finujeme jako mnoZinu vrcholi ze kterijch v G ewistuje cesta do t a mnoZinu Bp
jako mnoZinu vsech ostatnich vrcholi, tedy Bp =V \ (Ar U CF).

Nasleduje slibované tvrzeni, ze kazdy minimalni L-omezeny ez F' se da vyja-
drit jako korektni rozdéleni mnoziny V' do skupin Agr, Br a CF.

Tvrzeni 10. Necht F' je minimdlni L-omezeny 7ez. Potom Ag, Br, CF je korektni
rozdéleni mnoZiny V a F = F(Ap,Bp,Cr)Y.

Diikaz. Mnozinu F' rozdélime na dvé mnoziny F; a Fp tak, ze F; obsahuje hrany
vedouci uvnit¥ jednotlivych vrstev V;, tedy F; = {vw € F|(Fi){v,w} C V;}
a Fp = F \ F; obsahuje vSechny ostatni hrany, tedy hrany mezi jednotlivymi
vrstvami. Z mnoZiny Fp vytvofime mnozinu F§ tak, %e viechny hrany v Fp zori-
entujeme z nizsl vrstvy do vyssi, tedy FS = {(v,w)|lvw € FpAv € Vi Aw € V;}
je mnoZina cestovych hran. V&imnéme si, Ze mnozina F§ je stejnd jako v definici
7 mnoziny F; vytvoiime mnozinu FP tak, Ze hrany zorientuje nasledovné:
Pokud se jednd o hranu mezi Ar a Bp, tak ji zorientujeme z Ar do Bp. Pokud
se jedna o hranu mezi Ap a Cp, tak ji zorientujeme z Ar do C'r. Pokud se jedna
o hranu mezi Br a Cp, tak ji zorientujeme z Br do Cr. Pokud se jedna o libovol-
nou jinou hranu, tak ji zorientujeme libovolné. Mé&jme mnozinu F© = FS U FP
a graf G’ = (V,E9 \ F9). Jednoduse nahlédneme, %e mnozinu F mtzeme zpétné
ziskat z mnoziny F©, pokud odstranime orientace hran. Viimneme si, ze graf G’
obsahuje ty stejné cestové hrany, jako graf G z definice . A tedy pokud bychom
definovali mnozinu Ap jako mnozinu vSech vrcholi dosazitelnych v G’ z s pouze
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po cestovych hranach, mnozinu Cr jako mnozinu vrcholu, ze kterych v G’ vede
cesta pouze po cestovych hrandch do t a Bp = (Ap U Cp), tak ziskdme stejné
mnoziny jako v definici[I0} Pro zbytek dikazu budeme uvazovat tuto alternativni
definici.

Vrchol s lezi v A, protoze do néj existuje trivialni cesta délky 0 po cestovych
hranach z s. Stejné tak vrchol ¢ lezi v C| protoze z néj vede trivialni cesta délky
0 po cestovych hranich do t. K tomu abychom dokazali, ze mnoziny A, Bp,
CF jsou disjunktni, tak stac¢i ukazat, ze Ar a Cr jsou disjunktni, protoze Bp je
z definice disjunktni s Ar i s Cr. Pro spor predpokladejme, Ze existuje vrchol
v € Arp NCr. Potom v G’ existuje cesta P; z s do v po cestovych hrandch a také
cesta Py z v do t po cestovych hranach. To znamend, Zze v G’ existuje cesta po
cestovych hranach z s do ¢, kterd musi mit délku dg(s,t). Protoze vSechny cestové
hrany odpovidajici hranam v F' jsme odstranili, takze tato cesta se vyskytuje
ivgrafu G\ F, coz je spor s tim, ze I je L-omezeny fez. Proto tedy neexistuje
zadny vrchol, ktery by lezel zaroven v Ar a Cp a tedy mnoziny Ap, Br a Cp
jsou navzajem disjunktni.

Nejprve ukdzeme, 7ze F(Ap,Bp,Cr) C FO. Necht (v,w) € E°(Ap,Br) N ES
tedy (v,w) je cestova hrana z v € Ap do w € Bp. Protoze v € Ap, tak v G’
existuje cesta P po cestovych hranach z s do v. Po rozsiteni této cesty o hranu
(v,w) bychom ziskali cestu po cestovych hrandch z s do w. Pokud by hrana (v,w)
byla v G'; tak bychom vrchol w zaradili do Ag a tedy tato hrana v G’ nebyla a tim
plati (v,w) € FO. Necht (v,w) € E9(Ap,Cr) N EY, tedy (v,w) je cestovd hrana
zv € Ap do w € Cp. Podobné jako v predchozim pripadé bychom dostali, ze
pokud by hrana (v,w) byla v G’; tak w € Ap. A jak uz jsme ukazali, zddny vrchol
neni zaroveni v Ar i Cp, proto (v,w) € FO. Necht (v,w) € E°(Bp,Cr) N EY,
tedy (v,w) je cestova hrana z v € Br do w € Cp. Protoze w € Cp, tak existuje
cesta P po cestovych hranach z w do t. Pokud bychom tuto cestu rozsirili o hranu
(v,w), tak ziskdme cestu po cestovych hrandch z v do ¢t. Pokud by tedy tato hrana
byla v G, tak bychom v zatadili do Cp. Proto (v,w) € F©. Tim jsme ukazali, 7e
[(E°(Ap,Br) U E°(Bp,Cr)U E°(Ap,Cr)) N EY] C FO.

Ted vezméme (v,w) € E9(Ap,Cr) N EY, tedy (v,w) je vrstevnicovd hrana
zv € Ap dow € Cp. Protoze v € Ap, tak existuje cesta P; po cestovych hrandch
z s do v. Protoze w € Cp, tak existuje cesta P, po cestovych hranach z w do
t. Protoze hrana (v,w) je vrstevnicovd, tak dg(s,v) = dg(s,w). Protoze kazda
cestova hrana vede z nizsi vrstvy do vyssi, tak kazda cesta mezi dvéma vrcholy
vedouci pouze po cestovych hranach je nejkratsi cestou mezi témito vrcholy. Proto
plati dg(s,v) = dg(s,v) a dg(w,t) = de(w,t). Cesta vznikla z cesty Pj, hrany
(v,w) a cesty P, je cestou z s do t délky dg(s,v)+dg(w,t)+1 = dg(s,w)+dg(w,t)+
1 =dg(s,t) + 1. Pokud by tedy tato hrana v G’ byla, tak by v G’ existovala cesta
kratsf nez L a tato stejnd cesta by byla i v G'\ F a proto (v,w) € FO. A tedy
plati (EO(AF,CF) N E?) - FO.

Zatim jsme dokézali, ze F(Ap,Br,Cr) je podmnozina F©. Pokud odstranime
orientace u obou mnozin, tak ziskame také F(AF,BF,C’F)U C F. 7 tvrzeni |§|
plyne, ze F(Ap,Bp,Cr)V je L-omezeny fez v G. Pokud by tedy F(Ap,Br,Cr)Y
byla ostra podmnozina F', tak mame mensi ez nez F'. To ale neni mozné, protoze
F je minimalni L-omezeny ez a tedy musi platit F' = F(A,B,C)Y.

OJ

18



Ted jiz vime, ze kazdy minimalni L-omezeny Tez se da vyjadrit jako korektni
rozdéleni mnoziny vrcholil do tii skupin, a proto misto pfimého hledani minimal-
niho L-omezeného fezu mizeme hledat rozdéleni vrcholi do skupin A, B a C,
které minimalizuje velikost F'(A,B,C'). Nasledujici tvrzeni nam 1ik4, Ze pro kazdy
minimalni L-omezeny fez existuje korektni rozdéleni A, B, C, které ma hezkou
strukturu. Toto rozdéleni se ndm bude hodit v néasledujici ¢asti.

Tvrzeni 11. Méjme minimdlni L-omezeny ez F'. Potom existuje korektni roz-
délend vrcholii do skupin A, B, C takové, Ze F(A,B,C)V = F a zdroven plati, Ze
indukované podgrafy G[A|, G[C|] jsou souvislé a v kazdé komponenté souvislosti
G|[B] lezi dva vrcholy v,w takové, Ze existuji v' € Ap a w' € Cpg, pro které plati,
ze vv' a ww' jsou hrany v grafu G.

Diikaz. Protoze z definice [L0| plyne, Ze mnoZina Ap je slabé souvisla v grafu G,
coz je podgraf GO, tak jednoduse ziskédvame, ze indukovany podgraf G[Ar| je
souvisly. Stejné tak plyne, ze graf G[CF| je souvisly.

Meéjme graf G[Bp| a necht By, ..., By je rozdéleni vrcholi Br podle kompo-
nent souvislosti G[Br|. Nejprve pro spor predpokladejme, 7Ze existuje ¢ takové,
7e pro kazdé v € B; a w € Cp v grafu G neni hrana mezi v a w. Protoze v G©
do kazdého vrcholu vede alespon jedna cestova hrana a cestové hrany netvori
orientované cykly, tak musi existovat vrcholy w € Ap a v € B; takové, ze (w,v)
je cestova hrana v GY. A tedy tato hrana je také v mnoziné F(Ap,Br,Cr). Ted
uvazujme jiné rozdéleni vrcholi V ato A = Ap UB;, B= Br\ B; a C = CF.
Jednoduse vidime, ze toto je stale korektni rozdéleni, protoze s € A at € C.
Protoze mezi B; a Cp nevedou zadné hrany a také zaddné hrany nevedou mezi
B; a Bj pro j # i, tak presunutim B; do Ap do fezu nepfiddme zadné hrany
a tedy F(A,B,C) C F(Ap,Br,Cr). Naopak ale hrana (w,v) byla ptivodné v fezu
F(Ap,Br,Cr) a ted lezi uvniti A, tak uz v fezu F(A,B,C) neni a tedy F(A,B,C)
je ostrou podmnozinou F(Ap,Br,Cr) = FO. To je ale spor s tim, ze F je mi-
nimalni L-omezeny tez. Takze musi platit, Zze v G existuje hrana mezi kazdou
mnozinou B; a CF.

Definujme A := Ap, B := Bp, C := Cp. Predpokladejme, zZe existuje i ta-
kové, ze pro kazdé v' € A a v € B; v grafu GG neni hrana mezi v' a v. Uvazujme
rozdéleni A’ = A, B’ = B\ B; a C' = C' U B;. Jednoduse vidime, Ze toto je stale
korektni rozdéleni, protoze s € A at € C. Protoze mezi A a B; nevedou zadné
hrany, tak pfesunutim B; k C' do Tezu nepriddme zadné hrany. Z toho plyne,
ze F(A,B',C") C F(A,B,C). Protoze F je minimalni L-omezeny Tez, tak musi
platit F'(A",B',C") = F(A,B,C). Tedy i F(A,B',C")Y je minimalni L-omezeny
rez. Timto postupem jsme snizili po¢et komponent souvislosti G|Bp|, které ne-
maji hranu do A, a zdroven neporusili souvislost G[A'] a G[C']. Proto nastavenim
A:=A" B:= B aC :=(C"aopakovanim postupu ziskdme pozadované mnoziny
A, BacC.

O

3.2 7 rozdéleni na cykly

V této casti se podivame na to, jak hledani korektniho rozdéleni mnoziny
vrcholi na skupiny A, B a C' minimalizujici velikost F'(A,B,C') prevést na hledani
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minimalni dvojice do sebe vnorenych orientovanych cykli v dualnim grafu. Stejné
jako v predchozi ¢asti predpokladejme, ze mame fixni rovinny neorientovany graf
G = (V,E) se specidlnimi vrcholy s a t lezicimi na vnéjsi sténé. Stejné tak mame
graf GY = (V,E9), rozdélen{ vrcholii V' do vrstev V; a rozdéleni hran E© do
t¥f mnozin ES (cestové), EY (vrstevnicové) a ES (zpétné). Déle méjme fixni
nakresleni D grafu G, které pro zjednoduseni nasledujictho popisu splnuje, ze
pro kazdou vrstvu V; plati, ze vSechny vrcholy v této vrstvé maji stejnou z-ovou
souradnici a vrstvy jsou serazené zleva doprava podle svych indext, tedy V; je
nejlevejsi vrstva a Vi, s4) je nejpravejsi. Z toho také plyne, Ze s je nejlevejsi vrchol
v nakresleni a ¢ je nejpravéjsi. Vsimnéme si, Zze v tomto nakresleni cestové hrany
vedou zleva doprava, zpétné zprava doleva a vrstevnicové ze shora doli a zezdola
nahoru.

Ozna¢me H = (W,Q) dudlni graf ke grafu G vzhledem k nakresleni D takovy,
ze vrchol s lezi ve vnéjsi sténé grafu H. Vrchol grafu H lezici ve vnéjsi sténé grafu
G oznac¢ime u. Pro zjednoduseni popisu budeme také predpokladat, ze vrchol u
lezi napravo od vrcholu ¢ ve spole¢ném nakresleni grafit G a H. Déle ve spole¢ném
nakresleni graftt G a H spojme vrcholy s a u pomyslnou hranou, kterad neprotina
zadnou hranu G ani H. Stejné tak spojme pomyslnou hranou vrcholy ¢ a u stejnym
zpusobem. Tyto dvé pomyslné hrany nam rozdéluji hrany incidentni s u v grafu
H do dvou skupin. Hrany grafu H, které ziskame prochazenim kolem vrcholu u
po sméru hodinovych rucicek od hrany us k hrané ut oznac¢ime vystupni hrany
u a ostatni hrany grafu H kolem vrcholu uw oznac¢ime vstupni. Pro graf H také
definujeme orientovany graf HY = (W,Q°), ale na rozdil od definice G, budeme
nahrazovat dvéma orientovanymi, v kazdém sméru jednou, pouze hrany, které
nejsou incidentni s . Hrany incidentni s u osetfime specialné a to tak, ze vystupni
hrany u budou vést pouze v orientaci z u a vstupni hrany u pouze v orientaci do
u. Priklad takového grafu uvadime na obrazku [3.2]

Dale se budeme zabyvat orientovanymi cykly v grafu H?. Nasledujici definice
rika, co jsou to vrcholy lezici uvniti cyklu.

Definice 11. Necht K je orientovany cyklus v grafu HC. Cyklus K rozdéluje
rovinu na dvé casti. Potom definujeme mnozinu VX jako mnoZinu vrcholi grafu
G, které lezi v casti roviny napravo od kazZdé hrany na cyklu K ve spolecném
nakresleni grafii G a H. Mnozinu VE budeme nazjvat mnoZinou vrcholii uonity
K.

Divod, pro¢ hrany kolem u Tfesime specidlné, je ten, ze kdyz hrany kolem
vrcholu v definujeme timto zptisobem, tak pro kazdy cyklus K v grafu HY pro-
chézejici vrcholem wu plati, Ze mnozina VX obsahuje vrchol t. A naopak plati,
pokud pro cyklus K v grafu H° mnozina V¥ obsahuje pravé jeden z vrcholi s
a t, tak cyklus K musi prochazet vrcholem u, protoze takovyto cyklus musi pouzit
duélni hranu k alespon jedné hrané na kazdé cesté z s do ¢, a tedy specialné ke
hranam na obou cestach vedoucich po vnéjsi sténé grafu G, a tedy tento cyklus
musi prochazet dudlnim vrcholem ve vnéjsi sténé grafu G, tedy vrcholem wu.

7 tvrzeni|11| vime, Ze pro kazdy minimalni L-omezeny Tez F' existuji mnoziny
A, B a C takové, ze mnoziny A a C' tvori souvislé indukované podgrafy G a také
kazda souvisld komponenta indukovaného podgrafu G[B] je v G spojena hranou
jak s mnozinou A tak s mnozinou B. Protoze mnozina A obsahuje vrchol s,
mnozina C' obsahuje vrchol ¢ a vrcholy s a t lezi na vnéjsi sténé nakresleni G,
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Obrézek 3.2: Piiklad grafu GO véetné jeho dudlu HO, ¢erné jsou vyznaceny ces-
tové hrany GO, éervené vrstevnicové hrany G, modfe cestové hrany HC a zelené
vrstevnicové hrany HC. Zpétné hrany nejsou vyznaceny, jsou vzdy opacné k ces-
tovym hranam.
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Obréazek 3.3: Rozdéleni na skupiny A, B, C. Cerné jsou znaceny cestové hrany,
cervené vrstevnicové a zelené zpétné. Obrazek vlevo znazornuje situaci pred ode-
branim fezu F(A,B,C') a obrdzek vpravo situaci po odebrani fezu. Modre je
znazornéna dvojice do sebe vnorenych cykli.

tak v nakresleni D nemutze nakresleni grafu G[A] lezet uvnitf nakresleni grafu
G[CF]. Stejné tak naopak nakresleni grafu G[Cr| nemuze lezet uvnitt nakresleni
grafu G[Ap|. A protoze kazda komponenta souvislosti G[Br] je hranou spojend
jak s vrcholem v A tak s vrcholem v C', tak zadna z téchto komponent nemuze
v nakresleni D lezet uvnitf nakresleni grafu G[A] ani uvnitf nakresleni grafu
G[C]. Coz znamend, ze v roviné existuje uzaviena krivka, kterd oddéluje mnoziny
AU B a C. Tato kfivka musi protinat pravé hrany grafu G vedouci mezi AU B
a C. Coz znamena, 7e mizeme vzit hrany dudlni k E°(A U B,C) uspofadané
po sméru hodinovych ruci¢ek pti obchazeni kolem hranice C'. Tyto hrany pak
tvoii orientovany cyklus v grafu HY, ktery oznaéime K, a plati, ze VK1 = C.
Podobné existuje uzaviend kiivka, kterd oddéluje mnoziny A a B U C' a protina
hrany vedouci mezi A a B UC'. Proto miizeme vzit dudlni hrany k E°(A, BUC)
a vytvorit z nich cyklus obchazejici kolem BUC proti sméru hodinovych rucicek.
Timto ziskdme cyklus Ky v H? a plati, ze VX2 = BU C. Jak uz jsme vysvétlili,
protoze oba cykly oddéluji s a ¢, tak oba prochazeji vrcholem v. Je jednoduché
nahlédnout, ze cykly K; a K5 mohou sdilet hrany, dokonce mohou byt i shodné,
pokud B = (). Déle je také ziejmé, Ze cyklus K je vnofeny uvniti cyklu K.
Situace je znazornéna na obrazku [3.2] Ukézali jsme tady, Ze pro kazdy minimalni
L-omezeny tez F' existuje rozdéleni na A, B, C a také dva do sebe vnorené cykly
K1,K; prochazejici vrcholem v v grafu HY, pro nez plati, ze F(A,B,C)Y = F,
VEi=CaVE:=BUC.

Toto nam dava zptuisob, jak konstruovat korektni rozdéleni V na A, B a C. Bu-
deme hledat dvojici do sebe vnorenych cykli K;,Ks v grafu HY, které mohou sdi-
let hrany, kde oba cykly prochazeji vrcholem u a K; je ten vnitini z nich. Pomoci
téchto cyklt zkonstruujeme mnoziny C' = V5 B=V&\Ca A=V \(BUCO).
7 kazdé takové dvojice cyklu dokdzeme zkonstruovat mnoziny A,B,C takové, ze
F(A,B,C)Y je L-omezeny ez a také vime, Ze pro miniméalni L-omezeny fez takové
cykly existuji. Pokud bychom tedy dokézali definovat cenu dvojice cykla takovym
zpusobem, aby odpovidala hodnoté |F(A,B,C')|, tak muzeme hledat dvojici cyklu
minimalni ceny a z ni pak ziskdme minimalni L-omezeny tfez. My ale udélame
trochu néco jiného. Cenu této dvojice cykli definujeme jako dvouslozkovy vektor
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paid; | paid, | free; | free,

cestova 1 1 0 0
vrstevnicova 0 1 1 0
zpétna 0 0 1 1

Tabulka 3.1: Tabulka cen hran podle typu a pouziti

tak, ze pujde ukazat, ze prvni slozka odpovida |F'(A,B,C')|. Potom budeme hledat
dvojici cyklu s lexikograficky minimalni cenou, ¢imz ziskame korektni rozdéleni
na A,B,C minimalizujici |F(A,B,C)|.

K tomu, abychom mohli definovat cenu dvojice cykli, budeme muset do sku-
pin rozdélit také hrany grafu HC. Nejprve ke kazdé hrané Q© piifadime hranu
z E9. Pokud je hrana (w,w’) € QY orientovana zezdola nahoru, tak jeji odpovi-
dajicf hrana je hrana (v,') € E© takova, ze ww' je dudlni hrana k vov’ a (v,0')
vede zleva doprava. Hranu (w,w’) budeme déle nazyvat dudlni hranou k (v,0)
a naopak hranu (v,') budeme nazyvat primarni k hrané (w,w’). Hrany Q° pak
také rozdélime na cestové Q9, vrstevnicové QY a zpétné Q9 podle toho, jakym
hranam tyto dudlni hrany odpovidaji v piivodnim grafu G©. Ted kdyZ mame de-
finované rozdéleni hran Q© do skupin, tak miizeme definovat ceny jednotlivych
hran, které budou zaviset na tom, do které skupiny hrana patii a také na tom,
na kolika z cykla se vyskytuje.

Definice 12. Necht paid,,paid,,free;,free; : Q¥ — {0,1} jsou funkce definované
nasledovné:

1. Pro cestovou hranu e € Q9 definujeme paid,(e) = 1 a paidy(e) = 1.
2. Pro vrstevnicovou hranu e € QY definujeme paid;(e) = 0 a paid,(e) = 1.
3. Pro zpétnou hranu e € QY definujeme paid,(e) = 0 a paid,(e) = 0.

4. Pro kaZdou hranu e € Q° definujeme free,(e) = 1 — paid,(e) a freey(e) =
1 — paid,(e).

Dwojici (paid,(e),free;(e)), znacenou také costy(e), nazveme cenou hrany e pri
jednoduchém pouziti a (paid,(e),frees(e)), znacenou také costa(e), cenou hrany e
pri dvojitém pouZiti.

Jednoduché pouziti znamend, ze se hrana vyskytuje pouze na jednom z cyklt
a dvojité, ze se vyskytuje na obou cyklech. Z definice mnozin A, B, C' pro dvojici
cykll plati, Ze hrana se vyskytuje pravé na jednom cyklu, pokud tvori rozhrani
mezi A a B nebo B a C. Hrana se vyskytuje na obou cyklech, pokud tvofi rozhrani
mezi A a C. Pokud se divime pouze na prvni slozku ceny, tak ta je 1 pro cestovou
hranu pfi jednoduchém i dvojitém pouziti. To odpovida tomu, ze cestovou hranu
odstranujeme bez ohledu na to, jestli jde z A do B, z B do C nebo z A do C.
Pro vrstevnicovou hranu je prvni slozka 1 pouze pti dvojitém pouziti. To zase
odpovida tomu, ze cestové hrany odstranujeme, pouze pokud vedou z A do C.
Druhou slozku zavadime z toho divodu, abychom védéli, kolik dualnich hran,
jejichz prislusné primarni hrany v fezu neodstranujeme, se v cyklech vyskytuje.
Ceny hran také pro nazornost uvadime v tabulce [3.1]
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Déle definujeme cenu pro dvojici obecnych mnozin hran. Cena dvojice cykli je
definovana pomoci nasledujici definice, kde se na cykly divame jako na mnoziny
hran.

Definice 13. Necht Fy a F, jsou dvé podmnoZiny hran Q°, pak

paid(F1,F5) = > paidy(e) + Y paid;(e)

ecF1NFy e€F1 AF>

free(Fi,Fo) = Y frees(e) + Y freei(e),
ecF1Nky e€EF1AF>
kde se A\ znaci symetrickou diferenci mnozin, tedy XAY = (X \Y) U (Y \
X). Dvojici (paid(Fy,Fy),free(F1,F3)), znacenou také cost(Fy,Fy), nazveme cenou
dvojice F,F5.

Nésledujici tvrzeni tika, ze plati to, co jsme jsme chtéli, aby platilo, tedy to,
ze prvni slozka ceny dvojice cykll se rovna velikosti Tezu.

Tvrzeni 12. Necht Ki,K, je dvojice do sebe vnortenych cykli v grafu HC ta-
kovych, Ze oba prochdzeji vrcholem w a K je ten wnitrni z nich. Potom defi-
nujeme mnoZinu C' = V& jako mnoZinu vrcholi leZicich wvnitr K., mnoZinu
B = VK2 \ C jako mnoZinu vrcholi lezicich uvnitr Ky ale neleZicich uvnitr Ky
a nakonec mnozinu A =V \ (BUC) jako mnoZinu vsech ostatnich vrcholi. Potom
plati paid(K,,K>) = |F(A,B,C)|.

Drikaz. Nejprve si véimnéme, Ze z definice grafu HY plyne, ze viechny cykly pro-
chézejici vrcholem wu jsou orientované po sméru hodinovych rucicek. Cyklus K,
je cyklus, ktery ohranic¢uje mnozinu C', coz znamend, ze hrany lezici na K; jsou
dudlni hrany k tém, které vedou z AU B do C. Podobné cyklus Kj ohranicuje
mnozinu B U C| coz znamena, ze hrany lezici na K5 jsou dudlni hrany k tém,
které vedou z A do B U C'. Definujeme mnoziny dudlnich hran X 5 = Ky \ K,
Xpe = K1\ K3 a X 0 = K1NK5 a také mnoziny primarnich hran Yap, Yge a Yac,
které jsou primarni k hrandm v mnozinach X 45, Xpco, Xac dudlni. Je jednoduché
nahlédnout, Ze mnozina Y45 odpovidda mnoziné hran z A do B, mnozina Yp¢ od-
povidd mnoziné hran z B do C' a mnozina Y, odpovidd mnoziné hran z A do C.
Protoze hrany v X 45 lezi pouze na jednom cyklu, tak jediné hrany e € X 4p které
jsou placené pii jednoduchém pouziti, tedy maji paid, (e) = 1, jsou cestové hrany.
Podobné pro Xp¢ jsou placené pti jednoduchém pouziti pouze cestové hrany.
Hrany v mnoziné X 4o lezi na obou cyklech, tedy hrany e € X 4o, které jsou pla-
cené pri dvojitém pouziti, tedy paid,(e) = 1, jsou cestové a vrstevnicové hrany.
Z toho plyne, ze paid(K7,K3) se rovna souctu poctu cestovych hran v X 15U Xpo
a poctu cestovych a vrstevnicovych hran v Xs¢. Z definice F(A,B,C) plyne, ze
|F(A,B,C)| = |E°(A,B)NES|+ |E°(B,C)NEY|+|E°(A,C)N(ESUE?)|, tedy
|F'(A,B,C)| se rovna souctu poctu cestovych hran z A do B, poctu cestovych
hran z B do C a poctu cestovych a vrstevnicovych hran z A do C'. Z toho tedy
plyne, ze paid(K;,K3) = |F(A,B,C)|.

O

Déle definujeme, co je to minimalni dvojice do sebe vnorenych cyklii.
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Definice 14. Necht K,,K, je dvojice do sebe vnorenych cykli v grafu HC tako-
vijch, zZe oba prochdzeji vrcholem u a Ky je ten vnitrni z nich. Potom rekneme, Ze
K1,K5 je minimalni dvojice do sebe vnorenych cykli prochdzejicich vrcholem u,
pokud pro kaZdou dvojici do sebe vnorenych cykli K{,K, prochdzejicich vrcholem
u plati, Ze cost(Kq,K3) <ppx cost(K1,KY}).

V této c¢asti jsme tedy ukézali, ze pokud najdeme minimalni dvojici do sebe
vnorenych cykli prochézejici vrcholem u, tak prvni slozka jejich ceny odpovida
velikosti minimalniho L-omezeného fezu a tento Tez jsme z nich schopni zkon-
struovat. A naopak pokud mame minimélni L-omezeny fez, tak jemu odpovida
néjakad minimélni dvojice do sebe vnorenych cykli.

3.3 Posloupnosti konfiguraci

V této casti se podivame, jak prevést hledani dvojice cykli na hledani po-
sloupnosti konfiguraci. Nejprve upravime graf HC tak, ze vrchol u rozdélime na
dva u™ a w~. VSechny hrany, které ptuvodné vedly z vrcholu u, nyni povedou
z vrcholu u™ a vrcholy vedouci do vrcholu u nyni povedou do vrcholu u~. Takto
upraveny graf ozna¢me 7o = (W,@O).

Pokud méme dvojici cest P; a Py v " (ne nutné ruznych) takovych, Ze obé
zacinaji v u™, kondl v 4~ a mnozina P; U P, neobsahuje orientovany cyklus, tak
P, UP, tvori acyklicky graf. A tedy z P, P, muzeme prohazovanim ¢asti cest mezi
Py a P, v mistech, kde P, a P, pouzivaji jiné hrany, vytvorit dvojici cest P{,P;
zu" do u~ takovych, Ze se nikde nekiizi a jedna lez{ napravo od druhé v nakresleni
grafu HO a zéroveti plati PN P, = PN Py a PLAP, = P]AP,. Pokud definujeme
ceny téchto dvojic cest podle definice [I3] kde se na cesty divame jako na mnoziny
hran a ztotoznime mezi sebou pifslusné hrany z Q° a @O, tak také plati, ze
cost(Py,P) = cost(P],Py). A pokud bychom z cest P| a Py vytvorili dvojice cykla
spojenim vrcholt ut a u~ zpét do u, tak tim ziskdme dvojici do sebe vnorenych
cyklit K, K, prochazejicich vrcholem u v grafu HC. Také protoze Ki,K, a P],Py
pouzivaji stejné hrany (kdyZ ztotoznime u™ a u™ s w), tak maji i stejné ceny
a tedy cost(K7,Ky) = cost(Py,P;).

Ukazali jsme tedy, ze z dvojice cest P a P, v HC 7 ut do u~, pro které
P, U P, neobsahuje cyklus, dokazeme vytvorit dvojici do sebe vnorenych cykla
prochézejicich vrcholem u v HO se stejnou cenou. Plati to i naopak, pokud mame
dvojici do sebe vnofenych cykli Ki,K, v grafu HY prochazejicich vrcholem wu,
tak rozdélenim téchto cyklu v u ziskdme dvojici cest Py, P, z ut do u™ takovych,
ze Py U Py neobsahuje orientovany cyklus a cost(P;,Ps) = cost(K1,K5). Z toho
plyne, ze misto dvojice do sebe vnorenych cykli minimélni ceny prochéazejicich u
v grafu H° mtiZzeme hledat dvojici cest P;,P, minimalni ceny z u* do u~ v grafu
"e takovych, ze P, U P, neobsahuje cyklus.

Tyto cesty bychom chtéli konstruovat postupné. Zacit z trivialni dvojice cest
vedoucich z u™ do u™ a postupné je rozsifovat o jednotlivé hrany, az obé cesty
dojdou do vrcholu u~. Nejprve definujeme, co je to konfigurace.

Definice 15. Konfigurace je bud jednoprvkovd nebo dvouprvkovd podmnozina w.

MnozZinu C = (Vlv) U (VQV> nazveme mmnozinou konfiguract.
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Konfiguraci si mizeme predstavit jako néjaky mezikrok pii konstrukei dvojice
cest. Konfigurace nam 1ika v jakych vrcholech se momentalné nachazime. Pokud
je konfigurace jednoprvkova, tak obé cesty konc¢i ve stejném vrcholu, pokud je
dvouprvkova, tak kazda z cest konci v jednom z téchto vrcholi. Pri konstrukei se
také muze stat, ze neziskame cesty, protoze jsme jednim vrcholem prosli nékoli-
krat. To nam ale nevadi, protoze jak ukazeme pozdéji, tak pri hledani minimalni
dvojice cest se nikdy nestane, ze by se vrcholy opakovaly. Nésledujici definice tika,
co je to dvojice sledt do konfigurace C.

Definice 16. Pokud C' = {v,w} pro v # w, tak tekneme, Ze sledy Py,Ps jsou
dvojici sledtt do C € C, pokud jeden z nich je sledem z u™ do v a druhy je sledem
zut do w. Pokud C = {v}, tak rekneme, Ze sledy P;,P, jsou dvojici sledu do
C € C, pokud oba zacinaji v u™ a konci ve v. Ddle P,P, je dvojici cest do C,
pokud oba sledy Py, a Py jsou cesty a Py U Py neobsahuje orientovany cyklus.

Dtvod, pro¢ definujeme dvojici sledt, je takovy, ze nemusime pii konstrukci
hlidat, jestli to, co jsme zkonstruovali, jsou cesty. Jak ukazeme déle, bude stacit,
abychom veédeéli, Ze zkonstruované sledy jsou miniméalni. Cena dvojice sledu je
definovana stejné jako pro cykly podle definice [13| ztotoznénim prislusnych hran

v Q2 aQ’.
Definice 17. Rekneme, Ze P;,P, je minimalni dvojici sledi do C € C, po-
kud je dvojici sledi do C' a zdroven pro kazdou dvojici sledu P|,Py do C' plati

cost(P1,Py) <pgx cost(P],P}). Ddle tekneme, Ze cena konfigurace C, znacend
cost(C) je cena minimalni dvojice sledi do C.

Nasledujici tvrzeni nam 1ika, ze kazda minimalni dvojice sled je dvojice cest.

Tvrzeni 13. Necht P;,P, je minimdlni dvojice sledi do C. Potom Py a P jsou
cesty a Py U Py, neobsahuje orientovany cyklus a tedy Py,Py je dvojice cest do C.

Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze oba sledy P, a P, obsahuji stejny cyklus
K. Ozna¢me P|,P; dvojici sledu, které vzniknou odstranénim cyklu K ze sledi
Py, P,. Potom P/,Pj je dvojice sledi do C. A protoze Y cx coste(e) >rrx (0,0),
tak cost(P],Py) <pgpx cost(Py,Ps), coz je spor s tim, ze P;,P, je minimélni dvojice
sledit do C. Takze P;,P, neobsahuji spolecny cyklus.

Pokud se néjaky cyklus K vyskytuje pouze na jednom ze sled, bez Gjmy na
obecnosti P, tak existuje hrana e € K takovd, ze e ¢ P,. Oznacme P sled vznikly
z Py odstranénim cyklu K. Potom P|,P, je dvojice sledi do C a cost(P],P) <ppx
(cost(Py \ {e},P») <ppx cost(P,Ps), coz je spor s tim, ze P;,P, je minimalni
dvojice sledi do C'. Takze na zadném se sledia P;,P» se nevyskytuje cyklus a tedy
Py i P, jsou cesty.

Déle predpokladejme, ze P, U P, obsahuje cyklus K. Necht v je prvni vrchol
na cesté Pp, ktery se vyskytuje na cyklu K a v’ je ten posledni. Stejné tak necht
w je prvni vrchol na cesté P, ktery se vyskytuje na cyklu K a w’ je ten posledni.
Ted se podivame na to, v jakém poradi se tyto vrcholy na cyklu K vyskytuji.
Protoze P, obsahuje tsek cyklu K z w do w’ a tedy nemuze obsahovat usek z w’
do w, takze ten musi lezet na P;. Protoze vrchol v je prvni vrchol cyklu K na
cesté P, tak bud w’ = v nebo w’ lezi na cesté P; az za v. Podobné protoze v’ je
posledni vrchol cyklu K na P;, tak bud w = v’ nebo w se vyskytuje na P; pred
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v'. Cimz ziskdvame, Ze se tyto vrcholy na K vyskytuji v pofadi v, w’, w, v/, kde
pripadné nékteré z dvojic vrcholi se rovnaji. Definujme P] jako cestu ziskanou
zkracenim P; do w’, kterou pak nastavime ¢asti P, z w’ do konce. Podobné de-
finujeme Pj jako cestu ziskanou z P, zkracenim do v’ a nastavenim ¢asti cesty
Py z v' do konce. Protoze ¢ast cesty Py z w' do w, kterd obsahuje alespon jednu
hranu, a ¢ast cesty P z v' do v/, kterd také obsahuje alespon jednu hranu, se na
zadné z cest P|,Pj nevyskytuje, tak cost(P],P)) <pgx cost(Py,P;). Coz je spor
s tim, ze P;,P, je minimalni dvojice sledti. Z toho plyne, ze P; U P, neobsahuje
orientovany cyklus.

OJ

Déle budeme chtit dvojice sledi do konfigurace C' konstruovat pomoci po-
sloupnosti konfiguraci zac¢inajicich v konfiguraci {u"} a konéicich v konfiguraci
C'. Nejprve definujeme, co je to korektni prechod z konfigurace C' do konfigurace

.

Definice 18. Rekneme, Ze prechod z konfigurace C € C do konfigurace C' € C je
korektni, pokud

1. |IC]=|C"=1aw Q° existuje hrana z vrcholu v € C' do vrcholu v' € C’,

2.1Cl=1,|C'=2aw Q° existuje hrana z vrcholu v € C do vrcholu v' €
C'\ C,

3.1CI=2,1C"=1aw Q° existuje hrana z vrcholu v € C \ C" do vrcholu
v e .

4. 1CI=1C"=2,|1CnC'=1a v Q° ezistuje hrana z vrcholu v € C\ C" do
vrcholu v € C"\ C.

Pokud |C| = |C"| = 1, tak Tekneme, Ze prechod je dvojity, v opacném pripadé je
jednoduchy. Ddle rekneme, Ze v je puvodni vrchol prechodu, znaceny o(C' — C”)
a v’ je novy vrchol prechodu, znacenyn(C — C'), a hrana (v,v") je hrana prechodu,
znacend e(C — C"). Cena prechodu z C do C', znacend cost(C — C'), je bud
costa(vv'), pokud je prechod dvojity, jinak je cena costy(vv').

Neformalné feceno, tento prechod je korektni, pokud mame néjakou dvojici

sledtt do C' a ty muzeme rozsitit jednou hranou pridanim na konec jednoho nebo
obou sledu tak, abychom ziskali dvojici sledu do C”. Jak toto rozsitovani funguje
nam tika nasledujici definice.
Definice 19. Necht PP, je dvojice sledi do C a necht C' € C je konfigurace
takovd, Ze prechod z C' do C' je korektni, v = o(C — C'), v = n(C — ).
Pokud je prechod dvojity, tak definujeme P} = P, U {(v,')} proi = 1,2. Pokud
je prechod jednoduchy. tak necht P; je sled koncici ve v a P; je druhy ze sledi.
Pokud oba sledy konci ve v, tak zvolime P; = Py. Pak definujeme P! = P,U{(v,v")}
a P} = P;. Dvojici P|,P, oznacime pc_c/(P1,Ps).

Déle budeme pracovat s posloupnostmi konfiguraci, proto zavedeme nasledu-
jici znaceni.
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Definice 20. Necht m = Cy,...,Cy je posloupnost konfiguraci. Potom pocet pre-
chodi v posloupnosti , znaceny l(w), je k a i-ty prvek posloupnosti pro i od 0 do
k, znaceny (i), je C;. Ddle " bude znacit zkrdceni posloupnosti w do konfigurace
C;, tedy 7 = Cy, ... ,C;.

Dalsi dtilezity pojem, ktery budeme potiebovat, je pripustna posloupnost kon-
figuraci do konfigurace C'.

Definice 21. Necht m = Cy, ... ,Cy je posloupnost konfiguraci. Potom rekneme,
ze posloupnost konfiguraci w je pripustnd posloupnost konfiguraci do Cy., pokud

1. OQ = {U+},
2. prechod z C;_y do C; je korekini pro kazdé i € {1,... k},
3. 6(01;1 — Cl) 7é €(Cj,1 — C]) pro kaZdé 1,] € {1, - ,k}, 1 7é 7,

Jak dale ukazeme, z kazdé pripustné posloupnosti konfiguraci dokazeme zkon-
struovat dvojici sledii.

Definice 22. Necht 7 je pripustnd posloupnost konfiguraci do C a I = ().
Pokud | = 0, tak definujeme Py(mw) = Po(m) = (). Pokud | > 1, tak definujeme
Py(7),Po(7) = pry_yosm (Pr(7 1), Pa(m' 1)),

Je jednoduché nahlédnout, ze dvojice P (7),Ps(m) je dvojice sledi do C. Déle
budeme tikat, ze P (7),Pz(m) je dvojice sledi definované pripustnou posloupnosti
7. Nyni definujeme cenu pripustné posloupnosti konfiguraci.

Definice 23. Necht 7 je pripustnd posloupnost konfiguraci do C'. Potom definu-
jeme cenu této posloupnosti jako cost(mw) = Zi(:ﬂl) cost(m;_1 — m;). Posloupnost
7 je minimalni pripustnd posloupnost konfiguraci do C', pokud je pripustnou po-
sloupnosti konfiguraci do C a pro kaZdou pripustnou posloupnost konfiguraci =’
do C' plati cost(m) <pgx cost(n’).

Nésledujici tvrzeni tika, ze cena pripustné posloupnosti konfiguraci odpovida
cené dvojice sled, které z této posloupnosti ziskame.

Tvrzeni 14. Necht 7 je pripustnd posloupnost konfiguraci. Pak cena posloupnosti
7 je round cené dvojice sledi Py(m),Pa(7), tedy cost(m) = cost(Py(m),Pa(7)).

Diikaz. Oznacme P, = Py(m) a P, = Py(w). Dikaz provedeme indukei podle
[ = I(m). Pokud I = 0, tak P, = P, = () a lemma plati. Pokud [ > 1, tak
oznaéme 7' = 771 P = P|(n'), Py = Py(7), C = m_1 a " = m. Z indukéniho
predpokladu vime, Ze cost(n’) = cost(Py,Py). Z definice P; a P, plyne, ze P, P, =
po—c (P, Py). 7 definice pripustné posloupnosti plyne, Ze hrana e = e¢(C — ")
se nevyskytuje na P| ani na Pj.

Pokud prechod z C' do C’ je dvojity, tak z definice rozsiteni se hrana e vy-
skytuje na obou sledech Py a P; a tedy cost(P,P,) = cost(P],Py) + costa(e).
ProtoZze z definice ceny prechodu plyne, Ze cost(C — C') = costa(e) a tedy
cost(m) = cost(n’) 4 cost(C — C') = cost(Py,Ps) + costa(e) = cost(Py,Ps), kde
prvni rovnost plyne z definice ceny pripustné posloupnosti. V tomto pripadé tedy
lemma plati.
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Ted predpoklddejme, ze prechod z C' do C' je jednoduchy. Z definice rozsi-
reni se hrana e vyskytuje pouze na jednom ze sledi P;,P, a tady cost(Py,P) =
cost(Py,P})+costy (e). Z definice ceny prechodu plyne, Ze cost(C' — C') = cost; (e)
a tedy cost(m) = cost(n’) + cost(C' — C") = cost(P],Py) + costy(e) = cost(Py,P;)
a tedy lemma plati i v tomto pripadé.

O

Chtéli bychom ukazat, ze pro kazdou dvojici sledit P;,P, neobsahujici cyklus
existuje pripustnd posloupnost konfiguraci 7 takovd, ze Py(7) = Py a Py(m) = P.
Primo toto ale bohuzel neplati. Co ale ukazeme je, ze existuje pripustna posloup-
nost m takovd, ze Pi(m) = P, Po(m) = P,, pro které plati P N Py = P, N P,
a PIAPy = P,AP,. To znamend, Ze se dvojice sledi P],P; od dvojice P;,P,
lisT pouze tim, na kterych sledech jsou umistény jednotlivé tseky mezi spolec-
nymi vrcholy P; a P, kde P, a P, jdou po jinych hranach. Jinak feceno, méjme
posloupnost vrchola vy, ... ,v,, které jsou spolecné na sledech Py,P, v poradi,
v jakém se vyskytuji na P;. Z toho, ze P, U P, neobsahuje cyklus, také plyne,
ze toto poradi spolecnych vrcholi je také poradim, v jakém se vyskytuji na Ps.
Pro kazdou dvojici po sobé jdoucich vrcholt v;_; a v;, je bud tusek z v;_1 do v;
na Py, znaceny P| e

i—1Vq

, shodny s tisekem z v;_; do v; na P, znadenym P, ",
(a obsahuje jednu hranu) a nebo jsou tyto tseky rozdilné. Aby mohlo platit, ze
PINP)=P NP, a P AP, = P//AP, pro néjakou dvojici sleda P;,P;, tak P|,P,
musely vzniknout z Py, P, pouze prohazovanim tisekit P~ *"" a Py"~'"" mezi obéma
sledy.

Tvrzeni 15. Necht Py,Ps je dvojice sledu do C' € C, pro kterou plati, Ze P, U Py
neobsahuje orientovany cyklus. Potom existuje pripustnd posloupnost konfiguraci
7 do C takovd, ze Py(m) = P| a Py(w) = P}, pro které plati PN Py = PN P,
a PIAP) = PLAP; a tedy i cost(P],Py) = cost(Py,P,).

Diikaz. Dukaz provedeme indukci podle ¢ = [Py U P,|. Pro ¢ =0, tedy P, = P, =
(), je posloupnost m = {u™} pripustnd do {u"} z definice a Py(7) = Pa(m) = 0.
Ted predpokladejme, ze £ > 1. Oznacme e; posledni hranu sledu P; a ey posledni
sledu Ps.

Pokud e; = ey = (v',v), tak C' = {v}. V tomto ptipadé oba sledy o tuto hranu
zkratime, tedy Py = P \{(v',v)}, P2 = P,\{(v',v)}. Potom Py, P, je dvojice sledli
do C' = {v’ } takovd, Ze P; U Py neobsahuje orientovany cyklus. Z definice Py,P,
vime, ze PN Py = (leP2>\{(U )} a P1APy = PiAP,. Déle také plati, ze | P1U
P2| = ¢ — 1. Z indukéniho predpokladu vime, Ze existuje pripustna posloupnost
7" do C" takova, ze Py(n') = P a Py(n") = P,, pro které plati P,N Py, = P, N Py
a ﬁlAﬁg = FlAPQ. 7 definice korektniho prechodu plyne, Ze prechod z C’ do
C' je korektni dvojity pfechod a protoze (v/,v) & Py U Py, = P, U Py, tak hrana
(v',v) neni hranou pf"echodu pro zadny prechod v posloupnosti 7’. Z toho plyne,
ze posloupnost m = 7’/,C' je pripustnd posloupnost do C' takové, ze Py(7) = P]
a Py(m) = Pj. Z definice P;(m) a Py(m) plyne, ze P|,Py = pcfﬁc(Pl,PQ) pro které
z definice rozsifeni dvojice sledi plati P| = = P U{( W) a Py = P, U {(v,0)}
atedy P, NP, = (PN P)U{(Ww)} a PAP, = PLAP,. Z &hoi plyne, 7e
P/NP,=P NP,a PAP,= P AP, atedy 7 je hledand pfipustna posloupnost
do C.
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Pokud e; # ey, tak bud e; ¢ P5 nebo ey ¢ Py. V opacném pripadé by Py U Ps
obsahovalo orientovany cyklus. Necht 4,7 € {1,2}, i # j, jsou takové, ze e; ¢ P;.
Pokud toto plati pro obé mozné volby i a j, tak zvolime ¢ = 1 a j = 2. Necht
e; = (v',v) a necht w je vrchol, ve kterém konéi sled P;. Potom C = {v,w}.
Oznac¢me C’ = {v',w}. Odebereme hranu e; z cesty P;, tedy definujeme P; =
P\ {e;} a P; = P;. Potom plati, ze P1,Ps je dvojice sledt do C" a z definice
P,,P, vime, ze P, ﬂPQ PiNPya PIAP, = (PLAR)\{(v',v)}. Dale také plati,
ze [Py U P2| = ( — 1. Z indukéniho predpokladu tedy vime, Ze existuje pripustna
posloupnost 7 do C” takovd, ze Pi(n') = P, a Py(n') = Py, pro které plati, ze
P1 N Pz = Pl NP,y a PlAPQ = P,AP,. Mohlo nastat nékolik situaci a to, ze
v =w # v nebo v # w = v nebo v # w # v'. Ve vSech pripadech ale plati,
ze prechod z C" do C' je korektni jednoduchy prechod s hranou prechodu (v',v).
Protoze (v',v) ¢ Py U P2 = P, U P,, tak (¢v/,v) neni hrana prechodu pro zadny
prechod v posloupnosti 7’. Z toho plyne, ze m = 7/,C', je pripustna posloupnost do
C' takova, ze Pi(m) = P| a Py(m) = Pj. Z definice Py(7) a Py(7) plyne, ze P{,P) =
pcl_>c<P1,P2) pro které z definice rozsiteni dvojice sledi plati P/ = P, U {(v',v)}
a Pl =P atedy PLNPy =P NPaPAP,=(PAP)U{(v'v)}. Z éehoz
plyne, ze PPN Py = P NP, a PPAP, = PLAP, a tedy 7 je hledana ptipustna
posloupnost do C.

To, ze cost(P{,Py) = cost(P;,P,), plyne piimo z definice ceny dvojice sledi
a toho, ze P/N Py =P NP,a PIAP) = PIAP;.

O

Nésledujici tvrzeni 1ika, ze minimalni pripustna posloupnost do C' definuje
minimalni dvojici sleda do C.

Tvrzeni 16. Necht w je minimdlni pripustnd posloupnost konfiguraci do C. Po-
tom Py(m),Py(m) je minimdlni dvojice sledi do C.

Diikaz.  Jednoduse nahlédneme, ze Py = Pi(m),Py, = Py(m) je dvojice sledi do
C'. Potrebujeme tedy ukézat, ze je minimalni. Necht Pj,P; je minimélni dvo-
jice sledit do C' a tedy plati, ze cost(P],Py) <ppx cost(Py,P). Z tvrzeni
plyne, ze P/ U P neobsahuje orientovany cyklus. A tedy z tvrzeni existuje
piipustna posloupnost o do C takova, ze P, = P(0) a Py = Py(0), pro které
plati cost(Py,Py) = (P],Py). ProtoZe 7 je minimélni pfipustnd posloupnost do
C, tak cost(m) <pgx cost(c). Z tvrzeni plyne, ze cost(m) = cost(Py,Ps)
a také cost(co) = cost(Py,Ps). SloZeni téchto nerovnosti ziskame, Ze cost(P;,P) =
cost(m) <ppx cost(o) = cost(Py,Py) = cost(P{,Py) <ppx cost(P;,P) a tedy
vSechny nerovnosti musi platit s rovnosti. Proto Py, je minimalni dvojice sledii
do C.

0]

Plati i opacné tvrzeni, tedy pokud mame minimalni dvojici sledt P;,P, do
C, potom existuje minimalni pripustna posloupnost m do C, pro kterou plati
cost(m) = cost(Py,P,) a ktera definuje sledy P/, P, stejné ceny jako Py, P,. To plyne
z toho, ze P; U P, neobsahuje orientovany cyklus z tvrzeni a tedy z tvrzeni
plyne, Ze existuje pfipustna posloupnost m, ktera definuje sledy Pj,Py stejné
ceny jako Pp,P,. Déle také z tvrzeni (14 ziskavame, Ze cost(m) = cost(Py,P;) =
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cost(P;,P,). Necht o je minimalni pripustnd posloupnost do C. Kdyby 7 ne-
byla minimdlni pripustnd posloupnost do C, tak cost(c) <ppx cost(m) a tedy
cost(Py(0),Pa(0)) = cost(o) <ppx cost(m) = cost(P1,P), coz by byl spor s tim,
ze Py, P, je minimalni dvojice sledii do C. Tedy 7 musi byt minimalni pfipustna
posloupnost do C.

Ukazali jsme tedy, Ze hledani minimalni dvojice sledli do konfigurace C' je ekvi-
valentni s hleddnim minimalni pripustné posloupnosti konfiguraci do C. A tedy
pokud postupné pouzijeme vsSechny prevody prezentované v této kapitole, tak
ziskame prevod z (dg(s,t) + 1)-omezeného fezu na rovinnych grafech s s a ¢ na
vnéjsi sténé na hledani minimalni pfipustné posloupnosti do {u~}.

3.4 Minimalni pripustné posloupnosti a jejich
hledani

Jak jsme v této kapitole ukédzali, problém (dg(s,t) + 1)-omezeného Fezu na
rovinném grafu s s a ¢t na vnéjsi sténé se da postupnymi prevody zredukovat na
hledani minimalni pripustné posloupnosti konfiguraci. Tedy posledni krok, ktery
zbyva, je ukazat, jak tyto minimalni pfipustné posloupnosti efektivné hledat.
Bohuzel v této praci zadny takovy zptsob neukazeme. Domnivame se vSak, ze by
tento problém mohl byt fesitelny v polynomialnim case. Podivame se ale jesté na
to, co to vlastné hledani minimalni pripustné posloupnosti znamena.

Predstavme si, ze mame orientovany graf G = (C, £), kde C zna¢i mnozinu kon-
figuraci definovanou v predchozi ¢asti a £ je mnozina vsech korektnich prechodt
mezi konfiguracemi, tedy (C,C") € & pravé tehdy, kdyz prechod z konfigurace
C' do konfigurace C’ je korektni. Potom by se na prvni pohled mohlo zdat, ze
hledani minimalni pfipustné posloupnosti konfiguraci do C' je ekvivalentni s hle-
déanim nejkratsi cesty v z {u"} do C' v grafu G, pokud bychom ceny hran v &
definovali podle cen danych prechodi. To ale bohuzel neni pravda, protoze na
pripustnou posloupnost mame jesté dalsi pozadavky, nez jen korektnost jednotli-
vych prechodii. Pozadujeme také, aby se hrany prechodii v posloupnosti navzajem
lisily. Pokud bychom tento pozadavek chtéli prevést do feci hledani cesty v grafu
&, tak bychom potrebovali rozdélit hrany £ do skupin podle toho, jakou hranu
prechodu tento prechod ma.

Pro kazdou hranu e € @O mame mnozinu hran & C &, kterd obsahuje hranu
(C,C"), pokud hrana ptechodu z C' do C’ je e. Potom aby cesta v grafu G z {u™}
odpovidala pripustné posloupnosti konfiguraci, tak navic pozadujeme, aby tato
cesta pouzivala z kazdé mnoziny £ maximalné jednu hranu. To je divod, proc¢
na hledani minimalni prfipustné posloupnosti nemtzeme pouzit standardni algo-
ritmy na hledani nejkratsi cesty. Domnivame se, Ze s vyuzitim struktury grafu
Fo, definovanym v predchozi Casti, by se tyto algoritmy mohli dat upravit tak,
aby hledali nejkratsi cestu respektujici tuto dodatecnou podminku. Tim bychom
ziskali polynomialni algoritmus hledajici minimalni pfipustnou posloupnost, z ce-
hoz by plynulo, ze (dg(s,t) + 1)-omezeny Tez je FeSitelny v polynomidlnim case
pro rovinné grafy s koncovymi vrcholy na vnéjsi sténé.

Mohlo by se také zdat, ze problém hledani nejkratsi cesty pouzivajici z kazdé
mnoziny & maximalné jednu hranu, je velmi podobny problému hledani cesty
vyhybajici se zakdzanym dvojicim, ktery je N P-tézky i pro orientované acyklické
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grafy (Gabow a kol., [1976). V problému hledani cesty vyhybajici se zakdzanym
dvojicim (Problem of a path avoiding forbidden pairs, PAFP) mame graf G =
(V,E), specialni vrcholy s a t a mnozinu zakdzanych dvojic F' C ‘2/) a chceme
rozhodnout, jestli v grafu G existuje cesta z s do t, kterda z kazdé dvojice f €
F pouziva maximalné jeden vrchol. Pokud bychom tedy v grafu ¢ podrozdélili
kazdou hranu novym vrcholem, tak ziskame graf G’ = (C',£’), kde ¢’ = CU€E.
Méjme mnozinu F = U, 5o (5;) Potom hledéni cesty v grafu G z {u*} do C
pouzivajici z kazdé mnoziny &, pouze jednu hranu je ekvivalentni s hledanim
cesty vyhybajici se zakdzanym dvojicim pro graf G’, vrcholy {u*} a C' a mnozinu
zakazanych dvojic F'. Problém hledani pripustné posloupnosti ale neni shodny
s problémem PAFP. V problému PAFP nés pouze zajimé, jestli néjaka takova
cesta existuje. V nasem pripadé vime, ze néjaka takova cesta existuje, chceme ale
najit tu nejlevnéjsi.
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Z.aver

V této praci jsme se zabyvali L-omezenym fezem. Nejprve jsme v kapitole
predstavili FPT algoritmus na hledani L-omezeného fezu na grafech s omezenou
stromovou §itkou v ¢ase O((L + 2)"™*1), kde tw znadi stromovou §itku daného
grafu. Domnivame se, ze by tento algoritmus mohl jit zlepsit, ¢imz bychom ziskali
algoritmus pracujici v ¢ase O((L—dg(s,t))™ ). Timto vylepSenim jsme se ale vice
nezabyvali, protoze v obecném piipadé by se asymptoticka ¢asova slozitost tohoto
algoritmu nezlepsila. Ve stejné kapitole jsme také ukazali, jak se tento algoritmus
pro hledani L-omezeného Tezu na grafech s omezenou stromovou sitrkou da pouzit
pro rovinné grafy, ¢imz ziskdme algoritmus pracuji v ¢ase O((L + 2)3L+1)),

Déle jsme se v kapitole [3] zabyvali prodluzovanim nejkratsi cesty v grafech,
ktery velmi blizce souvisi s L-omezenym Tezem. Konkrétné jsme se zabyvali ote-
vienym problémem, jestli lze v rovinnych grafech s vrcholy s a t na vnéjsi sténé
najit v polynomialnim case mnozinu hran minimalni velikosti takovou, ze jejim
odstranéni se vzdalenost s a t prodlouzi o 2. Ukazali jsme nékolik prevodi, jak
tento problém postupné redukovat na hledani minimélni pripustné posloupnosti
konfiguraci. Co se ale nepovedlo, je ukazat, jak tyto minimalni pripustné posloup-
nosti efektivné hledat. Vérime ale, ze se ndm v budoucnu podafi najit polyno-
mialni algoritmus pro tento problém. Domnivame se také, ze pokud se ukaze, ze
takovyto efektivni algoritmus pro hledani minimalni ptipustné posloupnosti kon-
figuraci skutec¢né existuje, tak by mélo jit tyto nase prevody rozsitit a ziskat tim
algoritmus prodluzujici délku nejkratsi cesty z s do t o k > 2 odebranim minim&l-
niho mozného mnozstvi hran v rovinnych grafech s s a ¢ na vnéjsi sténé. Takovyto
algoritmus by pravdépodobné pracoval v ¢ase O(n°®*)). Piedpokladame, Ze také
pozadavek na to, aby s a t lezely na vnéjsi sténé by mél jit odstranit a ziskat
tim prevod, ktery by fungoval pro libovolny rovinny graf bez ohledu na umisténi
vrcholti s a t.
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