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Uvod

Uvod

V roce 1995 jsem zapojila do vzdé&lavaciho kurzu pro uditele matematiky, ktery pod nazvem
Iniciativa organizovala Pedagogicka fakulta UK v Praze. Zde jsem méla moZnost poprvé sly3et
myslenky, které jsem vnimala ve zkugenostech z vyuky, ale které jsem nebyla schopna sama
formulovat tak zfetelng, jak to délali nasi prednasejici. Jednalo se o pfistup ugitele k matematice a
k Zékovi, o zpisob jejich komunikace, o cesty, jimiZ se poznani dostava do védomi Zaka. Citila
Jjsem, Ze to.co na prednaskach, seminafich a individualnich konzultacich ziskdvam, odpovida
namoje otazky, jak zlepdit své vlastni vyudovani. Podrobngji tuto moji ,vstupni etapu“
do teoreti¢téj3ich pater didaktiky matematiky popisuji ve &tvrté kapitole. Tam uvadim, jak se
moje seminrni prace tvofena v ramei Iniciativy stala zatatkem cesty k doktorskému studiu.

Vroce 1999 jsem nastoupila do doktorského studia s osobnim cilem ziskat co nejlepsi
odbornou zikladnu pro zkvalitn&ni mé pedagogické prace. Timto mym zamé&fenim byla dana
volba tématu. Nejprve jsem vyzkousela riizné mensi experimenty, které z hlediska toho, co zde
pfedkladam, Ize oznatit za predexperimenty. Prvni lépe ptipraveny, realizovany i evidovany
experiment se tykal kostkovych téles (soucasna terminologie zde pouZiva termin krychlova
télesa). Potom nasledovaly dalsi rozséahlej$i experimenty, z nichz prvni byl vé&novan vyvozovani
vzorce pro povrch rotaéniho valce Zaky a druhy odhaleni mys$lenky goniometrickych funkci.

Oba experimenty byly vénovany stejnému didaktickému problému, ktery orientoval nejen

moji vyzkumnou praci, ale i pedagogické piisobeni:
Jak u¢inné bojovat proti formilnim znalostem Ziki v matematice?

Paralelné s timto badanim vstupovaly do mé prace i ptidruZené problémy, zejména:
1. Jaké jsou klady, jaké zapory a jaka jsou uskali konstruktivistického pkistupu
ve vyu¢ovani matematice?
2. Jak organizovat praci tidy, aby kazdy Zak, bez ohledu na jeho kognitivni styl,
matematickou vyspélost a pracovni rytmus, mél moZnost optimalniho rozvoje?
3. Jak reagovat na chybu Zaka, aby se tato nestala pro Zaka hrozbou, ale pou¢enim?
4. Jakymi prostfedky lze motivovat kolegy ucitele, aby ziskali pocit, Ze je uZitetné

zvysit konstruktivistické prvky ve své pedagogické praci?



Uvod

Jadro predlozené prace tvofi uvedené dva experimenty. Experiment, nazvany Studenti
odhaluji vzorec pro povrch vélce, je prezentovan ve druhé kapitole. Experiment, nazvany
Otevirani sv&ta goniometrie, je predstaven ve tfeti kapitole. Oba experimenty jsou
dokumentovany kopiemi Zakovskych fedeni zadanych tloh, doplnény analyzami a rozbory

pisemnych dokumentd.

Prvni kapitola obsahuje shrnuti teoretickych my$lenek, které jsem ve svém vyzkumu

pouzivala, v posledni kapitole je sebereflexe.



1. Teoretické pozadi

Prvni kapitola
Radost z uvazovani a z chdpdni je nekrdsnéjsim darem pFirody.
Nejvyznamnéjsim uménim uéitele je probouzet v Zdcich radost tvoFit a pozndvat.

Albert Einstein

1. Teoretické pozadi

V této kapitole struén& ptedstavim nékteré teoretické poznatky, které dale ve své praci
vyuZivam. Kapitola je rozdélena do dvou &asti.

V prvni &asti, nejrozsahlejsi, popiSu jednu z teorii poznavaciho procesu v matematice, a to
teorii generickych modelé (1.1.1). V praci jsou diskutovany mozZné pticiny neuspéchi zakd
Vv matematice. Jednou z pti¢in miZe byt formdlni poznatek, ktery charakterizuji v dal$im odstavci
(1.1.2). Vyraznym faktorem v poznavacim procesu je zplisob vniméni — pojmy proces, koncept a
procept se zabyvam v odstavci 1.1.3. Déle se zminim o atomérni analyze (1.1.4), kterou
VyuZivdim v analyze dat. MoZnosti zvySeni UCinnosti vyufovacich metod nabizeji
konstruktivistické pfistupy ve vyu€ovani (1.1.5) a teorie didaktickych situaci (1.1.6). Vycet
pouZitych myslenek a pojmu didaktiky ukon¢im zminkou o akénim vyzkumu (1.1.7).

Ve druhé &4sti kapitoly bude stru¢éné shrnuta problematika geometrie a goniometrie a jejich

postaveni ve vyuce na gymnaziu.

1.1 MySlenky didaktiky matematiky pouZité v praci

LL1 Teorie generickych modelii (TGM)

V didaktice matematiky existuje fada teorii, které se zabyvaji poznavacim procesem.

Jmenujme napfiklad dichotomii proceduralnich a konceptualnich znalosti (Hiebert, Lefevre,
1986), APOS teori; (Dubinsky, 1991), teorii proceptu (viz niZe odstavec 1.1.3), teorii reifikace
(Sfard, 1991), teorie abstrakce v kontextu (Hershkowitz, Schwarz, Dreyfus, 2001). Ve své praci
nejvice vyuzivam Ptistup M. Hejného, proto se 0 ném zminim podrobnéji.

Pro porozumén; procesu nabyvani poznani vibec, poznani matematického pak zvlaste, je
potfebné mit Jisty model. Ten, ktery je v nasich ivahdch pouZit, byl vytvofen Vitem a Milanem

Hejnym jiz pred 4¢ lety. Od prvni verze byla tato teorie vicekrat pfepracovavana a ja zde Cerpam
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. Teoretické pozadi

pfedevSim z jeji prezentace v publikacich: Hejny a kol., 1990; Hejny, Kufina, 2001; Hejny,

Novotnd, Stehlikova, 2004, Hejny, Stehlikova, 1999. Hlavni teze modelu spo&iva v tom, Ze

kliovym prvkem poznatku neni jeho dokonald a paméti uchovana podoba, ale to, co autofi

nazyvaji genericky model. Tento termin dal jméno i celé teorii — feorie generickych modeli.

Popis procesu poznavani vychazi ztoho, Ze &lovdk obvykle nejdiive porozumi né&kolika

konkrétnim ptikladiim, v&ima4 si, co maji spole¢ného, a dochdzi tak k obecn&j$im a abstraktn&jsim

poznatkim.

Proces zrozeni a budovani matematického poznatku je moZné rozloZit do série hladin a dvou

hladinovych pfechodi, zdvihi (Hejny, Novotna, Stehlikova, 2004, s. 27). Proces miZeme

ZNnazornit schématem:

motivace — izolované modely —» generické modely — poznatek

L.

Hladina motivace. Motivace k poznavéni prameni z rozporu mezi ,,nevim* a ,,chtél
bych v&dét“ (podle Hejny, Kufina, 2001, s. 105). Motivace je predpokladem zahdjeni
procesu uceni, ptedstavuje jeho Gspe$ny start. Malé dité se zajima o v3e, co ho
obklopuje, klade spoustu otazek. Ve Skole se stavé, ze dits zvédavost opousti. Pokud
se ale Zak nebude chtit udit, nebude mit zdjem n&co pozndvat, nemize Z4dny
poznatek vybudovat, protoe nebude aktivni. Vnitini motivace, neboli vlastni Zajem
ditéte o zvladnuti n&jaké dovednosti nebo oblasti znalosti, je pro ueni daleko
GEinn&jsi pobidkou nez prikaz z vné&j$ku. Kli¢ovymi pojmy ve vzdélavani se stavaji
individualita a svoboda (viz napf. Vondrékovd, v Monks, Ypenburg, 2002, s. 96).

Hladina izolovanvch models. Jde o postupné nabyvani zkuSenosti s konkrétnimi

pfipady budouciho poznani. Cim vic takovych riiznorodych model@ dit& pozn4, tim
pevnejsi bude jeho vysledné poznani. Izolovanymi modely &isla 3 jsou 3 jablka,
3 knofliky...; izolované modely jsou reprezentanty obecného pojmu. Znalost, ktera
neni opfena o zadny izolovany model — o Zadnou konkrétni pfedstavu, je obvykle
formélni (viz odstavec 1.1 2).

Z"beC%Izolované modely se ukladaji do v&domi ¢loveka nejdiive oddéleng, pak
5¢ Zafnou objevovat vzajemné souvislosti, izolované modely se za¢nou seskupovat,

organizovat.

Hladina enerickych modelii. Genericky model mé obecn&jsi charakter nez libovolny

izolovany mode] a miZe zastupovat kterykoliv z izolovanych modelt. Izolovany

model ma charakter ukazky, genericky model pfedstavuje obecny navod, algoritmus,

11



. Teoretické pozadi

vzorec, graf...Napfiklad generickym modelem pro pocitani pfedmétd jsou zejména
prsty a poéitadlo.
5. Abstrakéni zdvih. Je to okamzik zrodu abstrakéniho poznatku — nahlé uzfeni nové,

abstrakén& vyssi skutednosti — Zak dojde k objevu. Jde o hlubii vhied do daného

poznani. Casto je provazen symbolickym zdznamem, ktery novou strukturu
reprezentuje. Je zfejmé, Ze objevy hraji v matematice podstatnou roli (Hejny, Kufina,
2001, s. 113)":

Historie matematiky je do znaEné miry historii zrodu novych ideji, vyuovani
matematice by mélo byt lemovano objevy Zaki. Samozfejmé to nebudou objevy
novych matematickych myslenek, ale pfedevsim pochopeni toho, JAK TO
VLASTNE JE. Objev je akt mentalni konstrukce. Je to nejdilezit&jsi akt procesu

poznani viibec.

Hladina krystalizace. Nové poznani se propojuje na ptedchozi védomosti. Nejdfive

na irovni modeld, potom na trovni abstraktniho poznani. Obvykle jde o dlouhodoby

proces.

1.1.2 Formalni poznatek

Stava se, Ze ve vyutovacim procesu neni dan dostate¢ny prostor tvorb& izolovanych modeli,
nebo se dokonce v zajmu »urychleni“ tato etapa upln€ vynecha. To je pak pticinou formdinich
znalosti — 73k se snazi pfevzit hotovy poznatek a zapamatovat si ho. Je pak schopen dobie
reprodukovat definice, poucky, vzorce, pouzivat nacvi¢ené postupy podle vzorovych ptikladd.
Neni v3ak schopen dal tvofivé formalni poznatky pouZit. Neni schopen je rozvijet, propojovat,
obméfiovat. V. Hejny a M. Hejny (1977) takové poznani nazyvaji ,,protézou* poznani.

Choroba formalismu deformuje soubor matematickych védomosti Zaka. Je§té vice je
formalismem devastovana oblast jeho matematickych schopnosti. Nékaza zpomaluje, n&kdy
docela zastavuje rozvoj takovych dilezitych zptsobilosti, jakymi jsou schopnost analyzovat
problémovoy situaci, schopnost tfidit soubor jevi, hierarchizovat poznatky z hlediska jejich
dulezitosti, formulovat sloZit&j§i myslenky, tvofit hypotézy, argumentovat apod.

Formalismus vede Clovéka k povrchnimu pohledu na sv€t matematiky, ale nejenom

matematiky, knadhodnocovém’ sféry jevové a ke ztrat€ citlivosti vi¢i podstatam. Bacil

_—

| .
PFimé citaty budoy v dal¥im textu oznateny &arou po levé strané.

12



. Teoretické pozadi

formalismu napadd nejen matematické v&domosti a schopnosti ¢lovéka, ale pronika az
do osobnostni sféry, do hodnotového systému, do sebehodnoceni, do metakognice a nasledné pak
do oblasti Zivotnich strategii. Bacil formalismu sniZuje intelektudlni sebedivéru Zaka, vnucuje
mu zhoubné a osudové presvédeeni, Ze jeho rozum nestati na pochopeni naro¢né&jSich véci a
vztahli, Ze nema na to, aby svét, ve kterém Zije, kriticky hodnotil. Je nucen se spolehnout
na rozhodnuti jinych. Nabada ho k vyhybani se situacim, které vyzaduji jeho intelektualni
schopnosti ( Hejny, Stehlikova, 1999, s. 29).

Nejvetsi nebezpedi formalismu hrozi tam, kde se u¢ivo da zabalit do poutek a vzorci,
Sablonovych postupd. Znalosti zaki se jevi Giplné a bezchybné, pfi feSeni nestandardnich tloh si
v8ak Zaci nevi rady.

I kdyZ teoreticky vzato umime formalizmus redukovat — sta&i doplnit Zikim chybgjici

zku3enosti, tj. chybgjici izolované modely — realizace této didaktické myslenky jiz tak snadna
neni.

1.1.3 Proces, koncept, procept

Pojmy proces a koncept charakterizuji dva dualni zpisoby, kterymi naSe védomi vnima
pojmy, vztahy, situace, jevy a udalosti realného svéta, a to, jak s nimi dal pracuje.

Pojmu proces odpovida zména, piemé&na, pohyb, tvoteni, konstrukce, vznikani, deformovani,
zanikani.

Pojmu koncept odpovida stav, nemé&nnost, stalost, existence, trvalost, byti.

Pfivlastkem procesualni oznatujeme ty obsahy, aktivity ¢i stavy naSeho védomi, ve kterych
rozhodujici roli hraje &as. Slovo konceptudlni oznatuje nadlasové obsahy &i stavy naSeho
védomi.

Utime-li Zaky pisemné dé&leni nebo feseni linearnich rovnic, u¢ime je proces. Jestlize Zakim
vysvétlujeme pojem &tverec nebo funkce, snaZime se o to, aby se v jejich védomi vytvofila
Pfislu$na predstava, koncept tohoto pojmu.

Vliv procesualniho a konceptualniho vnimani skute¢nosti na matematicky fesitelsky postup

popisuji M. Hejny a A. Michalcova (2001, s. 59).

Pred $tyridsiatimi rokmi mad’arsky didaktik Zoltan Dienes (1960) vyslovil myslienku, Ze

mnoho  pojmov (konceptov) matematiky sa vyvinulo z matematickych Einnosti (procesov).
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Hlboké myslienka, ktort budeme neskér ilustrovat’ prikladmi, si nasla v osemdesiatych rokoch
vel’a stupencov.

Mentalny pohyb pretvorenia & dotvorenia procesu na koncept skimalo vel’a badatelov
z viacerych pozicii a vrozliénych suvislostiach. Uved’me aspoii tie tri, ktoré su zmienené
v &lanku Gray —Tall (1994). Koncept, ktory vznika v désledku abstraktne hlbsieho pochopenia
niektorych procesov, dostal meno ,entification (Kaput, 1982), ,reinfication (Sfard, 1989),
»encapsulation® (Dubinsky, 1991).

Utitele by dualita pojmii proces a koncept mohla vést k rozmysleni, kterym z té&chto zpisobi
pfedkladat Zakim latku. To viak je mylné. Oba zdanliv& protilehlé konce je tfeba spojit
do jednoho celku — proceptu.

Termin procept vytvorili E. Gray a D. Tall jako sloZeninu anglickych slov process a concept
(Gray, Tall, 1994). Termin vznikl jako vysledek hluboké analyzy duality procesu a konceptu.

V matematice se stejny znakovy systém pouziva jak pro proces (jako :je stitani 2+3), tak 1
pro produkt tohoto procesu (soutet 2+3). Dvojznatnost zapisu umoZiiuje ¢lovéku pruzné
v my3lenkach prechazet od procesu, kterym n&jakou ulohu fesi, ke konceptu, pomoci kterého s ni
manipuluje jako &4sti $ir$iho mentalniho schématu. Znak, ktery pfirozené reprezentuje amalgam
dvojzna€nosti proces/koncept, se nazyva procept. Pozd&ji je tento termin upfesnén: Elementarni
procept je amalgam (slitina) t¥ slozek: procesu, ktery vytvofi matematicky objekt, a znaku, ktery
reprezentuje jak proces, tak objekt.

M. Hejny (1999) zavadi pojem procesudlni transfer. Nazyva tak zm&nu, ktera prob&hne
ve v€domi &lovéka, ktery procesudlné zadanou situaci €i ulohu uchopi konceptualn€, nebo

konceptualn& danou situaci uchopi procesualng.

L.1.4 Atomarni analyza

Atomarni analyza je jednou z kvalitativnich metod analyzy feSitelského procesu Zika. Jeji
zpracovani zde je zaloZeno zejména na publikaci Hejny, Michalcova (2001, s. 103 — 108).

ReéitelSkS’ proces probiha tak, Ze nejdiiv se odehravaji sloZité postupy ve védomi a z nich se
urlité zaznamy, fragmenty dostanou na papir. Z t&chto napsanych fragmentii se potom snazime
modelovat piivodni procesy, které probihaly ve védomi Zéka. Je to Cinnost velmi naro¢na,

VyZaduje mnohé zkuenosti a Gkinnou technologii prace. Jednou z takovych vyzkumnych

technologii je atomarni analyza.
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Pfi bézném &teni Zdkovskych pisemnych fedeni se uditel zaméfuje na detekci a opravovéni
chyb a nasledné ohodnoceni prace. Cilem zkoumani pfi atomérni analyze neni hodnoceni
Zakovského feseni, ale vytvoteni modelu fesitelského procesu.

Smyslem modelovani zakovskych fesitelskych procesi je posun od hodnoceni k diagnostice,

zvySuje se schopnost ugitele porozumét Z4kim, jejich ivaham a my3lenkovym pochodtm, jejich
omylim a chybam. To se pak projevi nejen v kvalitn&j$i komunikaci ale i v interakci ugitel — 4k,
pfedevsim v posileni divéry Z4dka ve smysluplnost debaty s ugitelem. Ugitel navic chybujicimu
Zakovi (tinn&ji pomaha, protoze misto vysvétlovani, jak to ma byt spravng, vede zaka k poznani,
proc se chyby dopustil a jak se m4 v budoucnosti v podobné situaci chovat.

PHi zkoumani Z4kovského feSeni je petlivé evidovana a prozkouméana kazda malitkost, kazdy
»graficky atom* pisemného projevu Zaka (podrobné&jsi popis celé analyzy lze najit napt. v Hejny,
Michalcové, 2001, nebo Stehlikova, 2000).

Mechanismus fesitelského procesu lze roz&lenit do ti etap:

Prvni etapa ie vytvofeni modelu fesitelského procesu — vypovida o tom,CO se délo v mozku.

Druh4 etapa je zaméfens na odhalovani pti¢in toho, PROC 24k postupoval pravé tak, jak
Postupoval. Ob¢ etapy se vztahuji k jedinému Zakovi.

Tteti etapa se zaméti na POROVNANI nékolika modelii zakovskych feseni téZe tlohy. Jsou
hledany spolené prvky jednotlivych modelt a pomoci nich pak obecné zakonitosti, kterymi byly
zkoumané modely Fizeny.

JestliZe analyzu pisemného projevu Zéka provadi skupina ugditeld, postupuje jejich badani
Vyrazng rychleji, nez kdyz analyzu provadi jeden ¢lovék sam. Rozdilnost interpretaci toho, co Zak
napsal, spoiva v odli§nosti zkuenosti badateli. Objevi se vic nazoru, vic vykladu Zakova
mySlenkového postupu i vic kritickych hodnoceni téchto vykladi. Bohat4 paleta ndzord vyrazné
urychluje celou analyzu, roste nadgje, Ze se vérny nazor objevi pomérné rychle a bude spole¢nym
usilim jako vérny i rozpoznany.

Kazdy wgastnik debaty si navic uvédomi, Ze jeho interpretace je pouze jedna z mozZnosti.
ZvySuje se tak jeho schopnost autokorekce pfi posuzovani praci 74k, empatie i schopnost rozitit
rémec Svych zku$enosti pti dal$ich analyzach. Diky doktorandskym seminifim jsem méla
MoZnost takgye skupinové analyzy zaZit opakované a jsem presvéd&ena, Ze pravé tato zkudenost

0 . . . . o ,
POsunula vyrazng moje porozuméni pro velikou riiznorodost myslenkovych procest Zakd.
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1.1.5 Konstruktivistické pFistupy

O konstruktivizmu a jeho ptednostech pro vyudovani se v didaktice matematiky mluvi asi
od 80. let minulého stoleti, neni to viak ;jasn& vymezena teorie a rizni autofi jej definuji rizné.
At dostava jakékoli ptivlastky (radikalni, socialni, didakticky, realisticky, kognitivni apod.), vzdy
Je dirraz kladen na aktivitu Zaka. Zéktm neni pfedkladan soubor hotovych poznatkd, ale Z4ci jsou
podnécovéni k hledani a konstruovéni vlastni poznatkové struktury pomoci vhodn& volenych
aktivit, aloh, otazek i diskusi.

ZtotoZiuji se s nazorem, Ze ,naSe porozuméni tomu, jak se konstruktivizmus promita
do 8koly, je na$ osobni konstrukt“ (Stehlikova, 2006). Proto zde struéné poddm své porozuméni
konstruktivistickym pfistupiim k vyuZovéni matematice.

V poslednich 15 letech byly konstruktivistické pfistupy zkoumany zmnoha hledisek
v mnoha zemich svéta. S konstruktivistickym p¥istupem jsem se poprvé setkala prostfednictvim
desatera konstruktivizmu formulovanym F. Kufinou.

1. Aktivita — matematika je chapana jako specificka lidska aktivita, ne jen jako jeji

vysledek (soubor definic, vét a dikazi).

2. ReSeni uloh — podstatnou slozkou matematické aktivity je hledéni souvislosti, fegeni

tloh a problémii, tvorba pojmu, zobectiovani tvrzeni a jejich dokazovani.

3. Konstrukce poznatkii — poznatky jsou nepfenosné, vznikaji v mysli poznavajiciho

¢lovéka.

4. ZkuSenosti - vytvareni poznatkii je podminéno zkuienostmi poznavajiciho

(z redlného Zivota, ve $kole z experimentovani, z feSeni uloh).

5. Podnétné prosttedi — zékladem matematického vzd&lavani je vytvafeni prosttedi
podnécujiciho tvofivost, coz je dano tvofivym ulitelem a dostatkem vhodnych
podnétt (otazky, ulohy, problémy...).

Interakce — socialni interakce piispiva ke konstrukci poznatkt (diskuse, porovnavéni
vysledkd, formulace, argumentace...).

Reprezentace a strukturovéni — charakteristické je pouZiti riznych druhti reprezentace
a strukturdlni budovani matematického svéta. Dil¢i zkuSenosti a poznatky jsou
orientovany, tfidény, hierarchizovany, vznikaji obecnéjsi a abstraktn&jsi pojmy.
Komunikace — znaény vyznam ma komunikace ve tfidé a péstovani riznych jazyku

matematiky (neverbalni vyjadfovani, matematicka symbolika).
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9. Vzd&lavaci proces — je nutno jej hodnotit miniméln€ ze tfi hledisek: porozuméni
matematice (vytvafeni pfedstav, pojm@ a postupi), zvladnuti matematického femesla
(vyZaduje nacvik, pam&tové zvladnuti pravidel, definic...), aplikace matematiky.

10. Formalni poznani — vyu&ovani, zaloZené na pfedavani informaci nebo navodi, vede
predevsim k ukladani informaci do paméti. Takové poznani je pseudopoznénim, je
poznanim pouze formalnim.

(podle M. Hejny, F. Kufina, 2001, s. 160 — 161).

I kdyZ zdkladni vy¥e uvedené my3lenky pretrvavaji, znatny podet novych vyzkumu se
do naseho poznani konstruktivizmu promita riznymi obménami a akcenty.

Z &eskych autorti je to napt. F. Kufina, ktery dale mluvi o tzv. realistickém konstruktivismu,
ktery lépe odpovida readlnym mozZnostem aplikace konstruktivistickych pfistupli ve vyuce. Kromé
vy3e uvedenych zasad zdiraziiuje také mozZnost transmise urditych partii, oviem stale tak, aby
dochazelo k vytvateni matematiky v mysli poznavajiciho jedince: ,,Pfi fedeni .... problému
miZzeme pfirozené sdélovat Zaku vSechny potfebné informace, vysvétlovat pojmy, odkazovat
na poznatky v pfiru¢kach a encyklopediich, ale vie ve sluzbdch rodici se matematiky v dusSevnim
svété Zdka. Konstruktivni vyuovani tedy miZe obsahovat transmisi celych partii, miiZe
obsahovat i instrukce k fe$eni typickych aloh.* (Kufina, 2002, s. 6) Realisticky konstruktivizmus
zdiraziiuje nutnost feSeni problémi a problémovych situaci pro poznavani jedince, nicméné
mluvi explicitng i o &erpani podnétii z okolniho svéta a zprosttedkovang z u¢ebnic a dalsi
literatury, pfipadng prostfednictvim vypodetni techniky a internetu.

Z pohledu ugitelovy prace v hodiné matematiky jsou mySlenky konstruktivizmu pojednany

v (Stehlikova, 2007). Autorka vymezuje sedm principii podn&tné vedené vyuky (podle samotné

autorky se nejedna o uzavieny seznam):

1. Utitel probouzi zdjem ditéte o matematiku a jeji poznavani.

2. Utitel predklada zakovi podnétné problémy/ulohy.

3. Utitel se snazi vytvofit aktivni udebni prostfedi.

4. Utitel rozviji 2akovu schopnost samostatného a kritického my3leni.

5. Utitel chape chybu jako vyvojové stadium Zakova porozumé&ni matematice a impuls
pro dals$i praci.

6. Utitel iniciuje a moderuje diskuse mezi Zdky o matematické podstaté problému.

7.

Utitel zdiiraziuje diagnostiku Z4kova porozuméni spise neZ reprodukci odpovédi.
Experimenty predlozens vtéto praci (i dalsi ma uditelska prace), jsou zaloZeny

na konstruktivistickych principech, které jsem uvedla vyse.
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1.1.6 Teorie didaktickych situaci

Proces udeni se probiha v situacich. V kazdé situaci proces uceni ovliviiuje obsahova naplii a

socialni klima. ;o

G. Brousseau (La théorie des situations didactiques) v teorii didaktickych vymezuje pojem
situace (la situation) 2 jako soubor okolnosti (v nichZ se jedinec nachazi) a vztahl (spojyjicich
jedince s okolim).

Nedidaktickd situace (la situation non-didactique) je situace, ktera nezavisi ani na vyuéuyjicim,
ani na Zakovi, neslouzi pro didaktickou potfebu.

Didaktickou situaci (la situation didactique) oznaCuje situaci, ktera slouzi pro didaktickou
potiebu.

»A-didaktické situace 3 (les situations a-didactiques) jsou takové ucebni situace, ve kterych
uditel, kromé pokynd k praci, neprojevil svoji vili, své zasahy. Jsou to tedy takové situace, které
probihaji bez pokynii uitele na urovni znalosti.

Jinak Feteno. A-didakticka situace dovoluje Zdkovi néco zjistit, vytvofit si model a
zkontrolovat ho, vytvotit novy model apod. bez pfimych vn&jSich zasahd. Vngjsi zasahy se
mohou vyskytnout, ale pouze napf. k udrzeni pozornosti apod., tedy pedagogicky, aktér (Zak)
jedna samostatné. Proces uéeni vyplyva piimo ze situace, nemusi byt pfedem dén cil udeni, dité
nemusi tusit, Ze je u&eno. Zpétnou vazbu neptedstavuje utitel, ale prostredi, sama situace.

Na doktorandském seminafi Kralupech v roce 2002 byl ptitomen Pierre Clanché, ktery mi
vysvétlil pojem a-didaktické situace. Myslim, Ze jeho zpisob zasluhuje podrobngjsi popis. Pojem
a-didakticka situace mi osvétloval na hie podobné Nimu.

Zacali jsme hru hrat a Pierre hru pfed koncem zarazil se slovy: ,Ma3 to vyhrané.“ J4 jsem
prozradila, Ze vyhraji vzdycky, protoZe znam strategii. Pro m& toto nebyla a-didakticka situace,
protoZe jsem nic nového neobjevila. Pro dit&, které hru nezna. to ale a-didakticka situace je. Hru
hraje s cilem vyhrat. Pokud opakované vyhrava a odhali takovou strategii, Ze dokaZe vyhrat
kazdou hru, pak pribeh hry novou myslenku vyprovokoval i potvrdil nebo vyvratil. Nebyl to

witel, kdo vedl 7aka k poznani, ale situace sama.

-

2 I . . .
»Une situation est I’ensemble des circonstances dans lesquelles une personne se trouve; et des relations qui
’ H ege . . . . .
I’unissent a son milieu.“ G. Brousseau (La théorie des situations didactiques, s.2)

Les situations "a-didactiques" sont les situations d'apprentissage dans lesquelles le maitre a réussi a fare

H ry . . 1 M .
disparaitre sa volonté, ses interventions, en tant que renseignements déterminants de ce que I'é1¢ve va faire : ce sont

celles qui fonctionnent sans l'in i maitre au niveau des connaissances. (Brousseau, G., 1998)
tervention du ma
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Podstata a-didaktické situace tedy tkvi ve dvou faktorech zavislych na uciteli: pfedng, je
na ném, aby a-didaktickou situaci navodil; tj. aby Zakim pfedlozil pfiméfené naroény tkol, ktery
motivuje jejich zvédavost. Dale pak ugitel musi odolat nutkani vstoupit do myslenkového procesu
zakt radou nebo informaci, protoZe by tim mohl cely proces zdeformovat.

Pojeti didaktickych situaci je v souladu s mySlenkami autort v (Hejny, Kufina 2001, s. 94),
kde na dvou piib&zich motivuji &tenafe k premysleni, zda ,,Prozradit, & neprozradit* spravné
feSeni problému.

Autofi jsou pfesvédleni, ¥e predtasné prozrazeni spravného feSeni sice vdané chvili
urychluje rozsifeni védomosti, ale dlouhodob& zpomaluje rozvoj schopnosti objevovat nové véci.
Pfipravuje dit¢ o radostny zaZitek autonomniho objevu, negativn& ovliviiuje strategii udeni,
orientuje jej k prebirani hotovych poznatkii, a ne ke konstrukci poznatk vlastnich.

Neprozrazeni doplnéné formulaci daldi, navodné, ulohy naopak podnécuje hledani nové
strategie.

1.1.7 Akéni vyzkum

Promény v pojeti vzdélavani a Skoly znamenaji vyrazné zmény v pojeti uitelské profese.
Vyrazn& se zvy$uji naroky na schopnost uditele analyzovat vlastni &innost, prezentovat a
fundovang argumentovat své pojeti prace, spolupracovat s kolegy (roste ,kolektivni“ pojeti
witelské profese), kvalitng komunikovat s rodi&i i &ir&im socialnim okolim apod. (Spilkova,
2004). To utitele vede k hledani opory v teorii, nasledné pak k zapojeni se do vyzkumi. Jednou
z moZnosti je napiiklad forma akéniho vyzkumu.

Utitelé, u¢astnici se ak&niho vyzkumu, pozoruji, kladou si otazky, analyzuji, sdileji nazory
a vyhodnocuji vysledky. Akéni vyzkum je popisovan jako prakticky vyzkum, ktery je realizovan
Witeli vpraxi na rozdil od akademického vyzkumu, ktery je realizovan akademickymi
vyzkumniky. Typ vyzkumu, ktery provadgji uditelé, se mtze odliSovat od vyzkumu, ktery je
provadén akademiky, ale neni méng vyznamny nebo relevantni. U¢itelé jsou limitovani ¢asem,
maji vyu€ovaci povinnosti. Vysledky jejich vyzkumu odpovidaji jejich okamzitym aktivitdm.
Vysledky vyzkumu maji omezené vyuziti, jsou vice subjektivni (Nezvalova, 2003).

V pedagogice je akeni vyzkum chapan jako néstroj, ktery uc¢itelim pomaha lépe poznavat
problémy své vlastni praxe a fegit je (Janik, 2004).

Autor uvadi dvé definice pojmu akéni vyzkum. Prvni podle J. Pruchy, J. Maree a
E. Waltrové (2003, s. 14), druhou podle J. Elliotta (1981, s.1):
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(1) — Akéni vyzkum je takovy druh vyzkumu, jehoZ cilem je zlepSovat urlitou &ast

vzdélavaci praxe.

(2) ~ Ak¢ni vyzkum je uditeli provadéna systematické reflexe profesnich situaci s cilem
jejich dalgiho rozvinuti.

Pfivlastek ,,akéni“ vystihuje podstatu tohoto typu vyzkumu. Akci méZzeme chapat ve dvou
vyznamech:

- Akci je mingna urdita situace, kterou uéitel zkoumd, aby ji porozumél a mohl ji
zlepdit v ptipadé, Ze neni spokojen.
- Akci je minéno jednani uéitele, které ma vést ke zlepSeni zkoumané situace.

Akéni vyzkum je nesen jednanim uditele, které vychazi z ur¢ité problematické situace a
sméfuje k jejimu fedeni. Toto jednéni je v podstats Fefeni problému a miZe se odehravat
na intuitivni drovni, stejné jako na trovni védomé.

Jevem, ktery akéni vyzkum spousti a udrzuje v ¢innosti je uréitd problémova situace, kterou
utitel proziva jako subjektivné vyznamnou — ma dojem, Ze ve t¥id€ néco nefunguje (Janik, 2004).

Podle Nezvalové (2003) akéni vyzkum studuje realnou $kolni situaci. Cilem akéniho
vyzkumu je také zlepgit profesionalitu ufitele, rozvijet jeho pedagogické mysleni a dovednosti,
zkvalitnit jeho rozhodovaci procesy, ovlivnit hodnotovou orientaci uditele a posilit jeho nadé&ji
a viru v moZnosti zkvalitnéni jeho pedagogické zkusenosti. Akéni vyzkum je pozorovanim sebe
sama: reflektuje profesionalni praxi a hled4 alternativni pristupy k dosaZeni lepsich vysledka.
Akéni vyzkum zkvalitfiuje praxi, zlepSuje porozuméni této praxi a zlep$uje situaci, ve které se
tato praxe odehrava. Akéni vyzkum je soutasnd zaméfen na Zika i na uditele. Akéni vyzkum mé
potencial zkvalitnit 8kolu jako misto pro vzdélavani zaku a rist profesionality uditele.

Pribéh akéniho vyzkumu Ize nejjednoduseji znazornit ve dvoufazovém modelu vyzkumu a
akce nebo jinak fe&eno reflexe a jedndni. V prvni fazi uditel ziskdvd poznatky o problému
(vyzkum), v druhé fazi uplatiiuje feSeni problému (akce), ke kterému na zdklad€ svého vyzkumu
dosel. Tyto dv& faze se opakuji v gradujicim cyklu (Janik, 2004).

Sagor (1992) uvadi pét kroki akéniho vyzkumu:

* formulace problému;

*  sbérdat;
" analyza dat;
®"  sdéleni vysledk;

akéni plan.
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Podstatou akéniho vyzkumu neni metoda, ale aktivita, &innost. Cyklus akéniho vyzkumu je
doprovézen sérii otazek v jeho prib&hu: Co d&lam? Co to znamena? Jak to d&lam? Jak to mohu
delat jinak? Co Zaci skute¢n& d&laji? Co se uéi? Jak je to dilezité? Co se uim? Co ted’ zamy3lim
délat? (Nezvalova, 2002)

Ake¢ni vyzkum ve $kole Ize realizovat ve spolupraci s vysokoskolskymi uiteli, ktefi mohou
pisobit v roli poradcti (Nezvalova, 2002). Takovato spoluprace vyzaduje nové pfistupy, zalozené
na vzajemné diivéfe a respektu. Profesionalni riist uéiteld je podporovan kolegialni spolupraci.
Spoluprace mezi vysokoskolskymi uditeli a uditeli realizujicimi akéni vyzkum vytvafi propojeni
mezi teorii a praxi, odstrafiuje rozdily mezi teoretiky a praktiky. Je to oviem proces dlouhodoby,
piinaSejici rozvoj profesionality viem zu¢astnénym. Vysokoskolsti uditelé také profituji z této
spoluprice. Maji moZnost sledovat aplikaci teoretickych poznatkt v praxi, chapat potfeby praxe

a podle toho orientovat své teoretické vyzkumy (Nezvalova, 2002).

1.2 Geometrie ve vyuce matematiky

Ve své praci jsem se zaméfila na n&které aspekty konstruktivisticky vedené vyuky geometrie.

Proto si zde stru¢né viimneme postaveni geometrie a dale goniometrie ve vyuce gymnazia.

1.2.1 Misto geometrie ve vyuce gymnazia

Geometrie na gymnaziu je soustfedéna do &tyf hlavnich témat: planimetrie, stereometrie,
trigonometrie a analytickd geometrie. Posledni dvé& témata jsou uzce vazana na jiné oblasti
matematiky. Trigonometrie na funkce a algebru a analytickd geometrie na algebru. K t¢mto se
vratime v avodu do tfeti kapitoly. Druha kapitola se vénuje problematice, kterd spada
do syntetické geometrie. Hlavnim objektem je zde sit’ vélce, ktera propajuje 2D a 3D geometrie.
Strugng pfipomefime gymnazialni osnovy syntetické geometrie.

Na nizsim gymnaziu se aci seznamuji s rovinnymi i prostorovymi geometrickymi utvary,
uci se je Pajmenovat, porovnavat, tfidit; fedi zakladni pocetni i konstrukéni Glohy.

Na vy&im gymnaziu se téma planimetrie rozgifuje o narongj$i geometrické konstrukce
(upfesiiuje se jejich popis), o ditkazové ulohy, o feSeni obecného trojihelniku. V tématu

stereometrie se Zaci udi zobrazovat prostorové utvary, fesi Glohy na vypoéty povrchii a objemi
téles.
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Syntetick4 geometrie na gymnaziu zistava epizodickd, neméa ambici strukturace, alf " dehf
strané dava nepfeberné mnozstvi problémovych situaci, které umoZiuji roz-VIJet e
(meta)kognitivni psychické funkce zaka. Naptiklad 1ze vyuzit geometrii ke kultivaci schopnostl’
vizualizovat aritmetické nebo algebraické situace, coz pfispiva k budovani kom'paktnl
matematické struktury. O vztahu $kolni geometrie a aritmetiky pisi M. Hejny a D. Jirotkova (Svét
aritmetiky a svét geometrie. In: Hejny, Novotna, Stehlikova 2004, s.125). .

Aritmetika a geometrie tradiéné predstavuji dva zékladni pilife Skolské matematiky a
zhlediska historie matematiky byly tyto oblasti jediné &sti matematiky aZ do nistupu
diferencialniho po&tu. Oblast $kolské matematiky je tradién& zaméfena na &islo, zakladni poCetni
operace, strukturu &sel, rozsifovani pfirozenych &isel na racionalni a zaporna a rovnice. luto
strukturu vyuky aritmetiky nachazime jiZ nejméné& dvé stoleti bez vazng&jsi zmény. Naprot: tomu
vyuCovani geometrii doznalo jenom v poslednim stoleti vyraznych zmén. ...vztah aritmetiky a
geometrie je nerovnovéazny. Aritmetika, ktera je opfena o pevnou strukturu, se jevi spiSe jako
stabilni disciplina, ale geometrie znatn& podléha ptevladajicim pedagogickym a didaktickym
nazoriim pfislusné doby.

Aritmetické znalosti jsou pro prakticky Zivot &lovéka dileZitéj$i neZ znalosti geometrické.
Geometrie viak nabizi ditéti vty paletu moZnosti kultivace jeho intelektu. Jedna se pfedevsim
O prostor pro tvofivost. Ve svété aritmetiky se tvofivost zaméfuje na odhalovani riznych

. T TR s aze di j i nové
pravidelnosti a vztahii mezi jiz existujicimi objekty. V geometrii viak miZe dit& objevovat
objekty, s nimiZ se zatim nesetkalo.

_— : S ¢ udivo

Neustalenost osnov a epizodidnost syntetické geometrie umoZiiuji obohacovat dané u¢
o feh i jeho

O rliizné zajimavé a didakticky vhodné dodatky. Ugiteli se zde otevira vétsi prostor proj

. ) ' ’ 5 .. : % , které
didaktickou tvotivost, V své praxi jsem nabizenou mozZnost vyuZila v n&kolika ptipadech
uvadim v odstavcei 2.1.

1.2.2 Misto goniometrie ve vyuce gymnszia

Na gymnaziu se goniometrické funkce obvykle vyuduji ve dvou etapach:
1. Na niZim gymnaziu v kvarté (odpovida 9. tfidé Z8) se goniometrické funkce,

S TLTEE thlém
pfesnéji trigonometrické vztahy, zavad&ji jako poméry stran V pravo
trojhelniku
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2. Na vy$$im gymnaziu v sext¢ (odpovidd 2. ro¢niku stfedni 3koly) se pomoci
Jednotkové kruZnice rozsitfuje trigonometricky vztah na goniometrickou periodickou

funkci s defini¢nim oborem R.

M. Hejny (1990, s. 451, 452) popisuje Sest vyznatnych sloZek ugiva trigonometrie
Vv uCebnicich matematiky.
1. Studium geometrickych situaci, predev§im ttvard v roving.
2. Odvozovéni goniometrickych vzorci a hledani vzajemnych souvislosti mezi nimu.
3. Manipulace se vzorci, zejména feSeni goniometrickych rovnic a nerovnic.
4. Préce s tabulkami goniometrickych funkci a vyuZiti trigonometrie v zem&méfigstvi
(pfipadné& v astronomii)
Studium goniometrickych funkci a jejich vyuZiti pfi modelovani periodickych dg&ja
ve tyzice.
Zkouméni struktury komplexnich &isel vyuZitim goniometrického tvaru komplexniho
Cisla.
Ve vyuce na gymnéaziu Jsou zastoupeny viechny uvedené slozky. V prvni etap& (uroveti ZS)
Je trigonometrie soudasti planimetrie a zamé&fuje se na feSeni pravouhlého trojuihelnika — slozky
1) a 4). Préce s tabulkami je posunuta do role ,svédka® historického vyvoje, pfi vypoétech se
VyuZivaji kalkulatory.
Ve druhé etap& (tiroveri SS) se zvyraziuji slozky 2) a 3) pfi zavadéni a studiu vlastnosti
goniometrickych funkei, slozka 4) je roziifovana a zobectiovana pfi feseni obecného trojuihelnika
a v analytické geometrii, sloZky 5) a 6) v aplikacich. Ve sloZce 5) dochazi jak k posunu od jedné

konkrétni funkce, napt. f(x) = 2sin(x +30°), ke struktufe funkei Flr.a.b)=a-sinlx+b). tak i

k aplikacim t&chto poznatkii ve fyzice. Ve sloZce 6) se goniometrické funkce stévaji silnym
nistrojem komplexnich &isel.

23



2. Studenti odhaluji vzorec pro povrch vdlce

Druha kapitola
Budiz ucitelim zlatym pravidlem, aby. vsechno bylo predvadéno vSem smyslim, kolika
mozno.

Jan Amos Komensky

2. Studenti odhaluji vzorec pro povrch valce

Kapitola je rozdélena do osmi &asti. V prvni jsou popsany autordiny vlastni zkuSenosti
s vyukou geometrie (2.1); ve druhé &asti zku3enosti s vyukou matematiky ve tfid¢ A (2.2); tfeti
¢ast je vénovéana experimentu V1 (2.3); ve &tvrté a pate Casti je popsana pfiprava a pribéh
experimentu V2 (2.4, 2.5); v Sesté ¢asti analyza prace skupin 1,2, 6 a 8; v sedmé &asti interakce
mezi Zaky v jednotlivych skupinach (2.7); osma &ast je vénovana nastroji komparace feSitelskych

strategii jednotlivych skupin.

2.1 Moje zkuSenosti s vyukou geometrie

Pfedmétem kapitoly bude experiment V2: Objevovani vzorce pro povrch valce. Na jeho
pfipravu i realizaci, mély zasadni vliv jak moje pfedchozi zkudenosti s vyukou geometrie
(odstavec 2.1), tak zkudenosti Zakd (odstavec 2.2), ktefi do experimentu vstupovali, 1 naSe

vzéajemna spoluprace (v té dobég jiz &tyfleta).

2.1.1 Kostkova télesa

Zmych pfedchozich zkuSenosti povazuji za dileZité zminit zejména experiment
K1: Kostkova t&lesa uskutetnény v roce 1995 na gymnaziu v Mnichové Hradisti, jehoZ cilem
bylo porovnat postupy feSeni prostorovych uloh zaky primy aZ septimy sedmiletého studia
(vroce 1995 jeté sedmileté studium, dalsi roénik jiz osmileté studium) a Zaky druhého az

Etvrté : e . : i Zaki it tid. Z2
tvrtého roéniku &tyfletého studia. Experimentu se zagastnilo celkem 215 aki z deviti tfid. Zac1
fesili tyto tfi alohy:

Uloha 2.1: Nakreslete pohled zepFedu, shora a zleva na ,, kostkové téleso* , které uvidite.

4
\Y ; -
soucasné terminologii jsou v tomto prostredi pouzivany terminy krychlové téleso a stavba.
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2. Studenti odhaluji vzorec pro povrch vdlce

Uloha 2.2: Na obrdzku 2.1 jsou tFi pohledy na stejnou krychli. Na sténdch jsou pismena A, B,

C, D, E a F. Které pismeno je na protéjsi sténé ke sténé oznacené pismenem E?

Obrazek 2.1: Pohled na krychli

Uloha 2.3: Mds krychli sestavenou z 27 stejnych kostek. PFidam ti jednu takovou kostku.
Kolik kostek potrebujes, abys mohl téleso doplnit opét do tvaru krychle?

Testovaci list je uveden v ptiloze 2.1.1a., pokyny pro zadavajici ucitele v ptiloze 2.1.1b.
Pi zadavani aloh byla pouzita sada 64 stejnych dfevénych krychli¢ek. Po vypracovani testu méli
Zac1 moznost ovéfit sva feSeni manipulaci s tmito krychli¢kami.

Vysledky experimentu K1 s velikou pravdépodobnosti ptispély ke konstrukeci scénaie
€Xperimentu V2. Jedna se o tyto pfi myslenky:

- TéméF vsichni Zaci, ktefi postupovali chybné v feSeni uloh 2.2 a 2.3, pii nasledné
manipulaci s kostkami velmi rychle uvid€li zdroj chyb a byli pak schopni samostatné
sva feSeni opravit. D4 se pfedpokladat, Ze témto Zakim chybéla zkuSenost poznani
v ¢innosti a manipulace s krychlickami jim tuto zku3enost ptinesla. Uvedena situace
poukazuje na to, Ze pro fe$eni iloh

7 ] prostorové geometrie jsou rozhodujici taktilni a manipulativni zku3enosti, a proto
pfi objevovani vzorce pro povrch valce budou Zaci modelovat.

- Porovnani vysledki testi zriznych tfid poukazovalo na fakt, Ze aktudlni udivo
ovlivni vysledek testu. Je tfeba najit takové zadani ukolu, aby zku3enost, kterou Z4ci
pfi jeho fe$eni nabudou, méla trvalej$i raz.

- Ukazala se zna¢na rozdilnost ve znalostech a zkuSenostech Zzaka (néktefi jedenactileti
Zaci v primé jsou vyrazné lep§i neZ nékteti sedmnactileti Z4ci v septimé). Proto neni
vhodné frontalni vyu€ovani, ale je nutné kazdému Zikovi dit moZnost postupovat
jeho vlastnim tempem.

Prvn 2 uvedenych tii myslenek byla opétovné zdlraznéna i v ndsledujicim experimentu K2.
070rovéna byla skupina osmi zaki neusp&$nych v testu z K1. Byla vytvotena série gradovanych
tloh tak, aby bylo moZné pozorovat postupy fefeni jednotlivych Zakii a hledat tak ptiginy jejich

CUspéchy, aby Zaci v co nejvét$i mife modelovali objekty a manipulovali s nimi. Tito Zaci pak

25



2. Studenti odhaluji vzorec pro povrch vdice

fedili dal3i test. PHi porovnani vysledki obou testt se opét potvrdilo, Ze manipulace s redlnymi

objekty je velmi G¢inn4 &innost pii rozvijeni geometrické predstavivosti.

2.1.2 C’tvereékovan)" papir

Dalsi vyrazné az kli€ové zkuSenosti ptinesly ulohy tedené v prostfedi &tveredkovaného
Papiru. Zakim je toto prostfedi dostate&n& blizké, jeho velkou pfednosti je ptedevsim to, Ze
prirozen¢ propojuje geometrii s aritmetikou. UmoZiiuje snadno znazoriiovat geometrické utvary,
umistovat je do soustavy soufadnic, zviditeliuje jak tvarové tak metrické vlastnosti utvari.
Podnétné naméty pro &innosti v prostfedi &tveretkovaného papiru jsem &erpala z publikace
Hejny, Jirotkova, (1999). Byly to zejména ulohy na téma dé&leni uselky, Pickova formule a
méfeni thlu, kterymi jsem se zabyvala dikladn&ji a o kterych bude vdal§im referovano
podobngji.

- Do b&Zné vyuky jsem pak zaclefiovala naptiklad tlohy z nasledujicich témat:

- oddil 3.1. Cestovani na &tveretkovaném papite — v sekundé pfi probirani soustavy
soufadnic

- 0ddil 3.2. Metoda uvoltiovani soufadnic a oddil 3.3 ProdluZovani use&ky — v kvinté a
sexté jako propedeutiku analytické geometrie

- kapitola 4. Obsah mtiZového utvaru — v prim& a v sekund& pii probirani obsahd
rovinnych Gtvara.

Kazda z uvedenych &asti textu je zde ilustrovana jednou Glohou:

Uloha 2.4: Na étvereckovaném papiru vyber libovolny mFizovy bod a oznac¢ ho A. Pracuj tak,

aby soused nevideél umisténi bodu. Pak sousedovi slovné popis polohu bodu A. Soused. podie

IVé instrukce bod A zakresli do svého ctvereckovaného papiru. Obrazky porovnejte.

Uloha 2.4 je autorlina piivodni, vytvofena pro potieby skupinového vyu€ovani; je
INSpirovana textem pfikladu 3.1 (Hejny, Jirotkova, 1999, s.17).

Uloha 2.5: Je dana usecka RS, kde R(0,0), S(3,2). Najdéte aspori tisic riznych miiZovych
bodi X(u,v), které lesi na prodiousent tisecky RS. (Uloha 3.3, 5.36).

Uloha 2.6: Je deina ysecka AB A(0,0), B(1,0). Ddle je ddno jedendct bodii C 5(~5,1),
Ca~4.1),..., Co0,1), ...,C, (4,1),C5(5,1). Ktery z jedendcti trojiihelnikii ABC,, n= -5, -4, ...,
4, 5 mad obsah a) nejmensi, b) nejvétsi? (Cviceni 4.9, s. 42 /
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Déleni useky
V roce 2001 fesili #aci ze sekundy, tercie a kvarty osmiletého studia a druhého rotniku

&tyFletého studia ulohy z oddilu 5.1. Déleni Gsetky v daném poméru Hejny, Jirotkova, (1999,
s. 52, 54).

Uloha 2.7: Je dina visecka AB, A(0,0), B(3,1).

Tuto usecku rozdélte na 1. dvé shodné usecky
2. tFi shodné usecky
3. CtyFi shodné usecky

Uloha 2.8: MFizovou usecku rozdélte v poméru

~
N

Zaci fesili zadané tlohy nejprve samostatn€, pak pokracovali v feSeni ve skupinach a
na zaveér o postupech feSeni diskutovali.

Strategie fefeni uloh se lidily vyuZitim riznych matematickych prostfedkid v zavislosti
na véku fesitelt. Ve t¥idé sekunda Zaci vyuzivali pfedevSim vlastnosti obdélnikid a &tvercd, coz
pfimo vyplynulo zprostiedi &tveretkovaného papiru. Ne&ktefi 74ci kombinovali geometrii
S vypolty pomérii (neddvno byly probirany zlomky), jini intuitivng vyuZivali podobnost.
Ve tiidach tercie a kvarta 4ci ulohy nejen feili, ale byli vedeni i k potvrzovani spravnosti svého
feSeni. Argumentovali, sami pirozenou cestou objevovali techniku matematickych dikazd,

vyuZivali vét o shodnostech trojiihelnika.

Pickova formule

Pfipominame, %e obsah “\*/ miiZového trojuhelniku T na ¢tveretkovaném papife lze urdit
ze vztahu

S(T) = f'%T) +v(I)-1,

kde znakem h(T) oznaujeme poet miizovych bodi leZicich na hranici trojuhelniku T a
znakem v(T) pocet miiZovych bodi leZicich uvnitf trojuhelniku T. Tento vztah nese jméno svého

objevitele Georga Picka. Dodejme, Ze plati nejen pro trojuhelniky, ale obecné pro v§echny

mriZové mnohouhelniky.
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Pickovu formuli (v roce 2001) hledali Zaci sekundy a tercie (v odstavci 2.3 oznagena jako

tfida A) osmiletého studia i u€astnici matematického tabora.

Vyzkumny problém :
Hledejte Pickovu formuli, které Fikd, jak vzdjemné souvisi cisla S(T), h(I) a v(T)
pro libovolny trojuhelnik T.

Nekteti Zaci pkijali ulohu nejdiive vlazn&, dokonce s nechuti, ale pak je vyzva vtahla do
~d&je* tak silng, Ze jejich nasledné vypovédi jasné dokumentuji miru motivace (uvedeno niZe).

Ve tiidach sekunda a tercie bylo organiza&ni uspofadani stejné. Zaci pracovali prvni hodinu
ve skupinach, druhou hodinu na malé ,,védecké* konferenci jednotlivé skupiny pfedlozily stav
svého vyzkumu a navrhy formule. Ostatni skupiny tyto navrhy ovéfovaly a hodnotily. V sekundé
po prvni hoding Zadna skupina spravny vzorec nenasla, ani na konferenci se spravné feSeni
neobjevilo. Néktefi #aci dobrovoln& ve vyzkumu pokradovali a o svém objevu pak informoval1
ostatni spoluziky v uvodu dalgich hodin. Po vétSim usili se dvéma chlapciim podafilo formuli
objevit. V tercii byla usp&sna jedna dvojice chlapct, ale tfidé vysledek nesdélili, pockali az
na spole¢né hodnoceni.

Na matematickém tabofe pracovali vyzkumnici samostatné. Uloha byla zadana
pfi matematickém zaméstnani, feSeni hledali dobrovolnici ve volném &ase, své objevy nejprve
pfisné tajili. Badani 2aky opravdu zaujalo, s nap&tim sledovali, jestli n€kdo vzorec objevil.

Pfi hledani Pickovy formule Zaci poéitali obsahy trojuhelniki, zopakovali si vlastnosti
trojihelnik, t¥idili a zpracovavali data, hledali systém zdznamu ziskanych dat a jejich
Zpracovani.

Po feSeni uloh na d&leni usecky a po hledéni Pickovy formule ve tfidach sekunda a tercie
Zaci popsali svoje dojmy a pocity b&hem prace. Ukazalo se, Ze Zéky prace na StvereCkovaném
papife vetiinou zaujala, bavila je a p¥inadela jim radost.

V sekundé nejprve Zaci hledali Pickovu formuli, s odstupem n&kolika hodin pak déhih
Usedku. Zaci v této tfidé na objevovani nebyli zvykli, v té¢ dob& méli zkuSenost pouze s nékolika
mensimi objevitelskymi tkoly, utili se pracovat ve skupinach. P¥ hodinach vznikla p&€kna
Pracovni atmosféra, bylo ziejmé, ze vétsinu 2k prace bavila. Svoje pocity zaznamenali
Po hoding déleni Gsetky. Bez vyhrad a velice pozitivng bylo pfijiméno téma déleni usecky,
nekolik kritickych pfipominek mé&li Zaci k tématu Pickova formule. Jako ilustrace poslouzi

nasledujici ukazky Zakovskych sebereflexi:
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Maros e, N - -
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Obrazek 2.2a: Ctvereckovany papir — sebereflexe zaki sekundy

Vitercii Zici psali sebereflexi po hledani Pickovy formule. V této tFid¢ byli Zaci

na objevovani zvykli, b&zna byla i forma prace ve skupinach. Zde jsou dvé ukazky:

Obrazek 2.2b: Ctvereckovany papir — sebereflexe Zaki tercie

Pfi déleni isetky fesili Zaci na zacatku jednoduché wlohy, které velice brzy pfinesly radost
Z objevu spravného feSeni, coz Zaky velice povzbudilo do dalsi prace, dokonce vét§ina z nich
fesila nasledné dobrovolné domaci cvieni.

Hledani Pickovy formule bylo proti déleni usetky velmi ndroéné na as, trpélivost a
Vvytrvalost, cela tada dilgich vysledkti mnohdy nevedla k cili, coZ nékteré zaky odradilo, jiné

naopa ’ . . . Lz
pak provokovalo k daldimu intenzivnimu zkoumani.
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M¢é&Feni uhli
V roce 2001 fesili Zaci kvarty a druhého ro&niku &tyFletého studia tlohy ze 6. oddilu M&feni
Uhli Hejny, Jirotkova, (1999, s. 57, 58)

Uloha 2.9: Sestrojte na ¢vereckovaném papife jen pomoci.pravitka tihly 45° a 225
Uloha 2.10: Je dina mFizovd iisecka AB, A(0,0), B(m,n). Sestrojte mFiZovy bod.C tak, aby
| #CAB/= 45°. Reste pro a) (mn) = (3,1)

b) (mn) = (5,-2)
¢) (mn) = (m,3)
d) obecné

Uloha 2.11: Na obrdzku 2.3 Jjsou nakresleny tFi rovnoramenné trojuhelniky. Usporddejte

vnitFni ihly a, B, y podle velikosti.

/\ Q
/N

[
Obrazek 2.3: Trojuhelniky k dloze 2.11

Uloha 2.12: Jsou dany body 0(0,0), P(5,0) a ddle body A(2,1), B(5,2), C(7,4), D(16,6),

EC21naF (101,50). Usporddejte podle velikosti 4hly : a = xAOP, f = xBOP, y =

¥COP, 5= yDOP, £ = xEOP, p = xFOP
Pfi fesen; tloh si Zaci pripomnéli vlastnosti rovinnych ttvarti, podobnost a poméry.

2 2.12 se vkvarté stala vychodiskem zavedeni goniometrickych funkci tangens a
kotangens, Podrobngji je teseni tlohy rozvedeno ve tfeti kapitole v &asti predexperiment G 1, kde
J¢ tato dloha oznagena UG. Zkugenosti s iilohami 2.9 — 2.12 byly podnétem ke zmén& ve vyuce
gomometrie, trigonometrie a pfedeviim goniometrickych funkci.

Zkuéenosﬁ s feSenim tloh na &tvere&kovaném papife pfinesly velmi cenna pozorovani, ktera
€ Presihla ramec geometrie a vyrazné ovlivnila dal$i vyuku:
Netradiéng formulovana tloha odhali formalnost znalosti, slouZi jako diagnostika

Stupné porozuméni pojmu, dava moZnost pozorovani Zaki
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- posloupnost dil&ich tkola se stuptiujici se obtiZnosti (ulohy 2.4, 2.5, 2.7, 2.8, 2.10 a
2.12) pomaha vytvotit podminky pro hledéni vlastni cesty, pro individualni pfistup,
motivuje Zaka k vysokému pracovnimu nasazeni

- vhodné nastavena obtiznost prvnich krokGi pomaha odstrafiovat strach zchyby a
omylu, psychické bloky typu ,.stejné nic nevymyslim“, pomaha vytvofit dobrou
atmosféru v hoding, ptiznivou pro zaujeti zakd, pozitivni napéti — ,,objevim nebo
neobjevim 7%

- naopak pfili§ vysoka obtiznost bez dil&ich kol (pro n&které Zaky hledani Pickovy

formule) utlumuje zdjem

prace ve skupinach vytvafi situace rozvijejici komunikaci jak mezi Zdky vzajemné,

tak mezi Ziky a uditelem

2.2 Moje zku3enosti s vyukou matematiky ve tFidé A

Ve Skolnim roce 1998/99 jsem se stala tFidni ugitelkou v primé&. T¥idu, kterou jsem vedla az
do oktavy (2005/2006) — do maturity, oznaéme jako ttidu A. Utila jsem zde matematiku po dobu
osmi let. Ve t¥id& bylo 30 #aka (15 divek, 15 chlapci).

Prace n&kolika zakd jsou vedruhé a tteti kapitole analyzovany. Zaci zde vystupuji
pod fiktivnimi jmény: Adam, Ale$, Anna, Bohous, Boris, Emil, Eli¥ka, Ester, Eva, Hana, Havel,
Helena, Karel, Kléara, Lenka, Linda, Mirek, Olda, Ota, Tonda a Veronika.

V nésledujicim odstavci uvadim nékolik epizod, které se odehraly na mych hodinach v této
tfid& v prib&hu jejich studia a ilustruji nejen znalosti a zkuSenosti zakd, ale i klima, které ve t¥id&
na hodinach matematiky panovalo. Seznam zkuSenosti by mohl byt daleko rozsahlejsi, ale
Pro potfeby ilustrace je snad postadujici. Uvedené zkudenosti nejsou uzce zaméfeny pouze
Da experiment ,,valec”, ale jsou pojaty ve V&si Sifce a budou zéroveii vyuZity u popisu a

U analyzy experimentu ,,iihel“.

L. Klasifikace trojuhelnikii (prima 1998/99, zici jedenactileti)
Téma: Klasifikace trojthelniki. Pri pilené hodiné cvieni z matematiky Zaci pracovali
Ve skupinach po &tyfech. M&li pripravené tlomky ¥pejli danych délek, z téch sestavovali riizné

trojuhelniky. Skupiny dostaly zadany tyto tukoly :
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1. Zjistéte, ze kterych tFi uilomkii lze sestavit trojuhelnik a ze kterych nikoliv. Pokuste se
formulovat pravidlo, které umozni pFedem rozhodnout, zda trojihelnik Ize sestavit,
zndame-li délky vilomkii.

2. Rozdélte trojiihelniky do skupin podle délek stran — charakterizujte jednotlivé
skupiny.

3. Rozdélte trojtihelniky do skupin podle velikosti vnitfnich uhlii — charakterizujte
Jednotlivé skupiny.

Po splnéni jednotlivych ukolti nasledovala diskuse. Piivodn& diskuse probihala na urovni
utitel — tfida, postupn& pak presla do spontanni rozpravy ve tfid& (Zaci se nehlasili o slovo,
diskutovali o matematickém problému samostatné mezi sebou bez zdsahu weitele). Pozdgji se
podobny pfechod od tizené diskuse k diskusi spontdnni stal soudasti hodin matematiky a
kolegové konstatovali, Ze podobna tendence tfdy, diskutovat problémy vzajemn& mezi sebou, se
objevuje ve tfidach, v nichz u¢im matematiku. Nutno doloZit, Ze nékdy mi délalo potiZze takovou
diskusi utlumit, kdyz m& k tomu situace nutila — zejména &asovy tlak.

Pfi diskusi po vypracovani ttetiho ukolu, po zhodnoceni charakteristiky ostrodhlych
trojuhelnikii, se Z4ci zam&fili na trojuhelniky pravouhlé. Cast diskuse jsem zaznamenala:

Ucitelka : Jak jste poznali, ktery trojihelnik je pravotihly ?

Linda : Pravouhly trojihelnik mad aspori jeden z vnitinich uhli pravy.

Ucitelka : Rikds — aspon jeden z vnitFnich uhlii pravy ? To znamend, Ze jich miiZe mit i vic

pravych ?

» Linda : Ano, tFeba dva.

Emil : (vykFikuje bez vyzvdni) To je nesmysl, to nejde !

Adam : (opét bez vyzvani) A proé by to neslo ?

Zdci : To by preci nebyl trojihelnik !

Linda - nic nerikd, jen pFekvapené sleduje spoluzdky.

Emil : Podivej, kdyz vezmu jednu stranu (bere jeden tilomek 3pejle) a k tomu pFidam druhou

pod pravym ihlem (pFiddva druhy ulomek) a ktomu pak tFeti taky pod pravym ihlem

(doplituje treti ilomek), tak se pFeci strany neprotnou a neni to trojihelnik.

Zkuenosti pro utitele:
- Zaci byli pti modelovani ,,vtazeni do d&je

- sami objevovali nové souvislosti
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- pro podpofeni svého argumentu pfi vysvétleni a upfesnéni pojmu pravouhly
trojuhelnik pouzili modelovani

- Cinnost je vedla ke vzajemné komunikaci, byli nuceni argumentovat, formulovat
my3lenky, upfesfiovat vyjadfovani

- Jiz v primé byli Zaci schopni diskutovat bez zabran o svych nazorech

2. Koza Serafina (prima 1998/99, Zici jedendctileti)

Vyuka matematiky v této t¥idé byla dopltiovana zajimavymi ulohami, které Zaci dostavali
formou dobrovolnych domacich cvi¢eni. Mezi nejoblibengjsi patfila ,Koza Serafina‘, tu
zadavam 2akam primy jako propedeutiku k mnoZindm bodl dané vlastnosti. Namét pochazi
z Casopisu Kvant &.5 — ro¢nik 1974, uvedena verze (viz ptiloha 2.2.1) je ptevzata ze sbirky uloh a
namétii pro praci s matematickymi talenty na ZS (Bachelova, 1992, s. 22).

Uloha je zadana formou pfib¢hu. Vypravi se v ném o chlapci MiSovi na prazdninach, ktery
m¢l povinnost past kozu. Nejprve ji pfivazoval jednim provazem k jednomu koliku na dostatedne
velké louce, pak kozu pasl na pruhu louky omezeném kukutiénym polem, ptivazoval ji dvéma
koliky a m| dva provazy. Zaci maji za ukol navrhnout, jak ma chlapec kozu uvézat a nakresht
Utvary, které koza vypase.

Text tlohy Z4ci vyslechli jako vypravéni a pfi hodiné fedili prvni ukol. Za doméci cvideni
fesili druhy vkol — pas louky mezi kukufici. Uloha pokratuje dalim lidenim starosti Mi%
S uvazovanim kozy, kde se méni podminky — tvar louky, pocet kolikd, pfibude dalsi koza.
Narogngjsi ukoly v pokragovani tlohy fesili Zici uZ jen jako dobrovolné doméci cvieni a tndu
Pak seznémili s vysledky svého badani.

Prekvapivg 74ky neodradil zdlouhavy text ulohy, pfijimali ho jako vypravéni ptib&hu. Prvmm
kol — odhalit, 7e vypasena plocha ma tvar kruhu, byl pro Zaky snadny. Vyfeili ho téme&F viichm
velmj rychle, Druhy vkol p¥inesl n&kolik rtiznych ndmétd, které se staly podnétem k Zive diskusi
a k hledap; optimalniho FeSeni. Vétsina zaka uvedla, Ze je tfeba natdhnout provaz mezi dva

kozu uvazat na kratsi provaz, ktery bude klouzat po provaze mezi koliky. Diskutoval
JSme nejep umisténi koliki a délku provazu pro kozu, ale i technické proveden: —jak to zafidit,
2y se koza do Provazu nezamotala.

.Zék Tonda prige] s népadem, e kozu uvaZe na karabinu, tu navlékne na provaz pfipevnény
mezi dy, koliky (provaz je o n&co del3i neZ je vzdalenost koliktl). Spravné pak nakreslil a
POJmengy;) Vznikly utvar, Odhalil tak provazkovou konstrukci elipsy

ha otazky- . - RE
tazky: »VZpominate siy na n&ktery vas osobni objev v matematice, pf1 kterem )ste prozili
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radost?“ Tonda odpovédél: koza Serafina. To potvrzuje, Ze objev elipsy byl pro chlapce skute¢né
silnym z4Zitkem.
Zkugenosti pro ugitele:
- uloha zadana formou ptib&hu byla pro jedenactileté Zaky siln€ motiva¢ni
- otevienost ulohy umozZnila uplatnit tvofivy pfistup Zakd, pfinesla pestrou 8kalu
riznych feseni, byla podnétna pro diskusi
- pfi hledani optimalniho feSeni Zaci argumentovali, upfesiiovali formulace, zvaZovali
souvislosti
- dobrovolnost domaciho cvideni umoznila vyniknout zakdm, které neodradila ¢asova
narotnost tkolu. Byli to i takovi Zaci, ktefi potfebuji vic €asu narozmysleni a
pfi hodinach byvaji zastinéni rychlej$imi spoluzaky
- myslenka kozy Serafiny jako prvni izolovany model elipsy, ktery Tonda samostatné
objevil, neupadla v jeho védomi v zapomnéni. To znamena, Ze tato myslenka byla

virtualné pfitomna v nékterych dal$ich uvahach, které chlapec délal a tedy po dobu t¥i

let zrala v jeho kognici.

3. Poznavani &isla 0 (tercie 2000/2001, Z4ci téinactileti)

Téma: Obvod kruhu. CislonZ4ci poznavali pti probirani tématu kruh. Zaci nejprve pomoci
mnoha méfeni kruhovych predméti objevili, Z¢ u kruh@i je pomér obvod/primér nezavisly
na velikosti kruhu a je roven pfiblizné &islu 3. N&ktefi Zci si na &islo 7 vzpomnéli, zejména ti,
kteti pracuji &asto s kalkulatkou. V tabulkach a na kalkulatkach jsme pak nagli hodnotu = ~ 3,14

a Ziskané poznani o pomé&ru obvod/primér jsme stru&né zapsali vztahem [ =2nr a I =nd .
Téma: Obsah kruhu. Po seznameni se a zaZiti pojmu obvod kruhu jsme pfistoupili k hledani
Zplsobu, jak uréit obsah kruhu. Prvni pokusy ki vétsinou vychéazely z kruhu vepsaného
do Etverce na &tveretkovaném papife, pak postupn€ Zéci pocitali celé ¢tveretky uvnité kruhu,
Pfidavali dal3f ¢asti &tveretki, které leZely na obvodu. Tato ¢innost byla zdlouhava a podle Zaka
nevedla dostatedné rychle k cili. Nasledovala vyzva : , Rozdé€lte kruh na 12 &asti tak, aby se
Znich dal sestavit ttvar blizky k utvaru, ktery dobie znate.“ Cinnost déleni a sestavovani novych

utvarii dovedla Zaky k poznani, Ze obsah kruhu je dan sou¢inem ¢isel nr a r.
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Zku3enosti pro uditele:

- Zaky ¢innost zaujala

ti, ktefi skutedné& poctivé méfili a potitali, ziskali dostatenou zkuSenost se vztahem
pruméru a délky kruZnice (izolované modely)

- mnozi Zaci znali &islo ©t uZ dfive, nejéastéji z kalkulatoru

- pfi hledani obsahu kruhu mohl byt jesté pro n&které Zaky ponechan vétsi prostor

k vlastni cesté& objevu, naptiklad vpisovanim a opisovanim mnohouhelnika

4. Optimalizaéni dloha (tercie 2000/2001, Zaci tFindctileti)

Dal$i oblibené modelovani je pomoci provazki, prekladanim papiru, vyuZivanim riznych
skladadek - tyto &innosti Gasto pomohly oZivit vjuku. Mnoho inspiraci nabizely ptedeviim
seminafe a dilny pro uditele matematiky, které na toto téma vedli Vladimira Cuhajova
(napfiklad: ,provazkova geometrie®, skladani pravidelnych n-thelnikd z papiru bez stfihani...)
Véclav Sykora (naptiklad: ,krabicovani®, geometrie pfekladaného papiru, origami...), Alena
Sarounova (naptiklad: m&feni pomoci historickych nastrojii, modelovani t&les z netradi¢nich siti,
»dlazdicovani“...). Mnoho z t&chto naméti jsem se svymi Zaky ve vyuce realizovala.

Zku3enosti 7akd z téchto &innosti se pak promitaly ve zpisobech feSeni dalSich uloh.

Dokumentuji to naptiklad Zakovska feSeni osvédCeného projektu ,,Hledej atvar“. Pilotni ulohou
byla nasledujici aloha:

Uloha 2.13: Najdéte rovinny titvar o maximdlnim obsahu pFi daném obvodu 24 cm.

Je to upravené cviteni 11 z uéebnice Kruhy a vdlce (Herman, 1996, s.61)

Pro feSeni tlohy dostali Zaci do skupiny provazek a &tveretkovany papir. V nékterych
skupinach zaci hodng vyuZivali moZnosti modelovani pomoci provazku, v jinych rysovali a
Potrebné wdaje zjistovali m&fenim a pak teprve potitali, v dal$ich nartavali do &tveredkovaného
Papiru. Chlapci s dobrym logickym my3lenim a prostorovou piedstavivosti rovnou vyslovovali
hypotézy, které ovetovali vypoctem.

N&které zajimavé diskuse ve skupinach jsem zaznamenala jiZ b&hem hodiny.

Vjedné skuping zaci po celou dobu velmi dobfe spolupracovali, k modelovéni utvard

YWOFioal: . o . s ve o ae .
Yuzivali provazek, tuzky, ¢tvereckovany papir, Zivé diskutovali.
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Emil : Obsah cétverce je 16 cm’. To je néjak divny.

Ucitel : Vymodelujte tento ¢tverec pomoci vaseho provadzku.

Z4ci modelovali a vyvodili zavér, Ze strana Etverce je 7 cm (provazek byl pruzny a Zaci ho

pfili§ napinali) — viz obrazek 2.4.

H
{

Obrazek 2.4: Modelovani pomoci provazku

Ucitel : MiiZete se o spravnosti pFesvédcit vypoctem ?

Zdaci : Obsahje 49 cm’.

Ucitel : Ted tedy véFite, Ze strana Ctverce je 7 cm ?

Emil : No, dyt jsme dopocitali S = 49 em’ .

Ucitel: OvéFte jesté jinak délku strany Ctverce v souvislosti s jeho obvodem.

Eva: Nojo, dyt4x 7je28 ane 24!

PH vypodtu obsahu vymodelovaného lichob&zniku Zaci této skupiny narazili na problém
urceni vysky.

Emil : Vyska je kolmd na protéjsi stranu a prochdzi vrcholem ? Tak to nemiZe by, jak

Fikala Eliska, Ze prochdzi stiedem protéjsi strany.
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V jiné skuping chlapci testovali mnohotihelniky, pottebovali konstrukci p&titthelniku.

O problému ptemysleli i veder doma a druhy den pfisli s objevem, ktery piedvedli i ostatnim.

Dodatek: B. Wollring objevil velmi zajimavy postup konstrukce pravidelnych n-uhelnikd,
kde n je liché &islo — vychézi z toho, Ze Z4ci umdji snadno narysovat napfiklad 3estithelnik. Ten
narysuji a vysttihnou. D4l vystfihnou ze Sestiuhelniku jeden rovnostranny trojuhelnik, dostanou

tak plast pravidelného pétibokého jehlanu, ten spoji a obkresli podstavu — pravidelny pétithelnik.

V dalsi skuping divky pfesn& rysovaly, ptesn& pogitaly. Problém nastal pfi porovnani obsahu
rovnobézniku a obdéIniku stejného obvodu. Divky feSeni nevidély ani pti nakresleni obrazku, kde
Pomoci pifeneseni trojiihelniku prevedly rovnob&znik na obdélnik. Tvafe se jim rozjasnily
Vv okamZiku, kdy jsme ttvary modelovali pomoci provazku a provazkem pohyboval.

Veronika :  Kdyz jé nikdy nic nevidim.
Ucitel : Ani ted ne ?

Veronika:  Ted uZ jo, ale sama od sebe ne.

Ulohu Jsme pochopiteln€ v pribéhu jedné hodiny nevytesili, i kdyz krom& jedné skupiny
VSichni oznagili kruh za Gtvar o maximélnim obsahu. Zdavodnéni jsme vénovali jesté dalsi dve
Vyu€ovaci hodiny. Vétsinu Zakd problém zaujal a dobrovolné v badani pokracovali i doma.
Diskutovali jsme o tom, co je aco neni dostatetnym dikazem toho, Ze kruh je hledanym
Utvarem. Dokazovani jsme neuzavfeli, slibili jsme si, Ze se pfileZitostng k této tloze budeme
Vracet jest& ve vyssich ronicich.

Zku3enosti pro ulitele:

- pfi tfidéni rovinnych Gtvari a porovnavani jejich obsahd si Z4ci zopakovali fadu
pojmi

- Z4ci spontanng formulovali my$lenky a své formulace opravovali.

- Casto se projevila nepfesnost ve vyjadfovani (Ctverec mé stény), ta se vSak dala
korigovat

- porovninim vysledki s ostatnimi skupinami Zaci sami pfichdzeli na chyby
ve vypocétech

- modelovani pomohlo objasnit vlastnosti rovnob&zniku

- pfi hledani Gtvaru Zaci sami generovali dal3i problémy a hledali jejich feSeni

- projekt motivoval zaky k dalsimu pfemySleni i k dobrovolné domici ¢innosti

- rozhodovéni o spravném vysledku si vynutilo ivahy o metodach ditkaz
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5. MéFeni vysky budovy — price v terénu. (kvarta 2001/2002, Z4ci étrnactileti)

Téma: Reeni pravouhlého trojihelniku — praktické iloha — Zméfte vysku budovy nasi Skoly.
Zaci predem navrhli postup prace, pripravili si pomiicky a nésledujici hodinu v terénu prakticky
OVefili navrzeny postup.

Pro meéfeni vyskového uhlu s zdky vyrabime pomicku ,kvadrant* (inspirovano dilnou
pro uditele matematiky vedenou Alenou Sarounovou).

Zkugenosti pro uéitele (kromé n&kterych dfive uvedenych):

- praktické méfeni v terénu oZivilo vyu&ovani, bylo siln€ motivujici
- Zaci pouzili n&kolik rozdilnych strategii feSeni

- pfi skupinové praci diskutovali, pfi méfeni zcela pfirozené spolupracovali

6. Méreni délky plotu — prace v terénu. (sexta 2003/2004, Zici Sestnictileti)

Téma: Reseni obecného trojihelniku — prakticka wloha:

Uloha 2.14: Urcete délku plotu pred protéjsim domem.

Podminka: Veskerd méfeni provddéjte pouze ve tFidé a z okna tFidy.

Zaci nejprve navrhli a pak realizovali postup pro uréeni délky plotu . Nejlasté&ji zaci zméfili
vzdalenost dvou oken, z nichZ pak zaméfili okraje plotu a urgili potfebné tihly. K méfeni délky
pouZili pasmo, k méfeni uhli oby&ejné thloméry. Zmétené idaje pouzili k vypoctu délky plotu —
nejéastéji uzitim sinové véty. Na zavér ovéfili presnost svych méfeni a vypoétli zméfenim
skutedné délky plotu venku. Nésledovalo porovnavani postupii fe$eni a dosazené presnosti.

Pro Ziky bylo prekvapivé, Ze se n&které vysledky zna¢né odlifovaly od skute&nosti.
V diskusi pak dosli k zavéru, Ze slabym mistem v jejich postupu bylo pfedevsim neptesné méfeni
uhlé, ziskali tak zkuSenost, Ze spravn& pouZita teorie sama o sob& nestadi k uspé$nému feseni
realného ukolu, je nutné zvazit i technickou stranku realizace. Spole¢n& zvaZovali moznosti
vylep3eni ptesnosti méteni.

Zku3enosti pro ugitele (kromé jinych dfive uvedenych):

- pfi praktické ¢innosti Zaci ziskavaji cenné zkusenosti s technickou realizaci

- aplikaéni Gloha proveéfila schopnost fesit obecny trojiihelnik

2.3 Experiment V1

Ve tfidg, oznatme ji B, jsem ugila matematiku od tercie (1999/2000) do oktavy (2004/2005).
Zaci byli zvykli na konstruktivistické pojeti vyuky.
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V &ervnu 2000 jsme v této tfidé probirali téma povrch vilce. Zaci jiz znali pojem rotaéni
vélec, s pojmy podstava a pla§t se setkali u kvadru. Cinnosti byly ptipraveny tak, aby Z4ci mohli
odvodit vzorec na vypolet povrchu valce na zéklad€ vlastnich pozorovani a zkuSenosti,. aby

modelovali. Zakiim byly rozdany barevné papiry, na tabuli byla napsana vyzva:

Uloha 2.14:
1. Navrhnéte sit vdlce, tuto sit’ narysujte na barevny papir.
2. Sit vdlce vystFihnéte a modelovdnim vdlce ovéfte spravnost.
3. Zmé¥te potrebné udaje a vypoctéte povrch vymodelovaného vdlce.

Naleznéte vzorec pro vypocet povrchu vdlce.

Zaci pracovali ve skupinach, béhem jedné vyuéovaci hodiny téméF viechny skupiny usp&$né
kol dokonéily.

Byla to jedna z hodin, kde ,,objevovaci® &innost Zakd nahradila klasickou formu frontalni
vyuky — instruktivni vyklad nové latky. Tak se zrodila myslenka zopakovat stejny postup
V nasledné t¥id& a ziskat tak materialy pro moZnost prezentace ,,objevovaci® &innosti Zaki.

Postup byl zopakovan v fijnu 2001. V nasledujicich oddilech je tato experimentalni hodina

OZnalena jako experiment V2.

2.4 Priprava experimentu V2

2.4.1 Vstupni udaje

Experiment probghl ve tfid& A, o které je psano v odstavci 2.2. Stalo se tak v obdobi, kdy
Zaci byli v kvarté (30 zaki — 15 divek, 15 chlapci).

Téma hodiny:

Objevovéni vzorce pro vypotet povrchu rotaéniho valce za pouZiti teorie izolovaného
modely, s ditrazem na vytvofeni generického i abstraktniho modelu.

Cil experimentu:

Mapovat myslenkové procesy Zakii p¥i objevovéni vzorce pro povrch valce.
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2.4.2 Scénar experimentu V2

Zvazovala jsem formu prace zakd a vyzvu, kterou budou k praci motivovani. Pokud jde
o formu, byla zvolena skupinova price, nebot v dané tfidé ma na vétdinu Zaki tato forma
motivaéni vliv. Pro ,nastartovani“ a usmériovani prace Zakii bude pouZita stejna vyzva jako
V experimentu V1 —tiloha 2.14 (viz odstavec 2.3.)

K realizaci této alternativy budou Z4ci potfebovat barevné papiry, niizky a rysovaci potfeby.
Utitel pfinese barevné papiry, ostatni pomiicky maji Zaci u sebe.

74k vychazi z ptedstavy valce (pfipadng jej kresli), navrhuje jeho sit’ — musi objevit, Ze plast
vélce je vlastn& obdélnik a jedna jeho strana ma délku rovnou obvodu kruhu podstavy. Dal zak
manipulaci vytvati fyzicky model sit& a z ni pak fyzicky model vélce. Je zfejmé, Ze je zde bohata

manipulativni zkuSenost a tedy i v&tsi pravd&podobnost spravného fesent tlohy.

2.4.3 Sbér dat

V pribé¢hu experimentu bude d&lana fotodokumentace a aspofi heslovité poznamky
0 zajimavych jevech, které se na hodin& vyskytnou. Na zavér hodiny budou od Z4ki vybrany
jejich pisemné prace i vytvofené modely. Pisemné dokumenty Zakovskych praci — viz pftilohy

26.1 - 2.6.5, 2.7.3; modely siti vytvotenych Zzaky — viz ptiloha 2.7.3; foto-dokumentace — viz
pfilohy 2.7.1,2.7.2.

2.4.4 Oekavani ulitele

Pfedpoklédany fesitelsky proces zaki je mozné rozdélit do ti ¢asti. Prvni &ast, iniciovana
Ulohami 1 a 2, je zamé&fena na manudlni modelovani geometrickych objekti se zamérem ziskat
Zkusenosti s prostorovym objektem a jeho siti. Druha €ast, iniciovana tlohou 3, vede Zaky
k mé&feni a tfeti, posledni, iniciovana ulohou 4, k abstrakci procesu méfeni a po¢itani s cilem
objevit obecny vzorec. Postup od druhé &asti ke tfeti je abstrakénim zdvihem od izolovaného
modelu k modelu unjverzalnimu (Hejny, Kufina 2001, s. 84).

V dubnu 2004 jsem zp&tn& rekapitulovala sva otekavani a porovnavala je s vysledky analyz.
Ocekavani ugitele nebylo zachyceno pisemné pfed experimentem, ale nasledné pfi analyzach
iékovsk}’lch praci.

Otekavala jsem:

- Zaci budou aktivné zapojeni do ¢innosti
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- skupiny dojdou k objeveni vzorce, nékteré rychleji, jiné pomaleji s podporou
manipulativni &innosti. Byla jsem pfipravena pomahat slabsim skupinam zejména
jsem je chtéla nabadat k modelovani.

Pokud jde o konkrétni kroky objevu, vychazelo moje oekavani z vlastni zkuSenosti a lze jej
rozloZit do nasledujicich poloZek:

- nadrt sité — objevi se u viech skupin, bude vychodiskem pro modelovani i vypocet

objev vztahu mezi ,,délkou” plaste (a) a obvodem podstavy (1); tento vztah budeme
v budoucnu stru¢né psat ,,a <> 1“

- pouziti vztahu mezi polomérem (r) a obvodem podstavy 0

- ovéfeni spravnosti sit¢ sestavenim modelu

- mé&feni velitin pottebnych pro vypocet povrchu

- &iselny vypo&et povrchu z naméfenych (zvolenych) udajii na modelu

- formulace vzorce

- dosazeni do objeveného vzorce.

2.5 Pribéh experimentu V2

2.5.1 Celkovy pohled

15.10. 2001 - &tvrta vyudovaci hodina, pitomno 28 zaki — 13 divek a 15 hochu.
Na zagatku hodiny jsem vyzvala Zaky, aby se rozdglili do dvou aZ &tyi¢lennych skupin.
T nto zplisob organizace hodiny je pro tuto ttidu bézny a Zici jej plni okamzit¢ a spontanné.
*"*¢ z osmi vytvotenych skupin jsem dala n&kolik barevnych papirti a jeden bily. K tomu jsem
®kla. , Barevné papiry mate na experimentovani a na ten bily mi napiste, jak jste postupovali.”
Na tabuli jsem pak napsala viechny &tyfi ukoly uvedené ve vyzvé v tloze 2.14 (viz odstavec 2.3).
Skupiny se ihned pustily do prace, ktera trvala 35 minut. Klima bylo zcela uvolnéné, sedm
kupin Po celou dobu pracovalo zaujatg. Vyjimku tvofila skupina &islo 6 sloZena ze &tyt chlapct,
NichZ na potatku pracoval pouze jeden a ostatni tfi s bavili.
Jsem se vé&novala fotografovani a zaznamenavani prace a chovani zakid. Ojedin€le jsem
"2 poZidani pomohla névodnou tlohou.
objeveni vlastnich vzorct mohli zastupci skupin udglat ,.$pionaZ” u ostatnich skupin a

Por .
Ovnat vysledky. Méla jsem je3té pfipraveno ovéfeni spravnosti vzorcl kontrolnim vypoctem
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povrchu valce jiné skupiny. Domnivala jsem se v3ak, Ze to v tu chvili jiZ nebylo nutné. ,,gpioni“
chyby odhalili.

Na zavér hodiny jednotlivé skupiny prezentovaly vysledky své prace — obrazek sité, model
vytvofeného valce a vzorec, ktery objevily. Spole¢n¢ jsme upfesnili terminologii a znaeni
(podstava, plast’, vyska valce, polomér podstavy) a ja jsem na tabuli shrnula podstatné a spravné
objevy 7aka.

Dal$i hodinu jsme vzorec procviovali fe§enim uloh. Néslednou pisemnou préci napsali

temeF viichni Zaci spravné, vyskytly se pouze drobné nedostatky.

Experimentalni data zahrnovala:

1) modely siti valci a pisemné zaznamy Zakh pfi hledani vzorce pro povrch vélce,

2) pisemny popis prace, ktery o svém hledani vzorce napsala kazda skupina,

3) pisemné zaznamy o priib&¢hu experimentu, které jsem po hodiné zapsala,

4) fotografie zachycujici praci jednotlivych skupin

5) dodate¢né rozhovory snékolika Zzéky, které se uskuteCnily s odstupem pil roku
(v poloving dubna 2002).

Analyzy materiald sub 1) aZ 4) ukazaly, Ze daldi zajimavé informace by mohly poskytnout

Nasledné rozhovory s nékterymi Zaky tfidy. O datech takto ziskanych mluvi polozka 5).

2.5.2 Popis prace jednotlivych skupin — piehled

Kazda skupina méla jinou organizaci price a objev vzorce probihal jinym zplisobem.
\ nasledujicim odstavci uvedu v prehledu velmi stru¢nou charakteristiku véech osmi skupin a
Symbolicky popi$u postup prace skupiny.

Skupina &. 1 — dva chlapci s dobrym matematicko-logickym uvaZovénim i prostorovou

predstavivosti, oba isp&3ni fesitelé okresnich kol MO

Postup 1: (na vedlej$im papiru) ndcrt sité — vzorec povrchu vdlce algebraicky (Gistng sdélen
Witelce; ta je zaskodena — viz odstavec 2.6.1).

Utitelka chlapce 2ada, aby vzorec ovéfili, vytvofili model vélce a na ngj aplikovali odvozeny
VZorec,

Postup 2: (novy) ndcrt sité — volba rozmérii — vypocty — vzorec povrchu vélce slovné —
V2orec povrchu vdlce algebraicky— sit’ — spravny model — vypocet dosazenim do vzorce

Poznamka: podrobnou analyzu prace této skupiny uvadim v odstavcich 2.6.1 a 2.7.2
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Skupina &. 2 — &tyfi divky zaméFené spiSe na jazyky, jedna z nich s dobrou prostorovou
pfedstavivosti
Postup: ndcrt prostorového modelu vdlce —» vzorec povrchu vdice slovné — volba rozméri
VWpocty — méFeni. — sit — sprdvny model — vypocet obsahu kruhu — vypocet obsahu

obdélniku — secteni vidajit

Poznamka: podrobnou kognitivni analyzu prace této skupiny uvadim v odstavci 2.6.2.

Skupina & 3 - tfi divky, u kterych se vyskytuje psychicky blok (,,stejné nic nevymyslim,
matika mi moc nejde, ale chci to zkusit objevit, abych to 1épe pochopila®), a jeden chlapec,
SpiSe jazykovy typ

Postup: postupuji presné podle instrukci , odhaduji sit’ — nejprve zkusmo né&kolik

neuspésnych pokusi

vystFiZeni sité — chybny model — vystFiZeni zménéné sité — jiny chybny model— méFeni

obdélniku a vypocet r —» spravny model — vzorec slovné

Poznamka: podrobnou analyzu prace této skupiny z pohledu interakci mezi zaky uvadim
V odstavci 2.7.4

Skupina ¢&. 4 — dva chlapci s dobrym matematicko-logickym my3lenim, vie promysleji do

souvislosti a dusledki

Postup: ndcrt sité — volba rozmérii — vypocty — vzorec povrchu symbolicky —» vypocet
obsahu kruhy — vypocet obsahu obdéiniku — sit — chybny model — opakovani. pokusu
SPravny model —» vzorec algebraicky

Poznamka: podrobnou analyzu prace této skupiny z pohledu interakci mezi Zaky uvadim
Vodstavci 2.7.1

Skupina & 5 — &tyfi chlapci technicky zaméfeni s matematicko-logickym myslenim, jeden
Znich je isp&snym fesitelem okresnich kol MO

Postup: (bez nakresu okamzité obecny vzorec) 2nr’ +Iv — volba rozmérii — vypocty
SPravny model —» vypocet dosazenim do vzorce

Poznamka: prace skupiny je analyzovana v souvislosti s vyvajovymi diagramy v odstavci
28.2 a pfilohach 2.8.5 2 2.8.6

Skupina & ¢ — tyfi chlapci, ktefi maji problémy sudrZenim pozornosti, vypodty
\" Matematijce provadéji vyhradné pomoci kalkulatoru, nevydrzi sedét v klidu, vyhovuje jim

Cinnost v Pohybu (napt. praktické méfeni a vypocCet primérné rychlosti nebo ,,béhavé“ diktaty)
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Postup: vzorec z prehledu — volba rozméric — vypocty —» méfeni —» sit' — chybny model

opakovani pokusu — spravny model — vzorec jiny nez z prehledu

Poznamka: podrobnou analyzu prace této skupiny uvadim v odstavcich 2.6.3 a 2.7.3.

Skupina ¢ 7 - dva chlapci, dvé divky, vid&i osobnost skupiny divka sdobrym

Matematicko-logickym myslenim a dobrou prostorovou predstavivosti

Postup: volba rozmérii, vypodty, narysovdni sité — spravny model — vzorec slovné —

Vzorec symbolicky — vypocet dosazenim do vzorce

Skupina &. 8 — &tyFi svédomité, pracovité divky s rozvinutou jazykovou inteligenci

Postup: slovni popis postupu i vypoltu —» rozmérii — méfeni — sit — vypolty — spravny

model — vzorec slovné— vzorec symbolicky — vzorec algebraicky — vypocet povrchu

dosazenim do vzorce

Pozn

amka : Analyzu prace této skupiny uvadim v odstavci 2.6.4.

2.6 Analyza prace skupin 1,2,62a 8

V tomto odstavci jsou uvedeny podrobné analyzy price vybranych skupin, které se jevily

Jako nejzajimavéjsi. Velmi struéné je popséano socialni klima ve skuping (interakcim mezi Zaky se

Podrobng vénuje odstavec 2.7), postup objevu vzorce a komentaf.

Pfipomerime 4 slozky tlohy tak, jak byly zadany Zakém (viz 2.3)

1.

2
3.
4

Navrhnéte sit’ vélce, tuto sit’ narysujte na barevny papir.
Sit’ vélce vystfihnéte a modelovanim valce ovéfte spravnost.
Zméite potfebné udaje a vypoététe povrch vymodelovaného valce.

Naleznéte vzorec pro vypocet povrchu valce.

Analyzou ?4kovskych praci bylo identifikovano 12 kognitivnich fenomént, které mohou mit

Ucast ng fesitelském procesu.

1.
2.

Predstava valce (samo sebou se rozumi, Ze rotaéniho)

Predstava sit€ valce; Zaci znaji sit’ hranolu i jehlanu. Znalost projekce 3D do 2D.
Znalost sité valce — 2 shodné kruhy a obdélnik

Manualni zru¢nost — realizace

Porovnani pfedstavy a produktu.

Identifikace parametri: polomér, délka a $itka obdélnika.
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. Poznani Ze obvod kruhu je délkou obdélnika.

6

7. Znalost vzorce pro obsah kruhu

8. Znalost vzorce pro obvod kruhu

9. Znalost vzorce pro obsah obdélniku
10. Numerické dosazeni

11. Kalkulace

12. Artikulace vysledkil.

2.6.1 Skupina ¢&. 1

SloZeni skupiny: dva chlapci, Boris a Bohou3, v dob& experimentu oba Usp&Sni fesitelé
okresnich kol MO.

Socialni klima: Spoluprace obou Zaki je dialogickd, Zadny z nich neni dominantni, my3leni
obou je paralelni, nedochézi ke konfliktu.

Z4ci tesi danou wlohu dvakrat.

Postup1: (nemame o ném Zadny pisemny doklad) Z4ci velice rychle nagrtnou na pomocném
Papiru sit’ a privolané uditelce sebevédome feknou spravny vysledny algebraicky vzorec.

Utitelka 74da, aby ulohu vyfesili v t¢ 3ifi, jak je v zadani. Chlapci nejprve protestovali: ,,To
Je zbytegné!« 5 pak se ne piili§ nadSené pustili do prace [7]°. Tim zagina druhy feditelsky postup.

Postup 2: Kopie z4kovského fedeni skupiny &.1 — viz obrézek 2.5 (pfiloha 2.6.1)

Obrazek 2.5: Regeni skupiny ¢.1 na bilém papiru
—
* ¢

analyzov‘slo v hranat¢ zavorce odkazuje k ptislusnému bodu v nasledném komentati, kde je dany jev podrobnéji

46



2. Studenti odhaluji vzorec pro povrch vdlce

Evidence:

El: ZAci nakresli sit’ valce jako obdélnik ABCD se spravné ,,pfilepenymi kruhy/kruznicemi
[1] oznagenymi k, a k,.

E2: Obrazek (jeho rozméry jsou asi 3 cm x 3 cm) neni geometricka reprezentace sité, ale
schéma sit&¢ které obsahuje pfedpokladany postup feSeni. To lze vidét z oznaeni objekti:
Pismeny 4, B,C, D zdiraziiuji, Ze se jedna o obdélnik (ktery je v realité pladtém valce) a malymi
Pismeny u kruhi zdfirazituji, Ze bude nutno poditat obvod. V3e dal3i je jen rutina. V3e:je napsano
thledng, tuzkou.

E3: Z4ci nalezli hledany vzorec, ale ani model valce, ani konkrétni vypo&et neudglali. Az
na ptimou vyzvu uéitelky tyto pro né ,,podfadné* véci dodélali.

E4: Model vytvofili zbarevného papiru podle zvolenych ¢&isel a konkrétni vypodet
Na posledni fadek bilého papiru zapsali perem.

ES: Sit’ byla udélana dhledné.

Komentsfe: Jak bylo uvedeno v pozndmce pod Carou, nekteré z bodii komentéfe se vztahuji
ke konkrétnim krokdim v postupu. V tomto pfipad¢ jde o body 1 — 4. Dalgi body komentate
Nemaji tak presnou lokalizaci a vztahuji se k vétSim celkiim, nebo k celému procesu.

KI: Terminem ,kruh/kruZnice* oznafujeme synkretickou pfedstavu zakd, ve které oba
Pojmy, kruh i kruznice, nejsou dostate¢né odliSeny oznaCenim. V pfedchazejicich hodinach jsme
disledng rozligovali mezi kruZnici zna¢enou malym pismenem k a kruhem znagenym velkym
K,

K2: Shodnost kruht zapsali nekorektné, ale naprosto srozumitelné k, = k, .

K3: Zajimavy je jejich zpisob zdznamu nejnarotnéj$i myslenky postupu, totiZ toho, Ze
Obvod kruhu a délka obdélniku ABCD jsou stejné: [ ~ 18,85 cm \ |AB| =~ 18,85 cm. Disledng
VZato, z téchto vztahii rovnost / = |AB| neplyne. Ale chlapci to uvedenym zplisobem ziejmé
chépalj.

K4.: Nejzajimav&jsi dsti postupu je to, Ze vzorec je nejprve formulovan slovng, a teprve pak
JS0u misto sloy pouzity pfislusné znaky. Tento proces Ize schématicky zapsat posloupnosti:
Poznanj v innosti — vytvofeni pfedstavy — poznéni ve slovech — znakovy zapis (*)

V uvedeném pfipadé je nazornd ilustrovana pravé posledni Sipka tohoto procesu.
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K5: Vyvozovani vzorce je na bilém papiru, aviak podrobné&jii vysvétleni postupu, které tam
mélo podle instrukce uéitelky byt, chybi. Oba Zaci se zfejm& domnivali, Ze jejich zapis je zcela
jasny.

K6: Ze zaznami je jasné, jak k objevu doslo. Je pravdépodobné, Ze oba Zaci méli ve své
pfedstavé piisluiné schéma sité i zpisobu tvorby vzorce téméf okamZit€. Svou pfedstavu
Pfehledng formulovali zapisem.

K7: Obéma zaktim se nelibilo, Ze je ucitelka zadala, aby vytvofili model a udélali numericky
vypolet, protoZe tuto &innost povazovali za podfadnou. Nadli bez pomoci u¢itelky abstraktni
Poznatek (vzorec) a ugitelka Zadala, aby nasli i genericky model. To museli citit jako plytvani
Casem i energii a proto se vi¢i tomu trochu vzepfeli. Svoji nelibost s pfikazem wugitelky projevili
V dodate&nych rozhovorech (viz odstavec 2.7.2) nizkym ohodnocenim néaro&nosti tlohy.

K8: Vhodngjsi reakce utitelky by vedla k nasmérovani zajmu zakd do oblasti pro ng&
N€znamé. Naptiklad, aby nadli rozméry valce, jehoZ povrch je 200 cm?, nebo aby sestrojili sit’

komolého kuzele.

Shrnuti: Chlapci hned od za¢atku méli jasnou pfedstavu rotacniho valce i sité valce veetn&
SPravného ptifazeni délky kruznice a strany obdélniku, nepotfebovali rozhodovat ani kontrolovat.
Jejich kontrola probéhla jen na Grovni my3lenkové a pfedstav. Kontrola modelem byla zbytegna.
Maji s jistotou zvladnuté vzorce pro vypolet délky kruznice i obsahu kruhu. Maji dobrou
Prostorovoy pfedstavivost, vie jim pfipada evidentni, nevahaji. Zvladnuti vzorce pro vypocet

Povrchu valee je na drovni abstraktniho poznani.

2.6.2 Skupina ¢&. 2

Sloeni skupiny: étyfi divky, Klara ma dobrou prostorovou piedstavivost, daldi t¥ divky
150U Zameteny spige na jazyky; viechno ,,svédomité studentky*.

Socialni klima: Dobra spoluprace viech divek.

Postup: Kopie zakovského feseni skupiny &. 2 — viz obrazek 2.6 (pfiloha 2.6.2)
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Obréazek 2.6: Reseni skupiny &.2 na modrém a bilém papiru

Evidence:

El: Na modrém papiru u obrazku vélce je napis S =nr?-2 {=36 cm}® +[1].

E2: Népisy jsou uspofadany do téech oddili pod sebou.

E3: Ve tfetim oddilu posledni, &tvrty fadek je od tfetitho mirn& odsazen a zda se, Ze tvofi
Samostatny oddil.

E4: Na bilém papiru je perem napsano vysvétleni postupu [7].

ES: V posledni fadce je slovo ,,obdéInik* napsano na pfelepce. Pod ni bylo slovo valec.

E6: PfiloZen je spravny model sité.

% Ve slozené zavorce jsou uvedeny ndpisy, které byly vygumovany, ale jsou jeit& znatelné.
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E7: Oba papiry, barevny i bily, stejné i model sité jsou v pravém hornim rohu podepsany
&vefici prijmeni. Pofadi ptijmeni na kazdém papiru je odli§né. Na prvnim misté se postupné
viechny divky vystfidaly, na modelu jsou na prvnim mist® uvedena dv€ pfijmeni. V3e je
provedeno krasopisné a uhledné.

E8: Domnivame se, Ze nejprve byl nagrt vélce. U ngj divky zjistily obsah podstavnych kruhi
a chtély pfigist obsah plasté (o tom vypovida znak .+ pod napisem S =). Je pravdépodobné, Ze
jiZ v tomto okamziku bylo divkam jasné, Ze plast’ valce bude obdélnik, ale nevédély, jak to napsat
[11, proto si fekly, Ze to zjisti a dodate&né dopii. Na dodatetné dopsani jiz ale pravdépodobng
Zapomnély.

E9: K vypottu obsahu obdélniku je nutno znat jeho rozméry. Jeden z nich (vy3ka) je mozno
volit, ale druhy je dan polomérem podstavného kruhu. Divky nejprve voli r =3cm, najdou /
(prvni oddil, prvni myslenka) [2]. Déle vypocitaji obsah podstavného kruhu a ziskané Cislo
zdvojnasobi, aniz by slovné uvedly jeho vyznam. [3]

E10: Nejzajimavejsi je oddil tieti, ve kterém dochazi k vypoétu obsahu plasté, tedy
obdélnika, resp. plast&/obdélnika [4]. Zde je uveden nejprve ,tabulkovy“ vzore€ek s=a-b. [5]
Druha pozoruhodnost tretiho oddilu spotiva v tom, Ze vySkav je pfimo uvedena ¢islem 5 a nikde

neni ani zminka o tom, Ze &islo 5 je vy3ka [6]. Lze to pouze odméfit z modelu.

Komentéate:

K1: Divky ziejmé& nepovaZovaly za rozumné do napisu dopsat ,, + obsah obdé€lniku®, protoze
by zde doglo ke konfliktu dvou jazykd — znakového a slovniho. Proto se rozhodly nejprve najit
Znakov¢ vyjadfeni.

K2: Z toho, Ze prvni vypoget neni vénovan obsahu kruhu, usuzujeme, Ze v dané chvili jako
naléhavéjﬁi v myslich divek byla myslenka obsahu obdélnika/plasté valce, pro kterou je
Tozhodujici jeho rozmér.

K3: Zda se, ze vyznam zdvojnasobeni se jevil divkam jasny ze dvou indicii: z obrazku trochu
VySe a z predchoziho zapisu ,,1 podstava®.

K4: Vyjadfenim ,,obsahu plast¢ = obdélnika® rozumime pfedstavu, kterA ma procesni
Charakter 2 pfena$i predstavu plast¢ na pfedstavu obdélnika. Vyjadfenim ,obsahu
Plast&/obdélnika® rozumime pfedstavu, kterd ma staticky, konceptualni charakter a je spojenim

Jak plagts, tak obdélnika. Podobné predstavy nachazime v mnoha oblastech matematiky (a nejen

Matematiky). Naptiklad pro nas jsou znaky 0,75 a% identické. Mame-li vypocitat 3 4+ 0,05,
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napieme okamzité 0,8. Pro Z4ka Sestého ro¢niku to je tloha, kterou fesi ve dvou krocich.

V prvnim ptevede zlomek % na desetinné &islo 0,75 a ve druhém kroku ¢isla spotita. Tedy

ve védomi ditéte neni rovnost ,,0,75 = %“ identitou, ale poznatkem, ktery vyZaduje zvlastni

energii k tomu, aby byl aktualizovan. Situace je analogicka jako pfi tvorb& proceptu. I zde pro

Zaka 6. roeniku nedoslo je3t&¢ k tomu, aby ze znakl % a 0,75 byl v jeho védomi vytvofen

amalganr. (viz 1.1.5).

KS5: Tabulkovy vzoreek byl v iivodu kazdého oddilu, jenZe v obou predchozich byl vyznam
pouzitych znakt m,r,/ v souladu se znatenim valce. Zde dochazi k moznému Sumu, nebot’ mezi
pismeny a, b a obrazkem neni Zadné propojeni.

K6: Z vysvétleni na bilém papiru vyplyva, Ze divky objevily propojeni mezi rozméry
obdélnika a rozméry valce (vy3ka a obvod podstavného kruhu). Slovni vysvétleni je doplnéno

naértem obdélniku s oznatenim rozméra pismeny v a 1. Déle z uvedeného dosazeni ¢isla S plyne,
Ze v ptedstavé divek, nebo prinejmensim té, ktera to pile, je spojeni a/ . To tedy naznacuje, Ze

otazka polozena v ptedchozi poznamce je teSena v prosp&ch konceptu ,,obsahu plasté/obdélnika“.

K7: Toto vysvétleni op&t odpovida postupu (*) z komentafe K4 skupiny ¢&.1 (viz odstavec
2.6.1). Hlavni diraz je na slovnim uchopeni celé situace, nikoli na uchopeni symbolickém.
Vysledn)'/ ,vzoretek“ je napsan ve dvou tadcich. V prvnim je uvedeno, ze kterych ¢asti se obsah
sklada, ve druhém pak jak se vypotte druha &ast tohoto souétu. Z uchopeni divek vidime, Ze
Prvni &ast — obsah dvou kruhti — je snadna, protoze je ptimo propojena na znamy vzorecek. Druha

&st je pro divky narotnd, protoze je ji vénovan zvlastni fadek.

Shrnuti: Divky na zacatku vychazely z piedstavy valce, ten zdafile zakreslily obrazkem.
Na ngm sj uvédomily vztah mezi obvodem kruhu podstavy a délkou obdélniku plasté. Domnivam
Se, Ze tento obrazek byl pro divky jiz v roli generického modelu pro v3echny segmenty procesu
VYvVozovani vzorce povrchu valce. Specialng pro klicovy vztah: délka podstavné kruznice se

Tovn4 jednomu rozméru rozvinutého plaste.

2.6.3 Skupina ¢&. 6
Slozeni skupinv: &tyfi chlapci, dobfi podtafi, pojmenujme je Havel, Ota, Olda a Tonda.

VYPOth provadéji vyhradn& pomoci kalkulatoru, pokud maji moZnost i na poéitati. Maji
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problémy s udrZenim pozornosti, nevydrZi sedét v klidu, vyhovuje jim &innost v pohybu (napf.
praktické m&feni a vypodet primémé rychlosti nebo ,, béhavé diktaty).

Socidlni klima: Chlapci zpo&atku vibec nespolupracovali. Havel byl dominantni. Zbyvajici
tfi Zaci byli na podatku hodiny zaméfeni pozornosti spiSe na diskusi o ¢asopisu, ktery si nestihli
prohlédnout o piestavce. Na pokyn vyucujici se zapajili i oni do €innosti.

Postup: Téméf okamZité po zadani ukold chlapci radostné hlésili, Ze maji hotovo, Ze nalezli
vzorec a mavali pravitkem s pfehledem vzorcd. Dostali pokyn. ,,Dobfe, kdyZ uz znate vzorec, tak
Jen navrhnéte sit, vymodelujte vdlec, zméite potfebné udaje, dosad’te do vzorce a vypottéte
povrch vymodelovaného valce.* Cinnost se v3ak odvijela jinak. Vzorec z pravitka se nikde
V Zépisu feSeni neobjevil. Havel za¢ind kreslenim na€rtu sitg, ostatni se k n€mu pfidavaji pozdéji.

Kopie zdkovského feseni skupiny €. 6 — viz obrazek 2.7. (pfiloha 2.6.3)

Obrazek 2.7: Reseni skupiny &. 6 na bilém papiru
Evidence:

E1: Na bilém papiru je tuzkou podepsan pifjmenim pouze Havel.

E2: Tuzkou vlevo nahofe je napséano: ,,Sam Havel vymyslel®.
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E3: V levé horni &asti papiru je maly obrazek (3cmX 5cm) — narysovana sit’ valce (ptivodni
sit’ je pouze schematicky na&rtnuta od ruky a vygumovana).

E4: Sit' je znazornéna &tvercem se spravné pfipojenymi kruhy, stfedy kruhd jsou oznadeny
Pismenem S, poloméry vyzna&eny usedkou a pfipsano &islo 4. Ctverec ma u spodni vodorovné
Strany pfipsano &islo 12,5 a vedle pravé svislé strany &islo 13. [3]

ES: Uprostted stranky je nasledujici text ve dvou fadcich: 1. fadek psany perem.

E6: Vzorec povrchu (dalsi text je cely pfeskrtnuty) | (nd ) { zavorka byla pivodn& umocné&na
druhou — intenzivng pteskrtano} (nd)x2 ] {Skrtnuto x } +(nd) . {pteskrtano 13 } v . [6]

E7: 2. tadek psany tuzkou: |(nr?)- 2|+ (nd)-v [7].

E8: Neni uveden konkrétni vypoc&et, ani neni provedeno dosazeni namétenych veliéin.

E9: Jsou ptiloZeny dva modely sit& valce.

E10: Modra sit’ je oznagena: Pokus ¢&. 1. Tato sit’ je vyrobena pfesn& podle narysované sitg
Na obrazku, je i stejné popsana. [8]

El11: Cervena sit ma zmé&néné rozméry. Na jedné z podstav je vyznaden stfed S a polomér
OZnalen &islem 3. Delsi strana obdélniku je oznaCena Cislem 13. Tato sit’ uZ je spravna, ale ne

Zcela presng.

Komentsfe:

K1: Z obrazku sit& je patrné, Ze Havel mél jasnou pfedstavu sit& vélce s dvéma kruhovymi
Podstayami a plastém. Plast byl nejprve narysovan jako ¢&tverec, ale oznalenim délek stran
Obrazek naznaduje spojeni plast/obdélnik. Zudaje délky obdélniku — 12,5 na obrizku a
Z vedlejsiho vypodtu / = 12,6 cm vyplyva i propojeni délky strany obdélniku a délky kruznice.
Nikde nen; vysvétleno, kde se vzalo &islo 13.

K2: Chybny obrézek sité i chybna prvni sit’ jsou zpusobeny zfejmeé tim, Ze Havel pfisuzuje
Vet vahu vzorctim nes geometrickym pfedstavim; ma nizkym stupefi geometrické predstavy
bvodu kruhy,

K3: Vzorec pro vypotet délky kruZnice je chybny. Do chybného vzorce je spravné dosazeno,

K4: Vysvétlujici komentat byl zfejmé dopsan dodate¢né az po zkudenosti s prvni chybnou
sitj, Zajimavy je postoj Havla, ktery vidi pri¢inu chyby v nespolupracujicich spoluzacich.
Jednono nich dokonce nazval hanlivou pfezdivkou a obvinil ztoho, Ze se jen dival.

Z dodateénych rozhovori se ukézalo, Ze to tak nebylo — (viz odstavec 2.7.3 a pilohy 2.7.5 a, b)
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KS: Ze zagkrtané druhé mocniny je vidét, Ze chlapci (na vzorci uz pracovali spoleéné)
vnimaji, Ze pottebuji obsah kruhu a ne délku kruZnice, ale nejsou si jisti ve vzorci pro obsah
kruhu. Prekrtnuta 13 misto pismene YV poprvé naznaCuje zapis propojeni vySky vélce a strany
obdélniku. (V myslenkach zfejme toto spojeni bylo uz dfiv). Cislo 13 je asi $krtnuto proto, e se
do zapisu s pismeny nehodi. Intenzivni pfeSkrtavani svéd¢i o postoji k chyb€. Je zde viditelna
snaha ,,zahladit stopy“ po tom, Ze je n¢kde néco nespravné. Pfedchozi sebekritické komentafe
byly napsany na pokyn vyudujici, ktera Zadala Zaky, aby chybnou sit’ nevyhazovali, ale naopak
napsali odiivodnéni, pro¢ je chybna.

K6: Zavéredny vzorec neni uveden ve tvaru rovnice, ale pouze jako vyraz. Neni tam ani
Zadné slovni vyjadfeni vztahu, ani oznadeni povrchu. Pro vyjadfovani téchto chlapcii je typické,
Ze b&zng sdéluji jen holy vysledek bez vysvétleni, bez slovni odpovédi. Véhani ve vyjadfeni
obsahu kruhu pomoci priméru je vyfeSeno uZitim polom&ru. Naopak pivodni chyba ve vypo&tu
délky kruZnice je napravena uZitim priméru.

K7: Tato chybna sit’ chlapcim pomohla odhalit chybu ve vypoé&tu délky kruznice.

K8: Je zajimavé, Ze v zapisu z hodiny na bilém papiru Gpln¢ chybi slovni vyjadfeni vzorce a
neni tam ani 74dné vysvétleni vypoctu obsahu plasté. Zda se, Ze z postupu (*) (str. 47) vypadla
¢ast poznani ve slovech. Domnivim se, Ze poznéani ve slovech prob&hlo pouze na Urovni
Tozhovoru mezi chlapci a nebylo dokumentovano v zipisu. Potvrzeni této teze najdeme
V dodateénych rozhovorech (ptilohy 2.7.5 a, b).

K9: Zd4 se, 7e Havel ma odlisny zpiisob uchopovéni skute¢nosti neZ ostatni tfi chlapci. Nagrt
Sit¢ svédei ve prospéch konceptu, narysovana sit' s oznafenymi rozméry o proceptu. Ostatni
chlapcj vnimaji spi§ procesualng. Pro tyto chlapce je naro€né udrZet pozornost, nebavi je ¢innost,
Pfi které rychle nemaji hmatatelny vysledek. Nemaji chut’ se poustét do avah a objevovani, kde
¢il je nejisty a ne snadno dosaZitelny. Zadani ukolii v této hodin& pro n& moZn4 nebylo dostatedn
motivujici, nem&li dostateéné presn& vymezenou €innost. Konkrétni jednotlivé tkoly jsou pro né
Pfijatelngjsi. Asi by bylo vhodn&jsi dét jim vic riiznych moznosti pro diléi pomocné tlohy, aby sj
mohlj rozdglit praci. Naptiklad mohli dostat do skupiny dv€ riizné papirové krabicky od syra
V€ tvaru vilce s cilem vymodelovat stejny valec z barevného papiru, vypotitat jeho povrch. Podle

reakci zakg je moZné potom uptesiiovat dalsi navody bud’ jako jednodussi nebo naro¢néjsi.

Shrnuti: Chlapci spravné vidéli schéma sité vélce i vztahy mezi obvodem kruhu a délkou

Obdélnikuy, Chybu udélali pti vypoctu délky kruZnice. Kontrolou vytvofenim modelu z chybné
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sit¢ chybu objevili a odstranili. Domnivam se, Ze pfi feSeni jiZ pfi rysovani sit¢ méli chlapci
spravnou predstavu vztahi — byl tedy vytvofen genericky model vzorce pro povrch valce.
Po opravé byl upevnén vzorec pro vypodet délky kruznice, pro ktery ziejmé chybély dostate&né
Zkudenosti na urovni izolovanych modelii — dopln&énim se stalo rozvinuti obvodu podstavy

do strany obdélniku.

2.6.4 Skupina &. 8

SloZeni skupiny: &tyfi svédomité, pracovité divky s rozvinutou jazykovou inteligenci — Hana
~ dobra poétaika, Helena — vyrazn& jazykov€ zaméfena, Linda — velice pegliva, snaZiva,
Veronika — klidna, pomala.

Socialni klima: divky spolupracuji, diskutuji, nehadaji se. Iniciatorem &innosti je Hana.
Veronika prihliZi, zkouma Haniny navrhy. Helena se snaZi byt zamé&stnana a uZitedna, pocita na
kalkulagce numerické vypolty, které dostane za dkol od Hany. Linda zapisuje myS$lenky a
vysledky badani, snaZi se pochopit, co Hana s Veronikou vytvateji.

Postup: Kopie zakovského feseni skupiny €. 8 — viz obrazky 2.8a, 2.8b (pfilohy 2.6.4, 2.6.5)
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Obrazek 2.8a: Redeni skupiny &.8 na modrém papiru
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Obrazek 2.8b: ReSeni skupiny &.8 na bilém papiru

Evidence:

El: Divky zaginaji rysovéanim sité na barevném papiru.

E2: Hledaji spravné umisténi kruhi, voli rozméry (primér podstavd =3cm, vysku
v=8,5cm).

E3: Poéitaji délku kruZnice, ptitazuji ji k délce obdélniku, vySku valce ptifazuji k $ifce
obdélniku.

E4: Vytvateji spravny model, dohaduji se o vzorci (slovné), na papir zapisuji vzorec pomoci
Symboli, pak algebraicky, do nalezeného vzorce dosazuji a poéitaji povrch valce.

ES: Postup na bilém papife zapisuji slovn.

U této skupiny jiZ neuvadim celou podrobnou analyzu, pouze nejzajimaveéj$i pozorovani.

Komentate:

KI: Dilezity jev: nikde neni napsano | = a. Tato rovnost je pouze na urovni Cisel, tedy

D2 irovni generického modelu.
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K2: PouZivani pismen, které je zakladem pro abstraktni vzorce, je chatrné:
v = b je pouzito nikoli ve smyslu &isel, ale sémantickych vyznami — b je Sitka obdélniku a
vje vyska valce. Je to podobné jako kdyZ o hran¢ krychle AB mluvime jako o strang stény

ABCD | Tedy kontextové kotveni pojmi.

pismena a a | maji stejnou &iselnou hodnotu, ale nikde neni uvedeno, Zze a=1.

K3: Vztah | = d.7 neni disledkem geometrického vhledu do situace, ale pamét'ovy zaznam.

K4: Z uvedeného vidime, Ze divky jest& neumi v jazyce algebry pracovat. Nelze to povaZovat
za chybu, ale pouze za stupeti vyvoje.

K5: Naopak pozitivni je, e zde vidime urtité vhledy, které divky maji: plast valce a
obdélnik jedno jsou; podstavy jsou kruhy; vidi kli¢ovy vztah — pfifazeni (geometrie).

K6: Pismena jsou ve vyznamu jmen (v = vy3ka, a = délka b = 3itka, P = povrch, d = primér,
r = polomér).

K7: Déle jsou ve vyznamu &isel (8,5 cm, 15,7 cm, 162,82 cm?2, 5 cm)

K8: Schazi schopnost zapsat vztah objektl pomoci pismen. Zde jdou do arovné &isel. Ziejmé
jsou schopné podle ,,svého* vzorce vypotitat povrch libovolného valce, pokud budou znat jeho

rozméry — jsou tedy na trovni generického modelu.

2.7 Interakce mezi Zaky v jednotlivych skupiniach

V tomto oddile je ilustrovana prace Syt skupin, které se jevily nejzajimavéjsi z pohledu
interakci mezi zaky. Vzdy je uvedeno socidlni klima ve skuping, popis situace postupu objevu
Vzorce a komentaf. Vzhledem k &asovému odstupu &tyf let je mozné porovnat zde popsané

interakce mezi aky s jejich interakcemi v oktave.

2.7.1 Skupina &. 4

SloZeni skupiny: dva chlapci, pojmenujme je Adam a Ale$, oba se zajmem o matematiku,
S rozvinutym kauzalnim myslenim, vie promysleji do souvislosti a disledka.

S-Qg_é_l_flf_ﬁirn_a: Chlapci jsou dobfi piatelé ve kole i v b&Zném Zivot€. Rodinné zazemi je
Podobng — rodiny s vice détmi, ekonomicky slabgi. V jednani obou se prajevuje pokora,
Ve vztahu k okoli jsou tolerantni, ne viak zakfiknuti, dokdZou obhajovat sviij nazor, dobfe

rgumentuyji,
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Adam ma problémy s grafickym projevem, ma pomalé osobni tempo, na doporudeni
psychologa dostava na vypracovani pisemnych praci vic ¢asu neZ ostatni zaci. V listopadu 2001
se projevila psychicka labilita s depresivnimi sklony (o rok pozdé&ji nastala krize, ktera si
vyzadala medikament6zni 1é¢bu.) Spoluzaci ocefiuji jeho rozsahlé znalosti z mnoha obort (zéliba
v encyklopediich) a pfedev§im schopnost viimat si souvislosti.

Ales, velice pracovity, bystry Zak, rychly v usudku, nékdy zbrkly. S Adamem se dobfe
doplituji. Az do oktavy zlstavaji oba dobfi pfatelé. Ale§ se stal Adamovi velkou oporou v dob&
osobni krize. Ale§ se postupné stal jednou z nejvyrazngjsich osobnosti ve tfid€, je schopen
oteviené diskutovat o problémech, logicky argumentovat.

Popis postupu:

Chlapci spole¢né hledaji fe$eni, diskutuji — viz pfiloha 2.7.1 — fotografie ¢.1.

Vychazeji z pfedstavy valce v trojrozmérném prostoru, nacrtavaji sit’ a hledaji souvislosti
s t€lesem. Nalezené vztahy nejprve formuluji slovné, jen ustné, potom se snazi myslenky
zformulovat pisemné, hledaji formu zapisu. Na fotografii ¢. 1 Adam rysuje kruh podstavy.
Na fotografii &. 2 Ale§ po&ita délku kruZnice, Adam &eké na vysledek, aby mohl narysovat plast
valce. Délku kruznice vypoéetli chlapci polovi¢ni. Podle nadrtu a s vyuZitim zvolenych rozmért a
uvedenych vypodtt chlapci rysuji sit, tu slozi a zjiSt'uji, Ze valec nevyjde, Ze plast’ je poloviéni.
UVédomuji si chybu, jejiZz objeveni nevyvolalo v Zzadném z zaki negativni reakci. Chybu vnimaji
Jako zdroj poudeni, nikoliv jako jev nezadouci. Opravuji sit, sestavuji valec, opravuji &iselné
Vypotty, dokonéuji zaznam postupu feSeni.

Velice zajimava je pisemna vypovéd’, kterou chlapci o své praci dokladaji — viz obrazek 2.9

(pfiloha 2.7.3)
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Obrazek 2.9: Reeni skupiny &.4
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Pisemna vypovéd’ se skladd ze dvou ¢&asti. V prave, matematické, je obrazek, deset fadek
napisd, z nichz posledni je hledanym vzorcem. Logicka struktura této &asti je jasnd, neni zde ani
jedno slovo hovorového jazyka. Leva strana pisemného zapisu na péti fadcich konstatuje chybu,
jiz se dopustili, pfi¢inu chyby i zptisob opravy. V této &asti jsou pouze slova dopln&na jen tfemi
pismeny zpravé &asti. Uvedend vn&jdi odliSnost obou &asti jasné ukazuje rizné hladiny
psychickych procesd, které k témto zapisim vedly. U pravé strany to byly procesy kognitivni,
u levé metakognitivni ( sebereflexni).

PHi dodate&nych rozhovorech po piil roce pti ukazani fotografie dostali otazku: ,,Vzpominate
si, co se v té hoding d&lo?“ Ales: ,,Objevovala se sit’ valce a my sme to parkrat Spatné zméfili a
pak to slepili.“ Adam: ,,Objevovali jsme vzorec pro vypocet povrchu valce — 2.1tr2) + 2nr.v.“

Otéazka: ,,Byl pro vas objev zajimavy?* Ales: ,,Ano, alespoii si to mizZu vybavit jak jsem to
objevoval a tak to nezapomenu (ten vzorec). Adam: ,,Ano.“ - viz pfiloha 2.74.

Komentat: D4 se fict, e pro Adama a Ale3e byla tato didakticka situace silna z hlediska
abstrak&niho zdvihu (viz odstavec 1.1.1) a poznani. Zpisob zapisu, nepfesnosti i vytvofeny
opravovany model sv&d&i o tvofeni, hledani a vnitfnim pochopeni vztahi. Stejné i dodate¢ny
rozhovor po pal roce potvrzuje silu a trvalost poznatku. Chlapci vzorec odvodili bez zdsahu
uitele, ovéfeni spravnosti postupu, nalezeni a opravu chyby délali na zakladé sestaveni modelu.

Podle teorie Brousseaua lze tuto situaci oznaéit jako a-didaktickou (viz odstavec 1.1.6).

2.7.2 SKupina &. 1

SloZeni skupiny: uvedeno v odstavci 2.6.1 — piipomerime: Boris a Bohous.

Sociélni klima: v odstavci 2.6.1 bylo popsano pouze stru¢né — nyni bude rozvinuto.

Spoluprace obou zéki je dialogickd, Zadny z 74kt neni dominantni, mySleni obou je
Paralelni, nedochazi ke konfliktu. Jsou to pfatelé i v b&Zném Zivotg, spojuje je stejna zaliba
V Programovani. Ve skupinové praci pokaZdé vytvofi uzavienou skupinu a nejsou ochotni nikoho
dobrovolng pfibrat. V n&kterych situacich tato dvojice v kolektivu tfidy pfipomina intelektualni
elitu ve spolegnosti. Jako uditel uznavam vysoké matematické kvality obou chlapci, ale nedokazu
Vit jejich pocit odpovédnosti smérem ke kolektivu.

AZ do oktavy jsou oba chlapci stale piatelé, ale postupné se stavaji vice autonomni

v zdlibach. Bohous se vyrazné orientuje na hudbu, ve které dosahuje vynikajici vysledky (hraje

Na klavir), ale jiz netedi ulohy MO; rad je primusem spole¢nosti, v niZ se prav€ pohybuje. Boris
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zistava u matematiky a programovani. Ve spole¢nosti se nerad pfedvadi. Oba po maturité
odchazeji studovat na MFF UK.

Ponis postupu: z pohledu kognitivniho byl postup popsan v odstavci 2.6.1. Nyni bude popis
postupu zamé&fen na interakce.

Na fotografii &1 —(ptiloha 2.7.1) — chlapci ve druhé lavici za AleSem a Adamem - je
znatelné pracovni zaujeti na za&atku badani az do brzkého formulovani hledaného algebraického
vzorce — vodstavci 2.6.1 oznafeno jako Postupl. KdyZ chlapci praci ukondili, davali to
provokativné najevo.

Na fotografii & 3 — (ptiloha 2.7.1) — je Bohoud pfi pfedvadéni vytvofeného modelu a
P potvrzeni spravnosti vypoétd, které chlapci udélali aZ na poZadani — v oddile 2.6.1 oznaceno
jako Postup?2. Z vyrazu tvafe mizeme &ist uspokojeni z ispéchu, ale zarovef i trochu pohrdani,
Ze Gikol nebyl moc zajimavy, vie bylo jasné hned pfi zadani.

Pt dodatetnych rozhovorech po pil roce na otazku ,Byl objev vzorce zajimavy?
odpové&déli: Boris: ,,Dalo se to &ekat, mohlo to byt zajimavejsi.%, Bohous: ,,Nezajimavy, bylo to
jen kombinovani stargich vzorci

Komenta#: Moje Zadost o splnéni ukoli 2 a 3 vyvolala mezi mnou a dvojici jisté pnuti.
Chlapci moji Zadost povaZovali za n€co, co je zbyte&n& zdrZuje a Z4da od nich manuélni €innosti,
na které se divaji jako na néco intelektualné ménécenného. Na dané hodin¢ byla moje reakce
Spontanni. A% pozdéji v domdaci analyze jsem hloubg&ji poznala pfi€iny mého asi ne pravé
nejvhodnéj$iho chovani. Po&inani Zakl jsem ve chvili mé reakce evidovala ve dvou trovnich:

matematické — zde nebylo, co chlapcim vytknout

socidlni — zde bylo socialn& nevhodné jejich nadfazovani se nad tfidou (feCeno vnitfnim
hlasem zaka: ,my jsme zde daleko nejlepsi®).

Druhou z drovni jsem vyhodnotila jako dominantni a navic jsem si myslela, Ze by bylo
Vhodng, aby chlapci ziskali i manipulativni zkuSenosti. Zadala jsem je proto, aby udglali n&co i
Proti své wyli. Kdy? toto po&inani hodnotim zpétn&, vidim jeho hlavni nedostatek
V autoritativnosti mého ptistupu. Mohla jsem reagovat dvéma riiznymi zpusoby:

pfipomenout Z4kam, jak v minulosti t€Z néco tvrdili, a to se pak ukédzalo nepravdivé; o tuto
efich zkugenost pak opfit zadost, aby sviij vzorec provefili.

dat jim dalsi a néroén&j&i tkol; naptiklad aby nasli rozméry valce, jehoZ povrch je 200 cm?,
febo aby sestrojili sit’ kuZele, nebo dokonce komolého kuZele.

Po této zkugenosti jsem ptipravovala do nasledujicich hodin jest¢ dal$i naro¢ngjsi ukoly.

Ukézalo se v3ak, 7e ob&as se tak zvyraznil rozdil mezi témito Zaky a zbytkem tfidy, coZ nemélo
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pozitivni vliv na klima objevovani. U méné Gspinych Zakd to prohlubovalo pocit vlastni
neschopnosti objevit n&co nového. Lépe se osvédeilo zadavat dkoly, které rozvijeji zadany
problém na obecn&jsi Grovni. Chlapci tak okoli nedeprimovali, naopak pfi zavéreéném shrnuti
pomohli dotvofit ramec poznatku.

Popsana situace nemé&la Zadny vliv na naSe dobré pratelské vztahy. Zaci maji mnoho
zkudenosti s tim, Ze ugitelé po nich autoritativng vyZaduji Cinnosti daleko mén€ smysluplné.

Naopak v hodinach matematiky jsou jejich pfipominky brany v ivahu a diskutovany.

2.7.3 Skupina ¢&. 6

SloZeni skupiny: uvedeno v odstavci 2.6.3 — pfipomeiime: Havel, Ota, Olda a Tonda -

fotografie &. 4 — piiloha 2.7.1. MiZeme jesté dodat, Ze schopnost fesit matematické problémy a
Uspé&snost pii fedeni je u ti chlapcd srovnatelna, Olda ma vysledky v matematice slab3i.

Socialni klima: v odstavci 2.6.3 bylo popsano klima pfi experimentalni hodingé. Zde bude
doplnéno o $irsi souvislosti. Chlapci jsou pratelé, do koly spole¢né dojizd€ji ze sousedniho
mésta. Casto si vzajemné ze sebe délaji legraci, ob&as maji sklony posmivat se, aZ ubliZovat,
ostatnim spoluzakim. A% do oktavy jsou potad kamaradi, vztahy k ostatnim spoluzakiim se
urovnaly. Olda od sexty studuje na odborném u¢ilisti. Havel a Ota odchazeji po maturité studovat
na techniku obor mechatronika, Tonda na stavebni fakultu.

Pobis postupu: jak bylo uvedeno v odstavci 2.6.3,téméf okamZité po zadani ukold chlapci
Spole¢né radostng hlasili jejich spln€ni — vzorec nasli na pravitku v pfehledu vzorci. Spole¢né
ProZivali radost z prelsténi ugitelky, z provokace. Je ziejmé, Ze chlapci neméli pocit ohroZeni,
Vedeli, ze si provokaci mohou dovolit. Ja jsem je pochvalila za pohotovost, za rychlé vyteSeni
Problému a dala jsem jim pokyn k modelovani (uvedeno v 2.6.3). Pomémé dlouhou formulaci
nahradniho tkolu jsem se snaZila na chlapce zapisobit ne autoritou osobnosti, ale autoritou prace.

Po Gvodni spole¢né provokaci, Pfi skute¢ném feSeni ukold vSak chlapci téméf
Despolupracovali. Havel se snazil plnit ikol. Pozornost zbyvajicich tfi zakt byla na pocatku
Zameéfena spige na Otu. Ten nestihl uloZit &asopis, ktery si prohliZel o pfestavce. Tento moment
Zachycuje fotografie ¢. 5 (ptiloha 2.7.1). U Oty jsou znatelné rozpaky, Havel s Oldou se situaci
bavi.

Havel pokraduje v praci, ostatni prihlizeji a komentuji. Havel kresli na¢rt sit€, gumuje ho,

Iysuje novou sit’ s oznadenim a &iselnymi daji. Spravné si uvédomuje vztah mezi délkou

kruinice a stranou obdélnika plaste, chybné pocita délku kruznice. Dals$i tfi chlapci zadinaji
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spolupracovat. Havel rysuje sit’ podle vypoé&tenych a zvolenych rozméri a sklada model, ten vSak
nevy3el. Na fotografii &. 6 ( ptiloha 2.7.1) zklamany Havel ukazuje nepovedeny model. Z gesta
Oldy se da <&ist, Ze se do\s;ali do situace, Ze byli ,,nachytani na 3vestkach®, Ze délali néco
nespravngé.

Fotografie &. 4 zachycuje, jak se ve stejné chvili Ota bavi a Tonda zaujaté sleduje. Opraveny
model je uZ spravny. Havel opravuje navrh vzorce, ktery zapisuje uZitim pismen ve tvaru
algebraického vyrazu, ne jako rovnost. V zapise diikladn& pfeskrtdva chybné zaznamy, zamazava
stopy po omylu.

Vzorec z pravitka se nikde v zapisu fedeni neobjevil.

Komentaf:

KI: Dominantni postaveni Havla nesouviselo s jeho intelektovymi schopnostmi, ale spi¥
Zjeho socialni hierarchie hodnot. Pfevzal zodpovédnost za skupinu a na ostatni byl chvilemi
nazlobeny. Ti viak byli v pohodé a dobré naladé. Dochazi zde ke stfetu hodnot Havla a ostatnich
Clend skupiny. Havel je ctizadostivy, zdleZi mu na studijnich vysledcich. U Oty a Oldy
momentalng ptevladla nechut’ pracovat. Z vyrazu Oldy na fotografii &. 4 je vidét, Ze mu nevadi,
Ze sam nic neobjevi, Ze je to situace pro ného obvykla.

K2: Vyraz Tondy je naopak soustfedény. Tonda se pfi hodindch snazi, ale ne vzdy je
dostategng pohotovy, aby usp&iné fesil tikol, ma obavy z chyby, radé&ji reprodukuje naucené
Poznatky.

K3: Zajimavy je komentaf Havla pfi popisu feSeni tlohy (obrazek 2.7, s.52; nebo pfiloha

2.6.3 ), kde za pti¢inu netispéchu oznacil spoluZaky, ktefi jeho praci nekontrolovali.

V dodategnych rozhovorech po pil roce se ukazalo, Ze ugast tfi chlapcii (Olda, Ota, Tonda)

Nebyla tak pasivni, jak se to jevilo pti hodin€.

Na otazku: ,,Vzpomindte si, jak probihalo objevovani vzorce ve vadi skupiné?* odpovidali

Samostatn bez domlouvani se — viz obrazky 2.10a, 2.10b (pfilohy 2.7.5a, b).
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Obrazek 2.10a: Dodatetné rozhovory skupina €.6 — Ota a Havel
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Ota: ,,Nejdiive jsme si vypocitali zakladny.*
Havel: ,,VE&dé€li jsme vzorec na vypodet obsahu kruhu (t€¢ podstavy) a poté spoéitali obsah
¢tverce (obdélniku), vyska . délka toho kruhu. Podstava musi byt 2x «

Obrazek 2.10b: Dodate¢né rozhovory skupina €.6 — Tonda a Olda
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Tonda (o kterém Havel hanlivé napsal, Ze se jen dival): ,,V&déli jsme vzorec na vypocitani

kruhu, a protoZe jsou dvé& zakladny vynasobili jsme to dvéma a pak jsme rtizn€¢ zkouSeli
politat prostiedek, jestli to vyjde spravné, protoZe nejdiive jsme to poéitali nejdiive podle sité.
Radéj bych to zkousel na poditadi.«

Olda : ,, Nejdfive jsem si vypocitali zakladny, protoZe jsme v&déli vzorce.A pak si spoéitali

&tverec = (byl rozloZen) délka . vyska

Z uvedenych vypovédi 1ze vyvodit nékolik zajimavych zavéra

Kdyz i po ptl roce v8ichni &étyfi chlapci byli schopni pamatovat si i konkrétni schéma, nebo
myslenku z pivodni prace, je jasné, Ze ;jejich G¢ast na objevovani byla aktivni i kdyZ se to tak
pivodné nejevilo. Ziejmé tato ¢innost byla pro chlapce dostate¢né silnym proZitkem, Ze si po tak
dlouhé dob&¢ vSe poméme presné vybavili. (U nékterych skupin, kde Zaci pracovali s daleko
vét$im nasazenim v hodin€, mé& naopak piekvapilo, Ze si na prib&¢h objevovani vzpominali velmi
obtizn€.) Dodejme, Ze o dobrém zapamatovani si vzorce svédéi i ispé$né zvladnuté ulohy
v pisemnych zkouskach vsech &tyf zaki.

1. Psané vypovédi zakh ukazuji na jejich nizkou schopnost formulovat vlastni myslenky
verbalné. Jediné Havel tenkrat néco napsal.

2. Je ptekvapivé, Ze chlapcim vice utkvél obraz &tverce nez to, Ze toto feSeni bylo
chybné. Je pravdépodobné, zZe toto je dusledek silné vizualni paméti Zakd — chybny
¢tverec na obrazku opraven nebyl, byl pouze korigovan model télesa.

3. Je prekvapivé, kolik toho uvedl Olda, ktery se jevil na hodiné jako zcela bez zajmu

o feSeni Glohy.

2.7.4 Skupina ¢&. 3

SloZeni skupiny: uvedeno v odstavci 2.5.2. Dejme jim jména Emil, Eva, Eliska a Ester

(pfiloha 2.7.2 - fotografie ¢&. 7).

Socialni klima: na rozdil od pfedchozich skupin, tato &tvefice se spolu prateli pouze v ramci
Skolniho vyudovani. Pf¥i matematice je v této skupiné vide¢i osobnosti Emil. Ob&as miva
problémy s kazni, je pomémé ctizadostivy, rad je sttedem pozornosti. Po kvarté ode3el studovat
stfedni primyslovou Skolu elektrotechnickou. Eva a Eliska jsou vyrazné orientované
na spolefenské védy a na jazyky. Ester ma slabé studijni vysledky ve viech ptedmétech. Divce je

vénovana zvlastni pfiloha 2.7.6.
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Popis postupu: tato skupina pfi praci postupovala pfesné podle instrukci. Nejprve odhadovali
sit' a bez vypoéth realizovali nékolik neasp&$nych pokusi. To je pfinutilo méfit a pocitat, az
postupné vymodelovali spravnou sit’ a spravné odhalili vztahy. Postup a vysledky béadani
formulovali slovn&. Neuvedli algebraicky zapis vzorce, neprovedli ¢iselné dosazeni ani zadny
vypoéet. Béhem celé ¢innosti vladla ve skupiné dobra nalada, atmosféra spoluprace, pohoda.

Komentéaf:

K1: Na fotografii &. 7 (ptiloha 2.7.2) miizeme pozorovat soustfedény vyraz Emila, ktery se
snai sdélit své napady a zfejmé dava divkam instrukce, jak maji tvarovat model valce.

K2: Divky se snazi byt aktivni, pisobit dojmem spoluprace a aspoti se vechny dotykaji
papiru. Na fotografii &. 8 (pFiloha 2.7.2) je zachycen jeden z neusp&$nych pokust o model valce.
Emil tento neuspéch proziva silné emotivné, divky vypadaji pobavené.

K3: Fotografie &. 9 zachycuje Emila v roli ugitele, z jeho vyrazu se da vy€ist, Ze mu velmi
zaleZi na tom, abych si této role viimla. (Na tuto skute¢nost mé upozornil P. Clanché’ a ja jsem si
uvédomila, Ze z fotografie velice presné& vystihl jeden povahovy rys chlapce.) V této chvili Ester a
Eli3ka uZ pouze ptihlizely.

K4: Pii podrobngj$im zkoumani se ukézalo, Ze skute¢ny objev udélal pouze Emil.
Domnivam se, Ze pro ného lze situaci oznacit za a-didaktickou.

K5: Divky svou aktivitu spi§ pouze predstiraly. Pfi hodin¢ se zdalo, Ze Emil divkdm pomohl
Pochopit vztahy a vzorec. P¥i dodate¢nych rozhovorech po pul roce se viak ukézalo, Ze pfesné se
Cinnosti i vzorce vybavuji pouze Emilovi, ten také oznagil objev za zajimavy. V hodnoceni nijak
Nezmitiuje svoji videi roli. Jedna z divek napsala to, co si myslela, Ze otekavam, Ze objev byl
Zajimavy. Jinak divky si na ¢innost pfi hodin€ moc nevzpominaji. Mluvi pouze o nlizkach, vzorce

neuvadg;ji,

7 Cenné¢ podnéty k dali praci jsem ziskala b&hem setkani doktoranau v kvé&tnu 2003 v Kralupech na pt anasce

Clanché. Poprvé jsem se zde setkala s pohledem antropo-didaktickym. Navic jsem méla moznost s P. Clanché
konzultovat moji praci, jeho pripominky a jeho zalem mne velmi povzbudily. Kognitivni analyzy jsem se pak

Pokusila doplnit o popisy interakcf mezi zaky.
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2.8 Nastroj komparace reSitelskych strategii jednotlivych skupin

Nasledujici odstavec popisuje sloZitou a zdlouhavou cestu hledéni nastroje pro vzijemné
porovnani prace skupin. Tato cesta se da rozdélit do tfi etap:
1. etapa— od textu k vizualizaci
2. etapa — snaha o univerzalni vyvojovy diagram

3. etapa — ptiprava prezentace.

1. etapa — od textu k vizualizaci

Experimentalni hodin& pfedchazel experiment V1 (podrobngji v odstavei 2.3) — podobné
vedena hodina v jiné tfid& v &ervnu 2 000. Dobra zkuSenost z této hodiny mne vedla ke snaze
zopakovat stejny postup v nasledné tfidé a ziskat tak materidly pro moZnost prezentace
wobjevovaci“ &innosti Zzaku. PH ptipravé experimentalni hodiny jsem se proto zaméfila na ziskani
takovych materiali, které bude moZné predloZit kolegim na seminafich (zakovské prace a
fotografie). Analyzovana hodina se uskute¢nila 15. fijna 2001.

V bfeznu 2002 jsem vedla dilnu pro utitele na konferenci ,,Dva dny s didaktikou
matematiky“ na PF UK v Praze. Tam jsem poprvé v jedné Casti dilny pouzila jako ukazku &ast
materialii — prace vybranych skupin a album fotografii se struénymi popisy a o téch jsme s uliteli
diskutovali. P piipravé popisi fotografii jsem musela rekapitulovat &innost jednotlivych skupin
a tim vznikly moje prvni pokusy o zaznamy fesitelskych postupt. Pfijejich tvorb&é jsem
Vychazela ze Zakovskych pisemnych dokumentil. Ukazka nékolika téchto popisi postupil je
Uvedena v ptiloze 2.8.4.

Takto psané postupy vsak nebyly dostateéne piehledné pro moZnost porovnavani prace
Skupin, ale staly se vychodiskem pro moji &nnost. SnaZila jsem se najit vhodny zplisob
Vizualizace. Jiz dlouho jsem méla dobré zkugenosti s vyuZitim vyvojovych diagrami jako
Nastroje, ktery jasné a srozumiteln& popise rizné procesy. Bylo pochopitelné, Ze k tomuto nastroji
jsem se obrétila zcela samozfejmé. Hlavni myslenkou, kterou jsem sledovala, byla snaha zachytit
T0zdilnost cest:

- piimé cesty fedeni
- hledani s navraty (smy&ky v diagramu)
- body, ve kterych dochazelo k rozhodovani (rozhodovaci bloky)
Temto pozadavkiim vyvojovy diagram jako nastroj vyhovoval. Doufala jsem, Ze viech osm

fe§itelsk)'lch postupti, které jsem saznamenala, bude moZné zobrazit na jediném vé&tSim
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vyvojovém diagramu. Doufala jsem téZ, Ze tato technologie umozZni najit sérii ukazatelti, pomoci
nichZ budu umét porovnavat jednotlivé postupy.

Jiz v unoru 2002 jsem vytvofila sérii osmi vyvojovych diagrami — pfesnéji fe€eno jejich
primarni podobu — pro kaZzdou skupinu jeden. Do nich jsem postupné pfipisovala poznamky,
doplitovala dalsi aspekty ovliviiujici feSitelsky proces. Jejich souCasnou ,,pracovni podobu
uvadim v piilohach 2.8.1a - h.

Zkusenosti z kognitivnich analyz praci skupin 1 a 2, provedenych v obdobi leden —
btezen 2002 metodou atomarni analyzy, se promitly i do dal§iho postupného upfesfiovani
diagramii. Za&alo se ukazovat, e samotné pisemné zdznamy Zakid pro rekonstrukci skute¢ného
postupu feSeni nestadi. Alespori na n&které z vyvstalych otazek jsem se pokusila najit odpoveéd’
prosttednictvim dodate&nych rozhovorti v dubnu 2002. Pro kaZdou skupinu jsem napsala na papir
nékolik otazek a pozadala jsem Zaky o pisemnou odpovéd’ (prilohy 2.7.4;2.7.5 a,b). S n€kterymi
Zaky jsem pak je3té dal hovorila.

2. etapa — snaha o univerzalni vyvojovy diagram

Na zakladé osmi upfesn&nych vyvojovych diagrami jsem pak vytvofila dva ,,polo*-globalni
diagramy:

pro skupiny 1 az4 (ptiloha 2.8.2a)

pro skupiny 5 az 8 (pfiloha 2.8.2b).

Dalim krokem v mém planu mélo byt vytvoreni globalniho — univerzalniho diagramu pro
Viechny skupiny, kde by bloky byly spole¢né, liily by se cesty. Pohled na tyto dva vytvofené
Polo-globalni diagramy vsak nepovzbuzoval moji viru, Ze globalni diagram pro vechny skupiny
bude lehké vytvorit. Jednak zde byly bloky, které byly pouze vijednom z polo-globalnich
diagram, jednak splet’ riiznobarevnych &ar byla jiz v kaZdém z t&chto diagram® hodné slozita a
Jejich pisti viozeni do jediného diagramu by vedlo k nepfehlednosti. Stale jsem se ale snaZila
Jednotliveé bloky globalniho diagramu uloZit do roviny tak, aby uplna sit’ spojii mezi bloky byla
realizovatelna. Vysledkem tohoto snaZeni je soubor bloki (ptiloha 2.8.3), ktery v dalSim
Nazyvame Zaklad diagramu — ten vznikl v Cervnu 2002. Nakonec se ale ukazalo, Ze doplnéni
VSech pottebnych $ipek do Zakladu vede ke grafickému chaosu.

Navic se u této prace objevila dalsi prekazka. Ukazalo se, Ze je obtizné, a v nékterych
Pfipadech téméf nemozné, urdit presné poradi kroki fesitelského procesu pouze z pisemnych
Z4znami, Dilezitost této skuteénosti nardstala, &im hloubgji jsem pronikala do my3lenkovych

Procesy jednotlivych skupin. Rozhodla jsem se nejdfive opé&tovné vytvofit diléi vyvojové
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diagramy pro jednotlivé skupiny a to tak, Ze do Zakladu zaznamendm Sipkami fesitelsky proces té
které skupiny. Zpiisob, kterym tato analyza probihala, je uveden v odstavci 2.8.1.

V dal$im obdobi (v letech 2003 a 2004) jsem se zamétila vic na hlubdi analyzy &innosti
jednotlivych skupin neZ na jejich porovnavani. To jsem také prezentovala na setkéani doktorandt
v kvétnu 2003 v Kralupech. Diskuse nad pisemnymi dokumenty Zaki byly velmi inspirativni,
pfinesly dali postiehy, které jsem dfive nevnimala, navic znovu zaznél poZadavek na porovnani

prace skupin.

3. etapa — pFiprava prezentace

V lednu 2005 jsem se rozhodla prezentovat tento experiment na konferenci CIEAEM. Mym
cilem bylo ukazat, Ze pfi konstruktivistickém zplisobu vyu&ovéni je moZné a uZite¢né, aby riizné
skupiny Zéki feSily dany problém rtiznymi zpusoby. Riiznorodost pfistupu jednotlivych skupin
Pfinese pak ugiteli bohaty material o feSitelskych procesech Zaki, zejména o strategiich. Vratila
Jsem se tedy znovu k pivodni my§lence vizualizace porovnéani prace skupin v diagramu. Bylo mi
Jasné, Ze proniknuti do mého schématu vyZaduje hodn& vysvétlovani a hodn& &asu, neni proto
PouZitelné pro prezentaci ani jako vychodisko pro diskusi s ugiteli na seminatich.

S odstupem &asu a sdal$imi zkuSenostmi sjinymi analyzami, jsem zafala uvaZovat
0 zjednodudeném schématu, kde nebude tolik podrobnosti, ale pouze zikladni kroky. Upustila
Jsem od symboliky vyvojovych diagramii — ponechala jsem pouze obdélniky pro zdznam &innosti
a spojovaci Sipky pro vyznadeni cest. Misto rozhodovacich bloki jsem pouzila dalsi obdélnik
S popisem ¢innosti ~ naptiklad ,,opakovani pokusu“ — tim nahrazuji znizornéni faze névratu

V procesu hledani.

Cely objevitelsky proces jsem rozélenila do tfi fazi:
1. Uchopeni problému v mysleni
2. Vlastni fegitelsky proces
3. V¢lenéni do systému

Podrobngéji schéma rozvadim v odstavci 2.8.2.

Nésledovala snaha tyto tFi faze aplikovat na préci skupin. Pfed timto ¢len€nim jsem zapsala
do rameeki jednotlivé kroky Feseni a snaZila jsem se je srovnat tak, aby se mezi nimi daly
Vyznagit cesty postupu Fedeni. Pti kresleni na papir se mi to stale nedafilo. Aby se ramecky daly
Snadngji ptemistovat, pouzila jsem zpracovani na pocitaci, ale ani to je$t¢ nepfinaselo struéné a

Pfehledné rozjasnéni celého problému. Pak jsem kroky napsala na malé liste¢ky, které jsem
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mnohokréat pfeskupila. Velké zjednoduSeni pfineslo barevné rozliSeni krokdi v navaznosti
na uvedené faze. Vysledné piehledy podrobné& uvadim v odstavci 2.8.2. Musim jest& dodat, Ze ani
ty nevznikly na prvni pokus. Razeni jednotlivych krokt jsem mnohokrat ménila. Vidy, kdyz
jsem schéma vytvofila, jsem byla presvédéena, Ze je spravné. S odstupem &asu, kdyz jsem se
k praci znovu vracela, jsem v3ak postiehla daldi souvislosti a schéma jsem upfestiovala a
pretvéfela. Zdélo se, Ze tato &innost je zbytena a nemiiZe piinést kvalitni vysledek v podob&
pfesn¢ho schématu. KaZda zmé&na viak v sobé& skryvala velice maly, ale domnivam se Ze cenny,
kri¢ek k hlubsimu proniknuti do zpisobu mysleni Z4kd a tim k pochopeni jejich ¢innosti. Proto
jsem ve svém snaZeni pokradovala.

Nakonec jsem se rozhodla vytvofit osm jednotlivych rozdilnych diagramii na spole¢ném
zakladu liicich se cestami. Tak Ize ptehledné a nazorné porovnat fesitelské strategie skupin. Pfi
prezentaci v PowerPointu je tato metoda dobfe realizovatelna. VSechny diagramy uvadim
v odstavei 2.8.2. Poprvé jsem tyto vysledné diagramy prezentovala v kvétnu 2005 na setkani
doktorandii ve Zlenicich a nasledné pak v &ervenci 2005 na konferenci CIEAEM na Sicilii.

Pfi psani prace v roce 2006 jsem znovu schémata dotvafela a uptesiiovala. Potvrdilo se vak,
Ze presnou kognitivni analyzu z mych materiali nemohu udglat. Bylo by tieba pfesn& zaznamenat
— nejlépe na video — kazdou skupinu od prvni do posledni chvile procesu feseni. Ale ani takovy
zaznam by nedal uplny pohled na to, jak proces probihal. Schazely by totiz vnitini my3lenkové

kroky fegiteld — tedy to nejdtlezit&j¥, co chceme zkoumat.

2.8.1 Priklad tvorby diagramu 5. skupiny

Jak jsem uvedla v ptedchozim odstavci, findlni podoba diagrami vznikala postupné a
zdlouhavé. Do Zakladu jsem doplitovala Sipky pro kazdou skupinu zvla$t, vychizela jsem
Pfitom z pisemnych dokumentti. Vytvofena schémata jsem nasledn& konzultovala s vedoucim
Prace, ten odkryval dal$i hlubsi pohledy do my3lenkovych pochodl Zakd, byl to dalsi krok
V seznamovani se s metodou atomarni analyzy. Spole&né jsme upravovali schémata a hledali jsme
takovou podobu, ktera by se co nejvic pibliZila skutenému postupu feeni — tuto fazi tvorby
diagramu Ize oznatit za klidovou. V piiloze 2.8.6 je pracovni verze schématu pro 5. skupinu
V¥tvotena pfi konzultaci. Zde je dobte vidét nase hledani, opravovani, uptestiovéni. Jsou tam
VlOieny daldi obdélniky se znackou v levém hornim rohu (napt.: pfedstava 3D — situace) — ty
Mapuji myslenky 24k, které nebyly uvedeny v pisemném zakovském zaznamu, ale musely

Probéhnout bud’ ien v hlavach zaka nebo v ustni podob¢ pti diskusi. Toto zjist€ni bylo pro mne
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velice cenné, to jsem si pfed tim neuvédomovala. Podobné jsem pak postupovala v diagramech i
pro ostatni skupiny.

Ukazalo se, 7e schéma Zaklad v dané podob& neni vyhovujici. Ve schématu bylo tieba
zviditelnit i daldi aspekty, podstatné pro pohled ugitele — napfiklad ukazat, co vedlo
k sebekontrole, k objeveni omylu, ke korekci chyb. To uz se v tomto typu diagramu nepodafilo.
To byl hlavni diivod toho, Ze jsem na del$i dobu schémata odloZila a vratila se k nim aZ v lednu
2005.

SnaZila jsem se shrnout viechny dosavadni zkuSenosti z analyz praci skupin a udélat jejich
pfehlednou sumarizaci. Vyuzila jsem jednak prvotni naérty diagrami, do nichZ jsem vpisovala
poznamky, které jsem povaZovala za podstatné, ale i diagramy zakreslené do Zakladu a
diskutované pfi konzultacich. Jako pfiklad uvadim v ptiloze 2.8.1e jednu z pracovnich verzi
diagramu pro 5. skupinu, ktera po vSech doplnénich slouzila jako podklad pro finalni podobu
diagramu. Na rozboru této verze schématu ilustruji, co ovliviiovalo tvorbu finalniho diagramu.

Schéma diagramu lze rozélenit do n&kolika oddili, které byly dopliiovany postupné
na zaklad¢ fady podnéti z riiznych pohledd. Zardmovanim oblasti t&chto oddild se da rozlisit a
zviditelnit jejich rozdilny vyznam a odhadnout obdobi, ve kterém vznikaly. Takto upraveny

diagram je na obr.2.11 na strang 75 (pfiloha 2.8.5).

Oddil A

Vznikl jako prvni — vychozi — na zakladé prvniho zaznamu postup - neni proto totoZny
S postupem uvedenym v pfehledu v odstavei 2.5.2. JiZ vtéto &asti Eteme ,,stopy” hledani
Pfi konzultacich a pfi analyzach:

- Puvodni popis postupu nezvaZuje, Ze poate¢nim podnétem k €innosti bylo zadani
ikolu. V tomto diagramu je Gvodni blok nazvan Vyzva ulitele. Blok ma vyznam
zadatku fesitelského procesu — je tady ve tvaru obdélniku — v disledném dodrZovani
symboliky vyvojovych diagrami by mél byt kruhovy. Béhem mapovani feSitelského
postupu se ukazala jesté dal$i nova vyzva ulitele — tady je to naznaCeno tim, Ze
vychazeji z prvniho obdélniku dvé Sipky. To by ale znamenalo, Ze je to blok
rozhodovaci — mél by byt kosoétverec. Hned na zaCatku se ukazala fada nepfesnosti
z pohledu zasad vyvojovych diagramu.

Z druhého bloku vede Sipka k poznamce ,,okamzity vhled jednoho, ostatni vidi“ —

tato poznamka nezapada do popisu posloupnosti &innosti, ale je dilezita pro mne jako

uéitele z hlediska hodnoceni skupinového vyu€ovani.
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- Tteti blok oboustrannou $ipkou mezi slovy vypocet a volba dokumentuje hledani a
opravovani spravného pofadi krokd.

- Diagram obsahuje dv& kruhové oblasti — maji vyznam dvou riznych typa vysledka.

Oddil B
Snaha o zmapovani zpisobu mysleni Zaki skupiny — vicevrstvé mysleni, propojeni algebry a

geometrie ( symbol a <> g ) — dopIné&ni vychazi z kognitivnich analyz.

0ddil C
Popis atmosféry, snaha o nezaujaty popis toho, co se d&lo — inspirovano konzultaci

s P.Clanché, po analyzach z pohledu interakci mezi Zaky.

Oddil D

Pfi ovéfovani funkénosti Zakladu (ptiloha 2.8.6) si vedouci prace v&iml nesrovnalosti
V pisemném zapisu 24k — to vedlo k odhaleni, Ze zfejmé model vytvoiil nékdo jiny, neZ ten kdo
pocital — odtud pochazi informace o spolupraci a zapojeni Zakd. Stejn& i dal$i poznamka v oddile
D — ,pfima cesta, chtélo to narocn&jsi ukol“ je podstatni z hlediska moji sebereflexe

Pfi hodnoceni hodiny a hlavné z hlediska ptipravy dalsich hodin.

Oddil E

Evidence vypovidajici o peélivosti modelovani - zde zfejm& neni ukazatelem miry
Schopnosti presného provedeni, spi§ vyjadfuje postoj Zakd, Ze tato &innost byla zbytedna —

Vyplynulo z kognitivni analyzy — souvisi se zpiisobem my$leni Zaki.

Oddil F

Poznamka didakticka — souvisi s pristupy — ,,1 konstr. — 3 instr. znamena, Ze pro jednoho
Zika byl novy poznatek ziskan vlastni konstrukci, pro ostatni tfi Ziky se jednalo o instrukci
°d spoluzaka. To odpovida v pojeti didaktickych situaci tomu, Ze pro jednoho z zak se podafilo

VYtvofit situaci a-didaktickou, pro zbyvajici tfi Zaky pouze didaktickou.

0Oddil G .
Navazuje na kognitivni analyzu — zviditelnéni okamZiku, ktery svédei o zasadnim objevu
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OddilH

Doplné&ni po dodate¢nych rozhovorech — jak si vybavuji ¢innost po piil roce.

Pozndmka: Pozdé&ji jsem byla upozornéna, Ze podobnou metodu zdznamu feSitelského
procesu pouzili i dal$i autofi Hejny 1991 ADUC, OBZORY Stehlikova 1993 ADUC, Krupka
1999 OBZORY.

2.8.2 Porovnéni prace jednotlivych skupin — piehled

Po mnoha dpravach jsem nakonec dospéla k nasledujici podobé schématu, kterou jsem
uvedla ve své prezentaci v ¢ervenci 2005 na konferenci CIEAEM na Sicilii.

Vsechny diagramy, o kterych byla do této chvile fe¢, mapuji feSitelské postupy zaznamenané
V pisemnych dokumentech Zzakl. Kazdy krok zapsany v diagramu ma realny podklad a najdeme
jeho opodstatnéni v podobé konkrétniho zdznamu. Objevitelsky proces je viak %ir$i. Sir$i ramec
Zvazuji v nasledujici finalni podobé diagramu.

Tti faze feSitelského procesu znazornéné graficky jsou na obrazku 2.12.

Obrazek 2.12: Tti faze feSitelského procesu
Obrazek znazoriuje celkovy ramec jednotlivych diagramu:

= modry obdélnik s ndpisem ,,Uchopeni problému v mysleni* vyjadiuje procesy. které

se odehraly mezi zadanim ukolu a prvnim zaznamenanym zapisem
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- tmavé zeleny obdélnik znazomiujici postup zaznamenany do pisemnych dokumentii je
rozdé&len také do tii &asti — prvni je oznadena ,,Vstup“ a je zapsana také v modrém
rame&ku, protoZe navazuje na uchopeni problému; druha je v jasn€ zeleném rame¢ku
— popisuje vlastni fesitelsky proces; tfeti je v rizovém ramecku, oznaCena vystup

- stejnou riizovou barvou ma rame&ek s napisem ,,Zaclenéni do systému*

K jednotlivym fazim podrobndji:

1) Uchopeni problému

Kdyz 24k &e nebo slysi ulohu, zagina si o dané situaci vytvaret piedstavy. N&kdy né&co
nahodi na papir, ale &asto zistava pouze v mySlenkich. Tato &ast jeho aktivity se neda
dokumentovat. Jen n&kdy miZeme sledovat, jak si Zaci mezi sebou feknou n&jakou informaci,
ze které 1ze usuzovat na proces uchopovani. Jsou ale i ptipady, kdy 74k cely proces uchopovani
ilustruje na papiru. Proces uchopovani kongi v okamziku, kdy 7ak jiz ma ptedstavu aspoii o prvni
etap¢ feSitelského procesu a kdy tuto etapu zahaji. Ov3em nezfidka se stava, Ze se Zak

k uchopovani vrati, kdy? zjisti, Ze jeho pivodni uchopeni bylo neuplné, nebo deformovane.

2) Resitelsky proces zaznamenany v pissmnych dokumentech

Jeho priib&h jsme se snaZili zrekonstruovat na zaklad& pisemnych dokumentt do vlastnich
schémat pro kazdou skupinu zvlast. Na uchopeni problému v myslenkach navazuje zacatek
Feitelského procesu, ktery je zaznamenan na pisemném dokumentu. Domnivam se, Ze zpiisob
uchopeni problému v myslenkach se promita do tivodniho zadznamu v pisemném dokumentu.
Prvnj kroky v pisemném dokumentu jsem proto zapsala do schématu do modrych ramecki a
VyClenila do bloku oznageného jako ,vstup“(moZna by bylo presn&j$i oznadeni prvni pisemny
Zéznam). Kroky vlastniho fedeni jsou uvedeny ve schématu v zelenych rame¢cich — blok
»lesitelsky proces*, Pisemnou formu vysledku jsem zapsala do rizovych rame&ki a oznacila jako
»Vystup“ fegitelského procesu (moZna lépe — uvedeny vysledek). Tento vystup by mél byt
V¥chodiskem pro dalsi zobecnéni a aplikace. Kazdy pouzity rame&ek a kazda vyznadena Sipka je

odiivodngna zapisem v zakovskych dokumentech.

3) Velen&ni do systému
Pro upevnéni nové ziskaného poznatku je nutné jeho zadlenéni do poznatkové struktury Zaka.

To Navazuje na vystup feditelského procesu. V dalgich problémech a Gilohach budou Z4ci novy

Poznatek pouZivat jako nastroj.
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Diagramy pro porovnani reSitelskych strategii

Pfi psani této kapitoly jsem se znovu vratila ke schématim prace jednotlivych skupin a
znovu jsem musela udélat dal8i upfesnéni, findlni diagramy proto nejsou uplné totoZné
s diagramy v prezentaci pro CIEAEM. Po sumarizaci uvedenych analyz jsem dospéla ke kone¢né
podobé diagramii, na kterych je moZné porovnat fesitelské strategie jednotlivych skupin - viz
obr.2.13 na vloZenych strankach.

Sipky ve schématech sleduji pofadi jednotlivych kroki fedeni, ukazuji rozdilné cesty, jsou
evidentni cesty pfimé i cesty s nvraty.

U osmi skupin bylo zaznamenano sedm riznych vstupli, osm rozdilnych cest feSeni a pét
rozdilnych vystuptl.

Riznorodost feSitelskych strategii ukazuje na S$irokou paletu kognitivnich styld Zaku.
Pro utitele je toto poznani cenné tim, Ze vdaném konkrétnim postupu lze vidét obecngjsi
Zakonitosti my3leni jednotlivych Zaki. To pak umoZni uciteli adresn€ji poméhat Zakovi v jeho
zlep3ovani se (volbou tloh pro n&j vhodnych).

Rozmanitost Zakovskych feSeni vypovidd o edukatnim stylu ucitele — tato teze je
pfedmétem prace Hejny (2005). Vyzkum zatim neni ukon&en, ale sou¢asné vysledky potvrzuji, Ze
rozmanitéjsi feSeni jsou z t€ch tfid v nichz edukacni styl ucitele byl tvofivéjsi.a malo rozmanité -

Z tech tfid, v nichZ edukagni styl ugitele je transmisivni.
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3. Otevirani svéta goniometrie

Treti kapitola
Matematika zviditelfiuje neviditelné
Keith Devlin

3. Otevirani svéta goniometrie

Jadrem kapitoly je experiment G2: Otevirani svéta goniometrie. Kapitola je rozdélena
do Sesti Casti.

V prvni &asti (3.1) jsou uvedeny autor€iny osobni zkuSenosti s vyukou goniometrie, dalsi
¢asti jsou vénovany samotnému experimentu.

Ve druhé &asti (3.2) je popsan prvni experiment Gl, ktery hlavnimu experimentu slouzil
jako pfedexperiment.

S realizaci experimentu seznamuje tieti ¢ast (3.3), ve Ctvrté €asti (3.4) jsou uvedeny analyzy
Zakovskych feseni, doplnéné tfinacti kopiemi Zikovskych pisemnych dokumenti. Pata €ast (3.5)
seznamuje {tenafe se zavéry s analyz.

Posledni Sesta &ast (3.6) je vénovana sumarizaci analyz z pohledu dalsiho postupu ucitele.

K praci je ptiloZeno DVD se zdznamem prace tfi skupin pfi feSeni stejné tlohy v prib&hu
experimentu G3 realizovaném na matematickém tabofe. V pfiloze DVD jsou analyzovany

vyhatky z diskuse zakd.

3.1 Osobni zku$enosti s vyukou goniometrie

ZKu¥enosti ze stiedni $koly (ekonomicks $kola, vy38i gymnazium)

Po mnoho let jsem goniometrické funkce zavadéla ve druhém ro¢niku &tyfleté stfedni Skoly
(stfedni ekonomicka $kola, &tyfleté gymnazium, odpovidajici sexta osmiletého gymnazia) a
Pravidelng jsem konstatovala, Ze znalosti Zaki jsou zde velice formalni. Byla jsem piesvéd¢ena,
Ze je to dusledek tradi¢niho vyudovani, kterym Zaci prosli na zakladni Skole, zaloZeného
na deklarativni prezentaci goniometrickych funkci. V ném je Zakim piedloZen pravouihly

trojahelnik s vyznatenym uthlem a a s oznatenymi délkami stran a,b,c. K tomu je fe¢ena
informace: |, Pomér protilehlé ku pfepon& nazyvame sinus“ a je pfipsana formule sina = a/

Analogicky je tomu i u ostatnich goniometrickych funkci.
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3. Otevirdni svéta goniometrie

Od 74k je poZzadovéno, aby uvedené pojmy a vztahy pfijali jako pravdivé skute€nosti, i kdyz
nevidi smysl tohoto poznani. To ale vét§in€ zakl nevadi, protoZe jejich meta-zku$enost jim fika,
Ze ve Skole je nutno vstfebavat pfedkladané poznatky bez naroku na zdiivodnéni jejich
prezentace.

Bylo mi jasné, Ze na existujicich formalnich poznatcich trigonometrickych vztaht nelze
uspé$né budovat pojem goniometrické funkce, a proto jsem za¢atek tématického celku vénovala
jistému ,.zZivotiovani“ formalnich poznatk Zakd. Tyto zkudenosti jsem pozdéji vyuZila, kdyz
jsem ucila v tercii sedmiletého gymnazia ve ttidé C (niZe rozvedeno).

Pfedev8§im jsem se snaZila v poznatcich Zak(i znaky a,b,c nahradit pojmy protilehla
odvésna, pfilehla odvésna, pfepona. Dale jsem vénovala dost Usili tomu, aby si Zaci uvédomili, Ze
v dané situaci neni rozhodujici velikost trojuhelniki, ale pouze jejich tvar, tj. Ze pracujeme nikoli
v metrické ale v podobnostni transforma¢ni grupé. I pak ale zna¢ny pocet Zakd mél jest¢ dlouho
problémy s hlub§im porozuménim goniometrickym situacim a znatné potiZe se objevily
pfi rozifovani defini¢niho oboru goniometrickych funkci na celé R, ptedeviim pfi zavadéni
goniometrickych funkci pomoci orientovaného tihlu a jednotkové kruznice. Rada Zakii vnimala
goniometrické funkce v pravouhlém trojihelniku jako jednu uzavienou zaleZitost a oddélené pak,
jako néco jiného a nového, goniometrické funkce v jednotkové kruznici. Cenné potvrzeni této mé
zkuSenosti o oddéleni dvou pristupii ke goniometrii mi poskytla kolegyn& L. Ilucova
v autobiografické vypovédi poslané mailem:

Moje problemy s goniometriou...

Pri goniometrii sa mi vybavuju 3 stycne body: 1. pravouhly trojuholnik, na ktorom sa funkcie
vysvetli ako pomery stran (ZS, vtedy 8.rocnik), 2. jednotkova kruznica, uhol, grafy goniometr.
funkcii (z jednotk. kruznice; 2.rocnik gymnazia), 3. hodnoty goniometr. fcii pre dane uhly
pouzivane pri numerickom rieseni uloh.

Kazdu z tem som ovladala dobte, aj som chapala, ze je to k jednej teme, ale nevidela som

spojitost, logicku prepojenost lebo mi ju nikto neukazal.

Shriime. Z uvedeného vyplyvaji (podle mych zkuSenosti) hlavni didakticka skali

porozuméni goniometrickym funkcim:

1. zjednoduseni pojmu sinus na asociaci: sin € % , analogicky pro dal$i funkce cos,

tg, cotg
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3. Otevirdni svéta goniomelrie

2. zjednoduseni pojmu sinus na asociaci protilehld/ptepona, analogicky pro dal3i funkce
cos, tg, cotg
3. sniZena schopnost pracovat s hly pfesahujicimi 90° a neschopnost pracovat s ahly
presahujicimi 360°
4, neschopnost porozumét periodicité funkce.
O didaktickych uskalich goniometrickych funkci jsem nékolikrat diskutovala s uiteli
matematiky na vlastnim pracovisti i na riznych setkanich. Né&ktefi popisovali podobné zku$enosti
a shledavali toto téma jako didakticky naroéné, jini konstatovali, Ze s vyukou goniometrickych

funkci problémy nemaji, Ze jejich Zaci viechny pottebné vzorce ovladaji.

ZkuSenosti z osmiletého gymnazia (niZsi gymnazium)

Po dvanécti letech mého piisobeni na stfedni Skole jsem zacala uéit na niZ§im gymnaziu a tim
jsem ziskala novy impuls pro fe$eni této problematiky. Zkusenosti, kter¢ jsem v uvedené oblasti
ziskala v letech 1991 az 2005, se vztahuji ke tfem tfiddm, v nichZ jsem v uvedeném obdobi
Probirala tématicky celek goniometrické funkce. T¥dy oznatené A a B jsou pfedstaveny ve druhé
kapitole (tfida A v odstavci 2.2, tfida B v odstavci 2.3).

Ve ttidé C jsem byla tidni ugitelkou. Utila jsem tam matematiku celych sedm let — od primy
(1991/ 1992) az do maturity (1997/1998) — v t¢ dobg bylo nase gymnazium sedmileté. Zaky t¥idy
C jsem seznamovala s goniometrickymi funkcemi ja sama ve Skolnim roce 1993/94, kdyZ byli
V tercii.

Vyse popsané zkudenosti z vyuky na stredni $kole se pro mne staly vnitini vyzvou, abych se
Pokusila zlepiit pfipravu zakd na Grovni 7S. Pouzivali jsme u¢ebnici Sedivy a kol. (1991), ktera
byla v t¢ dobe jako jedina dostupna, a shirku uloh Busek a kol. (1992). Goniometrické funkce
Ostrého dhlu jsou v ugebnici zavedeny uZitim podobnosti pravoihlych trajihelniki. Cerveng
Zvyraznéné vzorce urfené k zapamatovani jsou uvedeny pouze ve zkracené podob€ ve tvaru

zlomky s pismeny a,b,c . Prvni zavedenou funkci je sinus.

Od potatku jsem si uvédomovala Uskali, které jsem uvedla v bodech 1) a 2). Hledala jsem

Cesty, jak oteviit zakam oblast goniometrickych funkci a jak jim pomoct proniknout do této

Oblast; matematiky. Védéla jsem, Ze bez primych zkusenosti nemiiZe 7ak zcela pfijmout a

POrozumegy poudce. kterou mu nabidne uéebnice nebo uditel. V té dobé jsem postupovala zcela

INMuitivng, Dpes jiz vim, Ze muj tehdejsi zpisob uvazovani lze vyjadfit terminy izolovany a
b

8enericky model: _Musim nabidnout Zakim dostateény poéet izolovanych modeld, aby kazdy
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3. Otevirani svéta goniometrie

sam byl schopen ve svém v&domi vytvotit (konstruovat) z nich model genericky.“ Proto jsem se
snaZila ukazat Zakim v&ti polet trigonometrickych situaci, které jim umoznily budovat
genericky model pojmu sinus pfes sérii izolovanych modeld. Stejné samoziejmé i pro jiné
goniometrické funkce.

Pro prvni zku3enost Zaki s goniometrickymi funkcemi jsem zvolila nasledujici tilohu:

Uloha 3.1:

1. Narysujte tihel KLM o velikosti 60
Na rameno LK umistéte bod X v libovolné vzddlenosti od bodu L.

2
3. Z bodu L vztycte kolmici k, priisecik k s ramenem LM oznacte Y.
4.V pravouhlém trojithelniku zméfte délky stran.

5

Vypoctéte pomér| XY :| LY] a porovnejte vypocteny vysledek se spoluZiky.

Nésledovala diskuse o objevené skuteCnosti. Pak Zici ve ,,svém“ dhlu volili dalii body
Narameni LK v riznych vzdalenostech od bodu L a zkoumali dal$i takto vzniklé pravouhlé
trojihelniky. Nejprve porovnavali velikosti vnitfnich hld, pak pocitali poméry stran a
Porovnavali je. Sami dosli k objevu, Ze pro dany ihel jsou poméry odpovidajicich si stran stejné,
coZ zdlivodiiovali podobnosti trojihelniki. Stejnou ulohu opakovali pro jiny hel. N&kteti Zaci jiz
dalgi opakovani nepotiebovali, proZité zkusenosti se posunuly na uroveil generického modelu.

AZ po t&hto zkuSenostech jsem 2aky seznamila stim, Ze se matematici domluvili
ha nazvech pfislu§nych pomérd — sinus, kosinus, tangens a kotangens.

Nésledovalo rysovani a meéfeni riznych pravouhlych trojihelniké, urovani hodnot
goniometrickych funkci vlastnim vypod&tem, pak porovnavani shodnotami na kalkulatorech,
aplikace pii teseni pravouhlého trojthelniku.

Navzdory této ptipravé jsem pozorovala pro mne ptekvapivy jev. Zaci tkidy C v tercii velice
dobre zvladli goniometrické funkce uhlu v pravouhlém trojuhelniku, i pfesto vSak v kvinté
(8kolni rok 1995/96) mé&li potiZe pti pochopeni goniometrickych funkei v celém R. Otazku, jak
Zakiim JiZ v tercii oteviit své&t trigonometrie tak, aby v kvint& byli schopni navazat na své poznani
@ Propojit ho na goniometrii, jsem jest& nedokazala vyfesit.

Zde zatina druha &ast mych zkuSenosti, ktera se tykd vyuky stojn¢ho tématu v dalsich
dvoy tfidach. Je na mist& pfipomenout, e v té&chto letech jsem intenzivn¢ hledala odpovédi

ha Otazky, kter¢ pfinaSela vyuka na niZ§im gymnaziu. Utastnila jsem se didaktickych semmatu,
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3. Otevirani svéta goniometrie

studovala odbornou literaturu, prosla programem ,Iniciativa“, za¢ala rozifovat své znalosti
doktorandskym studiem na KMDM PF UK.

Musela jsem &ekat pét let, nez jsem znovu udila stejnou latku. Tentokrat to bylo v kvart& a ne
v tercii, protoZe zavedenim povinné devaté tfidy doslo k rozvolnéni u€iva ze tfi na Ctyfi roky a
sedmileté gymnazium bylo transformovano na osmileté.

Ttidu B jsem u¢ila od tercie (1999/2000) do oktavy (2004/2005). Zde jsem poprvé nahradila
tradi&ni zpuisob zavedeni goniometrickych funkci z pravouhlého trojihelniku tlohou (aloha UG -
ve druhé kapitole oznagena U 2.12), ktera dovedla Zaky k objevu moZnosti porovnavani velikosti
hli pomoci poméru. Redeni pravouhlého trojihelniku nésledovalo jako aplikace objevenych
funkci. Zména pinesla prekvapivé dobré vysledky. BohuZel jsem nevytvofila Zadné zaznamy, ani
nearchivovala Zakovské prace. Situaci jsem oznatila jako experiment Gl, ktery se pak stal
pfedexperimentem pro nasledujici experiment G2 mého vyzkumu. Experiment G1 je podrobngji
popsan v odstavci 3.2.

Jako experiment G2 jsem zorganizovala hodinu, pfi které Zaci fesili ulohu UG ve tfide A,
kde jsem zopakovala stejny postup zavedeni goniometrickych funkci jako ve tfid¢ B.
Z experimentu G2 jsem udélala podrobné analyzy. Pfiprava a prib&h experimentu G2 jsou
popsany v odstavci 3.3, analyzy Zakovskych feSeni v odstavci 3.4.

Kromé téchto zkudenosti sexperimentdlnim vyuCovanim jsem uskuteénila v roce 2005
experiment G3 na matematickém tabore. Uastnici tabora takeé fesili Glohu UG. THi skupiny jsem
Pfi praci natodila na DVD, ze zaznamu jsem pfepsala zajimavé Easti diskuse, ty jsem pak

analyzovala. Ukazka této analyzy je v ptiloze 3.1.1. DVD se ziznamem je k praci pfiloZeno.

3.2 Experiment G1 ve tiidé B

V kvétnu 2001 jsem se pokusila vylepsit edukacni strategii vyuky tématického celku
tn.gOHOmetrie — goniometrie ve t¥idé B, ktera byla pravé v kvarte. Velice mé& v tu dobu oslovoval
konstruktivistick)" ptistup. Postupné nabyvani zkusenosti je viak jen jednou z jeho mysSlenek.

Dalgi my3lenkou tohoto trendu je ,,dominantni Gloha®. Jedna se o ulohu, kterd je Zakum

Pfedlozena hned ve vstupni hoding a ktera motivuje Zaky k &innosti. Smysl ulohy je motivovat 1
Slabs Zaky, aby mohli vlastni aktivitou ziskavat autentické zkuSenosti a tim se s novou oblast:
Seznamit pro n& pfijatelnym zplsobem. Je velice dobré, kdyZ uloha dava prileZitost i vysp&lym
pna dalsich modifikaci at’ jiz z hlediska

Zikiim hlegat hlubi jevy a souvislosti a kdyZ je scho

Propojeni na jiné oblasti matematiky, tak i z hlediska variovani stupn& obtiZnosti. Je zfeyme, ze
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dominantni iloha musi byt formulovana tak, aby ji vSichni Z4ci dobte rozuméli, ;. aby kazdy zak
mel jistou pfedstavu o tom, jak by se tato uloha nebo aspoii néktera jeji Sast dala Fesit. Znagné
poZadavky, které jsou na dominantni ulohu kladeny ukazuji, Z¢ neni lehké pro jednotlivé
tématické celky takovou ulohu najit. Po zna&ném tsili jsem takovou tilohu objevila ve skriptech
Hejny, Jirotkova (1999 , str. 58 ), pro prehlednost jsem ji v dal§im textu oznatila UG (ve druhé

kapitole je uvedena jako jedna ze zkusenosti pod oznagenim U2.12):

Uloha UG:
Jsou dany body 0[0,0] P[5,0] a dale body 4[2,1], B[52], C[7.4], Dfi66], E[22,11] a
01,50]. Uspotadejte podle velikosti thly a = x AOP, f=xBOP, y = xCOP,

5=%DOP,c=xEOP, p= £ FOP.

Reseni:

Autorské feseni (ve skriptech na strang& 59) je na obrazku 3.1.

upr. o.p

Regeni. Na obrazku 6.3 jsou narysovany vSechny body ze zadani krome bodu F. ZbObr:jk:
je predné vidét. Ze a = ¢, protoze prodlouZend usecka OA 'prochaZI ‘bodem E: Zo ;laozve n:u
dale patme, Ze B <5 <a = ¢ <y. Bod F, kiery leZi mimo obrazek, neni dostupny smyslovern
poznani. Jestlize se v§ak zamyslime nad souiadmcgml bpdu, ktgre V|c:1|me, mL-lzer\r/T:n gouraa-
vat. ze body, které lezi ,pod* polopfimkou OE, maji podil (druha soufadnice d-.pvet5| 7 %
nice) mensi nez % a bod C, ktery lezi ,nad" polopfimkou OE, ma tento po 't' ne stoupan
Bod F ma uvedeny podil mensi nez %, proto zfejme bude ¢ < a. Na drsuthe sa_:':: opriky
BoPITky O o e e e o v sapon oy OB e
je da i 50:101. Pomoci kalkulacky , :
gﬁézd;ggsélzlti:?péni polopfimky OF je rovno 50:101 = 0,495 a stoupani poloprimky OB je

rovno 2:5 = 0,4. Mame tedy vysledek 8 <f<p<a=e<y. .

Obrazek 3.1: Autorské feseni tlohy UG
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Ocekavana feSeni Zaku:
Zaci budou rysovat nebo nadrtavat v prostfedi Ctveretkovaného papiru, coz jim pomiZze

odhalit zakonitost. Ke zviditeln&ni nedostupného bodu F i 01,50] mohou vyuzit

- podobnost — zmen3eni Utvaru v poméru

- zkuSenost z kresleni grafii napt. ve fyzice

- pomér soufadnic jako prosttedek k porovnavani velikosti Ghld

- graf ptfimé umérmosti — konstanta k — koeficient pfimé imémosti rozhoduje o strmosti
grafu

To je vytet témat, ktera maji vztah k feSeni tlohy a ktera byla jiz dfive ve tfidé probrana.

Pkinos ilohy UG pro zavedeni goniometrickych funkci

PHi fefeni UG na &tveretkovaném papiru je tieba porovnavani n€kolika uhld v jediném
obrazku.Uhly jsou dvou riiznych typd: ty, které lze méfit a provnavat méficimi nastroji, protoze
leZi na papite (v terminologii P. Vopénky — v osvétlené ¢asti roviny) A ty, které se na papir jiz
neveydou (le?i za obzorem). M&fenim a porovnavanim uhld prvniho typu, ziska zak vhled
do situace a n&kolik konkrétnich izolovanych modeld. Jakmile ale ma pracovat s thlem, ktery lezi
za obzorem, musi hledat my3lenkovy néstroj na pfekroceni obzoru. Nekteti Zaci obzor posunuli
tim, e &tveredkovany papir nastavili. Pak bylo nutno obzor posunout a dat témto Zakim nove
ulohy, které lezi vyrazn& za moznosti posouvani obzoru dostupného manipulativnim feSenim.
Jakmile #aci objevili, Ze velikost thlu lze posoudit pomoci poméru, ktery zname jako funkeci
tangens/kotangens, vytvofili genericky model pro teSeni viech uhld. Tento genericky model se
Stal pro n& vstupni branou do goniometrie. NejenZe se stal kli¢ovym poznatkem budouci
gonlometrické struktury (protoZe byl konstruovan Zakem samym), ale zdroveri ukazal Zzakim
Smysluplnost této dileZité kapitoly matematiky.

Utiteli pak jiz stadi zakum fict, Ze to, €O objevili je v matematice nazvano terminem tanges
®Sp. kotangens. Samo toto sdéleni ma silné motivaéni charakter. Zak vidi, Ze vlastni uvahou

Objevil néco, co v matematice ma jméno a je tedy dileZité. Sebevédomi zdka tim narista.
stavce 3.4, 3.5 a 3.6).

&chto

Uloha G se da vyuzit jako pilotni uloha k dal§im tvaham (viz od
Vyuzi tangens a kotangens pti feSeni pravouhl¢ho trojthelnika je pak aplikaci vlastnosti t
funk

Da se ptedpokladat, e timto netradiénim zavedenim goniometrickych funkei jsou oetfena

dldaktické tskali uvedena v odstavei 3.1. Navic ziskané zku3enosti nejsou ohrani¢ené
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pravouhlym trojihelnikem, hned od zatatku je vytvofena vazba na funkce a jejich vlastnosti,
poznatky se propojuji.

Poprvé jsem vyuzila dlohu UG v kvarté vkvétnu 2001 (tfida B — experiment Gl).
S vysledkem jsem byla spokojena. Zaci zde sami objevili, Ze pfi porovnavani velikosti uhla lze
kazdy thel vyjadfit pomoci poméru dvou délek. K pfed-pojmu (pre-konceptu) tangens dospéli

nikoli ptes trojihelnik, ale pres prostfedi &tvere¢kovaného papiru.

Diisledky pro experiment G2

Ukazalo se, ze Zaci tfidy B snadngji a rychleji zvladli u¢ivo goniometrické funkce
v pravothlém trojihelniku na urovni zakladni $koly. Mnohé otazky, které jsme diskutovali
v pritb&hu fegeni UG, piesahly ramec udiva ZS.

Ve &kolnim roce 2002/2003 — v sext® — jsem v této tfidé mohla konstatovat, Ze rozifeni
defini¢niho oboru goniometrickych funkci na R vésing Zaka nedinilo potiZe. Zaci zcela pfirozen&
pokratovali v UG tim, ¥e zvolili a zakreslili dal$i body do grafu zUG. Tyto body umistili
do riznych kvadranti a samostatn& odecitali hodnoty goniometrickych funkci a znich pak
usuzovali na vlastnosti t&chto funkei.

Pouze u n&kolika 74k se pozdéji objevily ,klasicke™ potize. Kdyz jsem pak vic pfemyslela
nad praci téchto zakii v hodinach, zjistila jsem, Ze zfejmé maji ,reproduké&ni* zplisob uceni (jsou
schopni nejen poznatky, ale i rozsahlé postupy zvladnout pamétné bez hlubsiho pochopeni).
Pfestoze byla tloha zadana jako ,,objevitelska®, oni se zaméfili aZ na vysledek, ktery zhodnotili
Jako dilezity pro zapamatovani si.

Nektefi 74ci sami pfisli na vyhodnost umisténi bodii na jednotkové kruznici. Objevili, Ze Ize
Snadno odetist hodnoty funkei sinus a kosinus pouze z jejich soufadnic. Pfi skupinové praci pak
nachazeli riizné viastnosti goniometrick)"ch funkci a bylo jasné, Ze v této oblasti nabyli zna¢né
ZkuSenost;, Uspesng pak zvladali i dalsi ulohy jako: sestrojovani grafu goniometrickych funkci,

FeSeni zakladnich goniometrickych rovnic, objeveni goniometrickych identit/nésledné i téma
komplexnich gisel.

Z hlediska vyuky jsem hodnotila uskute¢nény experiment jako velice zdafily, Zel v prub&hu
%10 prace jsem byla tak vtazena do role utitele, Ze jsem zapomnéla na roli experimentatora.

DOkumentace 74kovskych projevi byla pfili§ utrzkovitd. ZkuSenost z experimentu Gl me
Plivedja i pfesvéd&eni, e zavedeni goniometrickych funkei netradiéng prostiednictvim ulohy

UG je UEinnj§i, ne tradi¢ni postup pfes pravouhly trojihelnik.
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Rozhodla jsem se, Ze vnasledujici tfidé budu experiment nejen opakovat, ale i
dokumentovat, experiment G1 poslouZi v roli pfedexperimentu.
Pfi nasledujicim experimentu G2 je tfeba:
- vést si podrobnou evidenci

- ziskat co nejvice materiald k dokumentovani prace zaki

- pouzit stejnou dominantni Glohu

3.3 Realizace experimentu G2
Hned v nasledujicim $kolnim roce 2001/2002 jsem experiment uskutecnila ve tfide A, ktera

byla pravé v kvartg.

3.3.1 Vstupni udaje

Charakteristika t¥idy

Experiment prob&hl ve stejné tfide, jako experiment V2 popsany ve druhé kapitole — to
Znamena ve tfid® A — v kvarté (30 zakd, 15 divek, 15 chlapci). Zaci byli zvykli pracovat
ve skupinach. Objevovani a diskuse byly v matematice Casté a bézné C&innosti. Zact méli

zkudenosti s nékolika projekty v matematice, ve fyzice i s rozsahlejsimi projekty, ktere

Propojovaly vic pfedmétd.

Téma hodiny:
Zavedeni goniometrickych funkci za pouziti teorie generického modelu, s dirazem

Da vytvoreni generického i abstraktniho modelu — zadanim a fesenim dominantni ulohy UG,

VYyuZitim prosttedi &tvere¢kovaného papiru.

Cil experimentu:

Mapovat myslenkové procesy zakii pfi objevovani néstroje pro porovnavani velikosti uhli.
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3.3.2 Sbér dat

Pro splnéni vyt€eného cile bylo tieba ziskat potfebné materialy pro nasledné analyzy. Z4ci
behem hodiny pouZivali &tveretkovany papir na tedeni ulohy a bily papir na zaznamenani
postupu a zdvodnéni feSeni. Oboji na konci hodiny odevzdali.

Ziskana data lze rozdélit do dvou kategorii:

Prace na ¢tvere¢kovaném papife — prilohy 3.5.1 (obr.1), 3.5.2 (obr.2)

Zdivodnéni postupu na bilém papite — pfilohy 3.5.1 (obr.2), 3.5.3 (obr;1)

3.3.3 Predchozi zkuSenosti Zakii
Zéci znaji zobrazovani boddi v soustavé soutadnic, grafické porovnavani hlg, podobnost
trojihelnikd, poméry, zlomky, pojem funkce, graf funkce, definiéni obor, obor hodnot, pojem

linedrni funkce. Maji zkugenosti s objevovanim.

3.3.4 Ocekavani uéitele
Pfed druhym pokusem jsem podrobngji promyslila zku$enost z experimentu G1 pro vyuZiti
ulohy UG (odstavec 3.2) ve vyuce. Piedev§im jsem se snaZila poznat pfiiny uspé&Snosti této
ulohy. Uvédomila jsem si nasledujici:
- Reseni tlohy za&ina rysovanim, které ?4ka vtihne do aktivni prace
- Uloha mé komplexni charakter a rozpad4 se na sérii podiloh:
o identifikace Ghlt ;5 ..., ¢
o nalezeni zplsobu, jak uchopit vzdalené body E a F

o odhaleni nastroje, jim# lze Sestici uhli usporadat podle velikosti

- DFivejsi zakovska fedeni ukazala rizné ptistupy. Pomalejsi Zaci uchopili nejprve &tyfi
snadné uhly (a8 %6 ) a hledali, povzbuzeni timto Gsp&chem, jak postupy uvedenych
Styk izolovanych modelt prenést na dva ndroénéjsi ptipady (¢ ). PokroCili Zaci
rychle ptistupovali k ndroéng&j$im dloham, které ptedstavovaly genericky model
feeni. N&kteti dospéli k objeveni pojmu tangens (jméno tohoto poznatku jsem jim

pak fekla), vnimali funkéni zavislost velikosti zlomku na velikosti thlu.
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- Pravé uvedenou volitelnost rychlosti postupu Zika pti fedeni Glohy jsem vnimala jako
jeji hlavni prednost, protoZe pfirozenym zplisobem zaméstnala vSechny Zaky tfidy a
navic do jisté miry umoznila ugiteli diagnostikovat Zaky.
Popsana zku$enost z experimentu G1 mi poslouzila jako scénaf pro nasledujici experiment
G2 - predlozit tfid¢ dGlohu, sledovat rizné fesitelské strategie, nevstupovat Zakim
do myslenkovych procesii, komunikovat, kdyZ o to zak sam projevi zajem a pfipadné iniciovat

diskuse mezi Zaky.

3.3.5 Priibéh vyuky G2

Experiment G2 — prvni hodina
24. 6. 2002 — 4. vyuovaci hodina, ptitomno 28 zakid — 14 divek a 14 chlapcii

Vstupni atmosféra: konec $kolniho roku, klasifikace je jiZ uzavfend, horko — oteviena okna i

dvefe, ostatni tfidy jiz maji volny program. Vzhledem ktomu, ze tii Zaci tfidy budou
po prazdninach navstévovat jinou stfedni $kolu a podle osnov by méli znat ivod do goniometrie,
rozhodla jsem se i za téchto okolnosti experiment uskutecnit a pozadat tfidu o spolupraci a
0 pomoc svym tfem kamaradiim. Byla jsem velice pijemn& pfekvapena pozitivni reakei tfidy.

Zadani Gkoli: na tabuli jsem napsala znéni ulohy UG. Z4ci dostali &tvereCkované papiry
na fedeni a bilé papiry na zaznamenani postupu. Pracovat meli nejprve samostatng, pak méli svoje
Uvahy porovnat se sousedem, nasledné mohli podle potfeby pokraCovat v praci ve étveficich,
pfipadné mohli konzultovat s kymkoliv ze tfidy. Na bilém papiru méli oddglit ¢arou uvahy, které
doplnili po konzultaci s n&kym dal$im.

Pozorovani v priibéhu hodiny: Z4ci pracovali s velkym zaujetim, nejprve samostatné, pak
vzdjemng diskutovali, vytvofili ptijemnou pracovni atmosféru. Opét se potvrdilo, Ze nékolik Zaku
chny uahly —
y A-E

ihned pfi zadavani vidélo, jak spolu Ghly souviseji. Tito 74ci byli schopni srovnat vie

Pracovali na arovni generického modelu. Do feSeni se pustili i slabsi Zaci, ktefi s1 s bod
tno jej

klady

Uméli docela dobte poradit, problémy nastaly aZ s bodem F', ktery je nedostupny a je nu
Uchopit pomoci , teoretického* nastroje. Naptiklad dvé divky porovnavaly prvodiselné roz

Ve Zlomku tvoteném soufadnicemi bodd. Jina divka, Lenka, bod F tesila pomoci nastavencho
Papiru, Tento postup mne vedl k doplnéni ulohy o dalsi bod G[1050,548], ktery nelze fesit

Nastavovanim papiru. Mimochodem, tento bod pomohl i ostatnim Zdkim provéfit domnénky,

kK nims )
Mmz se dopracovali.
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Experiment G2 — druh4 hodina — p¥iprava

Po prvni ,,objevitelské” hoding jsem prohlédla Zakovska fedeni. Potvrdila se moje pozorovani
z hodiny. Dva Zici objev dokongili — ti mohou dal zkoumat vlastnosti objevené funkce; ostatni
budou pokragovat dal v hledani.

Pfi &teni zaznam na bilém papiru jsem zjistila, Ze Zici vétS§inou nezapsali zdGivodnéni svého
postupu, ani Gvahy, které k feSeni vedly. Cilem experimentu G2 vsak bylo mapovat myslenkové
procesy Zaki, proto jsem je poZadala, aby toto zapsali dodatedné dalsi hodinu na modry papir.

Tak vznikla tieti kategorie sebranych dat:

Podrobnéjsi vysvétleni na modrém papite — ptilohy 3.5.2 (obr.1), 3.5.3 (obr.2)

Experiment G2 — druha hodina — pribéh

O dva dny pozdégji jsme v badani pokradovali:

26. 6. 2002 — 4. vyu&ovaci hodina ptitomno 30 Zaki - 15 divek a 15 chlapct

Atmosféra: posledni hodina matematiky v tomto $kolnim roce (prvni dvé vyu€ovaci hodiny
filmové predstaveni)

PokraCovali jsme v praci. J4 jsem se vénovala zejména tfem odchazejicim Zakam, ale i dal3i
Zaci se snaZili problém dotesit. Zaroveii jsem viechny Zaky pozadala, aby na modré papiry, které

Jsem jim rozdala, popsali svijj feSitelsky postup.

3.3.6 Konstatovani
-Na konci druhé hodiny bylo mozné Zaky rozttidit do tii kategorii, podle toho, jak blizko se
dostali k objevu zavislosti velikosti thlu na poméru soufadnic ptisluiného bodu.

Do prvni skupiny patii ti Zaci, ktefi samostatng zavislost objevili.

Do druhé skupiny patfi ti Zaci, ktefi k poznani dosli v disledku diskuse s jinymi Zaky.

Do tteti skupiny patii ti Zaci, kterym se zatim nepodafilo dojit k danému poznatku.

Toto je pouze velmi hrubé déleni z hlediska kognitivni analyzy. Ukazuje se viak jako velmi
UZitedné pro ptipravu ugitele na dalgi vyugovaci hodinu a pro volbu dalsi vyukové strategie. Jako
Uitel vidim v tomto rozdéleni dv& vyhody.

1. Tato hrubé analyza neni tolik &asov& naro¢na jako analyzy podrobné, a proto se da

stihnout v ramei pfipravy na dalsi vyu€ovaci hodinu za b&Zného $kolniho provozu.
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2. Ukaze, jaké ukoly by mohly byt zadany, aby Zaci mohli pokradovat ve vlastnim
tempu a vlastnim sméru badani, aby se objevitelsky proces nezastavil pfesmérovanim
do jiné, nejisté oblasti, pfipadné pfed€asnym sdé€lenim vysledku.

Pii hlub$im pohledu do Zakovskych praci v prib&hu podrobné kognitivni analyzy se ukazalo,
Ze v kazdé ze tti uvedenych skupin se da vysledovat jesté dali rozdéleni podle uZité feSitelské
strategie. Kazda préace je svym zpisobem originalni. Z pohledu tfidéni podle postupt feSeni se da

rozlisit devét riznych strategii (podrobnéji viz kapitola 3.4 a 3.6).

3.4 Analyzy zakovskych reseni

Metodologie analyzy

PHi organizaci béZzné hodiny pouZivam nejéastéji praci ve skupinach. Tentokrat jsem chtéla
mapovat podrobnéji myslenkové pochody jednotlivych zaka pii feSeni ulohy, proto jsem nejprve
pozadovala, aby zacal fe$it kaZzdy sam a nejen vypocty, ale i svoje iivahy zapisoval na bily papir.

Po této etapé bylo Zakim doporuéeno porovnat vlastni feSeni se spoluZzakem a pfipadné
ve skupince rizné pfistupy diskutovat.

Etapa konzultaci a diskusi spojité ptesla do etapy nového uchopeni problému. Kazdy Zak byl
poZadan, aby zéznamy z této tfeti etapy oddélil ¢arou od zdznamu etapy prvni.

Vychodiskem pro analyzy byla pisemna Zakovska feSeni, ktera se skladaji ze tfi &asti:
obrazku na ¢tverec¢kovaném papiru, obrazkid a vypoéti na bilém papiru a komentafd na modrém
papiru. Dale zde byly pisemné zdznamy mych pozorovani, které jsem struéné délala v prabéhu
hodiny a pak podrobnéji po hodiné.

Reseni kazdého Zaka bylo analyzovéano zptisobem piejatym z publikace Hejny, Michalcova
(2001). Nejprve tedy byla udé€lana atomarni evidence veho, co bylo mozné na pisemnych
zaznamech zjistit. Pak byly jednotlivé evidované jevy komentovany, ptipadné s doplnénim
o moje poznamky psané k experimentu. Dale byly jednotlivé Zakovské prace porovnany a byly
hledany zakladni strategické postupy pfi feseni.

V této kapitole uvadime pouze ilustraci z uvedenych analyz. Jako ptiklad podrobnych analyz
prace zakl jsem vybrala dvé prace — prvni ukdzku prace Zakyné, ktera se jevi jako nelspé&$nd, a

druhou préci Zaka vyrazné nadaného na matematiku.
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3.4.1 Analyza price Anny

Charakteristika Anny

Anna je zajimava nejen svym pfistupem k matematice ale i po strance osobnostni. Je velice
hloubava, rada pfichazi ,,vécem na kloub®, podavané informace nepfijima nekriticky, snaZi se vie
davat do souvislosti, ¢asto pFichazi s otazkami, které sméfuji do hloubky problému. JiZ od primy
se zajima o kosmologii, ¢te odbornou literaturu o vzniku vesmiru, v oblasti techniky mé prehled
pfedevsim o letadlech a vojenskych vozidlech. V pfipadg, Ze je ve gkole nucena paméti uchovat
Jisté poznatky, kterym nerozumi, vede to u ni k odmitavému postoji. Casto se zadanym
problémem zabyva dal doma a o pfestavce pfichazi s dal$imi napady. Pokud se ji viak nepodafi

vyfesit n&jakou tlohu, ma sklon se podceriovat.

Prace Anny na hodiné ji zafadila do tfeti skupiny klasifikace uvedené v 3.3.6 (Zaci, jimz se

Po prvni hodin& nepodatilo dojit k poznatku).

Analyza Zzikovského FeSeni Anny
Text na &tveretkovaném pabife : Viz obrazek 3.2 (pfiloha 3.5.1 obrazek 1.)
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Obrézek 3.2: Reseni Anny na &tveretkovaném papife

Poznamka: Nékteré informace pfi kopirovani originalu do tiskové podoby zanikaji. Jsou

Podrobng rozvedeny v evidencich.
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Vysvétleni postupu na bilém papife : Viz obrazek 3.3 (pfiloha 3.5.1 obrazek 2.)
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Obrazek 3.3: Prace Anny — vysvétleni na bilém papife

Podrobné&isi vysvétleni tivah na modrém papife: Viz obrazek 3.4 (pfiloha 3.5.2 obrazek 1.)

Obrazek 3.4: Prace modrém papire
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Evidence

El: Na kopii prace na &tvereCkovaném papife neni znatelné gumovani. Na originale lze
vysledovat stopy po gumovani zapisu zadani — vy&et bodii zadanych soufadnicemi zapsany
do prvnich dvou tadki, papir byl piivodné na vysku. Dale jsou znatelné stopy po vygumovani
soustavy soufadnic (osa x byla piivodné na pfedposledni mtizové ptimce dole, osa y na druhé
miiZové pfimce zleva, pouze ve spodni €asti papiru). Opraveny obrazek Je narysovan na papiru
na $iiku.

E2: Podatek soustavy soufadnic je posunut do levého dolniho rohu — osa x vodorovna, osa
Y svisla.

E3: Obrazek je narysovan tuzkou, osy x,y — perem, &ast osy x (liseka OP ) je narysovana
tuzkou.

E4: Body O, P, A4,B,C,D,E jsou vyznaeny vyraznymi plnymi kole¢ky, bod F chybi.

ES: Uhly a,p,y,6,6 jdou za sebou v abecednim pofadi, fecka pismena systematicky
zapisovana za &aru obloucku. Reckd pismena jsou vétsi neZ pismena oznacujici body.

E6: Koncova ramena thlit konéi v bodech B,C, D, E — jsou narysovana jako usetky. Pouze
rameno Ghlu & je prodlouzené, (pfi kontrole pomoci pravitka zjiSt€no napojeni v bodé A ) kongi

vbode £.

E7: OAE je lomena &ara.
E8: Pouze u bodu E jsou vyznageny soufadnice — useky na osach oznaleny &isly 22,11,

E9: Na tiseéce OF je stopa po gumovani dal8iho neoznaCeného bodu. Pfes gumovani je
Znatelné obnoveni tisetky OE . Ze stop je patrné oznadeni soufadnic tohoto bodu [14,7].

E10: Bod C ma chybnou x -ovou soufadnici proti zadéani. Na obrazku [6,4], v zadani [7,4].

E11: Na bilém papiru — psino tuzkou — prvni véta nad Carou — popis élnnos,tl - nar)"sov'finf’
Podle zadan;, vysvétleni, pro¢ chybi body F a G (G doplnén dodate¢né). Dalsi véta vypovida

OVztahu x| y a velikosti thlu. , g
E12: Pod prvni &arou je tuzkou napsdna véta zdivodiiujici, pro¢ bod £ leZi na poloptimce

A0 .

E13: Pod dr hou &arou je netplna odpovéd na zadanou otazku a vypocty tykajici se bodi F
: u

4G s porovnanim velikosti Ghla FOP a GOP.

E14: Na modrém papiru na zacatku textu je ptepis: Sledovaly Js

Jsem,

me — opraveno na Sledovala
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El35: Ve tfetim fadku je pfeskrtany napis: ,,tyto dvé soufadnice bu*
E16: Cely druhy odstavec na modrém papiru vysvétluje, o ¢em Anna pfemyslela a co pak
zapsala a pro€. V odstavci je tfikrat $krtdno, na levé strané je pres cely odstavec Sipka, ktera

sméfuje ke $krtu pod ndpisem. V textu pouZit symbol Df

Komentaie k evidencim

K1: Anna nejprve pretetla zadani ilohy, pellivé ho prepsala na Gtveretkovany papir
(situovany na vysku), zakreslila osy. To vie je vygumovano, ale dobfe znatelné.V takto zvolené
soustavé soufadnic neni Z4dna stopa po zakreslenych bodech. Anna si zfejmé uvédomila, e se ji
v tomto usporadani body do obrazku nevejdou. Vzhledem k tomu, Ze nejsou vyznageny ani body

O,P,A,C,D, které by se tam vesly, da se pfedpokladat, Ze geometrickou situaci Anna vnimala

jako koncept. Kdyby totiZ Anna vnimala situaci procesualné, vyznatila by viechny tyto body a a
ubodu E, ktery by nebylo moZné vyznacit, by zacala uvaZzovat o zméné polohy papiru. Ona viak
Se rozhodla zménit polohu papiru a umisténi soustavy soufadnic bez rysovani, jen po pfetteni
Soufadnic bodil.

K2: Na otogeném papiru cilené umistila soufadnice do levého dolniho rohu, pro zakresleni
bodt nechala co nejvétsi prostor. Zadani jiZ neopisovala. Zfejmé zatala pfemyslet o strategii a
N€potiebovala jinou nahradni ¢innost.

K3: PH podrobném zkouméni (papir proti svétlu) je vidét, Ze celé osy jsou narysovany
keramick)’zm perem, Gisecka OP je pfes tenkou &aru perem vytazena tuzkou. To sv&déi o tom, Ze
0sy, soufadnic Anna narysovala jako prvni a byla si jistd v jejich umisténi. Zvyraznéni jinou
barvoy odd&luje i vyznamové osy od ostatnich &ar na obrazku (slouZi k orientaci a nejsou
Sou¢4sti uhld). Usecka OP je tuzkou, protoZe dominantni funkce této usecky je vztah ke viem
Uhlim, v Anninych separovanych modelech hli predstavuje jejich spoleéné pocatecni rameno.

K4: Vyrazng velkymi koletky jsou vyznaeny body, kterymi si Anna byla jists.
Nepfl'tomnost bodu F nejprve zdivodnila tim, 7e se na papir nevesel, teprve z dodate&ného
Vysvétleni vyplyva (viz K16), Ze v tuto chvili probihaly Ann€ hlavou neevidované myslenkové
Pochody, 7 hledala, jak zménit soufadnice bodu, aby se dostal do viditelnt.é o‘blasti., jak ho
Posunout po primee a priblizit ho tak k potatku. Z geometrie tak pfeSla do oblasti aritmetiky.

KS: Ze zpisobu zapisu se da usoudit, Ze thly jsou hlavnim objektem zkoumani. Zatim v3ak

Jsoy Pouze peglive zakresleny, geometrické porovnani velikosti uhld zfejmé Anna zatim nevidi.
Domnivém se, 7e je v tuto chvili prili§ zaujata tedenim aritmetického problému, ktery je zaméfen
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pouze na zkoumdni soufadnic bodli na jedné pfimce. Z tohoto pohledu jsou pro Annu zajimavé
predev$im body 4 a E.

K6: Pro zviditelnéni zkoumanych hld pouZila Anna separované modely, ve kterych koncova
1 pocateéni ramena jsou znazornéna useCkami. V tomto modelu se ztraci neohrani¢enost thlu a
tim i propojeni na neviditelnou oblast.

K7: Zalomeni ¢ary OAE sv&dei o tom, Ze byla nejprve narysovana tsetka OA a potom
usetka AE . Cara OAE dokumentuje Annino pfesvéd¢eni, Ze body 4, E leZi na stejné pfimce —
vyjadfeno jejim jazykem (mySleno na téZe poloptimce OA4). Toto piesvédieni vyplyva z uvahy
popsané na modrém papife: ,,...jestli n&jaké soufadnice bodu nemaji nékde sviij nasobek a byla
jsem presvédéena, Ze body tvofené témito soufadnicemi budou v jedné primce.“

K8: Oznageni usekii na osach pouze u bodu E miiZze mit dvaji diivod. Jedna se o bod nejdal
od poé¢atku a je tedy vétsi pravdépodobnost omylu, napo€itani ¢tveretkd a oznadeni &islem dava
jistotu spravného umisténi. MiZe to v3ak také souviset se zaujatosti na FeSeni problému
s nasobky soufadnic. Bod E je v tomto sméru napadny.

K9: Zvoleni daliiho bodu na téZe tseéce a vyznaeni jeho soufadnic, které jsou nasobky
soufadnic bodu A, spi¥ potvrzuji druhou moZnost. Vygumovani tohoto bodu a znovu propojeni
iseCky svédei o nejistoté. Doplnény bod domn€nku Anny potvrdil, ale nebyl v zadani, moZna
proto jej vygumovala.

K10: Chyba v zakresleni bodu se vyskytla pouze u bodu C, pravdépodobn& se jedna
o prehlédnuti. Poloha bodu C vzhledem k Anniné¢ my3lence neni rozhodujici.

K11: V prvni vé& se Anna snaZi popsat Cinnost pfi feSeni ulohy. Tato véta skute¢né
odpovida tomu, co pozorujeme na étvereCkovaném papiru. Je napsdna osobnostné a &innostné,
coZ potvrzuje domnénku, e Anna teprve hleda feseni.

Druha véta Cim je x mendi a y v&tSi — tim v&tsi thel (O a P jsou vidy stejné)* nema
nikde #adnou dalsi souvislost. Je napsdna nad prvni ¢arou, kde mély byt zapsany vlastni Gvahy
Zika. Po prvnim preéteni (bez vysvétleni na modrém papiru), jsem se domnivala, Ze v hlavé Anny
probéhly uvahy, které nebyly zaznamendny, nebo byly napsany na n¢jaky pomocny papir. Pfi
Porovnani s praci sousedky a po pfiznani na modrém papiru se ukazalo, Ze tuto druhou vétu
Anna opsala bez porozuméni od sousedky. Prvni ¢ara tedy neodd€luje vlastni uvahy
od spoleé¢nych.

K12: Véta pod druhou &rou: ,,Bod £ je na polopfimce AO. protoZe jeho soufadnice jsou

Ix v&t$i nez soufadnice bodu A[2,]].“ je zajimava z n€kolika divodi. Podle umisténi pod ¢aru
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by méla tato my3lenka ptijit aZ po konzultaci se sousedkou. Evidence E7 — E9 vak potvrzuji, ze
Anna hledala diikaz pro tuto my3lenku ve svém obrazku. V praci sousedky se tato véta vyskytla
také na stejném mist& — to znamena po konzultaci s Annou. Dfive se viak v praci sousedky Zadna
souvislost s touto uvahou neobjevila. Vysvétleni pfinasi upfesnéni z nasledujici hodiny na
modrém papiru. Z ného je vidét, Ze to bylo prvni, nad &m Anna pfemyslela, neuméla viak
mySlenku zformulovat. Po konzultaci se sousedkou, které své tvahy vysvétlovala, formulaci
zfejme spolené vytvofily. Ve véte je poprvé pouzZita poloptimka, v obrazku se neobjevila z4dna.
Anna poloptimku oznaéila chybné 40, sousedka ji ma oznadenou spravné OA .

K13: Cely text pod druhou &arou je pouze opsan pfi konzultaci s dalimi skupinami.
V sefazeni thli podle velikosti thel ¢ je zafazen jako mensi neZ thel . Anna vénovala spoustu
energie na objev, ze body A a E leZi na téze polopfimce, pfesto si neuvédomila, Ze se dhly o a
€ rovnaji, nebo ptinejmensim nevnimala, co pide. Je pravdépodobné, Ze otazka o koincidenci

bodi O,4,E byla kontextem, v némZ dominovala aritmetick4 @vaha, zatimco pFi porovnavani

Uhli &, ¢ vidé&la divka jen kontext geometricky.

K14: Ptepis z mnozného &isla na jednotné dokumentuje, Ze se jedna opravdu o vlastni uvahy
Anny. Skrtani svédéi o tom, Ze Anna vypovéd’ pravé tvori, neméla ji pfedem promyslenou ani
Pfipravenou. Vypoved’ naznaduje i dasovy pribéh feSeni. Prvni mySlenka sméfovala ke zkouméni
Soufadnic bod@ leZicich na pfimce. Pak nasledovalo rysovani, které myslenku potvrdilo.Véta:
»Po narysovani jsem se o tom presvédgila“ poukazuje nejen na ¢asovou posloupnost feseni, ale i

Na Anninu schopnost kritického mysleni.
«K15: B&hem psani se snaZi o pfesnou formulaci. Minulou hodinu méla Anna nejvétsi potize

Pravé s formulovanim myslenky.

K16: Cely tento odstavec vyzniva dost skepticky — slova ; ,...nevyfeSila..., nic jsem
Nevymyslela a pak jsem nevédéla, co napsat do toho papiru”. Anna se pfiznava, Ze vie az
Na néjaké drobnosti opsala. Tyto ,,drobnosti* viak predstavuji spravnou a potvrzenou myslenku.

»+--ani nevim, jestli to je dobte, protoZe jsem to neovéfovala. Opét potvrzuje Anninu schopnost
kritickghg mysleni.

Anna se hned od zat4tku zaméfila na soufadnice bodd na pimee — uvédomila si, Ze to budou
nésobky_ Dal si uvédomuje, Ze pies tuto zavislost by mélo byt mozZné dostat bod po pfimce

do viditelng oblasti. Domnivam se, Z¢ Anna zde hledala souvislost s grafem pfimé umérnosti.

Tomy by odpovidala i véta: ,,...kdyZ znam soutadnice napf. bodu G[l 050,548], jaké budou

soufadnice bodu leziciho na této pimce, je-li Df napf. 6 nebo 8 atd.“ Chybné pouziti symbolu
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pro defini¢ni obor opét potvrzuje potiZe s pfesnym vyjadfovanim, ziejmé méla na mysli body

$ x -ovou soufadnici 6 nebo 8, které by mohla do obrazku umistit.

Dal¥i komentar

Anna ve své vypovédi vyjadiila pocit, Ze nic nevyfesila, Ze nic neobjevila. Podobng
zareagovala i jedna kolegyné po pfedteni Anniny prace slovy ,,To Je néjaka slaba zakyné! Co to
piSe za nesmysly?* Domnivdm se, Ze podrobna analyza vak ukézala néco jiného. Anna ma
problémy s formulaci my$lenek, cestu k feSeni vidi v souvislosti s funkci pfima umérnost.
Ve védomi uz je na stop& spravného objevu vlastni cestou.

Po této analyze jsem méla pocit, Ze by bylo potieba vytvorit dal§i situaci cilenou piimo
pro Annu tak, aby sama poznala, Ze i jeji cesta vede k cili.

Pfipravila jsem niZe uvedenou sérii ndvodnych tloh a doufala jsem, Ze pomoci této série a
s Casovym odstupem, se Anné podari fedeni ptivodni tlohy dokongit. Navodné tlohy vychazeji
Z vlastnosti pfimé im&rmosti, které jsou pro Annu znamé.

V zéti po prazdninach jsem Anné dala zadéni deviti Gloh napsané na pogitadi. P¥i zadani tloh
dostala Anna pokyn: ,,Vrat’ se k feSeni ulohy o dhlech. Ptecti si zadznamy z predchozich hodin
pokus se dlohu dofesit. Zjisti, jestli se v zapisech nevyskytuji n&jaké chyby nebo nepiesnosti.
Pokud ano, oprav je. Jestlize se ti nedafi ilohu dofesit, fe§ postupné nasledujici navodné ulohy
Ty nemusis fesit viechny, v kterémkoliv okamzZiku se muize$ vratit k pivodni uloze.«

Uloha 3.2:

1. Ve vété: , Bod E je na polopFimce AQO protoZe jeho soufadnice jsou 11x vétsi nes
souFadnice bodu A[2; 1], najdi nepresnosti a oprav je.

2. Je uisecka OE cdsti grafu néjaké funkce? Které? Najdi rovnici této funkce.

3. Ové¥, zda body K[8;4] L[8;5] M[6;9] N[28;15] G[1050,548] lezi na grafu této

Sfunkce.
4. Najdi souradnice dal§iho dosud. neuvedeného bodu, ktery bude leZet na grafu této

Sunkece.
5. Body Qf6:...] R[24...] a S[100;...] leZi na polopfimce OA. Nalezi chybéjici

souFadnice. Sprdvnost FeSeni ovér rysovanim.

6. Usecka OB je casti grafu funkce f, usecka OD Casti grafu funkce g. Najdi rovnice

Junkci fa g.
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7. Podle svého obrdzku srovnej ihly a,pB,y,5,¢ podle velikosti. Porovnej tuto
odpovéd' se zdpisem na bilém papiru.
8. Najdi souvislost rovnic funkci.fa g s velikostmi 1ihli Pac

9. OvéF spravnost posledniho sdéleni uvedeného na bilém papiru.

Prvni tloha pomaha upfesnit formulace. Ulohy druha a &tvrta pfipominaji funkci pfima
umérnost. Pata tloha pomaha najit souvislost grafu pfimé umémosti a polopfimky OA . Sesta az
0sma dloha vede ke hledani vztahu koeficientu pfimé umérmosti a velikosti uhlu, coz je zéaroveri

propedeutika zavedeni funkce tangens i smérnice pfimky.

Analyza FeSeni navodnych uloh
Tyto ulohy fesila Anna ve dvojici se sousedkou doma. Vysledky svého badani odevzdaly

na tfech papirech. Na jednom z nich byly spravné vysledky ( bez postupu feseni) prvnich péti
tloh, ze 3esté tlohy jen zjednodugené zadani. Na dvou &tvereckovanych papirech bylo feseni

Sesté ulohy, které se jevi jako kli¢ové z hlediska procesu objevovani. Reseni tiloh 7 -9 divky
uvedly pouze (istng, zdalo se jim v3e jasné, neni to uz tieba zapisovat.

Reseni 6.alohv: Viz obrazek 3.5 (pfiloha 3.5.5)
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Lo i J .

Obrazek 3.5: Prace Anny — Sestd navodna uloha

Evidence (pouze zjednodusené, struéné): ’ o
El: Kazdi 7 funkci fag |Je narysovana do samostatné soustavy soufadnic
+ Kazda z funkci

"4 tveretkovaném papife.
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—

E2: Na ptimce OD je bod D vyznaden svislou Carkou, dalsi body (s vyznadenymi

soufadnicemi) plnymi kolegky.
E3: Na osach soufadnic funkce g jsou vyznadené &iselné hodnoty soufadnic nékterych bod.

E4: Nad grafem funkce g je ve ttech sloupcich tabulka — prvni dva sloupce tvoti vyznadené
X-0v€ a y-ové soufadnice oznadené na osich (s jednou chybou), tieti sloupec jsou hodnoty

rozdilu téchto soufadnic.
ES5: Nad pfimkou OD jsou prvni tfi body po dvou spojeny svorkami s oznadenim 5 cm a

3cm.
E6: Graf funkce f je narysovan na dalsim obrazku. Neni v ném gumovano, ani tam nejsou

Zadné zbyte&né body navic, vie je provedeno &ist& a ekonomicky.,

E7: V pravém hornim rohu je komentaf: ProdlouZily jsme — OB a zjistily jsme dal$i body a

Jejich soufadnice na — OB . Tak jsme zjistily f.

E9: Nad grafem je naps4na rovnice funkce f.

Komentafe: .
KI: Grafy funkci jsou oddélené, divky zkoumaji kaZzdou funkci zvIa3t, zatim nemayi potfebu

J€ porovnjvat. |
K2: Sestrojeni grafu funkce g zfejmé za¢ina konstrukci bodu D a sestrojenim pfimky OD .
Postup sestrojovani grafu potvrzuje souvislost sgrafem pfimé umérnosti — pfimka

Prochézejici body 0 a D. . , ; :
K3: Na ptimce jsou kolegky vyznacené body, o kterych se zfejme divky domnivaly, e lei

ha grafu. Tyto body podrobngji zkoumaly. |
K4: Soufadnice téchto bodi vyznadily na osich a pak je vypsaly do tabulky. Hledaly

S0uvislosti mez; uvedenymi &isly. Nejprve se zaméfily na rozdily, ale tam Zadnou pravidelnost

. ; i likoval.
enasly. Jeden chybny udaj pohled jesté vic komp .
K5: Na &tveretkovaném papife je zaujala myslenka ,schodi“. Dva schody naznacily

SvVorkam; Z obrézku neni patrné, Ze se jedna o schody, ale divky to upiesnily pfi ustnim
' , i Sif y I dnich
VYsvétien; Nejprve se zaméfily na porovndvani Sitky a vySky schodii u dvou sousedni
mfl'iovych bodii lezicich na pfimce. Tyto dva vyzna¢ené body ale vedly do slepé uli¢ky, protoze
: iadna fesné rysovani.
ve Skutegnogt druhy z nich na ptimce neleZi, jedna se o nepresne ry

vr I4 l il r
Ke: Graf funk £ jiz divky rysovaly cilené s myslenkou zkoumat mfiZové body leZici
. unkce

s M jistotou.
fap Fimee Z pohledu schodii. Graf je proveden velmi pfesné a s jistoto
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K7: Legenda v pravém hornim rohu papiru popisuje &innost, jak nasly vhodné body.
Pfi istnim vysvétleni pak ukazaly, Ze si viimly, Ze pro viechny sousedni mi{Zové body na pfimce
je spole¢né, Ze maji stejnou zakladnu (rozdil x -ovych soutadnic) a stejnou vysku schodu (rozdil
y-ovych soutadnic). Ze sklon ptimky se da vyjadtit zlomkem, kde v ¢itateli je vyska schodu a
ve jmenovateli je $ifka schodu. Tento objev se jevi jako klidovy. Ukézalo se, Ze divky teprve
touto Cinnosti ziskaly daldi zkuSenost s grafem pfimé umérnosti na tirovni izolovaného modelu,
Pii této &innosti nastal abstrakéni zdvih a divky se posunuly na troveti generického modelu. Pres
tlohu s whly se zkvalitnilo poznéni o priibéhu linedrni funkce.

K8: Nad grafem je zapsana rovnice funkce f coZ bylo posledni, co se divkam jevilo jako
dilezité pro zapis. Vie ostatni pak uz bylo zbytené psat, protoZe uz to bylo jasné. Pti rozhovoru
pak potvrdily, e o problému spolu diskutovaly, Ze feSeni hledaly a nachazely spole¢n&. Rovnici
funkce si ovefily dosazenim soutadnic vyzna¢enych bodd. Konstatovaly jako jasné, Ze koeficient
V rovnici p¥imé umérnosti je roven nalezenému zlomku a Ze vlastné€ uréuje sklon pfimky a tim je
jasné, 7e se tak snadno daji srovnat poZadované thly podle velikosti. Divky uZ viibec
Nepotiebovaly wlohu dokondit zapisem na papir, vie se jim jevilo evidentni. Pfi vysvétlovani se
Stfidaly v ligeni objevu, skakaly si do Feti, vyzafovala z nich velka radost.

Se svym badanim divky seznamily celou tfidu. Spole¢né€ jsme porovnavali riizné cesty

feSeni, kterg vedly ke stejnému vysledku. Anna si prozila pocit usp&€$ného objevu.

Pro t¥idy byl objev divek také uzite¢ny, v nasledné diskusi jsme spoleéné zhodnotili

Souvislost koeficientu ptimé tmémosti se sklonem pFimky a funkci tangens sm&rového tihlu.

Poznimka na zaveér . . .
Jak hluboce se uvedeny objev zakofenil ve védomi Anny, potvrzuje i dalsi situace. Asi

2 mesic jsme ve fyzice probirali pojem okamzita rychlost. JiZ pfi ?lodi.ljéch ivé.ci ) t'o-mto pojmu

diskutovalj, objevily se uvahy souvisejici s chovanim zlomku, jestflze se Citatel ,1 Jmenov?tel
hodng Zmen3uji. To Annu zaujalo a porovnavala nas zjednoduseny zplisob zavedem’rychlostl ,se
Zvedenip, ve vysokogkolské ugebnici. O prestdvce za mnou ptisla s dotazem: ,, Tady mayi ,

ie"=dr/d, a my isme zavedli v=Av/At. Co tam znamena to malé d?“ Nad vztahem byl

v Ulebnic; uveden graf zavislosti drahy na ase se znazornénim vyznamu okamazite rychlosti, byla

Zakreslena i te¢na ke grafu. Docela snadno Anna pochopila souvislost a zjednodusent naseho
. 2ani i S “ a nezdalo se 1 am
Zaveden; okamzité rychlosti s presn&jsim vyjadfenim pomoci malého d“ a ]

sni lonem primky,
Ze sklon tetny souvisi se zvétSovanim nebo zmenSovanim rychlostt a se sk primky
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jak to objevily divky pfi matematice. Anna pfijala i to, Ze se jejich zlomek v nové souvislost
miZe oznaCovat jako derivace funkce vdaném bodé, a méla radost, Ze se Jji tak zda
pochopitelngjsi text ve vysokoskolské ucebnici.

Z objevovani ma Anna meta-kognitivni zkuSenost. V okamziku, kdy pfichézi za uditelem
pro radu, stadi ukazat okno, které je nutno otevfit. Po rozmluvé Anna nevidi derivaci, jako néco,
co bude nadfazeno (jak to oblas vyzniva z diskusi se star§imi spoluzaky), ale jako néco, co
poukaZe na souvislost jevi a co je pomuZe uchovat ve v€domi. Zatim ma derivaci jen na trovni
pojmi, ne technologie (starsi spoluZzaci naopak leckdy maji derivaci pouze na drovni
technologie).

Je3té jedna situace, kdy Anna za mnou o pfestavce pfisla s dotazem, ukazala spojeni fyziky
S goniometrii. Ve druhém ro¢niku u¢il v této tfidé¢ fyziku kolega. Ugivo fyziky piedb&hlo
matematiku. D¥iv neZ byly probirdny goniometrické funkce v R, byl ve fyzice probiran kmitavy
pohyb. Primét pohybu bodu po kruZnici, jako pfiklad kmitavého pohybu, poslouzil pro sestrojeni

grafu zavislosti okamzité vychylky na ¢ase dané rovnici y =y, -sin@ ¢ . Anna za mnou pfisla

0 pfestivce po matematice. ,, Mam problém. Ten graf chdpu, jak se tvofi, ale nedovedu si
predstavit zaporny thel.“ Zeptala jsem se ji: ,» Dovedes si pfedstavit, jaky bude graf, kdyZ bude$
obihat po kruznici opaénym smérem?“ Reakce Anny: ,,A j6! Ja uZ to vidim®,

Podstatné je, 7e rada byla procesni a véazana na existujici zkuSenost Anny. V této zkusenosti
byl pojem ,,ihel“ malo diferencovan a tim nebyla oteviena cesta k porozuméni pojmu zaporny
Uhel. Ve v&domi divky se adjektivum ,zaporny* vztahuje k statickym je\.fﬁm, jako je ,.dluh*,
Zteimé ji schazi predstava ,jdu po schodech doli* tedy dynamicka. Stacilo na tuto pf,edst.avu
Poukézat a divce bylo vie jasné. Reteno v jazyce teorie generického mod?lu: Anna m% pojem
Uhel véz4n na staticky genericky model a to i pres kinetické pfedstavy ve fyzice. Izolovany model

wdi v protipohybu* statil k zméné generického modelu, presnéji k jeho diferenciaci na staticky

(ten ziistay 5 pouze v kladnych thlech) a dynamicky (je v realnych thlech).

V matematice ma Anna zku$enost generického modelu uhlu dynamického zatim pouze

Z diskyge ve ti{d& pti zavadéni pojmu rovinny thel, kdy jsme hledali definici rovinného Ghlu jako

- e diska kognitivnih
: j a kognitivniho
Miizeme se domnivat. e uvedeny zplisob prace Annu posunul nejen z hledis g ,
0 2

ale Predevsim z hlediska sebehodnoceni. Na pocatku byl pocit neschopnosti, postupné€ se postoj

ici ii se 74 diskutovat o tom,
Meni tak Ze se Anna neboji otevfit naro¢nou ucebnicl, neboji se zadat o radu a dis

¢
emy Ne€rozumj.
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3.4.2 Analyza price Bohouse

Charakteristika Bohouse

Bohou$ ma velmi dobré logické mySleni, prostorovou pfedstavivost, byl uspé$nym fesitelem
i okresnich kol matematické olympiady. Vénuje se programovani a rad by tento obor studoval i
na vysoké skole. Je ctizadostivy, zaleZi mu na tom, aby zadané ulohy vyfeil jako prvni.

(Dodejme, Ze v roce 2006 byl ptijat na MMF UK v Praze a na studium se velice t&si).

Analyza 7akovského feSeni BohouSe

Price na &tveredkovaném papife: Viz obrazek 3.6 (pfiloha 3.5.2 - obrazek 2.)

Obrazek 3.6: Prace Bohouse na ¢tveretkovaném papife
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Popis prace na bilém papife: Viz obrazek 3.7 ( ptiloha 3.5.3 — obrazek 1)

/ amteing Do, G o A B

v 74 I
D D‘]‘) D:l[;z"/?

F, 2,02

W) patier B Midlinn Lot

G[MSO/-S’NJ Cz['¢/¢¢{'77
=D WALV fy - i o

Obrazek 3.7: Prace Bohouse — vysvétleni na bilém papife

Dodatek k vvsvétleni - na modrém paife: Viz obrazek 3.8 (ptiloha 3.5.3 — obrazek 2)

Obrazek 3.8: Prace Bohouse — dodatek k vysvétleni na modrém papite
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Pomocny z4pis v sedité: Viz obrazek 3.9 (pfiloha 3.5.4)

b2 207
7= cof
’NA’:\-"/D
SIS
£ =AEof
b g0l

FL 3]0,

Obrazek 3.9: Prace Bohou$e — pomocny zapis v sesité

Evidence

Obrazek na &tveredkovaném papife: v
El: Geometricky obrazek je kreslen od ruky neofezanou tuZkou, bez pouZiti pravitka.Cary

reprezentujl'ci osy jsou nerovné, sleduji miiZzové ptimky (druhou zleva a druhou zdola), chybi

OzZnagenj g,
E2: Poloha bodu O vlevo dole, pismeno O — oznaeni bodu ~ je zapsano blizko priiseciku

MiiZovych pfimek, na kterych jsou vyzna¢eny osy, neni nijak zvyraznén (te¢kou ani k¥izkem).
E3:Bod p ptivodné oznacen tetkou, potom piepsano na kiiZzek pfimo do miiZového bodu.

E4: Do Ctvercové sité jsou zakresleny pouze jednotlivé body a osy soufadnic. Uhly nejsou

V¥Znageny,
ES: Viechna pismena jsou zapsana stejnou velikosti vpravo vedle znac¢ky bodu (tecka),

imi pi isténymi vlevo i vpravo dole
Pouze indexované body jsou zapsany mensimi pismeny umisténymi p

od Znacky, bod F, nad znagkou.
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E6: Na pfimce y=1 okolo bodu 4 vyznateny body 4,,B,,C,,D,,F,. Pofadi bodi je
spravné, umisténi pfiblizné — bez méfeni. Pro¢ zadané body projektuje na pfimku y =17? Pro¢

indexy 2 ane 1?

E7: Indexované body jsou stfidavé oznaCeny teC¢kami a ¢arkami.
E8: Na spodnim okraji zapis A = E, vygumované pismeno C (moZna G — nelze s jistotou

urdit)

Zapisv na bilém papife:

E9: Népis (1) ptimagknut k hornimu okraji papiru — pfedstavuje zépis feSeni zadané wilohy.

E10: Napis (2) — legenda k prvnimu sloupci. Népis (4) — legenda k druhému sloupci — jasna
formulace, v napisu $krtano, pod $krtanim je patrny ndpis ,,leZi*.

E11: N4pis (3) — zapis zadani bodi - uspofadéano do sloupce — graficky tihledné. Népis (5) —
Zépis vypottenych pomocnych bodi ve druhém sloupci, oznaleni bodi indexem 2.

E12: Népis (6) — zavér vyplyvajici z druhého sloupce — bez jediného Skrtu.

E13: Napis (7) — &4ra uzavirajici samostatné uvahy pfed konzultaci se sousedem.

E14: Népis (8) — doplnény bod do zadani, jemu odpovidajici pomocny bod.

E15: Napis (9) — Implikaci zapsany zavér — zafazeni Ghlu y/

Zapisy ve §kolnim seSité:

E16: Zépisy ve $kolnim sesit¢ — ve sloupci zapsany ahly v pofadi podle zadani.

E17: V fadku zapsané pofadi thlii — pivodné se znaky nerovnosti <, znaky vyrazné pfepsany
Na opalné >,
E18: Tabulka — v prvnim sloupci pismena A a2 F, druhy a tfeti sloupec zadané soufadnice

bodi, Ctvrty sloupec prevedené soufadnice, paty sloupec pouze jednitky. Prvni tfi fadky

Podtrzené rovnymi Carami, &tvrty a paty fadek podtrZeny kfivymi &arami. Mezi sloupci
0dd&lujicimi pismena a soufadnice jsou dvojité &ary; mezi sloupci 2. a 3., 4. a 5. jednoduché

tenké &4ry. Ve kresleno od ruky.

éasovy postup FeSeni
1. Piette tlohu. .
2.V hlavé probéhne tivaha ,, Jen pravitkem to nepiijde ,, — pochybnost u soufadnic bodu
E, evidentni u bodu F.

3. Nakresli osy.
4. Zakreslibody O, P, 4, B, C, D, E.
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5. Do 3kolniho sesitu zapide ze zadani pojmenovani uhld, do tabulky zadané body se
soufadnicemi.

6. Vezme kalkulacku a pocita poméry.

7. Pomocné vypolty zapisuje do §kolniho seSitu do tabulky.

8. Do 8kolniho sesitu zapie vysledek — sefazeni uhld podle velikosti pomoci nerovnosti
— chybné.

9. Sestrojuje body B,,C,,D,,F, aptipiSe A=E,

10. Opravuje nerovnosti ve $kolnim sesité.

11. Na bily papir zapisuje postup feSeni — Napis (1) — vysledek.

12. Népisy (3), (5) — sloupce bodd.

13. Néapisy (2), (4) — legenda ke sloupctim.

14. Napis (6).

15. Céra (7), napisy (8), (9).

Komentare k evidencim

Obrazek na ¢tvere¢kovaném papife:

K1: Mala pec¢livost geometrického obrazku potvrzuje Bohou$ovu zaméfenost na aritmeticky
vypodet. V dodate¢ném rozhovoru® to potvrzuje véta: ,Kresleni je zbytetny, vypodty jsou
daleZit&j$i.“ Navic obrazek je pro Bohouse soukromou vypovédi. Ukolem neni malovat obrazek,
ale napsat feseni, obrazek je pouze pomocny néstroj; osy soufadnic nejsou strategicky dulezité.

K2: Poloha bodu O vlevo dole — uvédomuje si, Ze potfebuje co nejvic mista na umisténi
zadanych bodi. JiZ pfi ¢teni zadani si Bohous§ uvédomuje, Ze body E a F jsou problematické, vidi,
Ze bude zmen$ovat soufadnice bodu F. Pfi psani zaddm ulohy (bodu F) na tabuli vykiikl: ,, To se
tam nevejde!*

K3: Ztejme snaha o zvyraznéni polohy bodu P — je dileZity pro orientaci; poloptimka OP je
pocate¢nim ramenem viech uhld.

K4: Pfesné rysovani koncovych ramen uhli k vyfeSeni ukolu Bohou§ nepotiebuje.
V Bohou$ové mysleni probihd rychld zména jazyka vizudlniho do jazyka aritmetického. Oba
jazyky se prolinaji. Geometrie déla koncept, aritmetika proces. V hlavé Bohouse zfejmé probéhla

transformace geometrického procesu — sestroj bod, udélej polopfimku ...do aritmetického jazyka:

¥ Pti podrobnych analyzach pisemnych dokumenti nebylo mo2né pfesné rekonstruovat my$lenkové procesy
Bohou¥e. Nékteré my3lenky jsme proto upfestiovali pti dodate¢ném rozhovoru v srpnu — uvedeno v ptslu¥ném
komentafi.
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kdyz prepotitim soufadnice bodii, nemusim porovnavat uhly, ale sta&i pofadi bodu
na poloptfimce — zde v3ak se jednd znovu o geometrickou interpretaci. NejdileZit&jsi uvahy
probihaji pouze v imaginaci. Vztah neni dan geometricky (nekresli polopfimku), ale aritmeticky —
pfesnym vypodétem se vyhne nejasnostem pfi rysovani blizkych hld.

KS5: Body 4,B,C,D,E jsou ze zadéni — zakresleny a oznadeny jako prvni. Soufadnice bodd
indexovanych jsou nejprve vypodteny, pak teprve jsou body zakresleny. Bohous si uvédomuje, Ze
jsou to body pomocné a Ze se museji vejit na maly prostor v blizkém okoli bodu A, tomu
odpovida i peélivost zapisu a velikost pismen.

K6: Bohou$ projektuje zadané body na pfimkuy =1 jako pomocné body oznadené
indexem 2. Pro& projekce na tuto pfimku a ne na pfimku x=1? Pro¢ indexy 2 a ne 19
V dodate&ném rozhovoru Bohous potvrdil, Ze je jedno jestli projekce bude na pfimku y =1 nebo
na ptimku

x =1. Pfimku y =1 zvolil proto, Ze byl zadan bod A[2,]] a tak uZ u n&j nemusi nic pocitat.

Volbu indexu 2 vysvétluje Bohous spontnné:,, 4 je prvni, 4, je druhy. Jsou to prosté ty druhy

body'“
K7: Stfidani znadek zvysuje prehlednost pofadi bodi, které je rozhodujici pro porovnani

velikosti tihld. Této &asti obrazku je vénovana nejvetsi péce.

K8: Zapis 4 = E, ukazuje zv&doméni projekce bodu £ do bodu 4, shodnost thlt o a &,

Zaznamy na bilém papife:
K9: Zapis teSeni — poradi thli podle velikosti je pfesné, bez naznaku zavahani, v tuto chvili

Psané s jistotou.

K10: Legendy ke sloupcim vysvétluji jejich vyznam. K vysvétleni jsou pouZity osobni
formulace a terminy — ,,pdvodni body®, ., zménéné body“. Popis vyznamu indexovanych bodd
Cinil potize. Pfepisovani ve (4) ukazuje na hledéni pfesné formulace. K objasnéni jsou pouzity
Pouze dva body 4, a B, a poznamka atd. UkézZe dva body a dal3i podle navodu pochopi &tenaf
Sam,

K11: Sloupce (3) a (5) jsou opsany podle tabulky v sesité s jistotou a cilené, pe¢liva uprava
Potvrzuje uspokojeni z objevu. Sloupec (3) zaznamenava uchopeni zadani do aritmetického
Jazyka, Sloupec (5) vyjadfuje projekei na jednu pfimku. | |

K12: Vysvétleni (6) je objektivni, neosobni, nadéasové. Pesné popisuje vlastnost rostouci

funkce. Komplikované myslenka je bez jediného 3krtu. V3e svédéi o hotovém poznatku. Sipka
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odbodu F, kzavéretné formulaci potvrzuje schopnost struéného, presného a vystiZného
vyjadfovani i piehledného grafického usporadani.

K13: Cara ma oddglit vlastni uvahy. Zde ma spis§ funkci zavéreéného podtrzeni splnéného
ukolu.

K14: Pod &arou je vysvétleni k bodu G a zatfazeni Ghlu . V obrazku bod G, vyznaen neni.

Toto doplnéni své&déi o rychlosti Bohousovych tGvah. V okamzZiku, kdy byl bod G doplnén, mél
Bohou§ pivodni dlohu jiz vyfeSenu. Pfi dodate¢ném rozhovoru to komentoval slovy: ,, Carou
jsem uzavfel feSeni. Pak jsme to prodiskutovali se sousedem, zjistili jsme, Ze to mame feSeno
kazdy trochu jinak, ale vysledek je stejny. Pak jsme uZ neméli co délat, tak jsme dostali zadany
bod G, tak jsme ho doplnili pod ¢aru.*

Zapisy ve Skolnim seSité:

K15: Piehledné podle zadani vypsany uhly, které je tieba sefadit. Ve srovnani se zdznamem
je graficka uprava peclivejsi — Bohous v tuto chvili asi pfemysli o strategii, ma ¢as psat pomaleji.
Samotny fakt, Ze pouZil pro zapisy pomocny papir (3kolni sesit) svédéi o tom, Ze si v tuto chvili
jest& neni jisty uspéSnosti svého napadu. Jinak by ho pomocné zapisy zdrZzovaly.

K16: Nad tabulkou je zapsano uspofadani thld podle velikosti. Pivodné byly znaky
nerovnosti zapsany obracené, pozd€ji byly sprdvné opraveny vyraznym pfepsanim.
V dodateéném rozhovoru Bohou3 potvrdil, Ze toto feSeni zapsal hned po vypoctech
zaznamenanych do tabulky, Ze aZ pfi vynaseni pomocnych bodid do obrazku si uvédomil spravné
pofadi znakd. Cely postup potvrzuje prolinani geometrie a aritmetiky. Dal dokumentuje
Bohousovu schopnost kritického mysleni. Na bily papir pak Bohous opsal vysledek (1).

K17: Zapis do sloupct do tabulky svéd¢i o pfipravené strategii a vhledu. Z uspofadani
tabulky je vidét, Ze Bohou$ nejprve zacal psat pouze body a jejich soufadnice, na kalkulatoru
pfepocital soufadnice vzhledem k y =1, ty pak zapsal dal do fadku.

Podle tvaru ¢ar se mizeme domnivat, Ze prvni tfi fadky byly jasné, dalsi tfi fadky nemaji
pfesné uspofadani. Ziejme byly nejprve zapsany soufadnice bodi podle zadani a potom doplnény
dopotitané udaje. Zakiivené podtrZeni upfesiiuje, co k sob& patfi.

Prvni tfi fadky poslednich sloupct jsou je$t€¢ uspofadany uhledné, &islo 2,6 je zapsano
pod fadkem, nerespektuje uspofadani do tabulky. MiZeme se domnivat, Ze pravé v tomto
okamziku Bohou$ jasn& vidi usp&nost svoji strategie, dochazi k objevu. Uprava neni podstatna,

dilezité je ¢islo, ziejmé velice rychle spoji kiivou ¢arou hodnoty, které k sob¢ patfi.
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Prvni dvajité ary zvyraziiuji oddéleni legendy tabulky — oznadeni bodd, druhé dvajité cary
oddé&luji zadané body od pomocnych. Tenké jednoduché &ary oddéluji soutadnice jednotlivych
bod.

3.5 Zavéry analyz

Analyzy zakovskych feeni ukazaly, Ze konstruktivistické pojeti bylo v tomto ptipadé silng
motivujici. Umoznilo Zakim postupovat pfi feSeni problému vlastni cestou. P¥ feSeni tlohy UG
na &tvereCkovaném papiru je tfeba porovnavani série Ghld v jediném obrazku generickym
modelem a ptirozené vede u nékterych Zéki k objevu.

Zaci vyuzivali rizné &innosti — rysovali s v&t§i & mensi ptesnosti, n&kteti dokonce pouze
nalrtavali, porovnavali, spekulovali, potitali na kalkulatorech. Vizualizaci napoméhala jak
manualni &nnost, tak i prostfedi &tvereckovaného papiru. Uloha vedla ziky k odhalovani
principu poméru. PFi analyze se ukdzalo, Ze téme&f u vSech Zdkd probihalo feleni v posunu
od procesu ke konceptu.

Je zajimavé zminit jistou paralelu ontogeneze s fylogenezi pajmu goniometrické funkce.
Porovnavat velikost hlt pomoci poméru uméli jiZ stati Egypt'ané. Recka matematika, zejména
astronomie (napf. Ptolemaios Claudius z Alexandrie) pouZivala pomér délek na vyjadfeni

velikosti hld propracovanym zpisobem, ale goniometrické funkce byly zavedeny az o mnoho

stoleti pozd&ji arabskymi matematiky.

3.6 Sumarizace analyz z pohledu dalSiho postupu ucitele

Ziskany material je velice bohaty a jeho sumarizace, kterd by ukazala viechny dulezité jevy i
jejich vztahy se mi dlouho nedafila. Podobn& jako u experimentu V2 s valcem jsem neuspéla
S ptehledy, ani s tabulkou. Jako nejzdafilejsi nakonec vySel kruhovy diagram. SnazZim se v ném
Pfehledn& zmapovat uZité strategie tak, aby bylo moZné ukézat roli Zaka a roli utitele v prib&hu
feSitelského procesu.

PHi prezentaci v Power Pointu je mozZné diagram odhalovat postupné, po vrstvach. Pisemna

Prezentace dovoluje takovy postup pouze omezeng. Zde ptedvedu tfi stadia tvorby daného

diagramy,
Prvnim stadiem je Zadéni dlohy — v diagramu vyznageno Zlutym kruhem uprosited — viz

Obrazek 3.10.
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Druhym stidiem je Zhodnoceni situace po 40 minutich bidani (obrazek 3.10) v diagramu
znazornéno mezikruZim rozd&lenym barevn€ na Ctyfi &asti, ty jsou pak jeste dal &lenény. Tato &ast
diagramu velmi zjednoduSend dava piehled o uZitych strategiich. Ptesn&jsi ¢len&ni by bylo
zna¢né neptehledné, zjednoduseni povaZuji za uZite¢né vzhledem ke snadn&jsi orientaci. Velikost
ploch v diagramu odpovida skutegnému po¢tu Zéki ve skupinach podle uzité strategie.

Zakladni orientadni rozdéleni Zzakovskych feSeni z pohledu dalsi eduka¢ni strategie ugitele

vzniklo pfi ptipravé na dalsi hodinu. Reseni na &tveretkovych papirech jsem roztiidila podle

1. faze tfeseni do ti skupin:a) objev dokoncen;
b) bod F ,,zviditelnén®, ale objev nedokongen;

c) bod F neuveden.

2. zpiisobu feseni do péti skupin:a) thly porovnany pouze graficky

b) vyjadfeni velikosti ihlu pomoci soufadnic bodi

c) vyjadieni velikosti uhlu pomoci zlomk

d) thly porovnany ,pfevodem na jednotku“ na ose x

nebo na ose y

e) vyuziti grafu pfimé umérnosti.

Toto tfid&ni je pouze orientatni, podrobngjsi tfidéni je zpracované do kruhového diagramu

Nazvaného Zhodnocen situace po 40 minutdch badani — viz obrazek 3.10.

Neuspsgné strategie jsou v oblastech rysovani — zpisob feSeni: a) uhly porovnany pouze

8raficky — v diagramu vyznateno zelenou a gervenou oblasti.
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Ty je uZite&né dal rozdélit na dvé &asti

= vprvni je rysovani pouze ve viditelné oblasti, tam jeste nebyl objeven nastroj
na porovnavani velikosti thli — odpovida fazi c) bod F neuveden — oblast oznacena
ervené — naptiklad prace Anny (ptiloha 3.5.1 obr.1)

- ve druhé Casti jsou uvedeni Zaci, ktefi jiz pouzili podobnost, ale chybi algebraické
vyjadfeni zavislosti velikosti Ghlu na soufadnicich bodéi — chybi propojeni geometrie
s aritmetikou — odpovida fazi b) bod F ,zviditeln&n®, ale objev nedokonden — barva

zelena — naptiklad prace Klary (ptiloha 3.5.6) a Veroniky (ptiloha 3.5.7)
Kazda ze skupin bude v dal3i hodiné fesit jiné dopliikové dlohy.

Uspé3né strategie jsou ve vysedich oznagenych ,.kalkulatky* a ,,p¥ima amérnost* — odpovida

fazi a) objev dokon&en — dva odstiny modré barvy.
Dalsi podrobngjsi rozdéleni symbolicky naznaCuje, jakym konkrétnim zpiisobem Zici

pracovali :
Kalkuladky — oznadeni oblasti, kam jsou zafazeni Zaci, ktefi pfi porovnavani ahla pouzili

Vypodty na kalkulatorech. Tato oblast je je$té dal &lengna podle konkrétniho pouzitého zpisobu

Vypodtu.
Symbol [];y| zastupuje strategii porovnavani velikosti ahlii pfepoétem y-ové soufadnice

bodu na jednotku x, symbol [’x;l] — prepodet na jednotku y — napfiklad prace Bohouse

=~ (pftiloha 3.5.2 obr.2) a Borise (pfiloha 3.5.8)

- symboly — a — charakterizuji strategii porovnavani uZitim poméri soufadnic —
y x

naptiklad prace Alese (pFiloha 3.5.9) a prace Havla (ptiloha 3.5.10)

slovo zlomky — odpovida uziti pouze konkrétnich &iselnych vyjadieni pomérii zlomkem —

naptiklad prace Karla (pfiloha 3.5.11)

P¥im4 dmérnost — oznaleni oblasti, kam patfi strategie vyuZivajici vlastnosti pFimé
Tima  imérnost

Umérnost;,
= graf — vyuziti grafu pfimé 4mérnosti — naptiklad prace Mirka (pfiloha 3.5.12)

= koef — symbolizuje podetni vyuZiti koeficientu pfimé imeérosti — napiiklad prace Hany

(ptiloha 3.5.13).
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Poznamka: Ale$ ve svych Gvahach presahl ramec uéiva ZS (pfiloha 3.5.9) — zvolil bod N

ve druhém kvadrantu a zapsal nasledujici tvahu ~ viz obrazek 3.11 (ptiloha 3.5.9).

Obrazek 3.11: Uvaha Alese

K Ale3ove fedeni a k této uvaze jsme se vratili s celou tfidou za dva roky, kdy jsme rozsifili

obor hodnot goniometrickych funkci na celé R. S AleSem a n&kolika ostatnimi zéjemci jsme

0 problému diskutovali
Vsichni tito #4ci dal$i hodinu pokradovali zavedenim funkci tangens a kotangens, hledanim

Jejich vlastnosti.
Ttetim stiddiem je Postup prace v dalSich hodindch — diagram je doplnén o dalsi tfi

mezikruzi — obrazek 3.12.

————

']ednotkové
viastnost

omocne

viditelna
/ oblast

\ ( —Tysovant |
podobnost #

Obrazek 3.12: Postup prace v dalgich hodinach
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Zde je ukazano, jak se d4 zorganizovat rozdilna rychlost jednotlivych Zakh pfi objevovani.
Tmavé modré oblasti s napisem tg a cotg oznacuji chvili, kdy bylo moZné nalezeny vztah nazvat
goniometrickou funkci — naplnéni vyty&eného cile. Z4ci, kteti ulohu uspé$né vyfesili, mohli hned
v nasledujici hoding hledat vlastnosti objevenych funkci, v grafu déal nalézali pravouhlé
trojuhelniky (vztahy mezi velikosti (ihli a poméry stran), nejrychlejsi pak hledali takové body,
z jejichZ soufadnic se daji ptimo odeéitat hodnoty goniometrickych funkei.

Zelené oblasti oznatuji fazi, kdy bylo nutné piejit od rysovani k vypodtim. Zaci, ktefi jiz
,,zviditelnili“ bod F, mohli pfimo pokraCovat, ti ktefi je$té nenasli nastroj, jak tento bod pfibliZit,
fesili pomocné ulohy (Zluta &ast).

Na konci objevovani, kdy je badani uzavieno, se da fici, Ze se v§ichni Zaci seznamili
s funkcemi tg a cotg.

Konstruktivistické pojeti se 1 v tomto ptipad€ ukazalo jako silné motivujici. Umoznilo Zaktim
postupovat pti feSeni problému vlastni cestou. Zaci vyuZivali riizné &innosti — rysovali s v&t3i &i
men§i pfesnosti, né&ktefi dokonce pouze naértavali, porovndvali, spekulovali, pogitali
na kalkulatorech. Vizualizaci napoméhala jak manudlni ¢innost, tak i prostiedi &tvere¢kovaného

papiru. Uloha vedla Zaky k odhalovéni principu poméru.
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Ctvrta kapitola
I'vwb: geavtov

Poznej sebe sama

Ndpis na Apollénové chramu v Delfich

4. SEBEREFLEXE

Kapitola je vé€novana sebereflexi.V prvni &asti kapitoly popisuji, jak se postupné vyvijelo a
pretvafelo moje ucitelské pfesvédeni od matefské Skoly az do soucasnosti. P¥ipominam podnéty
a souvislosti, které se vyraznéji prajevily ve vyvoji mého ucitelského pojeti.

Druha a treti &ast se vztahuji k experimentim V2 a G2 popsanym ve druhé a tieti kapitole.

V sebereflexi se zamyslim nad disledky priibéhu experimenti a jejich analyz na dalgi vyuéovani.

4.1 Vyvoj mého uéitelského prresvédéeni

4.1.1 PFesvédéeni — budu uéitelkou

Maje piesvédéeni, 7e budu utitelkou, vzniklo uz v mateiské Skolce. Rikavala jsem: LA
Vyrostu, tak se sem vratim jako pani ucitelka®.

Toto presvédéeni pietrvavalo i na zdkladni $kole. Ve volném ¢&ase jsem se vénovala détem —
vedla jsem krouzky, jezdila na letni tabory (nejdiiv jako praktikantka, pozd&ji jako vedouci).
Po ukonéeni zakladni Skoly jsem nastoupila na SVVS s cilem: »Vratim se na zakladni $kolu a
budu ugit“, Tehdy jsem viibec neuvaZovala zda prvni nebo druhy stupefi, nepfemyslela jsem
0 pfedmétech — jednoduse jsem chtéla ucit.

Na sttedni $kole neopoustim svij cil — ucit — profiluji se pfedméty — francouzstina, &estina,
Matematika, fyzika. Jiné pfedméty mne neoslovuji (zfejma souvislost s osobnosti vyuéujicich).
Kdy? nad tim pfemyslim zp&tné, domnivam se, Ze zajimavym se pro mne stal ten pfedmét, kde

Jsem mohla tvoit a nepiejimala jsem hotoveé poznatky — nemusela jsem se nic ,,biflovat“ zpaméti.

k: uzivej starych zakond, ale &erstvych pokrmii; mnoho poslouchej a
,gtima. Sifi je a nechavé je vyhotovit ve zlaté na st€nach Apollénova
Poznej sebe sama!*, ktera se pozdé stane

’ »-..Zachovej ve viem miru; peduj o cele
Mluv jen véas®. Tvto vyroky zvéehuje delfska vé
¢hrému. Véyodiyjim jakési ustredni zasada delfské vestimy: ,
V¥chodiskem Sokratovym. (Kratochvil, 1993, s. 21)
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Pfed maturitou jsem méla sen studovat uditelstvi — obor francouzitina a Cesky jazyk
na filosofické fakult¢ UK v Praze. Nastalo prvni zklamani — psal se $kolni rok 1969/70 a obor
FRJ — CJ nebyl otevien, zvolila jsem proto druhou variantu mych oblibenych pitedmétd, a to

ucitelstvi MAT — FYZ na MFF UK v Praze. Jako zaloZni variantu jsem tehdy napsala uéitelstvi

ekonomickych predméti na VSE.

4.1.2 Zadatky ulitelské praxe — stiedni ekonomicka $kola

Po absolvovani MFF UK (v roce 1976) jsem zalala ucit na stiedni ekonomické 3kole.
Utitelskou drahu jsem nastupovala s pfesvédéenim Ze ,dobry kantor i kozu naudi pocitat*
(moZna v podtextu a v podvédomi je moje presvédeent, Ze riizni Zdci potfebuji rzny pristup) —
nyni bych to poopravila — moZna nauti, ale ta ,koza“ musi chtit. Pomahal mi pocit kvalitniho
teoretického matematického zakladu — ,,stavovska est mat-fyzaka®.

Maji prvni snahou bylo, aby se moji Zaci matematiky nebali. Vysvétluji, ptam se, zda 74ci
pochopili latku, kdykoliv se mohli zeptat na nejasnosti. Zplsob vyu€ovani byl ale instruktivni
(do té doby, kromé& vlastniho zpiisobu uéeni se, jsem nic jiného nepoznala). V této etapé lze mé
pedagogické piisobeni charakterizovat v oblasti interakce se Zaky jako vstficné a v oblasti

Vyudovani jako instruktivni. Pfi pfipravach na vyuéovani jsem se vyrazné sousttedila na obsah.
Ptisly prvni radosti a prvni zklaméani.
v dennim studiu
— radost — Zici se matematiky neboji, nedostavuji se katastrofické vysledky v podobg
nedostate&nych jako v jinych tiidach; tfidy byly pfevaZn€ divei a instruktivni vyklad
divkam vyhovoval; jasna strukturace u¢iva a pfesné vymezeni standardnich 1iloh
pomahaly z4kiim nabyt jistoty, Ze ugivo jsou schopni zvladnout - mezi utitelem a Zaky

byl soulad ve smyslu Mares (1998, s. 164)
zklamani v dennim studiu — &tvrtletni pisemné prace dopadaly hif neZ pribézné

kontrolky.

v dalkovém studiu
radost — dobte zvoleny systém prace na konzultacich, ktery vyhovoval t&ém studentiim,

kteti m&li moZnost se doma na konzultaci pripravit podle tloh, které v piedstihu dostali,

~  zklaméni — pfi prvnim odhaleni _nepohody* pfi zkouseni dalkarek, kdy mi jedna dalkaika

jesté pted poloZenim otazky oznamila, Ze se m& tak boji, Ze ji i v noci pronasledu;i

ve snech..
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Neuspéchy v dennim studiu jsem JiZ tenkrat dokézala do jisté miry analyzovat. Uv&domovala
jsem si, Ze ziskané poznatky nejsou trvalé. Pfemy3lela jsem, jak to napravit. a zacala jsem se
zajimat pravé o ty Zaky, ktefi nebyli Gsp&3ni. Zjistila jsem, Ze Pfi hodinach nejsou viichni #4ci
aktivni. V8imla i jsem si, Ze i Zéci, ktefi nevyru$ovali, mélj dostatek &asu k »unikim* do svéta
svych myslenek zcela nematematickych. Umoziioval to vysoky pocet Zakii ve tFd& (b&zn& 40
Zakh ve tfid&) i zphsob instruktivniho vyu€ovani — zcela klasick4 struktura hodiny (zkougeni a
opakovéni; vyklad; shrnuti).

Pochopila jsem, Ze moje vyzva, kterou jsem kladla po kazdé &asti vykladu — , Rozumite
viichni? Kdo se chce na néco zeptat?”, nebyla Zaky vnimana tak, jak jsem se domnivala.
Uveédomila jsem si, Ze se vétsinou ptaji ti, ktefi problému &stedn& rozumi a v&di na co se ptat,
Zak, ktery latku nechape, se nezept4 z obavy, aby se neprojevilo, Ze néco neumi.

Kdyz jsem pochopila, Z¢ moje vyzvy nejsou G&inné, snazila jsem se Zaky vic aktivovat,
Vyklad jsem prokladala otazkami, tak aby odpovédi na tyto otazky dovedly Ziky k novému
Poznatku. Pro mne odpovédi Zakt mély diagnosticky ucinek.

SnaZila jsem se zpFijemtiovat hodiny zajimavymi dlohami, ale to se mi dafilo jen narazove,

Nicméng jiz zde se zadaly utvafet moje ndzory, které posléze vedly k zmeng mého
edukagniho stylu od instruktivizmu ke konstruktivizmu.

SloZit&jsi pro mne bylo fesit problémy v délkovém studiu. Byla jsem ptesvédiena, Ze zde je
Nutné, aby ti studenti, ktefi u¢ivu viibec nerozumi, zvysili svoji aktivitu v domaci pfipravé. Dnes
Jiz vim, Ze feSeni uvedeného problému tkvi v tom, aby student, ktery se hlasi do dalkového studia

Ml moznost pfed zadatkem vyucovani v n&kolika testech samostatné zvéZit vlastni pfipravenost

4 Pfipadn odlozit studium aZ po absolvovani pFipravky.

4.1.3 PFestup na viceleté gymndzium

Vroce 1990 jsem zadala ugit na viceletém gymnéziu jedenctileté nadané déti. Stala jsem se

tNdnj utitelkou v primé, kde jsem ucila i matematiku. Uvédomovala jsem si zodpovédnost
%a nadgnj 24kt a chut’ uéit se, chtéla jsem je rozvijet a pokazit pfi tom, co nejméné. Byla jsem

; jak* bsah
Nuceny Zmenit zpiisob priprav, vétsi diraz jsem kladla na to ,,jak“ ucit neZ na o. S | |
Tato etapa mého uéitelského vyvoje by se dala oznatit jako hleddni. Nejprve jsem &erpala

Tamety y literature, pak jsem se ucastnila didaktickych semindfi a konferenci didaktiky

matematiky,
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Vyraznym meznikem byla prvni konference o vyuce matematiky na viceletych gymnaziich
(pravdépodobné vroce 1992) v Hradci Kralové. Tam jsem se setkala s M. Kubinovou a M.
Tichou, které prezentovaly své experimentdlni texty uéebnic pro druhy stuperi ZS. V té dobg jsem
se potykala s problémem vhodnych uéebnic, pfedvadéné experimentalni texty se mi staly velkou
inspiraci a usnadnily mi pfipravy na dal8i hodiny. V té dobg& jsem hledala zpiisob, jak zaujmout
bystré Zaky, jak zvladnout jejich Zivelnost na jedné strang, jak pfitom neodradit a nezanedbat
Zaky pomalejsi na strang druhé. Necht€la jsem, aby Zaci poznatky pouze reprodukovali, snaZila
jsem vést je k premysleni, rozvijet jejich tvofivost. Setkani s autorkami experimentalnich textd
posililo moji viru ve spravnost nastoupené cesty a povzbudilo moje sebevédomi.

V dal$im roce jsem byla poZaddna, abych pomohla zaloZit metodicky kabinet matematiky
pfi Sluzbé Skole v Mladé Boleslavi. Od té doby aZ do dneSka pracuji jako metodik a garant
vzdélavacich akci pro ugitele matematiky pro okres Mlada Boleslav. Prvni organizované
seminafe byly zaméfené na aktivizatni metody, na motivaci. Zvala jsem ty lektory, které jsem
poznala na konferencich.

Druhym vyraznym meznikem v mém hledani (nejen pro mne, ale i pro dali uditele
na Boleslavsku) se stal v roce 1995 vzdé€ldvaci program Iniciativa. Ten nabidl uceleny systém
seminatii, psani seminarnich praci a jejich obhajoby, pfinesl pracovni setkani s odborniky,
atmosféru stejného pedagogického presvédeni. ProZili jsme prvni analyzy Zakovskych praci,
Prvni zamysleni se nad pozndvacim procesem. Zkusili jsme vesvych tfidach realizovat
€xperimenty, byli jsme vyzvani k prezentaci vysledkti na konferencich. Podobné jako ostatni
Wastnicj Iniciativy i ja jsem své zkuSenosti prezentovala na konferenci Dva dny s didaktikou
Matematiky v Praze (1996) a na konferenci Jak ugit matematice Zaky ve v€ku 10 — 15 let
ve Frydku-Mistku (1997). Od prvotnich sdileni znaéné& emotivné zabarvenych zkusenosti z hodin
nebo z matematického tabora jsem postupn¢ prechazela k analyzam ¢innosti Zaku, prib&hu hodin,
k hledani zpiisobu, jak ukézat G&innost konstruktivistickych pristupd.

Ttetim meznikem je v roce 1999 zahdjeni doktorandského studia na KDM PF UK. MozZnost
SPolupracovat s odborniky na katedfe didaktiky matematiky byla pro mne hlavni motivaci

ke Studiu. Kazdé setkéni s nimi pfineslo mnoho cennych podnétli pro moj1 pract ve Skole.

Na konzultacich jsem se postupné seznamovala s metodou atomarni analyzy. Specifikum

analyz bylo v tom, Ze moje poznani 7aki bylo pfimé a bohaté a poznani vedouciho pouze mnou

ZPrOStfedkované Jeho rozbory byly tedy spise obecné a alternativni a moje prace spocivala

Vtom, abych nabizené moznosti vykladu kriticky zhodnotila a ukézala na ta feSeni, které mi
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organicky harmonizovala s osobnosti Zaka. V ptipadé, Ze se takové feseni neobjevovalo, snaZila

jsem se popsat detailn& jiné mé zkuSenosti s danym Zakem, které pomohly osvétlit jeho osobnost.

Postupné jsem se takto pfi konkrétni praci u¢ila metod& atomarni analyzy, tj. metodé kladeni
velice detailnich otazek a trp&livého sestavovani mozaiky Fesitelského procesu Zaka. Domnivam
se, Ze nautit se této metod€ z knih je témeéf nemozné. K tomu je nutny bezprostredni dialog lidi,
ktefi s dostate¢nou trpélivosti hledaji mezi mnoha moZnostmi tu, ktera nejlépe koresponduje
celkovému myslenkovému projevu daného Zaka.

Pfi analyzach provadénych ve skupin¢ uditeld, prace skupiny postupuje rychleji, jestlize v ni
Je aspori jeden &lovék, ktery z danou metodou mé bohaté zkusenosti (odstavec 4..).

Zvladnout atomarni analyzu neznamend jen naucit se pe€livé vnimat detaily. Znamen4 to i
schopnost umét tyto jednotliviny spravn€ hodnotit, fadit, porovnavat, Klasifikovat apod. To vie
VyZaduje pojmovy aparit, ktery se ¢lov€k ui ,,za pochodu®. Je to uéeni ,,plizivé a &lovek si jej
mnohdy viibec neuvédomuje. Az v okamZiku, kdy se analyzy délaji ve spole¢nosti n&koho
nového, ktery co chvili 2ad4 vysvétlovani a Casto oponuje zcela irelevantng, si &lovek uvédomi,
Jak daleko se v popsané pracovni metodé dostal.

Metodiku kognitivni analyzy jsem pouZivala pfi rozborech obou experimenti (V2 i G2)
Prezentovanych v této praci. Prvni &innosti bylo ,,éteni® obrazku. Evidence jsem se ugila presng
Zaznamenavat. Timto zpisobem se zviditelni kazdy jednotlivy krok postupu Zikovského feseni,
ktery by jinak mohl uniknout pozornosti. Pak jsem se ucila evidence komentovat a hledat, jak
Mohou ukazat na myslenkové pochody 74ka. JiZz pfi prvnich analyzdch mé piekvapilo, jak je

MoZné pfemyslet o kazdém detailu v pisemném projevu Z4ka a kolik informaci je zde ukryto.

U prvnich analyz byla pomoc vedouciho prace vyraznd, postupné€ jsem se pak pokousela
SaMmostatng pougivat metodu atomérni analyzy, myslenky proceptu nebo generickych a
i2010vanych modelti. Prvni analyzy byly uskute¢nény u experimentu s valcem. Vyhodou bylo, Ze
Jsem méla k dispozici osm skupin a jestlize pii analyze prvnich jsem byla spiSe v roli ,,z4ka", tak
analyzy poslednich jsem délala jiZ samostatné. Pomahala mi u toho tvorba vyvojovych diagramt

(Popsano v odstavci 2.8).
Protoe se vyzkum s valcem prolinal s vyzkumem goniometrického tématu popsaného

Vkapitole  tret; byla vétSina zkuSenosti, které jsem nabyla v jednom z téchto prostred;,

aplikOVatelné i v prostredi druhém. Pravé v goniometrickém tématu se mi povedlo vypracovat

Velice U¢inny nastroj, aplikovatelny jak na kognici, tak na edukaci (popséno v odstavci 3.6).
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Podrobné analyzy mi postupng odhalovaly hlubsi pohledy do poznévaciho procesu Zakd,
oteviraly mi nové oblasti, které jsem dfive nevnimala. Takové utitelské ,,procitani“ pfinagelo

nejenom radost, ale zarovel i chvile depresi. Zadala jsem si vic uvédomovat nedostatky

Pii vyuce, co vSechno jeté mohu délat jinak.
Setkani na fakulté i hodiny konzultaci pro mne maji vyznam nejen po strance didaktiky
matematiky, ale pfedev$im po strance lidské. Myslenky z diskusi se vynofuji s odstupem ¢&asu,

tfeba i po n€kolika letech, jsou ,,pod kiZi“ — &lovék se zméni, méni se zpisob mysleni.

4.2 Poudeni z experimentu V2
Analyzy 7ékovskych feSeni spolu s hledanim co nejpfesné&j$i rekonstrukce procesu fe$eni

PrinaSeji uciteli poznani zptsobu mysleni a uéeni se Zakd. V nasledujicich odstaveich shrnu

ZkuSenosti, které jsem si odnesla z experimentd V2 a G2.

4.2.1 T¥i alternativni scénafe
Pti analyzach pisemnych Zakovskych dokumentid jsme zkoumali, jaky vliv na fesitelsky
Proces ma pouzita formulace vyzvy (odstavec 2.3). ZvaZovali jsme i jiné moZnosti formulace
V¥zvy, kterd by mohla byt Z4kam ptedloZena pro ,.nastartovani“ a usmériiovani jejich prace.a
POrovnali jsme je. Vybirali jsme z téchto ti{ alternativ:
—__alternativa:

1. kazda skupina dostane fyzicky model vélce, ktery pomiZe Zakim vyvodit hledany vzorec
pak podle vytvofeného vzorce vypotitaji numericky povrch ,,svého* vélce,
Vyhodou uvedeného postupu je garance dobré predstavy zékladniho objektu — valce i
Mampulativni innost, Jeho slabinou je skutetnost, Ze konkrétni vypolet (izolovany model
V2orce) Pfichazi aZ po abstraktnim poznani. To neodpovida postupu podle teorie generickych
Modely (viz 1.kapitola), ktery byl impulsem pro vytvoreni druhé alternativy.
Drubg alternativa:
L. kaszda skupina dostane fyzicky model valce a zjisti, kolik barvy je zapotfebi na jeho

Natfeni

i { it — naji y vzorec
+ konkrétni vypodet se Zaci pokusi zobecnit najit obecny v
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Pro zaky, kterym je valec jako geometrické t&leso dobfe znam, je to vyhovujici postup, ale
pro Zaky, ktefi zatim divémé poznani valce nemaji, to miZe byt naro&né, nebot’ pracuji s ne zcela
jasnym objektem. Zejména mtiZe byt pro n& t&€Zké objevit, Ze plast’ valce je vlastné obdélnik a
jedna jeho strana ma délku obvodu kruht podstavy. Obé tyto myslenky jsou pfitomny v procesu
lepeni valce zjeho sité, coZ je pfitomno v pouZité alternativé — ozname ji jako tfeti.
Pfipomeiime:

T¥eti alternativa:

1. Navrhnéte sit’ valce, tuto sit’ narysujte na barevny papir.

2. Sit’ valce vystfihnéte a modelovanim valce ovéfte spravnost.

3. Zméite potiebné tdaje a vypoététe povrch vymodelovaného vélce.

4. Naleznéte vzorec pro vypocet povrchu valce.

K realizaci této alternativy budou Zaci potfebovat barevné papiry, niizky a rysovaci potieby.
Utitel pfinese barevné papiry, ostatni pomticky maji Zaci u sebe.

U prvni a druhé alternativy Zak pracuje s fyzicky pfitomnym télesem, ale pojem sité je zde
jen imaginativni. U tfeti alternativy Zak vychazi z imaginativniho pojmu valec (pfipadné jej
kresli), z n§j manipulaci tvofi fyzicky model sité¢ a z ni pak fyzicky model vélce. Je zfejmé, Ze
u tfeti alternativy je bohat$i manipulativni zkuSenost a tedy i vét§i pravdépodobnost spravného
feSeni ulohy. Ocekavala jsem, Ze dobrou pfedstavu valce bude mit kazdy Zak. Nicméné&, kdyby
tomu tak nebylo, mohl na poZadani dostat fyzikalni model valce. K tomu nedoslo.

Posledni tvahy jsou jiz vysledkem analyzy, ve které se na cely experiment divame o¢ima
vyzkumnika. Piivodné jsem byla spiSe v roli ucitele a zvazovala jsem kromé uvedenych alternativ
i alternativu tradi¢ni (od obecného vzorce ke konkrétnimu vypoctu). Pfi¢inou takové tvahy je
moZna otazka/namitka kolegy nebo rodice, pro¢ se ,,ma objevovat jiZ objevené®, pro¢ se prosté
nevezme poznatek uvedeny jasné€ v uéebnici.

Formulace vyzvy

Pii analyze posloupnosti ukoltl ve tfeti alternativé se ukazalo, Ze Glohy ve vyzvé mohly byt
formulovany vhodnéji:

1* Navrhnéte sit’ valce.

2* Sit’ valce narysujte na barevny papir.

3* Sit’ valce vystfihnéte a vymodelujte z ni valec.
4* Vypoctéte povrch vymodelovaného vilce.

5* Naleznéte vzorec pro vypocet povrchu viélce.
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V takto upravenych tlohach jsou néktera upfesnéni zimérné zaml&ena:

V uloze 2* schazi informace, Ze rozméry si mohou volit Zici sami (tato informace nebyla ar
v plivodni textaci); nejde o zamléeni toho, Ze viile je dana zakam, ale o termin »roZmeéry*; te
totiZ miiZe navadét na hledéni &iselnych rozméri, poloméru a vysky.

V tloze 3*,schazi informace, ktera v ptivodni textaci uvedena byla, Ze modelovani valce j
vlastné procesem kontroly vytvofené sité.

V tloze 4*opét schazi zminka o rozmérech z nichz se vypoget odviji.

4.2.2 Pouéeni z pribéhu hodiny V2

Konstatovala jsem, Ze modelovani vedlo pfirozenou cestou zaky k diskusi a spolupraci.

Pfi pohledu na tfidu se zdalo, Ze vSichni Zaci hned od za&atku pracovali, byli aktivni. To,
kromé jedné skupiny, potvrdilo i zb&Zné pozorovani béhem hodiny a fotografovani prace skupin.
Pracovni atmosféru dokumentuje napiiklad fotografie & 1 v ptiloze 2.7.1. PH pozornéj$im
pozorovani vybranych skupin jsem si ale uvédomila, Ze naptiklad ve skupinich 5, 6, 7 a 8 nebyli
vSichni stejné aktivni. Pfi p¥ipravé dalSich hodin jsem pak vic zvaZovala podet lidi ve skuping,
davala jsem ptednost praci ve dvojicich. PH hodindch jsem pak vic vnimala signaly, které
naznaCovaly miru zapojeni jednotlivci do ¢innosti.

JiZ v prib&hu hodiny bylo evidentni, Ze jednotlivé skupiny volily rozdilnou strategii feseni.

V praci skupin v hoding se objevily chyby: ziména pojmi i znakd poloméru a priméru,
VystfiZeni nerealizovatelné sité,....

.‘Potvrdilo se, Ze pfi ,,objevitelskych !, hodinach je uditel nucen reagovat na vzniklou situaci a
improvizovat — napiiklad chlapci v prvni skupin€ byli pfili§ brzy s ukolem hotovi, v dané chvili
Jjsem si neuvédomila, Ze jsem méla mit pfipraveny dal$i naro¢néjsi tlohy.

Potvrdilo se, 7e Zaci této tfidy jsou zvykli pracovat ve skupindch. Rozdéleni do skupin
Probéhlo rychle, spontanné. B&né bylo i sloZeni skupin, odpovidalo zasedacimu pofadku, nikdo

Se nemusel premistit, pouze se nékteré dvojice ototily k zadni lavici.

Co isem se pii hodiné naudila:

modelovani je ¢innost didakticky G¢innd, snaZim se modelovani zafazovat

do vyuky co nejéastéji
zvaZovat podet lidi ve skupiné podle zadané &innosti, pe¢livéji promyslet

organizaci skupinové prace

- vic hlidat miru zapojeni 24k do Cinnosti
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-  mit pfipraveny nejen pomocné tlohy pro slabé Zaky, ale predev§im mit
promyslenu a pfipravenu néro¢néj$i variantu pro nadané Zaky, ktefi pfi hoding

rychle a uspé3né€ zadanou tlohu vyfesi

4.2.3 Poudéeni z podrobnych kognitivnich analyz V2

Podrobné kognitivni analyzy odhalily /jak rozdilny postup feSeni souvisi s uéebnim stylem
Zaka, jak Cinnost skupiny miiZe ovlivnit vhled jednoho Zika — naptiklad skupiny 2, 5, 6, 7 i 8.

Analyza prace prvni skupiny potvrdila, Ze chlapci hned na zalatku vid&li feSeni, Ze
pfi hodiné nebyli vytiZeni, Ze by pro né byl jiny tkol vhodn&;jsi.

Prace $esté skupiny ukazala formalni znalost vzorce pro délku kruZnice, malou zkuenost
s konkrétnimi modely kruZnice, $patny odhad velikosti obvodu kruhu v zavislosti na poloméru.
Potvrdilo se pozorovani z hodiny, Ze jeden z chlapci feSil a ostatni pouze pfihliZeli, Ze by pro né
byla vhodné&jsi jina alternativa zadani dkolu.

Analyzy praci sedmé a osmé skupiny odhalily, Ze objev nebyl dokon&en. Zavére&nym
shrnutim a zopakovanim na konci hodiny jsem zarazila objevitelsky proces. Pfedev§im divkam z
osmé skupiny jsem tak zabranila vlastnimu objeveni chyby a tim jsem je ochudila o dalsi napéti a
hlavng o radost z objevu a posilila v nich védomi, Ze samostatné nejsou schopné objevovat.
Ovéfeni vypoétem mélo byt az dalsi hodinu, tim by se prodlouzilo napéti, diskuse by mohla
pokradovat o pfestavce, o problému by Zaci premysleli i doma. Sdé€lenim vysledku se v3e zastavi.
Naugila jsem se tedy hlidat se, abych nepodlehla pokusSeni urychlit probrani latky instrukci a
sd&lenim hotovych poznatki. Posilila se tak moje vira, Ze je pro Zaky lépe probrat méné latky
s vnitinim pochopenim, neZ fesit kvanta typovych procvi¢ovacich uloh.

V tabulkiach a uebnicich byva vzorec pro vypocet povrchu valce upraven do tvaru:
S =2nr(r + v). Zadna z osmi skupin k tomuto zapisu nedospéla, ale ve viech (kromé& jedné) byl
vzoredek napsan jako soudet obsahi dvou objekti. Tak jej déti konstruovaly a tak je jim
srozumitelny. Vzore¢ek uvedeny nahofe zdokonaluje vysledny poznatek po formalni strance ale
sougasné ,,umrtvuje vyznam jednotlivych znaki ve vzorci vystupujicich.

Kdy?Z jsem nad timto jevem uvaZovala, napadlo mé& zadat Zak(im nasledujici ulohu: Naleznéte

geometricky ttvar, ktery je modelem vzorce ve tvaru S = 2zr(r + v). Modelovanim ukazte, Ze

Obsah tohoto ttvaru je shodny s obsahem povrchu valce vyjadfeného vzorcem S = 27r* + 2mrv .
Metodologicky pohled na to, co bylo fegeno, ukazuje, jak mohou algebra s geometrii

Spolupracovat. Vzoretek S = 2mr(r + v), ke kterému jsme dospéli algebraickou upravou, nas vedl
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k hledani takového sttihani daného geometrického objektu, aby bylo mozné preskupit jeho &asti

do nového objektu odpovidajiciho tomuto vzore&ku.

Co isem se naudila pfi kognitivnich analvzach:

- zprojevit Zaki béhem hodiny i z pisemnych zdznami pozorovat jevy, které ukazuji
na u€ebni styl Zaka, tim jsem pak schopna u¢innéjsi pomoci

- na aplikacich ovéfovat miru porozuméni vztahim a vzorcim; ové&fovat, zda znalosti
nejsou pouze formalni, zda jsou podloZeny dostate¢nym poctem izolovanych model

- pted sdélenim vysledku a pfed zav€renym shrnutim se piesvédéim, zda viechny
skupiny ukon¢ily objevovani

- vic vyhleddvam pfileZitosti ke ,,zviditelnéni® algebry pomoci geometrie

4.2.4 Pouéeni z dodate¢nych rozhovori V2

Chlapci z prvni skupiny potvrzuji, Ze pro n€ objev nebyl zajimavy.

Vypovedi Zaka treti, Sesté a osmé skupiny odhalily, Ze ob&as ,,zdani klame*“. P¥i vné&j$im
pozorovani béhem hodiny se jevilo, Ze ve treti a osmé skupin€ vladla béhem hodiny velmi
Pracovni atmosféra, naopak v $esté skupiné zdanlivé jeden chlapec nic nedélal, jen se dival.

Po piil roce z dodateénych rozhovorit viak mizZeme usoudit, Ze pracovitost divek byla jen
zdanliva, protoZe si na &innost v hoding pfilis nevzpominaly. Jedna znich se pfiznala, Ze se
vZdycky snaZi mit v ruce kalkuladku, aby mohla délat numerické vypolty, nebo rysuje — déla
Pouze ,,pomocné prace®, snazi se vypadat zaméstnané. Naopak chlapec ,,pozorovatel* si presné
priibéh hodiny vybavoval, znal i vzorce. Tato zjidténi me naucila Iépe si v8imat ¢innosti Zakd pfi

skupinové praci. Zjistila jsem, Ze je mozné rozlisit skutecné pracovni nasazeni od nahradni

Cinnosti.

Co isem se naudila z dodate¢nych rozhovoru:

- lépe si viimat vytiZenosti Zaki béhem hodiny

- pozorovat pozorné £innost 74k, uvédomovat si rozdéleni ukold mezi jednotlivce
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4.3 Pouéeni z experimentu G2

4.3.1 Pouceni z pribéhu hodiny G2

Prvni pozorovani jsem délala jiZ v prib&hu experimentalni hodiny. Nebylo to poprvé, ale
tentokrat, zfejmé pod vlivem peglivé pFipravy scénafe hodiny a mé zvédavosti, jsem svoji roli
experimentatora vnimala hodné intenzivné. Poprvé jsem totiZ opustila pro mne béZnou organizaci
hodiny zaloZenou na skupinové praci Zaki a pfedfadila jsem pfed ni etapu samostatné prace Zaki.
Nevédéla jsem, jak bude tfida na tuto zménu reagovat. SnaZila jsem se postfehnout a evidovat
v$e, co by mohlo obohatit naslednou analyzu experimentu.

Od prvnich minut samostatné prace Zakid jsem evidovala neobvyklou atmosféru t¥idy. Misto
béznych diskusi a pfirozeného Sumu tfidy, byl tentokrate ve tfidé klid pfipominajici psani
pololetni prace. Viichni Zaci pracovali zaujaté. Zadné naznaky komunikace mezi Zaky, ani zadné
pfedstirim prace jsem neregistrovala. Pfekvapilo mne to. Necekala jsem, Ze moji vyzvu ke zcela
samostatné praci budou Zéci brat tak vazné.

Sama sebe jsem se ptala, pro€ k tomu do$lo. Vidéla jsem dvé& pfi¢iny uvedeného jevu: prvni,
zjevna, byla vyzva uditele k samostatné praci; druha, méné viditelna, spocivala ve struktuie
ulohy, ktera i slab8im Zékdim ddvd moZnost samostatné prace. Tieti pravdépodobnou pfi¢inu
piekvapivé atmosféry v uvodu hodiny jsem odhalila aZ pozdéji. Bylo ji moje silné citové zaujeti
nastfadané v prib&hu peclivé pfipravy scénafe a umocnéné moji zvédavosti a ofekavanim. Je
velice pravdépodobné, Ze Zici citlivé vnimali moje zaujeti, a to podnécovalo i jejich zajem.
Uvédomila jsem si, Ze tento jev zaZivam opakované téméf pokazdé, kdyzZ pripravé hodiny vénuji
nadmérnou energii a ¢as.

Uloha zaky oslovila nikoli jen jako ¥kolni zadéni, kde jde o nalezeni konkrétniho vysledku,
ale jako intelektudlni vyzva k odhaleni jisté zakonitosti. To se projevilo ihned, jak za¢ali ve druhé
etap€ prace Zaci mezi sebou diskutovat. Dokumentuji to pozndmky z mych zdznamd, v nichzZ je
opakované Zaky formulovéna otazka: , Jak to tedy bude?“ Né&kdy jen jako otdzka, kterou si klade
Zék pro sebe.

Déale jsem si uvédomila, Ze u mych b&Znych hodin je Zakim din men$i prostor
pro individualni préaci, protoZe jiz od zaatku mohou mezi sebou diskutovat a uloha nenabizi tak
Sirokou paletu vyzev od jednoduchych aZ k sloZitym. Navic probihajici experimentalni hodina
vede k vy$8i motivaci zaku a tim i k bohat§i paleté jejich napadu, zejména u slab8ich zaki, ktefi

pii organizaci ,,diskuse od zacatku“ maji tendenci spi$e prebirat myS$lenky spoluzaki.
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M¢ zaznamy vztahujici se ke druhé etap& hodiny — skupinové praci — obsahuji jesté dveé
dilezité poznamky. Prvni se tykd mé reakce na strategii nastavovani &tveredkovaného papiru
(dvojice divek pfi diskusi navrhovala fedit nedostupnost bodu F pfilepenim dalsich
Ctvereckovanych papiri, aby bod mohly narysovat). Ihned, jak jsem tento postup divek vidéla,
jsem byla schopna formulovat néro¢néjsi ukol (totiz soubor vy3etfovanych bodii doplnit
o vzdaleny bod G), ktery orientoval praci divek k dal$imu, hlubdimu cili.

Druhé poznamka se tyka nedostateéné vytizenosti dvou velice dobrych zaki ttidy (viz ptipad
Bohous$ a jeho podrobna analyza v kapitole 3.4.2 — komentat K14 ). Pfi hoding jsem si véas
nevsimla, Ze chlapci maji ulohu dofeSenou. Az podrobné kognitivni analyzy ukézaly, Ze bod G
byl zafazen do hotového systému. Potvrzuje to i konstatovani v dodatednych rozhovorech: , Pak
jsme uz neméli co délat, tak jsme dostali zadany bod G, tak jsme ho doplnili pod &4ru.*

Jiz zkuenosti z experimentu s valcem ukazaly, Ze tito chlapci nebyli dostaten& vytiZeni.
Tentokrat jsem pro né mé&la pfipraveny néroén€jsi ukol (hledat, jestli nalezené ptitazeni je funkci,
zjistit jeji vlastnosti), bohuZel jsem neuhlidala okamzik, kdy mém 1kol zadat. Tento neusp&ch byl
pravdépodobné tim nejcenndjsim, co jsem se na hodin€ nautila.

S odstupem &asu mohu konstatovat, Ze je to jedna z véci, které si od té chvile hlidim velmi
petlivé. Uvédomuji si, Ze odpovidajici obtiZnost zadanych uloh je jednou z hlavnich podminek
podnétného prostfedi jak z hlediska pozndvani, tak pfedevsim z hlediska osobnostniho rozvaje.

Co isem se naugila pfi hodiné:
novi varianta organizace prace (v prvni etap€ pracuji zaci individudIng a az ve druhé

pak vzajemné konzultuji) je didakticky u¢inna. O podobné formé organizace prace se
dogteme i v (Sekiguchi, %{2006), kde se uvadi, ze v Japonskych hodinach matematiky

je béZny tento zpiisob vyuky:
1. faze: Studenti nejdfive zkousi fesit tlohu individualng€. Potom pracuji se sousedem

nebo v malych skupinach.

2. faze: Nékteti studenti prezentuji sva feSeni na tabuli a tfida o nich diskutuje.

3. faze: Ugitel ptedloZi problém (alohu).

4. faze: Utitel shrne hlavni poznatky.

- intenzita prace Zaku je zdvisla na kvalité pfedloZené tlohy, zejmeéna na tom, Ze iloha

umoziuje kazdému Zakovi smysluplnou aktivitu,

- vzijemné diskuse Z4ki jsou motivadné a asi i edukaéné& u€inné&jsi nez ucitelovo

poudovani a kontrolovéni prace Zaku,
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- ma-li uditel zadavanou tilohu dobfe promyslenu, je schopen bezprostfedné reagovat
na pfipadné ne€ekané€ situace v Zakovskych fesenich

- uditel, ktery chce motivovat i nejschopnéjsi Zéky ttidy, musi mit pfipraveno a
promysleno pokradovani dané ulohy do dalsich, nebo hlubsich oblasti matematiky;
takova pfiprava vyZaduje nejen to, aby uditel matematiku znal komplexné a hluboko, ale
aby se sim matematickymi problémy permanentné zabyval a udrZoval si tak odbornou

,.kondici®.

4.3.2 Poudeni z pFipravy na dalSi hodinu p¥i experimentu G2

Pfipravu na dal3i hodinu jsem za¢ala zkoumanim odevzdanych Zakovskych praci. Prvni mé
zarazilo to, Ze pfesto, Ze jsem Zaky Zadala o zapisovani postupi feeni a pfisludnych uvah na bily
papir, vétSina z nich zapsala pouze vysledek uvah a ne dvahy, které k vysledku vedly. ReSeni
na Ctverekovych papirech mi napovédéla o Zdkovych ivahach vic. Ta jsem roztfidila podle faze
dokonéeni objevu a podle zpisobu feSeni — podrobné uvedeno v odstavci 3.6

Toto tfidéni je pouze orientaéni, podrobnéjsi tfidéni zpracované do diagramu Jje zndzornéno
na obrazku 3.10 na stran& 111. Z uvedeného vyCtu vyplynula potieba ptipravy rozdilného zadéni
ukolii jednotlivym skupindm pro dal3i hodiny.

Co isem se nauila pfi pfipravé na dalsi hodinu:
prace jednotlivych skupin bude intenzivng;jsi, jestlize jim pokratovani ilohy budu

pfipravovat podle zpisobu prace, kterym Zaci sami za¢ali lohu fesit

) musim téZ predjimat moZné ptekazky, na které Zaci pfi praci narazi; pfitom nutno brat
v potaz to, Ze stejna prekazka u riznych Zaki miZe vyZadovat riizné zpiisoby pomoci
(u jednoho spise ve vizualni, u jiného v kalkulativni oblasti)

pfipravit se na situaci, Zze néktery zak zvladne kol velice rychle, a nabidnout mu

smysluplnou a naro¢nou tlohu.

4.3.3 Poudeni z podrobnych kognitivnich analyz G2
Podrobnou kognitivni analyzu feseni Anny a Bohouse jsem délala spoleéné s vedoucim
Price. Ogekavala jsem, Ze analyza BohouSova feseni bude rychla a stru¢na, protoZe chlapec mél

Ve dobfe, a 7e nalezl nastroj k porovnavani velikosti uhl, dokonce bez rysovani. Na zakladé

Predchozich zkugenosti s analyzou Zakovskych feseni dlohy o valci jsem vSak tusila, Ze
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v BohouSové feseni je mozné najit skute¢nosti, které J& nevidim. Tak tomu i bylo. Jests bohatsi
pak byla analyza prace Anny.

Podobné jako u experimentu s vilcem se opét ukazalo, e se di vysledovat prolinani
geometrie a aritmetiky v ur¢itych fazich fe$eni, Ze geometrie zviditelfiuje a jinde zase aritmetika
upfestivje a urychluje.

Pfemysleni nad ¢asovym sledem &innosti Zaka pfinadi informaci o zpisobu uchopovani
problému, coz pak nasledné& poméha pti formulaci dalsich iloh a tkol.

Podrobné kognitivni analyzy prokazaly, Ze vét$ina aka pfi feSeni postupovala cestou
procesu, mal4 ¢ast cestou konceptu.

Ukazala se také vazba zplsobu feSeni na predchozi zkulenosti — nektefi Zaci vyuzivali

znalosti zlomkd, jini funkci, dalsi podobnosti. Nekolik Zaka $lo pomé€rné rychlou cestou

experimentovani s kalkula¢kou.

Co isem se nauc¢ila pti podrobnych kognitivnich analvzich:

- predevsim v§imat si véci, které jsem dfive nevnimala — napf.: jakym zptsobem 3k
zadina fesit ulohu, které nastroje vyuziva

vic pfi ptipravé kold zvaZovat pfedchozi zkuSenosti Zaka

ulohy disledn& formulovat tak, aby pfi jejich feSeni byla moZn4 i cesta procesu

pti zadavani ukold ,,nasadit” zaCatek tak, aby kazdy Zak byl schopen udglat prvni kroky
pfi &innosti Zakd vic pozorovat projevy Zakd, které svéd¢i bud’ o bezradnosti nebo

naopak o tom, Ze tloha nepfinasi nic nového

4.3.4 Analyzy providé&né ve skupiné uditeli

Jako ilustraci uvedu jednu z mnoha ukézek diskuse pfi skupinové analyze. Nejprve jsem se

0 ZkuSenosti délila se studenty doktorandského studia na seminafich pro doktorandy, kde jsme

Spole¢né hledali nejprve evidence, pak jsme hledali jejich komentéte.
Analyzy feeni uvedené ulohy jsme diskutovali na Skole doktorandskych studii v Kralupech

4 Ve Vrabcovg, dale pak pfi EMTISM v srpnu 2002 v Derby.
Na mezinarodnim kurzu 3. — 10. srpna 2002 v Derby jsme diskutovali feSeni tlohy o tihlech

Zikyng Anny. Diskusi vedli Milan Hejny (MH) a Darina Jirotkové (D). Utastnici se seznamovali

8 itivni y
Metodou kognitivni analyzy.
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Nejprve u¢astnici hodnotili obrazek na étvere¢kovaném papite. Hledali evidence. Nagli jich
celkem tfinict. Pak se zamysleli nad tim, co z evidenci vyplyvé pro myslenkové pochody Zaka.
Na ukézku uvadim zkracené zaznamy utrzkd diskuse:

Evidence E1:

Vygumovani zadéni a volba soufadného systému na vy$ku. Zména polohy papiru z polohy
na vySku na polohu na $itku.

Diskuse k El:
Ina: ...Zacala rysovat a uvidéla, Ze se ji to tam nevejde, tak to vygumovala a pak otogila

papir.
D: Kdy na to pfisla?
Ina: Kdyz si narysovala n&jaké body.
D: Ne — nejsou Zadné stopy po gumovani bodu.
MH: Co z toho plyne pro mysleni Anny?
Kresli tuZkou; osy x, y — perem.
Diskuse k E2:

e - o . . o
Ina: Perem osy — potvrzeni mysleni — ted jsem si jista osami, ostatnim ne, kreslim dal

tuZkou.,
Romana: Divod — lepsi piekryti pfedchoziho gumovani — nakonec.
MH: Co plyne z Gvahy Iny a co z avahy Romany?
R: Myslim, kdyby zadala perem, oznadila by i soufadnice bodi.

Lucka: Perem, protoze si je jista polohou os, umisténim bodi ne.
Juan: (vzal Annino feSeni a papir dal na okno a dival se proti svétlu) OP je tuzkou, dal

Perem.
MH: Typicky ptiklad, kdy podrobna analyza opravi pivodni evidenci. DulezZité vSak neni,

ktera alternativa plati, ale co z toho plyne dal pro mysleni Zaka.
Skupinova prace v analyze pfinasi rychlé postupovani, protoZe jednotlivi dcastnici
Plispivaji vlastni introspekéni zkusenosti a kolektiv z alternativnich nabidek dosti rychle voli ty,

které jsou nejpravdépodobnéjsi.
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Zavér

Vysledky a pfines price

Prace je vénovana didaktickému problému formulovanému uvodni otazkou:
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