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Uvod

Sto rokov od Einsteinovej formulacie vSeobecnej relativity je uz jasné, ze tato
tedria popisuje velmi dobre aj tie najsilnejsie gravitacné polia, aké st nam dnes vo
vesmire zname. Okrem c¢iernych dier, kde hmota navzdy zmizne pod horizontom
udalosti, tu st aj neutréonové hviezdy, kde hmota nadobida extrémnej husoty
a tlakov. Zrazky ciernych dier aj neutréonovych hviezd boli nedavno pozorované
observatériami gravitacnych vin LIGO a VIRGO. Zhruba v tejto dobe, kedy bola
k potrebnej citlivosti privedend konstrukeia detektorov gravitaénych vin, dospel
aj obor numerickej relativity. Ten dokézal pre pozorované gravitacné viny urobit
vypocty simulujice podobu zrazok s dostatocnou presnostou. Jednym z krokov,
ktoré bolo predtym potreba vyriesit, bola analyza povahy Einsteinovych rovnic
z hladiska matematickych vlastnosti, pretoze len dobre formulované rovnice je
mozné riesit na pocitaci.

Dlho pred tymito neddvnymi tispechmi boli Einsteinové rovnice riesené pro-
strednictvom matematickych postupov. Osved¢enou metdédou bolo vyuzit rele-
vantné symetrie, ktoré viedli k znacnému zjednoduseniu a umoznili najst rieSenie
v analytickej podobe, teda popisané matematickym vzorcom. Rovnako dolezitim
predpokladom takychto rieseni, bol vakuovy charakter priestorocasu. Analogicky
ako aj nekonecéné hodnoty potencialov v miestach hmotnych bodov v newtonovkej
fyzike, vedie tento predpoklad k tomu, ze hmota pri takychto rieseniach Einste-
inovych rovnic je zdanlivo stustredena do oblasti, ktoré predstavuju singularne
miesta riesenia. V ramci vseobecnej teérii relativity existuju postupy, ako tieto
oblasti skimaft avsak postup znacne komplikuje nelinearita Einsteinovych rovnic.
Vymnimkou st ¢ierne diery, kde st takéto oblasti skryté za horizontom udalosti a st
povazované za miesta, kde konci platnost klasickej fyziky a kde nastupuje dopo-
sial neznama kvantova gravitacia. Ale existuju aj dalsie riesenia, kde singularity
nie si skryté za horizotnom a si tak povazované za nefyzikalne.

Hladnie tzv. vnutornych rieseni, ktoré budia zname analytické vonkajsie rie-
Senie ma dlhu tradiciu. Pri niektorych rieseniach boli vsak najdené matematické
argumenty, ze dané vonkajsie riesenie nemoze maft za zdroj objekt tvoreny idedl-
nou kvapalinou. Vynimkou je délezity pripad TOV rovnice popisujicej struktiru
sféricky symetrickej hviezdy, ktorda mimo hviezdu budi rovnaké pole ako Schwarzs-
childova ¢ierna diera rovnakej hmotnosti. Toto je ale moderny pohlad, kedze ked
Tollman, Oppenheimer a Volkoff prisli so svojimy rieSeniami v roku 1939, pojem
¢iernej diery esSte neexistoval. Je prirodzené, ze idedlna kvapalina zaujme pri sta-
tickom pripade sféricky symetricky tvar a preto ostatné analytické riesenia, ktoré
nie su sféricky symetrické, budia musiet byt popisané inou latkou, ako je staticka
idealna tekutina.

Existuje aj moznost nahradit singularne sa chovajice vakuové rieSenie vnutri
nejakej uzavretej plochy nejakou, dostatocne hladkou metrikou a skiimat dosa-



denim do Einsteinovych rovnic, aky zdroj jej odpoveda. Jeho vlastnosti ide dalej
skimat z pohladu vSeobecnych poziadavok kladenych na lubovolni hmotu vo vse-
obecnej relativite, teda pozitivitu hustoty energie a jej toku z pohladu réznych
pozorovatelov. Tieto kritéria sa nazyvaji energetické podmienky. V principe ide
o priamociary problém, ale komplikovand struktira Einsteinovych rovnic prindsa
rozne komplikacie.

V tejto praci budeme skumaf tito konstrukciu zdrojov pre sféricky symet-
rickt Schwarzschildovi metriku, vratane pripadov zdrojov, ktoré nie su sféricky
symetrické a pre tvz. Curzonové riesenie, ktorého zdroj nasiel v roku 2013 Bonnor
[1]. Tato praca tak predklada niekolko zakladnych prikladov, ktorych vlastnosti
by mohli inSpirovat budici zaujem o vnitorné rieSenia analyticky danych sta-
tickych vakuovych priestorocasov metodou napajania. Podobne ako u analyzy
povahy Einsteinovych rovnic z hladiska ich matematickych vlastnosti za tcelom
ich spravneho riesenia v numerickej relativite, kde stru¢ne povedané bolo potreba
dostaf na spravne miesto druhé ¢asové parcidlne derivacie metriky, aj u tu uva-
zovanej metody hladkého napdjania vnatornych rieseni, ukazuje tato bakalarksa
praca, ako klucova je v Einsteinovych rovniciach urc¢ujicich hustoty a tlaky pri-
tomnost, respektive nepritomnost druhych derivacii réznych metrickych funkeii v
smere kolmom k rozhraniu medzi vnutornym a vonkajsim rieSenim.



Kapitola 1
Klasicka tedria gravitacie

K popisu gravitacného pola v jazyku newtonovksej klasickej mechaniky, defi-
nujeme potencidl ®(z,y, z), ktory splia Poissonovu rovnicu

A® = 4nGp. (1.1)

Vyhodou tohto popisu je, Zze namiesto hladania troch komponentov vektorovej
funkcie, staci vyriesit parcialnu diferencidlnu rovnicu pre jedint funkciu troch pre-
mennych, z ktorej vysledné pole ziskame zaposobenim gradientu, §(7) = —V&(Z).
Napriek tomu, pri komplikovanejsich pravych stranich sa rieSenie rovnice (1.1},
kvoli vyskytu odmocnin v integraloch hlada tazko. Pomocou metédy Greenovej
funkcie sme schopny analytické riesenie vyjadrit len v integralnom tvare a dalSie
skiimanie riesenia vyzaduje numerické metody. V snahe vyhnit sa podobnému
problému moézeme zdroje gravitacnych poli skiimat tak, Ze na zname rieSenie
rovnice

AD =0 (1.2)

napojime na hranici nejakej oblasti vnitorny potencial sposobom, ktorym vytvo-
rime novi dostatocne hladky potencial gravitacného pola. Dostatoéna hladkost
potencialu nie je podmienka nutna, napriklad nespojitost v prvej derivacii na ro-
zhran{ odpovedd plosnému zdroju v linedrnej rovnici[I.1} Tieto zdroje st niekedy
oznacované ako supky, ale v tejto praci sa nimi zaoberat nebudeme.

1.1 Regularizacia sféricky symetrického poten-
cialu

Gravitacny potencial v oblasti, kde sa nenachadzaji ziadne zdroje pola je
dany riesenim Laplaceovej rovnice

M
—-G—,

r

d(r) = (1.3)
kde sme oznacili r = |Z|. Takéto riesenie je platné v oblasti s nulovou husto-
tou telesa, teda mimo teleso. Navyse je funkcia [1.3| singularna v pociatku, ¢o
je dovodom aproximacie realneho telesa pomocou hmotnych bodov. Na to, aby
sme obisli tieto komplikacie zavedieme novy potencidl, ktory sa na hranici nami
zvolenej oblasti bude zhodovat funkénou hodnotou a hodnotou prvej derivacie s



prislusnymi hodnotami potencidlu [I.3] Pre sféricky symetricky pripad je hranica
oblasti dana jednoduchou podmienkou r = a, ktora hovorime, ze nami Studované
teleso je gula o polomere a. Preto gravitacny potencial takéhoto telesa zavedieme

v tvare
Arm+B r<a
O(r) = ) (1.4)
—G% r>a

Konstanty A a B dostaneme z uz spominanych podmienok aby funkcia ®(r) bola
v bode a spojita a mala spojiti aj prva derivaciu. Tym dostaneme stustavu dvoch
rovnic

M
_ M

Vyriesenim tejto ststavy dostaneme pre r» < a potencial vo vnutri telesa

GM

nanJrl

" (r) =

(r"—(n+1)a"). (1.7)

Po zaposobeni Laplaceovym operatorom dostnaneme vysledok

GM
i 2, (1.8)

AP = (n+1)

7 tohto vysledku je vidiet, ze pre rozumny model hustoty telesa je vhdoné volit
n = 2, kedze volba n > 2 by viedla k nulovej hustote telesa v pociatku. Pre takto
zvolené n dostaneme pomocou rovnice [I.1] hustotu telesa

3 M M
_° = . 1.9
dra®  Vi(a) (1.9)

p

Vysledok urcite neprekvapi, pretoze sme dostali hustotu telesa rovni hmotnosti
telesa podelenej objemom gule Vi (a) o polomere a. Tym sme kompletne uréili
potencial vnutri aj mimo sféricky symetrické teleso

%(7’2—3@2) r<a

O(r) = (1.10)

-G % r>a
a navyse sme ziskali vysledok zhodny s rieSenim Poissonovej rovnice s kon-
stantnou hustotou p = M /Vi(a), bez toho aby sme Poissonovu rovnicu riesili. Pre
rozne hodnoty polomeru telesa je graf tejto funkcie uvedeny na obrazku [I.1] kde
sme zvolili jednotky G = 1 a M = 1. Zostava nam vyriesit problém hydrostaticke;j
rovnovahy telesa. Pre sféricky symetricky problém budeme funkciu tlaku uvazo-
vat zavisla iba na vzdialenosti od centra r. Potom mo6zeme rovnicu hydrostatickej
rovnovahy pisat v tvare

dp(r) _ d®(r)

= p(r). (1.11)
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Obr. 1.1: Zavislost potencialu na r, pre rozne hodnoty rozmerov telesa
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Obr. 1.2: Graf hustoty a tlaku vnutri telesa pre rozne polomery telesa

Ttato rovnicu mozeme integrovat, ¢im ziskame vysledok

p(r) = — d(zqu) p(r)dr. (1.12)
Dosadenim potencidlu pre sféricky symetrické teleso konstantnej hustoty z rovnice
ziskame vyraz pre tlak vnutri telesa
2 2
p(r) =— 3&% rdr = —3;];/{3 r? 4+ C, (1.13)
kde integracnii konstantu zafixujeme poziadavkom, ze tlak na povrchu telesa
zmizne, teda p(a) = 0. Pouzitim tohto poziadavku ziskame konstantu

3GM?
C=""-"_ 1.14
Sl (1.14)
¢im sme jednoznacne urcili hladant funkciu tlaku vnutri telesa
3GM?, .,
p(r) = T (a® —r7). (1.15)
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Tato zavislost, spolu s hustotou telesa je uvedena na obrazku V grafe pou-
zivame relativistické jednotky, teda G = 1 = ¢ a uvedeny tlak v grafe je p/c?,
pricom sme este hmotnost telesa volili M = 1. Aby sme do grafu vynasali bezroz-
merné velic¢iny je tlak podeleny hustotou telesa a hustota je podelend strednou

hustotou definovanou ako
3M

Amad’

Po (1.16)

1.2 Regularizacia vseobecného potencialu

Pri regularizacii vseobecného potencidlu vyuzijeme vlastnosti riesenia ulohy
bi-Laplacovej rovnice s Dirichletovymi hranié¢nymi podmienkami

A%u =0 v 2
u=f mnaodf. (1.17)
Ozu =g na o2

Riesenia tejto tlohy sa hodia na napajanie na existujice singularne riesenia Lap-
laceovej rovnice, pretoze takto zadana tloha ma tu vlastnost, ze jej riesenie mi-
nimalizuje funkciondl

Iw] = /Q (Aw)2dV, (1.18)
kde funckie w patria do mnoziny
A:{w€C4(Q), w = f na 0%, aﬁw:gnaaﬁ}.
Toto tvrdenie si nasledne dokazeme.
Teorém 1.1. Nech u € C*(Q) a riesi tilohu , potom

I[u] = min Iw]. (1.19)

weA

Taktiez plati obratené tvrdenie, ak u € A a spliia rovnicu [1.19| potom u riesi
tilohu

Dékaz. Volme w € A Iubovolné. KedZe u spliia tlohu dostaneme
0= /Q(u —w)A*udV.
Pouzitim Greenovej identity prepiseme vyraz na
0= /(m(u —w)V(Au) - dS — /Q V(u—w) - V(Au)dV.
Integral cez hranicu mnoziny €2 bude nulovy, kedZe na hranici plati u — w =

f — f = 0. Na integrdl cez mnozinu € znova pouzijeme Greenovu identitu a
prepiseme ho do tvaru

0= /QAUA(u —w)dV — - AuV (u —w) - dS,

7



kde integral cez hranicu je opat nulovy, kedze tam plati 0zu — dzw = g — g = 0.
Dalej mo6Zeme uvazovat iba normalovi derivaciu, pretoze plosny element mozeme
zapisat ako dS = idS , kde vektor 7 je normala k ploche a tento Clen vystupuje
v skaldrnom sucine s gradientom. Tym sme dospeli k vyrazu

0= / AuA(u — v)dV (1.20)
Q
a po jednoduchej uprave dostaneme vysledok

/Q(Au)QdV: /QAqudV

< / (Au)? Aw)QdV
kde sme vyuzili nerovnosti AuAw < 3(Au)? + (Aw)?. Dospeli sme k nerovnici
1/(A \2dv < 1/(A 2dv
2 Jo' 7" =9 Jo 2

¢im sme ukazali, Zze Iu] < I'fw] a tym sme dokézali prvu cast tvrdenia a to Ze u je
skutofne minimizér funkciondlu [[.18 Druhi ¢ast dokdzeme ndsledovne. Vieme Ze
u splia rovnicu , potom realna funkcia f(e) = I[u+ev], (¢ € R) md minimum
v bode € = 0, kedze funckia u + ev € A. Z toho dostavame aj poziadavky na
Tubovolni funkciu v € C*°(Q), ktord musi spliiat v = 0 na 9Q a dzv = 0 na Q.
Dosadenenim do funkcionalu [[.I§ dostaneme vztah

fle)=Tu+ev] = /Q(Au)2 + 2eAulv + (Av)2dV.

Vieme, 7e funkcia f(€) ma v bode € = 0 minimum, a preto spliia rovnicu f’(e =
0) = 0. Tym dospejeme k vyrazu

0= / AuAvdV.
Q
Dvojnasobnym pouzitim Greenovej identity upravime vyraz na tvar

0= Auve-d5— [ wV(Au)-d5+ / vA?udv,
o) [2)9] Q

kde oba integraly cez 02 si rovné nule, ¢o vypliva z podmienok kladenych na
funkciu v. Dospeli sme teda k rovnici

0= / vAZudV,
Q

ktora ma byt splnena pre lubovolni funkciu v a z toho plynie, zZe musi byt splnend
rovnica A%y = 0, &m sme dokézali tvrdenie. O

Konkrétne si postup ukazeme na regularizacii potencialu dvoch hmotnych
bodov hmotnosti M a symetricky umiestnenych okolo pociatku.



1.3 Regularizacia potencialu dvoch hmotnych bo-
dov na ose

Zvolime si suradny systém tak, aby sa hmotné body o hmotnosti M, nacha-
dzali na ose z v bodoch z =1 a z = —1. Gravitacny potencial takéhoto systému

je
1 1
GM(\/R2+(2—1)2+\/RQ—I—(Z—i-l)Q), (121)

kde R a z st cylindrické suradnice. Problémovymi miestami st body na ose z =1
a z = —1, ¢o je ilustrované na obrazku [I.3] Preto tuto oblast nahradime gulou
o polomere a, kde na hranici tejto oblasti budeme pozadovat podmienku spo-
jitého potencialu a na zaklade bi-Laplaceovej tlohy staci na hranici pozadovat
zhodu normalovej derivacie potencialov. Aby sme dosiahli tento ciel, prevedieme
najskor potencial do sférickych stradnic a nésledne urobime jeho multipdlovy
rozvoj. Pomocou transformécie medzi sférickymi a cylindrickymi stradnicami
R =rsinf, z = rcosf dostaneme

(R, 2)=—

24 ——— :

! o

Obr. 1.3: Gravitacné pole budené dvoma hmotnymi bodmi umiestnenymi v z =
—laz=1

1 1
O(r,0) = —GM + . 1.22
(r.) <\/1+r2—27’0050 \/1—1-7’2—1-27’(:089) ( )



Bude nas zaujimat pole daleko od zdroja, preto vyraz prevedieme do tvaru

1 1 1
O(r,0) =—-GM- + ) (1.23)
r<\/1+7}2—§6080 \/1+7}2+§COSG>

Ak teraz urobime Taylorov rozvoj v %, vyrazu v okoli 0, ziskame multipolovy
rozvoj potencialu

®(r,0) = —GMi rllﬂ (Py(cosf) + P(—cosh)) =
= —GMi Tll+1 (1 + (—1)l> Py(cos ). (1.24)

O sprévnosti rozvoja sa mozeme presved¢it na obrdzku [1.4] kde do rovnakého
grafu bol vyneseny potencial a rozvoj[1.24], pricom sme pouzili prvych Styroch
¢lenov rozvoja. Vyrazy P(cosf) st Legenderové polyndémy a v rovnici sme

2

Obr. 1.4: Porovnanie multipélového rozvoja [1.24] s potencidlom [1.21

vyuzili ich vlastnosti P(—cosf) = (—1)!P(cosf). KedZze bi-Laplaceovu rovnicu
riesia kombindcie r'P(cosf) a r't2P(cos ), pokisime sa pomocou nich vytvo-

rit potencial, ktory bude splnat okrajové podmienky bi-Laplaceovej tlohy. Preto
zvolime vnutorny gravitacny potencial ako

" (r,0) = —-GM i[Alfl("r’) + Bygi(r)] Pi(cos ), (1.25)
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kde funckiu f(r) budeme volit tak, aby f(a) =1a f'(a) = 0, zatial ¢o na funckiu
g(r) budeme klast podmienky g(a) =0 a ¢’(a) = 1. Potom konstanty A; a B; su
rovné

1+ (=1) (I+1)(1+ (=1)hH
Al — T, Bl —_ — aH‘Q . (126)
Volbou funkeii
rt(Ir?2 — a?(l + 2
) = -~ 2 (127
2 — g2)

splnime vysie spomenuté poziadavky a tym sa nam podarilo napojif potencial
dvoch hmotnych bodov hladkou nesingularnou funkciou. Celkovy potencial ta-
kého telesa je

—-GM io: [Aifi(r) + Bigi(r)|P(cos ) r<a
O(r,0) = o (1.29)
~GM % 5 (14 (=1)!) P(cos) 1 >a,
=0

Pricom konstanty A; a B; si urcené rovnicou [lustracia gravitacného pola

3‘!\

Obr. 1.5: Gravitacné pole telesa s rozmerom a = 2.5, po napojeni potencialu
hladkou funkciou

budeného takto zkonStruovanym telesom je uvedend na obrazku kde je pre-
rusSovanou c¢iarou vyznacené teleso o polomere a = 2.5. Pomocou rovnice |1.1
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spoc¢itame hustotu tohto telesa. Numerickd aproximacia hustoty telesa vzniknu-
tého regularizaciou potencidlu je uvedend na obrazku [1.6] v ktorom sme vyuzili
prvych desat ¢lenov rady rozvoja hustoty.

0.100

0.075

0.050

0.025

-3 -2 -1 0 1 2 3

Obr. 1.6: Graf hustoty telesa pre a = 2.5
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Kapitola 2

Zdroje statickych rieseni
Einsteinovych rovnic

Pri prechode od newtonovskej k Einsteinovej gravitacii sa meni hlavny objekt
popisu. Od popisu gravitacného pola pomocou potencidlu prechadzame k popisu
stvor-dimenzionalneho casopriestoru, kde gravitaciu, teda zakrivenie casopries-
toru, popisujeme pomocou metrikych funkcii. Cielom tejto kapitoly bude rozsirit
metoédu popisant v prvej kapitole do jazyka Einsteinovej teérie. Polné rovnice v
einsteinovej tedrii maju tvar

1
RMV — §R9MV = /{Tuu- (21)

Prakticky rovnica [2.1], predstavuje sadu desiatich parcidlnych diferencidlnych rov-
nic druhého radu pre desat neznamych metrickych funkcii. Najst vSak riesenie pre
tuto sadu rovnic je problematické. Tato rovnica vytvara velmi tizke spojenie me-
dzi zdrojmi gravitacného pola a ich vyvojom, takze korektne by sa pohyb hmoty
a zakrivenie casopriestoru malo riesit sticasne. Tato okolnost vytvara Einsteinove
rovnice so zdrojmi tazko riesitelnymi. Jednoduchsie je najst riesenie vakuové, teda
s nulovou pravou stranou, ktoré taktiez predstavuje ¢asopriestor mimo zdrojov.
Takych rieSeni existuju triedy viz. [2]. V tejto kapitole vyuzijeme vicsej znalosti
vakuovych rieseni tak, Ze na zname riesenie spojito napojime metrické funkcie
a z Einsteinovych rovnic zistime prislusny tenzor energie a hybnosti a ndjdeme
aproximaciu realnej latky, generujicej dané pole. Predtym ako sa pustime do
vysetrovania vsak pripomenieme jedno presné vnutorné riesenie Einsteinovych
rovnic.

2.1 TOV riesSenie

Za predpokladu sférickej symetrie ukazali nezavisle Tolman [3] a Oppenhei-
mer a Volkoff [4], Ze je moZné najst a riesit rovnice pre funkcie popisujice hustotu
a tlak sféricky symetricky rozlozenej hmoty budiacej mimo teleso Schwarzschil-
dovo riesenie. Tieto tzv. TOV riesenia maji dnes miesto v ucebniciach relativity
ako napriklad Stephani [5], z ktorej v tejto sekcii Cerpame odvodenie. Riesenie
pre latku s konstantnou hustotou nam dalej posluzi ako idedlny vzor vnutorného
riesenia, ktoré budeme moct porovnavat s vlastnostami nami najdenej latky po-
mocou metody napajania metrickych funkcii. Na zaciatok riesenia zadefinujeme
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tenzor energie a hybnosti modelovanej latky. Pre jednoduchost budeme uvazovat
teleso modelované pomocou ideédlnej tekutiny, pre ktori definujeme tenzor energie
a hybnosti

Top = (1 + /) tatis + PYas- (2.2)

Dalej budeme predpokladat Ze teleso je v nasom stradnom systéme v pokoji a

preto volime
u® = (ce_”/2,0,0,0> . (2.3)

Ako v pripade vakuového Schwarzschildovho riesenia sa budeme pokusat néjst
riesenie sféricky symetrické a statické. Preto metrické funkcie budeme volit neza-
visle na ¢ase a metriku budeme méct volit v tvare

ds? = —e"MEdi? + D dr? + r2(d6? + sin*0d?). (2.4)

Teraz zostava uz len dosadit do rovnice [2.1| ¢im dospejeme k vztahom

(N 1 1
—kcPp = —e? (7" - ﬂ> -3 (2.5)
ez 1 1

Rp = ¢€ A (7" + 7“2> — ﬁ (26)

i 12 AV / /

(Vv N

_ A . 2.

Kp=e ( 5 + 1 1 + o ) (2.7)

Pre najdenie riesenia by sme potrebovali pridat stavovi rovnicu f(u,p) = 0, aby
sme mohli vyriesif tuto sistavu Styroch rovnic pre nase Styri nezname funkcie
i, p, A\, v. Namiesto tejto cesty vSak zvolime jednoduchsiu. Pomocou Bianchiho
identity

G"., = rT", =0, (2.8)

ktora je obdobou zdkona zachovania energie, sa analogicky ako v klasickej me-
chanike vyuzitim integralov pohybu riesenie ulah¢i. RieSenie rovnice 7", = 0 je
ekvivalentné s rieSenim rovnic 2.1} KedZe v statickom rieSeni zakazujeme zavislost
na Case, plati

pau® =0, p.au® =0, u®q =0, (2.9)

potom rovnica

T°%5 = |(1n+p/c*) Uatis + Pgas] . (2.10)
prejde do tvaru
P+ (p+ p/ g’ = p' — (e + p/)uu’ =0 (2.11)
a znej dostaneme rovnicu
1
p = —§u’(p + pc?). (2.12)

Této rovnica je ekvivalentnd s rovnicami [2.5 az 2.7 a preto 1iou mézeme jedni z
rovnic nahradit. Dalej budeme riesit rovnicu [2.5| T4 sa d4 upravit do tvaru

Kpcir? = — (e’%)I + 1. (2.13)
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Ttto rovnicu integrujeme a zaroven z nej moézeme vyjadrif metricki funkciu

M) —q _ 2mr) (2.14)
T
kde m(r) je definované ako
1 r
m(r) = 5/{02/ p(z)z’dz, (2.15)
0

pricom funckia m(r) je priamo tmernd hmotnosti telesa. Tymto sme vyjadrili
jednu metrickt funkciu bez potreby pouzitia stavovej rovnice. Pre rieSenie dalsich
rovnic budeme potrebovat stavovi rovnicu zafixovat. Najjednoduchsia moznost
je model telesa konstantnej hustoty

p = konst. (2.16)
S toutu volbou moézeme integrovat priamo rovnicu a dostaneme
p+ puc® = Be’'?, (2.17)

Samozrejme rovnicu [2.14) mézeme teraz zapisat v tvare

1
e =1—Ar? A= 5/{@02. (2.18)

Nakoniec vyriesime kombindciu rovnic 2.5 a [2.6] kde sme od¢itali rovnicu 2.5 od
2.0, ¢im dostaneme rovnost

k(pc +p) = Be"? = e NN + 1) /r. (2.19)
Do tejto rovnice mézeme dosadif z a tym prevedieme rovnicu na tvar
e"?(2A — Arv' + V' /r) = kB (2.20)

a aby sme rovnicu jednoducho vyriesili prevedieme ju na konec¢ny tvar
3/2 -1/2]'
2 (1 — AT’2> / [e”/2 (1 - AT2) / } = KBr. (2.21)

Jednoduchou integraciou sa nam teraz podari dostat vyraz aj pre druhti metricka
funkciu

e/? = ';i — DV1— Ar2. (2.22)

Cim sme kompletne vyriesili nasu tlohu. Zostava nam uréit konstanty B a D,
ktoré urcéime napojenim vnuatorného Schwarzschildovho riesenia na vonkajsie.
Vonkajsie Schwarzschildovo riesenie je dané metrikou

2M 1 .
d82 = — (]_ — r) dt2 + 1_727]\4(17”2 + T2 (d02 + Sln20d¢2) . (223)
Kedze v Einsteinovych rovniciach vystupuji druhé derivacie metriky, budeme od
nasho riesenia pozadovaft ich existenciu. V idedlnom pripade by sme pozadovali,
ze metriké funkcie budi mat spojité funkéné hodnoty a spojité prvé derivacie na
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hranici telesa. Z rieSenia nam ale zostali dva volné parametre, navyse by bolo
dobré néjst vztah husoty p k hmotnosti telesa M vystupujticej vo vonkajSom
rieSeni. Preto budeme klast len podmienky spojitej metriky a fyzikalne motivavej
podmienky nulového tlaku na hranici telesa, aby sme urcili konstanty A, B, D.
Z tychto podmienok dostaneme rovnice

| —Agz=1-M (2.24)

a

2
(’;i —DVI- Aa2> oM (2.25)
a

B
3ADVI — Ad? = % (2.26)

kde sme ako a oznacili polomer telesa a tlak p sme vyjadrili z rovnice dosa-
denim z [2.22] ako

1 3ADvV1 — Ar?2 — kB/2
p:Be”/2—uc2:—3 r— KB/ (2.27)

kKkB/(2A) — D1 — Ar?’
Riesenim tychto rovnic su konstanty

1 1
M = §Aa3 = émuc%g (2.28)

kB =3AV1 — Aa? (2.29)

1
D=—. (2.30)
2
Tym sme kopletne vyriesili tlohu a pre teleso s konstantnou hustotou p sme

dostali metriku vnutri telesa generovanu tvarom

dr?

1— Ar?

42 (cw? + sm29d¢2) ,

(2.31)
kde hustota stvis{ s hmotnostou pomocou vztahu [2.28] KedZe dalej sa nebudeme
venovaft presnému rieseniu Einsteinovych rovnic, uvadzame toto riesenie ako od-
kaz pre porovnanie s dalej aproximativnymi rieseniami, ktoré uvedieme v dalsich
podkapitolach. Nakoniec si uvedieme grafy metrickych funkcii a graf hustoty a
tlaku. Tieto vypocty urobime pre jednoduchost v relativistickych jednotkach a
hustotu telesa zvolime tak aby hmotnost bola M = 1, ¢o bude odpovedat volbe
pri neskorsich vypoc¢toch. Pre metricku funkciu g, plati vztah

1 2
ds® = — 2\/1—/1@2—2\/1—/17"2 Adi? +

Grr = (232)

a pre funkciu gy plati

[%\/1 — Aa? —% 1 —ATQF r<a
—Gi = (2.33)

1—% r>a
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Obr. 2.1: Graf funkcie g,, danej vzorcom [2.32] pre a = 3M

T T T T T T T

Obr. 2.2: Graf funkcie —g;; danej vzorcom [2.33] pre a = 3M

Grafy tychto funkcii st uvedené na obrazkoch 2.1 a[2.2] kde bolo zvolené M = 1.
Z grafu na obrazku [2.1] si je mozné v8imnut, Ze prva derivicia funckie [2.32 je na
hranici telesa nespojita, z ¢coho vyplyva, ze druha derivacia v tomto bode neexis-
tuje. To je dosledok formuldcie napajacich podmienok, ktoré sme formulovali v
konkrétnom stradnom systéme, kde sa nam Iahko urcila hranica telesa a po in-
tegracii ndm nezostalo dostatoéné mnozstvo volnych parametrov, aby sme splnili
aj podmienky spojitej derivacie. Tato nespojitost v tomto pripade nepredstavuje
problém, kedZe vo vyrazoch az nevystupuji druhé derivicie funkcie g,.,
pripadne sa nespojitost da odstranit vhodnou transforméaciou do iného stradného
systému. V poslednom rade uvedieme este graf hustoty a tlaku. Z tenzoru energie
a hybnosti dokédzeme ziskat principialne tlaky, ¢o rozoberieme v dalsej kapitole, v
tomto modele sme vsak polozili tieto tlaky vo vSetkych smeroch rovnaké a navyse
sme predpokladali len zavislost na r, preto do grafu vynasame len jednu funkciu
p = p(r). Dalej sme podla rovnice zvolili hustotu p tak aby platilo M =1.V
grafe na obrazku [2.3| vynasame hodnotu hustoty p delent faktorom g, ¢o pred-
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stavuje newtonovsku hostotu telesa a je definovana vztahom [1.16, kde polomer

definujeme ako
1 2m i
27r/0 \/g¢¢ (r =a,0 = §>d¢. (2.34)

Na zéver uvedieme este zdvislost hustoty p na polomere telesa a, obrazok [2.4]

a

T T T T T T T T ™

1.0- ]

0.8; : ]

06
— Wl

04+ 1
I | — plu

02- 1

00- 1
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0

Obr. 2.3: Graf hustoty p a tlaku p pre a = 3M

Zaujimavejsia je vSak zavislost centralneho tlaku na polomere telesa a, ktora
udava aspon numerické obmedzenie na rozmer telesa. Zavislost centralneho tlaku
na polomere telesa je

0.030
0.025
0.020
0.015
0.010

0.005

0.000 -

Obr. 2.4: Zavislost hustoty pu na polomere telesa a

i) - — == (2.35)
4 (3\E - 1) a3

¢o sme ziskali dosadenim r = 0 do rovnice |3.21| a pouzitim konstant z rovnic

az . Tato funkcia ma singularitu v bode a = % a samozrejme v okoli

tohto bodu nebudt splnené dominantné energetické podmienky, ktoré su vysvet-
lené v nasledujicej sekcii. Z grafu na obrazku je vidiet, ze rozumné hodnoty
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tlaku st v okoli bodu a = 2.3M, ¢o tvori aspon numerickt aproximéciu platnosti
vnutorného schwarzchildovho riesenia.

2.6 2.8 3.0

a

Obr. 2.5: Zavislost centdlneho tlaku p(0) na polomere telesa a

2.2 Energetické podmienky

Einsteinova tedria gravitacie nekladie ziadne podmienky na to, ¢o je pripustny
tenzor energie a hybnosti, ktory v nich vystupuje. Tato okolnost pripusta v Eins-
teinovej tedrii existenciu hmoty v stavoch, ktoré by sa dali povazovat za nefyzi-
kalne. Preto vznikla potreba pridat do teérie dalsie podmienky. Pre potreby tejto
prace si vystac¢ime s nasledujicim prehladom spisanym podla Wald [6]. Kedze
nam ide o to aby pozorovatelné veli¢iny vzniknuté z tenzoru energie a hybnosti
boli fyzikdlne pripistné, je dobra motivacia pozriet sa niektoré skalary, ktoré
takto mézeme vytvorit. Jednym z nich je Raychaudhuriho skalar, ktory mézeme
zapisat ako

R = 8n (Tabgagb + ;T> (2.36)

Vztah T,,£°€° vo vzorci reprezentuje hustoty energie hmoty, ktori by nameral
pozorovatel, ktorého stvor-rychlost je £. Vseobecny konsenzus je, ze pre fyzikalne
pripustnti hmotu, by tato velicina mala zostat nezaporna pre vsetky c¢asu-podobné
vektory &%, teda dostavame podmienku

T > 0 (2.37)

Tato podmienka je zndma ako slabd energetickd podmienka. Dalsi pripustny pred-
poklad je, ze nielenze hustota ale aj tlaky hmoty nepresiahnu kritickej hodnoty
tak, aby Raychaudhuriho skalar bol zaporny. Z tohto predpokladu dostava tzv.
silnt energetickii podmienku

1
Tp606° > —5T (2.38)
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Je vhodné poznamenat, ze zo silnej energetickej podmienky nevypliva slaba. Na-
zov silnd podmienka je voleny pretoze predpoklad je silnejsie fyzikdlne obme-
dzenie na teleso ako slabd energetickd podmienka. Dalsou pripustnou podmien-
kou je pozadovat, ze pre vSetky do budicnosti orientované ¢asu-podobné vektory
£, —T%£P je tiez do budiicnosti oreintovany ¢asu-podobny, alebo nulovy vektor.
Téato podmienka sa nazyva dominantnou energetickou podmienkou a jej fyzikalna
reprezentacia je, ze energia sa moze sirif nanajvys rychlostou svetla. Z tejto pod-
mienky vypliva slaba energetickda podmienka aj ked vSetky tri podmienku st
matematicky nezavislé predpoklady. V bazi kde tenzor energie a hybnosti nabera
diagonalny tvar a mozeme ho zapisat v tvare

Top = paly + D17aTy + D2YaYp + P32a2b (2.39)

kde {t*, x% y*, 2} tvori ortonormalnu bézu vlastnych vektorov s ¢asu-podobnym
vektorom t* a kde vlastné cisla predstavuji hustotu energie a principialne tlaky;,
mozeme energetické podmienky zapisat v nasledujicom tvare. Slabéd energeticka
podmienka je splnend len ak

>0, p+p; >0 ie{1,23} (2.40)

Silna energetickd podmienka je ekvivalenta s

3

p+d pi >0, p+p >0 ie{l1,23} (2.41)
=0

a nakoniec dominantnd energetickd podmienka je ekvivalentna tvaru
w>pi| ie€{1,2,3} (2.42)

To znamend, ze pre fyzikalne pripustné teleso diktuju energetické podmienky, ze
hustota telesa p bude nezdpornd, p > 0 a Ze v telese neexistuju tlaky, ktoré by
absolutnou hodnotou velkosti presahovali hustotu pu.

2.3 Regularizacia Schwarzschildovho riesenia

Vonkajsie Schwarzschildovo riesenie je statické, sféricky symetrické rieSenie
einsteinovych rovnic bez zdroja. Riesenim je casopriestor popisany metrikou
[2.23] Toto rieSenie méze predstavovat ¢asopriestor v okoli sféricky symetrického
telesa. Aby sme nasli priklad telesa, ktoré by toto pole mohlo budif, obratime
postup pouzity k ndjdeniu Schwarzchildovej metriky, kde zo znamych metrickych
funkcii vypocitame pomocou rovnic tenzor energie a hybnosti. Polomer tohto
telesa oznacime ako a. Pre r > a bude platit Schwarzschildova metrika v tvare
2.23] Pre r < a zavedieme metrické funkcie, tak aby vnutri telesa mala metrika
tvar

ds* = —girdt* + g"dr® + r? (d92 + sin29d¢2) : (2.43)

Na tieto metrické funkcie budeme klast podmienky aby sa na hranici telesa zho-
dovala ich funkéna hodnota a prva derivacia, s funkénou hodnotou a prvou deriva-
ciou metrickych funkcii vonkajsieho Schwarzschildovho riesenia. Tym dostaneme
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stistavu dvoch rovnic pre dve nezndme metrické funkcie g7, gi.

9ii'lrea = 95 e I ima = 92—
| | (2.44)
agir | _ g ogin|  _ ot
or |r=q or |r=q or |r=q or |p=q’
kde sme oznacili
o 2M
Gt f=1-— (2-45>
r
out 1
a pre jednoduchost dalej oznacujem funkcie g a g ako
gi = g(r)
(2.47)
g = f(r).

Singularnu oblast u Schwarzschildovho riesenia nahradime vo vnitornom rieseni
hladkou funkciou. Preto dalej budeme uvazovat funkcie f(r) a g(r) ako polyném
n-tého stupna. Po vypocte tenzora energie a hybnosti z rovnic [2.1| budt upresnené
dalsie podmienky, ktoré budeme klast na funkcie f(r) a g(r). S pomocou softwaru
Mathematica viz. priloha [A 1] sme nasli tvar tenzoru energie a hybnosti, kde sme
dosadili za metriku vyraz [2.43] a pouzili znacenie metrickych funkeif 2.47] Pod-
statnu fyzikalnu informaciu o telese dostaneme, ak najdeme vlastné cisla tenzou
ako

Det[T,, — A\gop) = 0. (2.48)

Takto najdené vlastné ¢isla predstavuju veliciny ako hustotu energie p a tlaky
v prislusnych suradnicovych smeroch p;, kde i € {r,0, ¢}. Uvedenym postupom
sme dospeli k vztahom

11 f(r)
=m0 (2.49)
I S S A
= m i) TR T v r)e(n) (2.50)
I I o R
P S g T 2 f(g(r) | AFR()  Af(r)g(r) | 2rfA(r) (2.51)
Pg = Po: (2.52)

Aby sme dosiahli regularne rieSenia v pociatku, je z rovnice zrejmé, ze f'(r)
musi byt polyném aspon prvého stupna a este musime pozadovat podmienku

f(r = 0) = 1, zatial ¢o z rovnic a vidiet, ze ¢'(r) musi byt taktiez
polynén aspon prvého stupna a g(r = 0) # 0. KedZe sa rieSenim snazime priblizit
¢o najviac fyzikalnej latke, budeme volit funkciu f(r) ako

flr) =1+ Ar?, (2.53)
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pretoze ak by sme zvolili u r vicsi exponent, dostali by sme v pociatku nulovi
hustotu energie. Jedine funkcie, ktoré obsahuju kvadraticky clen, budd mat v
pociatku nenulovi hustotu. Takto zvolenti metricki funkciu doplnime o g(r),
ktori budeme pre ilustraciu metédy uvazovat v tvare

g(r) = B+Cr’. (2.54)
Po aplikacii podmienok [2.44] dostdvame sadu konstant

2M 3M —a M
A=———— B=—— = —. 2.
(2M — a)a?’ a ¢ a’ (2:55)

Dalej zostéva z rovnic az urc¢it hustotu a tlaky v telese. Po prislusnych
vypoctoch ziskavame vztahy

A3+ Ar?

)
_ 2.
I Sr(i+ A2y (2:56)
_AB+ 02— Ar?)
_ 2.
P = Sn(l+ Ar?)(B + Cr?) (2.57)
—AB? + C?*r%(1 — Ar?) + BC(2 — Ar?

8m(1+4 Ar?)2(B + Cr?)?

Tieto funkcie vycislené pre a = 4M a M = 1 s uvedené na obrazku 2.6 Pre
Schwarzschildovo riesenie bol v ¢lanku Mars [7] ndjdeny najmensi mozny roz-
mer, ktory moéze redlna latka o hmotnosti M mat. Bolo zistené, ze symetrické
teleso o hmotnosti M musi mat polomer a > 2M . Explicitne sa nepodarila najst
spodna hranica polomeru, tak aby riesenie stale opisovalu realnu latku, avsak
numerickymi metédami sme boli schopny zostrojit ¢im dalej kompaktnejsie te-
leso, ¢o budeme dalej rozoberat v praci. Nakoniec este uvedieme grafy metrickych

20—

15 1

10+ A
i ] pru

0.5k ~ — polu
0 1 2 3 4

Obr. 2.6: Graf hustoty a tlakov telesa danych rovnicami az[2.58 pre a = 4M
s volbou metriky a
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fukncii, ktoré maji v tomto rieseni tvar

1= (21\/12%1)6@ r? r<a

Grr (1) = (2.59)
1—%—1\/[ r>a
73Ma_a — aMgrz r<a

gtt(r) = (260)

—(1—w> r>a.

r

Grafy prislusné tymto funkcidm st uvedené na obrazkoch 2.7] a

041

g(®)=B+Cr?, a=4M
— g()=B+Cr3?, a=3M

0.2 7
— g()=B+Cr?, a=2.25M

0'07\ 1 L L 1 L L L 1 L L L 1 1 1 1 \7
0 2 4 6 8

Obr. 2.8: Graf funkcie gy (r) danej rovnicou

2.4 Obmedzenia metédy

Pri volbe metrickej funkcie bol zamlcany fakt, ze s takto zvolenou fun-
kciou nedokézeme splnit sadu podmienok [2.44] Funkciu sme volili s jedinym vol-
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nym parametrom a to konstantou A, na ktorej urCenie mame k dispozicii sadu
dvoch rovnic. Avsak pre tito sadu rovnic neexistuje riesenie, ktoré by splnovalo
obidve rovnice, ¢o je aj evidentné z obrazku [2.7. Preto bola na tito funkciu
kladena len podmienka, aby sa zhodovala funkénd hodnota na hranici telesa s
funkénou hodnotou funkcie 2.46] Jednoduchou opravou problému, by bolo pridat
k funkcii dalsi volny parameter a volit funkciu v tvare

f(ry =1+ Ar* + Br", (2.61)

kde n > 2. Tento tvar sme zvolili kvoli striktnym podmienkam, ktoré dostaneme
z rovnice [2.49], pokial budeme pozadovat fyzikalne prijatelné riesenie. Ako sme uz
spominali vysSie, tato restrikcia ndm fixuje prvia ¢ast funkcie do tvaru 1 + Ar?.
Pridanim dalSieho ¢lenu sice napojime funckiu, tak aby sa zhodovala aj prva
derivacia na hranici telesa. Avsak pri vypocte hustoty energie telesa sa s rieSenim
objavil problém a to, ze hustota telesa je na hranici nulova, nezavisle na volbe
parametru n. Po priamom vypocte sme dospeli k vzfahom

A%t 4+ Ar? (2Br" 4 3) + Br* (Br" +n+ 1)

pir) 8712 (Ar? + Brn + 1) 7 (2:62)
kde
__2M(2Mn —na —a) :2M(4M—3a)a_”
A= a*(n —2)(2M — a)? b (n—2)(2M —a)? (2.63)

Po dosadeni bodu r = a do funkcie [2.62| sa po jednoduchych tpravach dopracu-
jeme k vysledku pu(r = a) = 0. Z toho teda vypliva, ze bod r = a je korenom
funkcie [2.62] nezavisle na volbe parametru n. Preto volbu funkcie v tvare
vynechame, pretoze nevedie k fyzikalne priaznivému vysledku. Kedze jedina zo-
stavajuca moznost na volbu funkcie f(r) je[2.53] na tvorbu kompaktnejsich telies
mozeme upravovat len funkciu g(r). Napriklad, volbou funkcie

g(r) = B+ Cr®, (2.64)

kde

8M —3 oM
oL C == (2.65)

B =
3a 3at’

dosiahneme model telesa s rozmerom a = 3M. Takoutou volbou ziskame sadu
funkeii

A (Ar? +3)

8w (Ar2 +1) (260

M:

 Or(3— A - BA
P = S (A 1 1) (B 1 Or) (2.67)

(—4B?A + C?r*(9 — Ar?) + 2BCr(9 + 2Ar?))
(327(1 + Ar2)2(B + Cr3)?) ’

Po = (2.68)
ktorych priebeh je pre a = 3M, uvedeny na obrazku 2.9
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Obr. 2.9: Priebeh funkeif [2.66] a7 [2.68 pre a = 3M pre volbu metriky

Iteraciou postupu spomenutého vysie a zvySovanim mocniny u funkcie g(r),
sa podarilo ziskat ¢im dalej tym kompaktnejsie teleso. Napriklad, volbou funkcie

g(r) =B+ Cr’ (2.69)

sme ziskali sadu rovnic pre u, p,., pg, ktoré vyhovovali polomeru a = 2,25M.
Priebeh tychto funkcii, v tomto bode je uvedeny na obrazku [2.10]

8L i
6- i
4; 1 T Mo
I prly
2 1 = pelH
ok ]
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

r

Obr. 2.10: Priebeh funkcii u, p,., pg pre a = 2.25M pre volbu metriky

2.5 Regularizacia Schwarzschildovho riesenia v
isotropickych suiradniciach
Dalej mozeme skiisit vysetrit ako sa zmenia vlastnosti rieSenia, ak budeme na-

pajat metrické funkcie vyjadrené v inych stiradniciach. Jednoduchou transforma-
ciou je prechod k isotropickym sturadniciam, ktorych cielom je zapisat priestorovia
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cast metriky c¢o najblizsie k euklidovskej forme, teda
ds* = —a?(F)dt* + *(7)d¥?, (2.70)

kde d¥? = dr? + 7#2d6? + 72sin?0d¢? predstavuje metriku euklidovského priestoru
v sférickych sturadniciach. Polomer 7 v tychto suradniciach je k polomeru r v
Schwarzschildovom rieseni dany vztahom

r:f(1+j2\§)2. (2.71)

Tato rovnica ndm umozni porovnat rozmery telies najdené v tejto kapitole s

rozmermy telies v Schwarzschildovych kanonickych stradniciach uvazovanych v
predchadzajicej sekcii. Hladané funkcie pre schwarzschildovo riesenie st

11— M/(2r)

_ M
= T332 M2 Y(r)=14+ — (2.72)

a(F) 27

Pre novozvoleny tvar metriky treba z rovnic [2.1|ziskat vlastné ¢isla tenzoru energie
a hynosti. Tenzor energie a hybnosti bol spoc¢itany na zaklade [A.T] a prislusné
vlastné ¢isla maju tvar

::4f¢;¥;8¢' (2.73)
pr — 4 (Fo! + ) @b?’: ;¢26¢2a’ + 4Fay” (2.74)
mm:w%hw+aq—%zzz+%w@w”+W) (2.75)
Pg = Do- (2.76)

Na zaklade tychto rovnic je vidief, ze pre regularitu v pociatku staci pozadovat
aby funckie «(7) a ¢(7) boli nenulové v pociatku a minimalne polynémy dru-
hého stupna bez linedrneho ¢lena. Preto budeme mdct volit metrické funkcie pre
Schwarzschildovo riesenie v tvare

AP+ B 7<

r) = 2.
Oé(T’) 1—M/(2F) ( 77)
1+M/(27)

Q

it
V
Q

C 4+D 7<a
Y(F) = (2.78)

1+%  F>a,

kde @ sme oznacili polomer nasho telesa. Vdaka tejto volbe sme schopny splnit
sadu podmienok [2.44] na zaklade ktorych ziskame sadu konstant

2M M? +2Ma — 4a*

a(M +2a)? (M +2a)2 (2.79)

M 3M + 4a
S D="—, 2.80
¢ 4a3’ 4a (2.80)
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To, ze sme takéto rieSenie mohli najst, nam zaruci, ze po napojeni ziskame spojita
a hladkd funkciu v celom obore hodnot 7. Priklad tychto funkcii je uvedeny na
obrazkoch a[2.12, Dosadenim do rovnic[2.73|az ziskame, pre nami takto

- 1 — 1 1
0.71 ]
06"

05" 1

i a(t)=Ar?+B, a=1.25M |
045

f a(r)=Ar*+B, a=M
03"

027 ]
bl 1 1 L | L L L L 1 1 ! | L L L L 1 1 1 L | L L L L =]

0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

T

Obr. 2.11: Graf funkcie a(7) danej rovnicou 2.77]

1.8 SR ]
. Y(1)=Cr?+D, a=1.25M
Y(r)=1.8+Cr?+Dr?, a=M

167 : |

150

1.3

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

T
Obr. 2.12: Graf funkcie ¢(7) danej rovnicou [2.7§]

zvolenti metriku, podstatné informacie o telese. Funckie st uvedené na obrazku
2.13] kde sme hustotu p vydelili newtonovskou hustotou uy podla vztahu [I.16]
kde sme za polomer dosadili a. Aj v tychto siradniciach sa kvoli komplikovanym
vztahom nepodarila explicitne najst spodna hranica telesa pri zadanej metrike.
Slaba energeticka podmienka g > 0 bola splnend pre a > 0 avsak zaistif, aby
boli splnené podmienky p+p; > 0, kde i € {r, 0, ¢}, sa ukdzalo zlozitejsie, kedze
pri zmensujicom sa polomere telesa rastli funkcie tlakov okolo bodu @. Najmensi
rozmer, pre aky sa podarilo najst fyzikalne prijatelné riesenie, bol pre a = M,
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Obr. 2.13: Priebeh funkcii i, pz, ps pre a = 1.25M pre volbu metriky af2.7§

kde sme zvolili metrické funkcie v tvare
aF) = A + B (2.81)
Y(F) = 1.8+ CF* + Di°. (2.82)

Touto volbou sme dospeli k hustote a prislusnym tlakom uvedenym na obrazku
Dalej sa uz nepodarilo najst ziadnu polynomickt funkciu, ktora by prekonala
hranicu a = M, ¢o pomocou vztahu odpoveda Schwarzschildovmu polomeru

-9
a = 1
2.0 .
15F .
— N
1.0
: { pru
0.5¢- 4 = pelu
0.0- ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

r

Obr. 2.14: Priebeh funkcii u, pz, pg pre @ = M pre volbu metriky a
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Kapitola 3

Zdroje statickych
axialne-symetrickych rieseni
Einsteinovych rovnic

Od prvého riesenia Einsteinovych rovnic, za ktoré vdacime Schwarzschildovi,
sa podarilo najst mnoho dalsich rieseni, ktoré si teraz systematicky roztriedené
a ulozené v uéebniciach ako Kramer [2], odkial ¢erpame toto kratke pojednanie
o axialne symetrickych vakuovych rieseniach Einsteinovych rovnic. Axidlne sy-
metricky ¢asopriestor je vo Weylovych kanonickych stradniciach (p, z) popisany

metrikou
ds* = e [e2<(dp2 +d2?) + pQBngbQ] — e*dt?. (3.1)

Pri rieseni vakuovych Einsteinovych rovnic v danej metrike, kde sme pre jedno-
duchost polozili potencial B = 1, splnaju funkcie v a ¢ rovnice

Av =0, 0, =p ((8p1/)2 + (8ZV)2) : 0.¢ = 2p0,v0,v. (3.2)

Vseobecné riesenie tychto rovnic sa dé zapisat v tvare rozvoja

v="> a,r " P,(cosb), (3.3)
n=0

aa,(L+1)(m+ 1)
(I + m + 2)ritm+2

(P(cos @) Py, (cos ) — Pr1(cos )Py, y1(cos b)),

(==

l,m=0

(3.4)

kde sme pouzili polarne siradnice spojené s Weylovymi kanonickymi stiradnicami
transformaciou p = rsiné, z = r cos a P,(cos ) oznacuje Legenderovi polynémy.
Medzi najjednoduchsie riesenia patri Curzonové riesenie
2 2
m~ sin® 0
, 2 = AT (35)
r
pre ktoré vlastnosti vnitorné rieSenia rozobera v ¢lanku Bonnor [I]. Dalsie riese-
nie, ktoré ma pre nas dolezity vyznam je Schwarzschildovo riesenie vo Weylovych
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sturadniciach,

1 ry+r_—2m
=—In|——— 3.6
g 2n<r+—|—r+2m> (36)
L (e o) —Am?
¢= 2 ( dr r_ (3.7)
1= 4 (2 £ m)?, (3.8)

ktorého tvar cerpame z Kramer [2]. Regularizdciu tohto rieSenia rozoberieme v
nasledujicej podkapitole.

3.1 Schwarzschildovo riesenie vo Weylovych s1i-
radniciach
Weylova metrika ma v polarnych siradniciach tvar
ds® = =0 4 X UO2U0 (@ 4 12d0°) + 12 sin® g0 dg?  (3.9)
Pomocou rovnice [2.1] spoc¢itame tenzor energie a hybnosti, ktory ma tvar
' 0 0 0
0 T.n T, 0

0o T,/ T, 0 ’
0 0 0 T,

8nT.” = 8r (3.10)

kde

K
Tt = - (ggg + V?e —2uvgcot(f) — 2vg9 + T’QV?T + 72 — 27V + ¢, — 4T’V7r)

(3.11)
T = K (—gﬁ cot(6) + V?@ +7r (Qr — T’V?T)) (3.12)
K
T.% = - (Co+reot(0)C, —2rvgv,.) (3.13)
Ty =K (C’” + cot(0)¢, — 21/,9%) (3.14)
r

T, = K (C,e cot () — V,29 +r (rz/?,, — QT)) (3.15)

Ty =K (Con+ v+ (Cot7 (2 +Cm))) (3.16)
kde sme zaviedli S

e’
K=" (3.17)
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Riesenim problému vlastnych c¢isel ziskame vztahy pre hustotu a principidlne
tlaky telesa, ktorych tvar je

p=K (Cﬂg + 1/729 —2vgcot(0) — 2vgp + rzui + 1% — 270+ 1C — 4ry7,,)
(3.18)

py =K (C,oe +vH+T (C,r + 7 (z/zr + C,m«)» (3.19)

pe = K\/(Co + 7 eot(O)G, — 2rvgv,) 2 + (~Cocot(B) + 3 +7 (¢, — r12)) 2
(3.20)

p-=—ps+ (3.21)

Tieto tvary hustoty a tlakov sii vSseobecne platné pre Weylovi metriku v tvare (3.9
a zatial sme tvar Schwarzschildovho riesenia nepotrebovali pouzit. Podobne ako
v kapitole 1 sme nahradili potencial dvoch hmotnych bodov spojitym, rovnakou
metodou naviazeme na metrické funckie Schwarzschildovho riesenia funkcie, tak
aby metrika bola na hranici telesa spojita a mala spojité prvé derivacie. Schwarzs-
childovo riesenie a transformujeme do polarnych suradnic

o,  Vm2+2cosOmr +r2++/m2—2cosOmr + 12 — 2m
(& —=
vVm2 4 2cos0mr + r2 + v/m?2 — 2cosOmr + r2 4+ 2m

(3.22)

r? —m? — /(r? + m?)%2 — 4m?r2 cos? 0
e* = \/( ) (3.23)
212 (cos? 9)\/(7“2 + m?2)2 — 4m?r2 cos? 0

rozvinutim tychto funkcii do rady v premennej cos # ziskame separovany tvar

. om (m —Vm? + 7“2> o cos? Om>r?
e = —
72 (m2 + r2)3/2 ( /m2 + 12 + m)

5 + o(cos® 0)
(3.24)

2 _ 1 cos? Om* (m? + 3r?)

= + o(cos® 0 3.25
5742 + 72 r2(m? + 7"2)3 ( ) ( )

Funkcie ktorymi rozsirime metrické funkcie vnitri telesa budeme volit ako

e2vin — Z(ak + kaZ)Tk cos® 0 (326>
k=0
e*m =1+ r?sin® Z(AkrkPk(cos 0) + BkTHQPk(COS 0)). (3.27)

k=0

Konstanty Ay, ar, By a b, uré¢ime z poziadavku aby sa konstanty pred prislus-
nym radom funkcie cos f zhodovali funkénou hodnotou a derivaciou v bode r = a
viz. priloha[A.2] Takto vytvoreny potencidl vy, je vykresleny na obrézku [3.1] kde
sme rozvoj fukcie zobrali do stvrtého radu a kde sme do hornej polovice obrazku
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vykreslili pévodni metricku funckiu. Rovina (z, z) v grafoch, predstavuje rovinu
(p, z) vo Weylovych stradniciach. Zvoleny tvar funkcii je motivovany regularitou
v pociatku, kedZe cosf) = % a z rovnakého dovodu je v druhej metrickej funkei
voleny faktor r? pred funkciou sin® 6, ktora je rovna sin § = 2. Volba funkcie sin® ¢
je z dovodu vyhnutia sa konickej singularite, ktord vyzaduje aby funkcia k(r, 6)
bola na ose z rovna nule, teda k(r,0) = 0. Teraz zostéva len takto ndjdené funkcie

o2 T T ‘ T T T
/ N\

: ,
N 0j _
» |
N o/
-2 -1 0 1 2

Obr. 3.1: Porovnanie vakuového riesenia s regularizovanym riesenim |3.27] metric-
kej funckie pre a = 3

dosadit do vzorcov [3.18] az |3.21] ¢im ziskame veli¢iny popisujtce fyzikdlne vlast-
nosti telesa. Hustota telesa je uvedena v grafe na obrazku |3.2 zatialco zavislost
hustoty a principidlnych tlakov na sférickej sturadnici r je pre niekolko pripadov
0 uvedend na obrazku 3.3
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Obr. 3.2: Hustota v newtonovskych jednotkach pre vnitorné Schwarzschildovo
riesenie vo Weylovych stradniciach [3.18 pre a = 3

0.8 — — - R
0.6 ]
04" 1= Mo
— PylU
0.2~ — pilu
0.0"
0 2 4 6 8

Obr. 3.3: Zavislost hustoty a tlakov vntutorného riesenia pre hodnoty uhlu € volené

ako § =107%,6 =7,0 = =30 pre a = 8
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3.2 Curzonové riesenie

Vnutornym rieSenim ku Curzonovému rieSeniu sa zaoberal Bonnor v ¢lanku
Bonnor [I]. V tomto ¢ldnku boli skimané funkcie

v = % K;)Q - 3] (3.28)

(= _2(711—2) (Z)Q l(n +2)—4 (DH] sin” 6 (3.29)

kde n € N je volny parameter spliiajici n > 3. Graf funkcie pre rozne
hodnoty a uvadzame na obrazku a funkcia je uvedenda na obrazku S
roznou volbou parametru n. Bonnor v ¢lanku spocital hustotu telesa, pre ktoru

Obr. 3.4: Priebeh vnutornej a vonkajsej funkcie v [3.28| pre rézne polomery napo-
jenia

0.00 - § § ; 1
-0.05"

-0.101

-0150 0 v e e e g

Obr. 3.5: Priebeh vniitornej a vonkajsej funkcie ¢/ sin?@ v zdvislosti na pa-

rametre n
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nasiel vztah | 2t
a’x
om LEPRD
8t a

n+ 2
n—2

53:21{] (3.30)

kde bolo zavedené

H=1+2z"" l (3.31)

(n? —2) — (n? — 4) cos? (91
n—2

f=mla, x=r1/a (3.32)

Graf tejto funkcie pre zvolené a = 3, n = 3 a m = 1 je na obrazku [3.6 V ¢lanku
sa dalej vysetruje najmensi fyzikalne mozny rozmer telesa, kde pouzitim slabej
energetickej podmienky p > 0 a vyuzitim ze minimum funkcie p sa nachadza v
r=1a6=m/2saukize, Ze najmensi rozmer telesa je a > w S pomocou
rovnic [3.20] az [3.21] sme boli schopny dopocitat prislusné tlaky. ktoré si pre nie-

ktoré zaujimavé pripady uvedené na obrézkoch [3.0] az [3.8] Ako vidiet z grafov

o8 T T oy

0.6 3
0.4r- 1

? | — pglu
0.2r 1
: / P+/l"

o.o:/

Obr. 3.6: Zavislost hustoty a tlakov vnutorného riesenia s parametrom a = 8 a
n = 3 pre hodnoty uhlu 8 volené ako § = 107*,0 = 5.0 = ’T’To'm
na obrazkoch az nie vSetky hodnoty n a a spliiaji dominantné energe-
tické podmienky. Tato okolnost je dalej diskutovana v ¢lanku, kde sa s pomocou
podmienky p — py > 0 dostala dalsia restrikcia na rozmer telesa

2m(n + 2
o> 2t (3.33)
3
Zo zvysnych energetickych podmienkok sa pre vseobecny tvar nepodarili vyriesit
dalsie restrikcie na rozmer telesa a tato otédzka zostava nadalej otvorena.
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Obr. 3.7: Zavislost hustoty a tlakov vnitorného riesSenia s parametrom a = 8 a

n = 10 pre hodnoty uhlu  volené ako § = 107%,0 = 5.0 = ”’To'm

1.0- .

05- L — pluo
j L — pylu
| 772 o
0.0 ‘/ﬂ/

Obr. 3.8: Zavislost hustoty a tlakov vnutorného riesenia s parametrom a = 3 a
n = 3 pre hodnoty uhlu 6 volené ako § =107%,0 = %, = =201
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Zaver

Na priklade newtonovskej gravitacie sa nam podarilo ukazat princip regula-
rizacie gravitacného pola singularneho zdroja. Bolo ukézané, Ze tento postup sa
da uplatnit aj vo vSeobecnej tedrii relativity, kde sme vSak narazili na rozne kom-
plikacie. Pre sféricky symetrické Schwarzschildovo rieSenie Einsteinovych rovnic
sa nam podarilo najst tri rozne sféricky symetrické rozlozenia hustoty a tlakov:
TOV riesenie, ktoré odpovedd nestlacitelnej kvapaline, a dve ziskané pomocou
napojenia metrickych funkcii v Schwarzschildovych a isotropickych siradniciach.
Tieto riesenia sa vyznacovali neizotropnymi tlakmi.

Pre lepsie pochopenie Bonnorovych vysledkov tykajicich sa vnitorného rie-
senia budiaceho Curzonovi metriku vo Weylovych sturadniciach, bolo v tychto
suradniciach vysetrené aj Schwarzschildovo rieSenie. Napriek tomu, Ze sme za
hranicu telesa opéat volili stradnicovu sféru, charakter Weylovych stiradnic vsak
zarucil, ze vysledné hustoty a tlaky zdrojov neboli sféricky symetrické.

Vysledky poskytuju prvy pohlad na tento problém a ich dalSia interpretacia
je potrebna. Taktiez by bolo vhodné porovnat vysledky Bonnorovho riesenia so
zdrojmi ziskanymi z vnitornych rieSeni v inych stradniciach, napajanim metric-
kych funkcii v tychto stradniciach, na vonkajsie Curzonové riesenie.

Zakladnou vlastnostou vieobecnej relativity je princip kovariancie. Uplne ne-
rieseny zostava problém, ako by mala vypadaf formulacia napdjania vnatorného
riesenia tak, aby ¢o najmenej zavisela na volbe sturadnic.
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Dodatok A
Prilohy

A.1 Vypocet tenzoru energie a hybnosti pomo-
cou programu Mathematica

Vypocet Einsteinovho tenzoru[2.1] pre metriku v tvare2.4]s pomocou knihovny
EinsteinTensor Janhunen [§]

Needs ["EinsteinTensor ‘"]

x=A{t, r, 6, ¢}

metric = DiagonalMatrix[{-Exp[v[r]]l, Exp[A[r]l], r"2, r~2 (Sin[6#]1)"2} ]
Einstein = Simplify[EinsteinTensor [metric, x]]

Vypocet Einsteinovho tenzoru pre metriku v tvare s pomocou knihovny
EinsteinTensor Janhunen [§]

Needs["EinsteinTensor ‘"]

x={t, r, 0, ¢}

metric = DiagonalMatrix[{-(«al[r])"2, (¢[r])~4, (W[r])"4 r~2, (W[r])"4 r
~2 (8in[#]1)"2} 1]

Einstein = Simplify[EinsteinTensor [metric, x]]

A.2 Regularizacia Schwarzschildovej metriky vo
Weylovych stiradniciach

Program vytvoreny na zdklade [9]. Jedna sa o reguldrne napojenie metriky
a na vonkajsiu metriku Schwarzschildovho riesenia vo Weylovych st-
radniciach.

Needs ["xAct ‘xCoba ‘"]

DefManifold[M, 4, {a, b, c, d, e}]

DefChart [Sph, M, {0, 1, 2, 3}, {t[], r[l, 601, ¢[1}]
Sph /: CIndexForm[0, Sph]l = "t"; Sph /:
CIndexForm[1, Sph] = "r"; Sph /:

CIndexForm[2, Sph] = "6"; Sph /:

CIndexForm[3, Sph] = "¢";

DefConstantSymbol [Mass, PrintAs -> "M"]
DefScalarFunction[v]
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DefScalarFunction [B]
DefScalarFunction[(]
ds2 = - Expl 2 vir[], 0011 1 dat"2 +
Exp[- 2 v(r[]l, 0011 +
2 Clr0d, 0011 1 (dr"2 + r[1"2 d6~2) +
Blr[l, 6[11°2 Exp[ -2 vI[
r[], 0011 1 r[1°2 Sin[0[]1]1"2 d¢~2
MatrixForm[
KMatrix =
CoefficientArrays[ds2, {dt, dr, 46, d¢},
"Symmetric" -> Truel [[3]] // Normal // Simplify]
metricg = CTensor [KMatrix, {-Sph, -Sph}];
metricgl-a, -bl
SetCMetric[metricg, Sph, SignatureOfMetric -> {3, 1, 0}]
MetricCompute [metricg, Sph,
"Riemann"[-1, -1, -1, 1] (¥, Verbose\[Rule]True*)]
cd = CovDOfMetric[metricg];
tensorGab = (Einstein[cd] [-a, +b] // Head) /. CTensor -> (#1 &) /.
r[] -> r /. thetall -> 0
xy2rf = {
x => (Sqrt[r~2 Sin[A]1"2 + (r Cos[f] + M)~"2] +
Sart[r~2 Sin[#]172 + (r Cos[f] - M)"2])/(2 M),
y => (Sqrt[r~2 Sin[A]"2 + (r Cos[A] + M)~2] -
Sqrt[r~2 Sin[A]1"2 + (r Cos[A] - M)"2])/(2 M) }
shwMetric = {
B -> Function[{r, 60}, 11,
v =>
Function[{r, 6%},
Evaluate[1/2 Logl(x - 1)/(x + 1)] /. xy2rf 11,
¢ ->
Function[{r, 6},
Evaluate[1/2 Log[(x~2 - 1)/(x"2 - y~2)] /. xy2rf]]
I8
tensorGab /. shwMetric // Simplify
mkNicer = {
\ '\ (\*SuperscriptBox[\(d_\),
TagBox [
RowBox [{" (",
RowBox [{"O", ",", "1"}], ")"}],
Derivative],
MultilineFunction->None]\) [r, 0] -> Subscript[d, 6],
\ '\ (\*SuperscriptBox [\ (d_\),
TagBox [
RowBox [{" (",
RowBox [{"O", ",", "2"}], ")"}],
Derivativel],
MultilineFunction->None]l\) [r, 0] ->
Subscript[d, 66],

\ '\ (\*SuperscriptBox[\(d_\),
TagBox [

40




RowBox [{" (",
RowBox [{"1", ",", "1"}], ")"}]1,
Derivative],
MultilineFunction->None]\) [r, 0] -> Subscript[d, rd],
\ !\ (\*SuperscriptBox[\(d_\),
TagBox [
RowBox [{" (",
RowBox [{"1", ",", "0"}], ")"}]1,
Derivative],
MultilineFunction->None]\) [r, #] -> Subscript[d, r],
\ '\ (\*SuperscriptBox[\(d_\),
TagBox [
RowBox [{" (",
RowBox [{"2", ",", "O"}], ")"}],
Derivative],
MultilineFunction->None]l\) [r, #] -> Subscript[d, rr],
d_[r, 601 -> 4}
tensorGabSimplified = (tensorGab /. B -> Function[{r, 6}, 11 //
Simplify) /. mkNicer
TOO = tensorGabSimplified[[1, 1]]
T33 = tensorGabSimplified[[4, 4]]
Tplus = FullSimplifyl[
Sqrt[ tensorGabSimplified[[2,
2]1°2 + (r tensorGabSimplified[[2, 3]]1)72], Assumptions -> r > 0]
Tminus = -Tplus;
spojiteF[k_, ff_, r0_]1 := Block[{f0, f1},
fo = ff /. r -> r0;
f1 = D[ff, r] /. r —> 1r0;
Cos[0]1"k (ff HeavisideTheta[r - r0] +
1/2 ((x/x0)~
k (f0 (2 + k) - f1 r0) + (r/r0)~(2 + k) (f1 r0 -
f0 k)) HeavisideTheta[rO - r]
)
JshwMetric2 = {
v => 1/2 Logl(x - 1)/(x + 1)] /. xy2rf ,
Subscript[v, 6] ->
D[1/2 Logl(x - 1)/(x + 1)] /. xy2rf , 0],
Subscript[v, 60] ->
D[1/2 Logl(x - 1)/(x + 1)] /. xy2rf , {0, 23],
Subscript[v, r] ->
D[1/2 Logl(x - 1)/(x + 1)] /. xy2rf , r],
Subscript[v, rr] —>
D[1/2 Logl(x - 1)/(x + 1)] /. xy2rf , {r, 2}]1,
¢ > 1/2 Log[(x"2 - 1)/(x"2 - y~™2)]1 /. xy2rd,
Subscript [, 6] ->
D[1/2 Logl(x~2 - 1)/(x"2 - y"2)1 /. xy2rf, 6],
Subscript [(, 060] ->
D[1/2 Logl[(x~2 - 1)/(x"2 - y~2)] /. xy2rf, {0, 2}],
Subscript[(, r] ->
D[1/2 Logl[(x"2 - 1)/(x"2 - y"2)] /. xy2rf, rl,
Subscript [(, rr] ->
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D[1/2 Logl[(x"2 - 1)/(x"2 - y~2)] /. xy2rf, {r, 2}]
3
{T00, T33, Tplus~2} /. shuMetric2 // Simplify
tou = {Cos[0] —> u,

Csc[f] -> 1/Sqrt[1 - p~2],

Sin[#] -> Sqrtl[1 - w~21};

order = 4;

e2v = (x - 1)/(x + 1) /. xy2rd

tmpe2r = e2v /. tou // Simplify

FullSimplify /@ Series[tmpe2v, {u, 0, order}]
tmpf = Normal[%];

CoefficientRules[ tmpf, p] // Simplify
% /. Rulela_, b_] :> spojiteF[a[[1]], b, r0] // Total // Normal;
e2rapprox =

Collect[%, {HeavisideThetal[r - r0O], HeavisideTheta[rO - r]l}];
vappox = 1/2 Logle2vapprox /. p —-> Cos[61];

ByteCount@rappox
e2( = (x"2 - 1)/(x"2 - y°2) /. xy2rf;
tmp¢ = (1 - %)/(x"2 8in[A1"2) /. top // Simplify

FullSimplify /@ Series[tmp(, {u, 0, orderl}]
tmpf = Normal[%];

CoefficientRules[ tmpf, p] // Simplify
% /. Rulela_, b_] :> spojiteF[al[[1]], b, r0] // Total // Simplify;

tmp(approx =
Collect[%, {HeavisideThetal[r - r0O], HeavisideTheta[rO - r]}];
Cappox =
1/2 Log[1 - r~2 Sin[A]1"2 tmp(approx /. u —>
Cos[0]]

shwMetric3 = {
v —> vappox,
Subscript [, #] -> D[vappox, 6],
Subscript [v, 60] -> D[vappox, {6, 2}]1,
Subscript[v, r] -> D[vappox, r],
Subscript [, rr] -> D[vappox, {r, 2}],
¢ -> \[Zetalappox,
Subscript[(, 6] -> D[(appox, 6],
Subscript [(, 60] ->

D[(appox, {6, 23}1,
Subscript[(, r] -> D[(Cappox, r],
Subscript[(, rr] -> D[(appox, {r, 2}]
3
{J00, J33, Jplus} = {-T0O, T33, Tplus} /. shwMetric3
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