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varying in time is a vviclely usecl methocl to cletermine chracteristics of 
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Kapitola 1 
, 

U vod 

Bezkontaktní měření susceptibility supravodičú je široce používanou techni­
kou pro charakterizaci supravodivého přechodu, která má proti klasickému 
rnčř'euí odporu mnohé výhody. Ph mčfoní odporu, jako napětí děleného prou­
dem, je v případě malých odporú nutné kvúli přesnosti používat vysoké 
proudy, které vzorek ohřívají a znepřesňují tak měření teploty. Také je třeba 
h~ vzorku připevnit kontakty, které do nč.i vnášejí nečistoty a mění jeho od­
por. Těmto problémúm je možné se vyhnout právě použitím bezkontakního 
měření susceptibility. 

Susceptibilitu supravodičů, obzvláště pak supravodičů II. typu, ovlivňuje 
učkolik rnechauizrnů, a.proto neuí vždy jednoduché m1.měl'cná data interpre­
tovat. Tato práce je koncipována jako prvotní náhled do této problematiky. 
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Kapitola 2 

Definice a základní vlastnosti 
susceptibility 

2.1 Definování základních pojmů 

Pokud vložíme vzorek látky do homogenního magnetického pole H, jeho 
magnetický moment M bude _ 

M =Mo+xH, (2.1) 

kde Mo je spontánní magnetizace vzorku a x je jeho susceptibilita, která po­
pisuje odµově<l' látky ua rnaguetické pole. Maguetizace látky nemusí obccuč 
mít stejnou velikost ani směr jako externí pole, proto je obecně magnetická 
susceptibilita tenzorovou veličinou [K va85a]. Pro případ izotropního vzorku 
he:;>; spontánní magneti:;>;ace v homogenním statickém poli lze susceptibilit11 
vyjá<liit 

M 
x= -H. (2.2) 

Pro harmonickR. pole typ11 HAc (t) = H 0 coswt a pro popis magnetizace 
látky v je výhodné použít komplexní vyjádření HAc (t) = H 0 exp iwt. Indu­
kovaný magnetický moment múže vykazovat fázový posun za aplikovaným 
polem HAc, susceptibilita pak bude komplexní veličinou. Reálnou (x') a 
iurngiuární (x") složku susccptiliility vzorku v takovémto př-ípadě můžeme 
vyjádřit pomocí vztahů [Gom97] 

1 f,2" x' = M (wt) sinwt d (wt) 
nµoHo . o 

(2.3) 
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a 
1 ; ·2rr x" = M (wt) coswt cl (wt) . 

n11.0Ho. o 
(2.4) 

2.2 Fyzikální význam složek susceptibility 

Každá ze složek susceptibility má svůj fyzikální význam. Imaginární složka 
susceptilJility určuje hustotu energie H1

q disipovanou v látce bčhem jedué 
periody pomocí vztahu [Gom97] 

TT' li H2 
,1~q = - nx µo o· (2.5) 

vVq je disipovaná energie, tedy musí být vždy záporná, potom x" je vždy 
kladná. Reálná složka naproti tomu udává časový průměr hustoty magne­
tické energie ulo7.ern~ v objemu vzorku vztahem 

H2 n· . ,µo o ·'m=x-
2
-. 

2.3 Měření susceptibility 

(2.6) 

Su.'lceptilJilita éie mčfí uepl-ímo rnčfcuím magnetizace vzorku \' umgnetickóu 
poli. Ylěření susceptibility spočívá ve vložení měřeného vzorku do magne­
tického pole a odečtení magnetizace vzorku. 

Nejfostčjším uspořádáním experimcntn json dvě opač.ně vinuté souose' 
sériově zapojené cfrky. Jedna cívka je detekční a je v ní umístěn měřený 
vzorek, druhá cívka je referenční a slouží pro odečtení aplikovaného pole . 
Obě cívky jsou vystaveny magnetickému poli, které je orientováno ve směru 
jejich o::;y. Polc se skládá ze clvou složek , stcjuosmčrné a střídavé 

(2. 7) 

Magnetický tok v cívce je elán magnetickým momentem vzorku m. Ph známé 
geometrii aparatury je možné určit z magnetického toku vzorku magnetický 
moment m a magnetizaci vzorku 

kde V je objem vzorku. 

m 
M=­v· 
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Kapitola 3 

Susceptibilita normálního 
vodiče 

3 .1 Skin efekt 

Z l:Vlaxwellových rovnic lze při zanedbání posuvného proudu (člen 88~ v J\ifa­
xwellově rovnici \l x H = j + 8ft) odvodit rovnici popisující kvazistacionární 
magnetické pole ve vodič.i 

(3.1) 

kde a je měrná vodivost prostředí [Kva85b]. V případě harmonické závislosti 
B ua čase 

B (r, t) = B (r) e - iwt 

zbkárnc z ( 3 .1) rovnici [K va85c] 

6. B (r) + k2B (r) = O, 

kde 
1/2 (aµw) 1/2 k= (ia~1.w) = (1 +i) -

2
- . 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

Tuto rovnici pro jednoduchý případ vodiče vyplňujícího celý poloprostor, 
např. z > O řeší 

(3.5) 

kde 
(5 = ( 2 ) 1/2 

aµ0w 
(3.6) 
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Obrázek 3.1: Závislost reálné (x') a imaginární složky susceptibility 
11orrnální110 -vo<liče ua pomocuém pci,rnrnctru x pro tř'i jednoduché geome­
trie vzorku. Parametr x = ~:. 

Je zřejmé, že magnetické pole \'stupující do vodiče je tlumeno na charakte­
ristické vzdálenosti ó. V povrchové vrstvě o stejné tloušťce tedy musejí téct 
vířivé proudy, které toto pole odstíní. Tento jev se nazývá skin efektem (skin 
effect) [Kvn8G<l] . 

Z rovnice (3.3) je možné analyticky vypočítat magnetizaci vodivých 
vzorkú několika jednoduchých tvarú, jako jsou nekonečná deska v paralelním 
poli, nekonečný válec v paralelním nebo příčném poli a koule. 
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3.2 Susceptibilita desky Lu. t.1.' 
~ .1vV'• 

V píípa<lč uekouečué desky tloušťky 2R si zvolí111 souřaduou tak že počátek 
je \'e stř'edu desky a soufadnice z je na desku kolmá. Rovnice (3.3) pak přejde 

na tvar 
82B 
-+k2B=O 
8z2 

s okn:tjovou podmínkou B (-R) = B (R) = 11.oHo. Tuto rnvuici' řeší 

C08 (kz) 
B (z) = µoHo (kR). cos ~ ' 

Stře<luí ho<luota magnetické indukce bmlc 

e-iwt JR e-iwt 
(B) = -R B (z) clz = 11.oHo- tan (kR) 

2 -R kR 

a susceptibilita vzorku 

M __t_ (B) - H 1 
X= H = µo H = kR tan (kR) - 1. 

3.3 Susceptibilita válce 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3. 10) 

Pro řešení nekonečného válce o průměru R v paralelním poli si kvůli symetrii 
zvolíme v~tlcové :::;ouř'a<luicc s o:::;ou v ose válec. :VIagnetická iu<lukce uvuiti' 
vále bude díky symetrii záviset pouze na vzdálenosti p ocl osy. Rovnice (3.3) 

pak bude mít tvar 1 (8B 82B) 2 - - + p- + k B = O 
p 8p 8p2 

(3.11) 

s okrajovou podmínkou B (R) = 1i0H 0 . Tuto rovnici řeší Besselovy funkce 
In (p) a Y,, (p) řádu n =O. Funkce Yn (p) ovšem v počátku divergují a tudíž 
nereprezentují fyzikální řešení. Řešením je tedy 

Jo (kp) 
B (p) = 11.oHo Jo (kR). 

Střední hodnota magnetické indukce bude 

e- iwt { ''?. . 2 J (kR) 
(B) = 7r H_2 Jn B (p) 2n pclp = µoHoe -1wt k R ]~ (k R) 

10 
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a susceptibilita 

. M ~ (B) - H 2 J 1 (k R) 
X = H = H = k R Jo (k R) - 1. (3.14) 

3.4 Susceptibilita koule 

Podobným zpúsobem lze nalézt i susceptibilitu koule o poloměru R. Tento 
výpočet je již poněkud náročnější a lze ho nalézt např. v [LL84]. Suscepti­
bilita koule je 

3[ 3 3 1 J 
X= -2 l - (kR) 2 + kR tan (kR) . 

(3.15) 

Reálné a imaginární složky susceptibility pro jednotlivé jednoduché geo­
metrie vzorku jsou kresleny v obrázku 3.1. Pro jednoduchost jsou vyneseny 
v závi::;lo::;ti ua pomocné vcličinč x = R

2
ik

2
, tak aby x bylo úměrné ::;oučinu 

frekvence a vodivosti. 
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Kapitola 4 

Susceptibilita ideálního 
supravodiče 

4.1 Meissnerův jev 

Jedním z hlavních znakú supravodiče je jeho dokonalý diamagnetismus, 
který byl objeven v roce 1933 vV. l'v1eissnerem a R. Oschenfeldem [1v1033]. 
Tito objevili, že m8.gnctirkf. pole nej en že nemůže vstoupit do supravodiř:c , 

což by se dalo vysvětlit pomocí povrchových vířivých proudú a dokonalé vo­
divosti supravodiče (viz skin efekt v sekci 3.1) , ale i skutečnost, že při ochla­
zení supravodiče pod kritickou teplotu je magnetické pole ze supravodiče 
vytčsuěuo, což pouze pomocí i<lcáluí vo<livosti vy.wětlit nelze [Tin96a]. Toto 
by znamenalo, že magnetizace supravodiče je stejně velká jako aplikované 
pole, ovšem s opačným znaménkem, aby výsledná magnetická indukce v 
snprnvodič:i byla nulová. Pctk hy jeho susreptibilita byla rovnct - 1. Tento jev 
éiC v roce 1935 po<lal'ilo popéiat l.Jratrúm F. a H. Loudonovýrn pomocí dvo­
jice rovnic, které popisují elektrické (E) a magnetické (B) pole v supravodiči 
[Tin96b] 

a . 
E = Bt (AJs) 

B = -\J x (Ajs), 

(4.1) 

(4.2) 

kde ]s je lm::;tota supravo<livého prou<lu a A je fenomenologický parametr 
materiálu, definovaný 

rn 
A = - -2, 

nse 

12 
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ObrázekAl: Susceptihilita ideálního supravodiče, x = ~· 

kde n 8 , e a m jsou hustota, náboj a hmotnost částic přenášejících supravo­
divý proud. 

Pokud do druhé Londonovy rovnice ( 4.2) dosadíme za proudovou hustotu 
j 8 z Maxwellovy rovnice \7 x H = j získáme rovnici 

kde.>-= 

B 
6B = .>- 2 , 

~ se nazývá Londonovou hloubkou vniku. 
11.an.-;e,'1 
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Obrázek 4.2: Závislost susceptibility ideálního supravodiče na redukované 
teplotě p1 o a = 1. 

4.2 Susceptibilita desky, válce a koule 

Poku<l porovnáme rovnici (4.4) s rovnid (3.3) :;;:jišťu_jcme, 7,r. jsou totožné pro 
k= ±- V analogii se skin efektem je zřejmé, že magnetické pole proniká do 
supravodiče pouze do hloubky přibližně ,\ uvnitř je exponenciálně tlumeno, 
čímž se dá vysvětlit IVIeissnerúv jev. 

Dosazením k = ± do 10vnic (3.10) , (3.14) a (3.15) ihned zfokávárne 
susceptibilitu ideálního l\Ieissnerova supravodiče jednoduchých tvarú. Pro 
nekonečnou desku tloušťky 2R v paralelním poli při použití identity 
-i tan(ix) = tanh(x) bude susceptibilita 

A (R) x = R. tanh ); - 1, ( 4.5) 
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Obrázek 4.3: Závislost susceptibility ideálního supravodiče na redukované 
tcplotč pro a = 4. 

pro nekonečně dlouhý válec o poloměru R v paralelním poli se za použití 
identit Jo(ix) = Io(x) a J1 (ix) = ifi( x), kde In jsou modifikované (hyperbo­
lické) Besselovy funkce, susceptibilita vyjádří 

2.Ali (~) 
X= R 10 ( ~) -

1 (4.6) 

a pro kouli o poloměru R je susceptibilita 

3 [ 3.\
2 

3.A 1 l 
X = - 2 1 + R2 - R tanh ( ~) (4.7) 

Faktor ~ se zpravidla vynechává téCk, éCby byl"' snsceptibilita koule pro nu­
lovou hloubku vniku normována na hodnotu -1. Je zřejmé, že suscepti-

15 

KNIHOVNA MAT.-FYZ. FAKULT\ 
Knihovna Fr Zav1s1<.y (tyz odo ' 

Ke Kailovu 3 
121 16 Praha2 



bilita ideálního supravodiče je reálná. V supravodiči nedochází k rozptylu 
energie. Rozptýlená energie je přímo úměrná imaginární složce susceptibi­
lity <lk: (2.5) a proto susceptibilita mnsí být rec:tlná. Rovnice (4.5), (4.G) a 
( 4. 7) vyjadřují závislost susceptibility na hloubce vniku .A. Pro popis teplotní 
závislosti hloubky vniku se nejčastěji používají dvě empirické závislosti. Z 
dvojkapalinového modelu plyne závislost [Tin96c] 

.A (T) ~ .A (O) 
~ (1 - t4)1/2' 

( 4.8) 

kde t = :fc je redukovaná teplota a .A (O) je hloubka vniku při nulové teplotě. 
Z Ginzlmrgovy-Lcmdauovy teorie plyne závislost 

.A (T) ~ .A (O) . 
(1 - t)l/2 

( 4.9) 

Po dosazení .A (T) = ,\(D)112 , kde C\' = 1 nebo C\' = 4 do formulí (4.5) -
(1-t") 

( 4. 7) je možné získat závislost susceptibility na teplotě. Tyto závislosti jsou 
vyneseny v obrá?;cích 4.2 a 4.3. V těchto grafech jsou rozměry ?;voleny tak, 
že ,\~) =O, 1. 
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Kapitola 5 

Susceptibilita supravodiče li. 
typu 

Supravodiče II. typu byly teoreticky předpovězeny A. A. Abrikosovem v 
článku [Ahr57] v roce 1%7. Tyto jsou charakterizovány parametrem r;: = * > ~' kde A je Londonova hloubka vniku a~ je Ginzburgova-Landauova 
koherenční délka. Díky této hodnotě '"' je plošná hustota energie rozhraní 
supravodivých a normálních oblastí v supravodiči záporná[Tin96d]. 

Chování supnwodičú druhého clrnhu magnetickém poli je proto odlišné 
od chování supravodičú prvního typu a je charakterizováno dvěma kri­
tickými poli. Při vnějším poli menším, než je hodnota dolního kritického pole 
Hci se supravodič drnhého typu chová stcjnč jako supravodič typu prvního, 
tj. magnetické pole prouiká pouze z povrchu clo hloubky př'ibližuě A. Po 
překročení této hodnoty se supravodič dostává do tzv. smíšeného stavu, kdy 
do něj pole začíná pronikat ve formě vírú magnetického toku, které mají 
jádro v normálním stavu. Víry nesou magnetický tok rovný 

;r., h -15 Wl 
'±'Q = - = 2.07 X 10 J, 

2e 
(5.1) 

kde h je Planckova konstanta a e je elementární náboj. Tyto víry 
díky nájemným interakcím vytvoří trojúhelníkovon mfo~ku. Kdy7. externí 
pole př'ckročí horní kritické pole Hc2 supravodič př'cchází komplctnč clo 
normálního stavu [Tin96e]. 

Susceptibilita supravodiče druhého typu ve smíšeném stavu v mag­
netickém poli je urče1rn hlcwnč chováním těchto vín\ které je ovlivně.no 
několika mechanizmy. Těmi jsou vypuzování toku v důsledku .tvleissnerova-
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Ochsenfeldova jevu, povrchové upínání vín'i, objemové upínání vírú a pohyb 
vírů supravodičem. 

Difmní pohyb víril múžc být popsc:ín difm:ní rovnicí [Gom97, I3rn90] 

ft.o fJB 
p (B, E) fJt 

1 fJB 
D (B, E) ot' 

(5.2) 

kde p (B, E) je měrný odpor a D (B, E) je difuzní konstanta magnetického 
toku. A závislost proudu na elektrickém poli rovnicí [Gi:im97] 

. . E (IEI) t/n 
J(B,E) = Jc(B)TET Ec ' (5.3) 

kde Je (B) je kritická proudová hustota. 
Víry se v objemu supravodiče upínají hlavně na poruchy krystalové 

mřížky. Pro popis upínání vírů v objemu supravodiče se zavádí veličina 
upínací síla, defi11ova11á 

fp= je X B, (5.4) 

která vyjaJi'ujc sílu potř'ebuou k pú:ucseuí víru Jo sousedního upínacího 
místa. Pokud Lorentzova síla fL = j x B působící na vlákncfÝětší, než tato), j~ 
upínací síla, tokové~e v supravodiči začnou pohybovat. V tomto stavu má )i 
proudová hustota kritickou hodnotu Je· Při Lorentzově síle menší než je 
upínací síla rnúže dojít též k pohybu tokových vírů díky tepelné aktivaci. 

5 .1 Kritický stav 

Pro n --; oo dle rovnice (5.3) bude proudová hustota v oblastech kde je 
magnetická indukce n0rn1lová rovna kritické proudové hustot.P. Je· Prúbčh 
magnetické indukce pak je [Gi:im97] 

8B 
OX = ±µ.oJe(B). (5.5) 

Pokn<l je stejnosměrná složka aplikovaného pole podstatně větší, než jeho 
stř'íJavá složka, rnúžerue závislost kritické prnudové hustoty na AC poli za­
nedbat. Potom je tvar magnetické indukce [Gi:im97] 

B(x, O) = Ba - PoJcX (5.6) 
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a pole proniká do hloubky 
Ba 

Xc = --.. 
~lo)c 

(5.7) 

Za použití pomocné proměnné y = ~R" = BaR jsou susceptibility desky 
;toJc 

o tloušťce 2R a nekonečného válce o poloměru R následující [ Gom97]: 

pro desku a 

pro válec. 

pro O~ y ~ 1 

pro 1 ~ y 

11 _ { 3~Y (1 - ~) pro O~ y ~ 1 

X - 3~ i ( 1 - 2~1) pro 1 ~ y 

5. 2 Lineární difuze 

Pro n = 1 v rovnici (5.3) je E lincámč závislé na j [Gom97] 

E = j (B, E) Ptin (B) 

a rovnice ( 5. 2) přechází na tvar 

82B Jl·o 8B 
8x2 = Plin 8t ' 

pro O~ y ~ 1 

pro 1 ~ y 

(5.8) 

(5.9) 

pro O~ y ~ 1 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

který je shodný s rovnicí (3.1). Při dosazení Plin =Pn=~' kde Pn je měrný 
odpor v normálním stavu, tato rovnice popisuje povrchové proudy, které 
jsou blíže rozebrány v sekci 3. Při tepelně aktivovaném pohybu vírů se Plin 

vyjádří 

Plin = PFFexp (- k~T), (5.14) 
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kde U je typická výška upínací bariéry a PFF je měrný odpor charakterizující 
tečení vírů definovaný 

B 
(5.15) PFF = Pn-B · 

c2 

Pro aplikovaná pole, jejichž stejnosměrná složka Bd je podstatně větší než 
amµlitucla. f:itř"ídavé složky lze závislof:lt na stiíclavérn magnetickém poli za.­
nedbat a rezistivita, která vystupuje v rovnici (3.1) je 

Bd ( U ) Plin = Pn Bc
2 

exp - kBT . (5.16) 
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Kapitola 6 

Porovnání modelu ideálního 
supravodiče s experimentálními 
daty 

::\ él o hrázku 6.1 json porovnány teoretické 7.ávislosti susceptibility ideálního 
supravodiče ua teplotě ( 4. 7) s expcrimcutálními daty namčfouými pro 
olověnou kouli. Fitování bylo provedeno v programu Origin. Olovo je supra­
vodič I. typu a tento model by ho měl dobře vystihovat. Z fitů je ale 
zřejmé, 7,e tento modd, který je široce po117,íván, charakter přechodu ne­
popisuje dostatečně dobře. Z fitu získané hodnoty parametru ..\(O) jsou 
..\(O) = 330 ± 30 nm pro 0: = 1 a ..\(O) = 670 ± 70 nm pro a = 4 také 
nesouhlasí s tabelovanou hodnotou 39 nm. 
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Obrázek 6.1: Naměřená susceptibilita olověné koule o poloměru 1 mm s fitem 
pro model ideálního supravodiče. Fity pro parametr a = 1 a ex = 4 splývají 
a nejsou r07;lišeny. 

22 



Literatura 

[Abr57] A. A. Abrikosov. On the magnetic properties of superconductors 
of the second group. Soviet Physics JETP, 5:1174, 1957. 

[Dra90] E. H. Brau<lt. Flux <liffm;iou i11 high-tc superconductors. Z. Phys. 
B, 80:167- 175, 1990. 

[Gom97] Fedor Gomory. Characterization of high-temperature supercon­
ductors by ac susceptibility measurements. Supercond. Sci. Tech­
nol., 10:523-542, 1997. 

[Kva85a] Jozef Kvasnica. Teorie elektromagnetického pole. Academia, str. 
61, 1985. 

[Kva85b] Jozef Kvasnica. Teorie elektromagnetického pole. Academia, str. 
108-110, 1985. 

[Kva85c] Jozef Kvasnica. Teorie elektromagnetického pole. Academia, str. 
110, 1985. 

[Kva85d] Jozef Kvasnica. Trnrir. clcktromn.qnctir:kého pole. Academia, str. 
112, 1985. 

[1184] L. D. Landau and E. M. Lifshitz. Electrodynamics oj Continuous 
Media, volume 8 of Course oj Theoretical Physics. Pergamon Press 
Ltd., 2nd. edition, str. 205, 1984. 

[M033] W. Meissner and R. Oschenfeld. Naturwissenschaften, 21, 1933. 

[Tin96a] Michael Tinkham. Introduction to superconductivity. McGraw­
Hill, Inc., str. 2-3, 1996. 

[Tin96b] Michael Tinkham. Introduction to superconductivity. McGraw­
Hill, Inc„ str. 4, 1996. 

24 



[Tin96c] Michael Tinkham. Introduction to superconductivity. McGraw­
Hill, Inc., str. 19, 1996. 

[Tin96d] l'viichael Tinkham. Introduction to superconductivity. McGraw­
Hill, Inc., str. 11, 1996. 

[Tin96e] Michael Tinkham. Introduction to superconductivity. McGraw­
Hill, Inc., str. 11-12, 1996. 

25 




