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Abstract: In the opening chapter we review some astronomically important
solutions that represent the Newtonian gravitational field which involve in-
finitely thin sources and flattened systems. In addition, for a given rotation
curve, we introduce a technique that enables us to calculate the gravitatio-
nal potential of the disk generating the field, or the mass distribution within
it. The second chapter deals with the relativistic formulation of junction
conditions on boundary hypersurfaces. The concluding chapter presents a



special kind of disks generating static, axially symmetric spacetimes. The
disks consist of 2 equal streams of collisionless particles rotating in oppo-
site directions. The method was a major advance in the search for physical
sources generating a given metric. At the same time, it allows us to compare
some physical characteristics of the solutions to their classical counterparts
because the required metrics can be constructed from the Newtonian poten-
tials.
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Kapitola 1

Newtonovské modely v
galaktické dynamice

K pfesnému urceni galaktické dynamiky hvézd bychom museli zcela znat si-
lové pole napfic celé galaxie, coz je vzhledem k rozlehlosti systému neredlny
pozadavek. Navic nasSe experimentalni informace nezachycuji véechny stupné
volnosti. Zékladem zdrojovych dat jsou spektroskopickd méteni dopplerov-
skych posuvi frekvence hvézdami vyzaFovaného zédfeni, z nichZ usuzujeme na
velikosti obéznych rychlosti. Pfesnéji takto ziskdme pouze projekci obézné
rychlosti na spojnici zdroje a pozorovatele. Jsme tak odkazani na hledani mo-
delt pasujicich co nejlépe k méfenym datam. Pro bézné ucely dokonce staci
znalost zékladni struktury dané galaxie. Ta byva kvuli zplo§télosti systému
modelovana pomoci diskt, nej¢astéji s osové symetrickym rozlozenim hmoty.

Jednu z nejvyznamnéjsich metod, jak konstruovat modely gravitujicich
diskt vynalez! G.G.Kuzmin [1].

1.1 Kuzminova metoda

Predstavme si pole generované hmotnym bodem, ktery se nachézi na ose
z ve vzdélenosti b pod rovinou z = 0. Gravitaéni pole vSude nad touto
rovinou spliiuje jisté Laplaceovu rovnici (vzdyt ji spliiuje v celém prostoru,
kromé bodu, kde sidli ndboj), stejné tak, pokud systém zrcadlime vzhledem
k roviné z = 0 a zkouméame pole pod rovinou z = 0. Pfedstavme si déle,
Ze oba zkoumané poloprostory na sebe naviazeme. Odpovidé to ekvivalentni
situaci, kdybychom symetricky vyfizli pds prostoru kolem hmotného bodu a
zbytek, vtetné pole, které obsahuje, k sobé slepili bez vzdjemného posunuti



nebo rotace; ilustruje to obrézek 1.1.
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OBR. 1.1: Vyfiznuti &4sti prostoru kolem hmotného bodu.

Na stykové plose: 2z = 0 jsou diky symetrii konstrukce te¢né vektory gra-
vitaéni intenzity K spojité, normélové vSak vykazuji skok. V newtonovské
gravitaci je nespojitost normaélovych slozek intenzity spojena s ploSnou hus-
totou hmoty ¢ slupkového zdroje:

—4nGo(r) = Kn(rt) — Kn(r™), (1.1)

kde index n zna¢i normélovou slozku a polohovy vektor r* resp. r~ ukazuje
tésné nad resp. pod slupku. Vzniklé pole je tedy polem disku nachézejiciho
se v roviné z = 0, jehoZz potencidl a plogna hustota (ve standardnich cylin-
drickych soufadnicich) jsou

GM

— , 1.9
VR2+ (b+ |2])2 b2l

CI)K(R, Z) =
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Preintegrovdnim této hustoty pfes celou rovinu z = 0 samoziejmé dostaneme
hmotnost pivodniho hmotného bodu M.

Diskum s prubéhem potencidlu a hustoty (1.2) a (1.3) se ifkd Kuzminovy
disky. Lze dokonce dokézat (viz [2]), ze libovolny axidlné symetricky disk

muze byt rozloZen do superpozice Kuzminovych diski s riznymi parametry
b:

ox(R) = (L3)

(1.4)

/\/R2+ (b+ |2])?

a podobné pro plosnou hustotu. V principu je mozZnost takové superpo-
zice vyrazem linearity rovnice (1.1), respektive obecnéji vyrazem linearity
Laplace-Poissonovy rovnice

Ad = —4nGp, (1.5)

tj., linedarni kombinace feseni je opét feSenim.

Formule (1.4) v feci ukdzané metody znamend, Ze kazdému axidlné sy-
metrickému disku odpovidé rozlozeni hmoty na tse¢ce nebo na polopfimce
s linedrn{ hustotou w(b) (muze jit o distribuci). Mohlo by se zdat, 7ze v
piipadé generovani pole disku pomoci rozlozeni hmoty na polopfimce me-
toda selhéva, protoze v tomto pripadé ,vyfezdvame“ nekonecné velky kus
prostoru. Ke konstrukci disku vSak staéi pouze pole nad poloptimkou, pro-
toze pole v celém prostoru ziskdme jen zrcadlenim podle roviny fezu.

Kuzminova metoda se také ndzorné nazyva metodou ,,cut&paste“. Obec-
né jeji vyznam spocivd v moznosti nahrazeni singularity typu 6%(x) singula-
ritou pouze jednorozmérnou 6(z).

1.2 Potencialy dilezité v astronomii

Nésledujici pfehled potencidli a jim odpovidajicich hustot hmoty Cerpa z
Binney & Tremaine [3], kapitoly 2.2, 2.3.

1.2.1 Plummer-Kuzminovy modely

Pro hlubsi pochopeni gravitacnich vlastnosti objektl pii jejich postupném
zplostovéani jsou vyhodné Plummer-Kuzminovy modely.
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OBR. 1.2: Plochy stejné hustoty v roviné R — z pro rozlozeni hmoty budici Miyamoto-
Nagai potenciél (1.7) s parametrem b/a = 0.2 (nahofe), b/a = 1 (uprostied) a b/a = 5
(dole). Pfevrdceny pomér a/b pfitom charakterizuje miru zplogtélosti systému. Obrdzek
je pfevzat z Binney & Tremaine [3].

V roce 1911 pouzil H.C.Plummer k modelovani kulovych hvézdokup
néasledujici potencial:

GM
®p(r;b) = ————. 1.6
Pokud jej modifikujeme dal$im parametrem:
dyn(R,z;0,b) = oM (1.7)

VR + (0t V2T )2

9



ziskdme potencidl, ktery pti a = 0 pfechézi na Plummeriv potenciél (1.6) ge-
nerovany sféricky symetrickym télesem, kdezto pro b = 0 dostavame znamy
potencidl Kuzminova disku. Nastavenim parametri a, b tak pfedepisujeme
pole zdroju od nekonecné tenkého disku az po sféricky symetrické téleso,
jak demonstruje obrazek 1.2. Tento typ potencidlu pfedstavili Miyamoto a
Nagai [4]. Jemu p¥islusné hustota hmoty je dle rovnice (1.5):

b2M) aR? + (a + 3v2% + b?)(a + V2% + b2)?
Ar ) [R?+ (a+ V2% + B2)2]3/2 (2% + b2)3/2

Castym trikem pro konstrukei celych t¥id part potencidl-hustota je dife-
rencovani jiz znamych para zdvislych na parametru. Opét tim vyuZivdme
linearity (1.5). Na pifklad charakteristiky n-tych Toomreovych disku lze

obdrzet jako:
d n—1
Pt = ( ) Dy, (1.9)

pu(R,2) = ( (1.8)

dv?
d n—1
o" = <£2-> oy (1.10)
podobné jako Satohiv (1980) n-ty model odvodime z Miyamoto-Nagai mo-
delu: 4\
" = (&5) Qun, (1.11)
d n
gha (W) OMN - (112)

1.2.2 Logaritmicky potencial

Jak jsem jiZ poznamenal, informace o obéZnych rychlostech hvézd tvori
zéklad analyzy uspofadani hmoty uvniti galaktického disku. Jako charakte-
ristiky systému pfitom uvadim gravitac¢ni potencidly. Z nich totiz pfes Pois-
sonovu rovnici (1.5) (nebo pfes jejf distribuéni analogii (1.1)) spocteme hus-
totu hmoty objektu, i cirkuldrni rychlosti hvézd v dané radidlni vzdélenosti:
0P v?

Kp|l=— = —, 1.13

Knl= 55 =% (1.13)
nebot radidlni sila zplisobuje dostiedivé zrychleni. Velikosti rychlosti v je
pfitom rozuména velikost tangencidlni rychlosti.

10
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OBR. 1.3: Plochy stejné hustoty v roviné R — z pro rozloZen{ hmoty (1.15) s gg = 0.95
(nahofe) a gp = 0.7 (dole). Parametr g¢ mé vyznam pomeéru os rotacnich elipsoidi, které
tvofi ekvipotencidly. Obrazek je prevzat z Binney & Tremaine [3].
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Snadno zjistime, Ze potencidl Plummer-Kuzminovych modela klesd ve
velké vzdalenosti imérné 1/R. Obézné rychlost hvézd tedy ubyva podobné
jako v keplerovské 1loze. Pozorovani spiralnich galaxif vSak ukazuji stagnaci
obéznych rychlosti ve velkych vzdélenostech, nebo dokonce tendenci mirného
rustu (stéle vSak omezeného rychlosti svétla). Pozadujeme-li, aby pro velkd R
platilo v & vy, klade rovnice (1.13) na potencidl podminku d®/dR — vZ/R,
a proto ® ~ v2In R + const.(z). Uvazme piimocare potencidl

1 2
®, = Zviln R§+R2+z—2 , (1.14)
2 q%
kde R, je konstanta a g < 1.
Takovému prabéhu potencidlu pfislusi hustota
v (205 + DRI+ R?+(2-g3°)2"

R,z) = . 1.15
Pl 2) G (R2 + R2 + 225 )2 (1159

Ekvipotencidlnimi plochami potencidlu (1.14) jsou rotaéni elipsoidy s axi-
alnim pomérem g¢e. Slupky stejné hustoty jsou vsak deformovanéjsi a vice
zplostélé — viz obrézek 1.3. Z rovnice (1.15) dokonce vidime jistd omezeni
logaritmického modelu: volbou g < 1/ v/2 dostaneme v urcité oblasti kolem
osy z zapornou hustotu.

Pro uplnost dodejme jesté zavislost cirkuldrni rychlosti na vzdélenosti v
ekvatorialni roviné

'U()R

V= —— (1.16)

1.2.3 Elipsoidalni systémy

Atraktivnost elipsoidélnich objektl zvysuje kromé jejich analytické fesitel-
nosti experimentélni fakt, zZe plochy stejné hustoty jistého typu galaxii jsou
témeért elipsoidélni.

Zkusme nalézt zdroje pole s ekvipotencidlami tvaru sféroidu (hranice
rotagniho elipsoidu). Pfizptisobenim soufadnic (viz. [5])

x = Vs?2+1?sinfcosyp
y = Vs?+1?sinfsinp
z

= scosf

parametrizujeme ekvipotencialy tvaru rota¢niho elipsoidu jako s = konst.
V roviné R — z tvori kiivky konstantniho 6, resp. s soustavu konfokalnich

12



hyperbol, resp. elips, pfi¢emz hyperboly protinaji elipsy kolmo — viz obrézek
1.4. Parametr [ znaci vzdalenost ohniska elips s = konst. od jejich stiedu; 8
a ¢ jsou normdalni sférické soutadnice.

OBR. 1.4: Priimét soufadnicovych ploch s = konst. a § = konst. do roviny R — z.

Diky ortogonalité soufadnic lze norméalové slozky gravitaéni intenzity
jednoduse vyjadrit
1do
Ky(s) = ———, 1.17
'n( ) hs dS ( )
kde hg je prislusny Lamého koeficient a gravitaéni potencial @ ziskdme

feSenim Laplaceovy rovnice

Ad(s) = 0,
1 8 [hehy O B
hshghw—a-s[ I %@(3)] =90

13



M 5
O(s) = 5 (arctal 7~ 5) : (1.18)

kde M zna& celkovou hmotnost elipsoidu vytvérejici pole (1.18).
Vénujme se piipadu, kdy zdroj pole tvoii ekvipotencidlni plochu. Umisté-
me jej na soufadnici sg. Indukovanou hmotu spoéteme s vyuzitim Gaussovy
199

véty (pro tok V& = i 5s€s skrz sféroid So0), kterd také zarucuje nulovou

intenzitu pole uvnitt sféroidu

1 M 1 M
g=— = — s
Am /st 4+ 124/s3 +12cos20  4mav/b? + a’e?cos?

(1.19)

V posledni rovnosti je vyraz prepsan pro velikosti hlavnich poloos a a b
oblasti, kde konéi kratsi osa sféroidu, a vrcholi v nejvice zaoblené ¢éasti. To
je pochopitelné dusledkem pozadavku, aby zdroj byl zdroveil ekvipotencialni
plochou.

Polozime-li sg = 0 pfedstavuje (1.19) polovinu plogné hustoty disku o
poloméru [ lezictho v roviné xy. Polovinu proto, protoZe jsme vyraz ziskali
limitnim procesem z plo$nych hustot elipsoidu, jejichz povrchy splynuly v
jedinou plochu. Pfimou integraci pak muzeme ovéfit, ze celkova hmota disku
zustava M.

Hustotu (1.19) ziskdme také jako limitni vysledek ztenc¢ovéni homo-
genni vrstvy mezi 2 podobnymi sféroidy: f—; + ‘z—i =1 & f—j + Eb; = 1+44.
Predstavime-li si pak nehomogenni elipsoid rozvrstveny na takové sferoidalni
vrstvicky s riznymi hustotami, umozni ndm to vytvofit jednoduchy model
popisujici zmény tvaru ekvipotencialnich ploch v dusledku zmén rozlozeni
hmoty uvnitt elipsoidu. Jelikoz potenciél (1.18) je konstantni na sféroidech
konfokalnich s povrchem dané homogenni vrstvicky, s rostoucim parametrem
s se ekvipotencialy velmi rychle stavaji témér sférickymi. Naopak zplostélé
ekvipotencialni plochy jsou zpusobeny vrstvami nachézejicimi se tésné pod
mistem, v némz zkoumdme tvar potencialu (vrstvy nad nim pfispivaji k po-
tencidlu pouze konstantou). Pokud je tedy hmota elipsoidu koncentrovina
v blizkosti stfedu elipsoidu, je vysledny potencidl vysoce sféricky, je-li vsak
hmota nahusténa ve vnéjsich vrstvach, ekvipotencialni plochy jsou témér
sféroidy, konfokalni s témito okrajovymi vrstvami.

14



1.3 Obracena uloha

Netiplnost informace o rozloZeni hvézd uvniti galaktického disku a o jejich
pohybovém stavu nuti astronomy konstruovat modely reflektujici urcitou
interpretaci experimentdlnich dat. Néekteré z téchto modelt jsem ptredstavil
v predchézejicich paragrafech. V ivodu kapitoly jsem poznamenal, Ze pfe-
vaznou ¢dst experimentdlnich dat tvofl méfeni projekce obéznych rychlosti
hvézd. Zabyvejme se proto otazkou, jak z téchto dat rekonstruovat rozlozeni
hmoty uvnitf pozorovaného objektu, ¢i celkovy potencidl. Je takova rekon-
strukce viibec jednozna¢na? Nyni potfebujeme postupovat opacné oproti mi-
nulému piehledu, kdy jsme z vhodnych potencidli vyjadrili rozlozeni hmoty
i velikost obéznych rychlosti. Omezime se pfitom na piipad axidlné symet-
rickych diskd.t

V ramci nejjednodussiho axisymetrického modelu orientujeme namétené
rychlosti zcela ve sméru teény na daném poloméru a nechame hvézdy obihat
stfed disku po kruznicich lezicich v jedné roviné. Celé tiloha pfeformulovand
do matematického jazyka pak zni: hleddme potencidl ®(R, z) splitujici Lapla-
ceovu rovnici v poloprostoru z > 0 (cely problém zahrnuje symetrii viéi zr-
cadlenf{ podle z = 0) s okrajovou podminkou lim,_,q % = ”2§%R) a zkoumame
jeho jednoznacnost.

Hledejme nejprve feseni
AD(R,z)=0
nezavisle na okrajové podmince. Po transformaci do cylindrickych soutfadnic

7o 100 5% _
AR?2 = ROR ' 022

nam tvar rovnice umoziuje krucidlni separaci proménnych:
® = p(R)((2).
Funkéni ¢ast potencidlu zévisld pouze na z musi vyhovovat podmince

0*¢
F ke konst. ¢ (1.21)

0 (1.20)

vvvvvv
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Pozadujeme-li navic, aby lim,_,., ® = 0, jsou piipustnd pouze feseni tmérna
((z) = exp(—m|z]), m>0.
Pro radialni ¢éast potencialu tak dostavame rovnici

H? 10

kters po vynésobeni R? nédpadné pfipominé Besselovu rovnici:
ey +ay + (2 - Py =0,
jejimz feSenim jsou cylindrické funkce #adu [. Porovnanim poslednich 2 rov-
nic zjistujeme, Ze radidlni zévislost potencidlu je imérné funkci
p(R) = Jo(mR).

Druhé nezévislé feseni rovnice (1.22) — Besselova funkce 2. druhu Yp(mR)
diverguje v okoli pocatku, a jako takovou ji vyfadime z vybéru vhodnych
kandidéti na potencidl (chceme, aby potencidl byl spojity a koneény v celém
prostoru).

Béze vsech ,fyzikalnich“ feSeni tedy sestava z funkei

®,,(R,z) = Jo(mR) exp(—m|z|), m > 0.

Pro nasi vychozi tlohu je vyznamné, ze uvniti bazovych funkei je separovéina
zévislost na R a na z. Okrajovd podminka je totiz pouze funkci R. Pokud
se nam ji podafi zapsat jako ndsledujici superpozici s vdhou w(m)

_/: v ](5)(13' _ O(R,z=0) = /Ocow(m)Jo(mR)dm, (1.23)

pak celkovy potencidl je stejnou superpozici vybranych bazovych funkei
o]
d = / w(m)®,,dm . (1.24)
0

Soucasné vsak vyvstdvd nesndz, jak z pfedepsané radidlni zdvislosti cir-
kularnich rychlosti ur¢it superpozici w(m). Nastést{ m4 rovnice pro radidln{
zévislost potencidlu (1.22) tvar rovnice generujici ortogonéln{ systém poly-

nomi
0 Op 2
7 ( -—R> =-m°Rp, (1.25)
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jen s tim rozdilem, Ze parametr m zde nenabyvé pouze pfirozenych hodnot,
ale muZze probihat vSechna kladné redlna ¢isla. Tato podobnost davé tusit, ze
feSeni rovnice by mohla byt v jistém smyslu ortogonalni. V pokrocilé mate-
matické analyze pak ovéfime (viz napiiklad [7]), Ze Jo(mR) tvoi{ integraéni
jadro Hankelovy transformace na prostoru funkef se skalarnim souc¢inem

(Fw o) = [ Hmam RaR (1.26)

Této vlastnosti vyuzijeme k vyjddieni hledané vahové funkce w(m). Spo-
¢téme skaldrni soudin (1.26) funkce ®(R,z = 0) ziskané integraci experi-

mentalnich dat %@ s funkef Jo(m'R). Pouzitim (1.23) dostdvame

(@(R, 2=0), Jo(m’R)) N /0 a (— / °° @dfﬁ’) Jo(m'R)RAR =

_ /0 ” ( /0 ” w(m)Jo(mhj)Zm> Jo(m'R)RAR =

. /0 - ( /0 - JO(mR)JO(m'R)RdR> w(m)dm =
- /oo __5(m — ml)w(m)dm = M

m m/
Konetné, rekonstruovany potencial v celém prostoru mé tvar
o0
®(R,2) = / <@(R,z =, Jo(mR)> Jo(mR) exp(—m|z|) mdm.
0

Lk

(1.27)

Jednoznac¢nost tohoto potencidlu zdvisi na tom, zda existuje potencisl
U(R, z), pro ktery plati

AY(R,z) = 0 proz>0

ov

ﬁ(R7Z_O) =0
A

£%E(R,z) # 0 naQ

kde Q je mnozina bodu disku nenulové miry. Potencidl ® + ¥ by potom byl
konzistentni s vychozimi daty, avSak vedl by k rozdilnému rozlozeni hmoty
uvnitt disku.
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Protoze ¥ v blizkosti disku disponuje pouze z-tovou slozkou gradientu a
zaroveil i zde spliiuje Laplaceovu rovnici, musi platit
920
ili% —@(R z)] =1.
Pro separovanou z-tovou zavislost potencidlu to znamend, zZe konstantu v
rovnici (1.21) musime volit rovnou nule. Takovd ¥ ovSem nevymizi s ros-
toucim z, a tedy puvodni potencidl (1.27) je na ti{dé zvolenych funkef jed-
noznadény.

Zbyva doplnit, zda jsme v uvedené metodé uvazovali dostatetné sirokou
t¥{du funkcf, t.j. zda ndm néktera feSeni ilohy neunikla. Omezeni na spojité
nedivergujici funkce napfiklad eliminuje feSeni ve tvaru homogenniho pole ve
smeéru osy z - viz pfedchozi rovnice. Zavaznéjsi je oviem, jaké vSechny funkce
je metoda viibec schopna najit jesté pred tim, nez nékteré vyradime. Jadrem
tlohy je hledani vlastnich funkei Laplaceova operdtoru. Laplacetv operator
pro axidlné symetrické funkce je hermitovsky na podprostoru L?(R®), na

némyz plati:
1 0 9g9(R, z) B
/ / fRzR R(R 3R )ZWRdeZ—

/ / }13 5_—3 <R§%}Z’—)) 2rRdRdz, (1.28)

¢ili vymizi okrajové Eleny pfi dpravach integralu per-partes. Vlastni funkce
pak tvorii bazi na tomto podprostoru. Proto si muzeme byt jisti pouze tim,
7e jsme zachytili viechna fesenf patifci do L2(R®) a zdroven spliiujici (1.28).
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Kapitola 2

Singularni nadplochy v obecné
relativité

V newtonovské gravitaci je chovani gravita¢ni intenzity v blizkosti plosnych
zdroji vystizeno pozadavkem spojitosti tecnych slozek a vhodnym skokem
normélovych slozek — viz rovnice (1.1). Tyto podminky ziskdme aplikaci
Gaussovy véty na newtonovské gravitaéni pole. O¢ima obecné teorie rela-
tivity je vSak Newtonuv gravitaini zdkon neptipustny, a tak neni divu, Ze
novy gravitaéni zékon vyzaduje také jiné rovnice pro navazovaci podminky
na nadplochach vykazujicich nespojitost v hustoté hmoty. Takovymi nad-
plochami jsou napiiklad povrchy hvézd, nebo disky, chdpané jako nekoneéné
tenké pésy.

V obecné relativité pribyva problém s rozhodnutim, do jaké miry je
pricina nespojitosti vypoéteného gravita¢niho pole fyzikalni povahy, nebot
miize byt podminéna nespojitosti soufadnic. Casto je totiz vyhodné volit
na obou stranich takové nadplochy zcela nezdvislé soufadnice, od kterych
nepozadujeme nic jiného nez spojitost metriky, aby pozorovatel prochédzejici
nadplochou namétil z obou stran stejné vzdalenosti odpovidajicich si bodd.

Piavodni ¢lanky vénujici se tomuto problému prezentovaly soufadnice, v
nichz soufadnicové nespojitosti vymizi. Jejich nevyhodou ale bylo, Ze ¢asto
zamaskovaly také rizné symetrie prostorocasu, a v jistém smyslu téz takovy
postup neuspokojuje princip obecné kovariance. Vychodisko podal ve svém
¢lanku W. Israel [8]:
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2.1 Israeluv formalismus ...

Symboly 2%, 2% budeme oznacovat souradnice v ¢astech prostorocasu V¥,
V'~ rozdélenych nadplochou ¥ parametrizovanou soufadnicemi £ (jako ob-
vykle feckych indext je 4, zatimco latinskych 3). 4-rozmérnd metrika pfitom
indukuje 3D metriku nadplochy:

Gab = gaﬁe(aa)efb) ) (2.1)
kde e‘é) = %”Tj jsou 4-vektory tridady nadplochy.

Gravita¢ni pusobeni na nadploSe je plné determinovano metrickym ten-
zorem ¢q,. Napfiklad absolutni derivaci néjaké vektorové dynamické veliciny
A v ¥ zjistime jako .

A"—8—A—1+Fi AF (2.2)
VA OE 7 ;
pFicem# komponenty vektoru A v ¥ jsou Af = A%,

Absolutni derivaci 4-vektoru A v metrice nadplochy ziskdme vSak také

projekei absolutni derivace A na triddu nadplochy, jejiz uloZeni v prostoro-

¢ase je charakterizovano jednotkovou normalou n® obvykle volenou sméiujici
z V™ do V*:!

dgs ~ dga dge (2:3)

7Z toho je vidét, ze metrické vlastnosti celého prostoro¢asu v misté % jsou
dany metrikou nadplochy a jejim ulozenim v prostorocase:

;DA DA (DA)
= —nj|n .

9% = g™efyeqy +non. (24)

Vnitini metrika ploché nadplochy a nadplochy ohnuté do cylindru je stejné,
aviak gravita¢ni pasobeni na obé nadplochy z hlediska celkového prostoroca-
su je razné.

Vnéjsi charakteristikou nadplochy je tedy zptsob jejtho uloZeni v pro-
storocasu. Ten lze méfit variaci %—?f. Z normalizace vektoru n se navic
muzeme ujistit, ze pfedchozi vektor je na néj kolmy, takze jej muZeme
prepsat

Dn

dét

= Kije(j) y (2.5)

Trojka u 3dD£"} a u dalsich tenzora ddle zduraziiuje, Ze se jednd o vnitini vlastnost
nadplochy.
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¢imz je definovén 3-tenzor vnéjsi krivosti K. .
Snadno ovéiime, 7Ze tenzor vnéjsi kiivosti je symetricky:

Dn o De(j) = De(i)

ae T TN e des

K’i' = €()) = Kj’i ) (26)
kde 2. rovnost je disledkem ortogonality vektorl e(;) a n.
S vyuzitim (2.2) a (2.6) vime, jak se méni bdzové vektory nadplochy pii
paraelnim pfenosu podél ¥ — jejich rozklad na tetradu v daném misté je
Deg) h
d—fj = —G(I’I)Kijl’l + I‘ije(h) ) (27)
kde ¢(n) = n-n je +1 pro prostorupodobné 4-vektory a -1 pro ¢asupodobné.
Vyslednd rovnice se nazyva Gauss-Weingartenova a pouzijeme ji k vypoctu
D2e? D2

32%21 - fcd%?‘“ coz je zéroveii ex definitione R,°_, = R ° vgeﬁ)ezc)e‘gd). Tuto

veli¢inu ziskanou dvéma zpiisoby déle promitneme jak na egp,):

Raﬂ75€?a)€(ﬂb)6?6)€€d) = Rabcd - 6(1’1) (Kachd — Kchad) ; (28)
tak do ng:
Raﬁwe?‘a)nﬁe?c)e?d) = Radye — Kac;d = (29)

Posledn{ 2 rovnice nesou jména Gauss a Codazzi. Jejich vynésobenim g*¢%¢,
resp. g% s pfispénim (2.4) a zavedenim Einsteinova tenzoru G, = il —
%Rgu,, dostavame vysledné invariantni rovnice svazujici derivace metriky
prostorocasu na levych stranach s derivacemi metriky nadplochy na pravych
stranach

26(n)Gogn®n® = —3R — e(n)(Kp K% — K?), (2.10)
~Gopnely = Ky — K,°,. (2.11)

Tyto rovnice tedy supluji navazovaci podminky na nadplochéch nespojitosti
derivaci metriky v . OTR. Upozornéme jesté, ze se jednd o 2 sady dvojic
rovnic, protoze oba vztahy musi platit jak v prostorotase V—, tak ve V.

2.2 ... a jeho aplikace

Necht K, K;; jsou vnéjsi kfivosti 3D nadplochy 3 vnotené do dvou 4D va-

riet V—, V. Jednotkova norméla n mitici z V~ do V* bude v nésledujicim
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uvazovana vzdy prostorupodobné.

Nejprve se vénujme situaci, kdy K;; = Kg . To je pripad v8ech hranic-
nich povrchi, charakterizovanych nespojitosti tenzoru energie a hybnosti
bez piitomnosti slupkovych zdroji. Piikladem hrani¢niho povrchu je povrch
hvézdy.

Napojovaci podminky (2.10), (2.11) v tomto piipadé vyzaduji

Ga[gna7zﬁ|+ = Gogn®n”|”, Gaﬁno‘e(ﬁb) '+ =G gnae(ﬁ)i . (2.12)

Normélové a smisené slozky Einsteinova tenzoru zustévaji pfi priichodu
nadplochou spojité. Za vnéjsi prostor V*+ se obvykle pokladd vakuum; pak
musime na levé strany rovnic dosadit 0.

Nadplochy, pro néz plati K;; # K ], se nazyvajl povrchové vrstvy a
setkame se s nimi bliZze v nasledujl(n kapitole.

Jak jsme jiz vidéli — viz napfiklad (2.3), (2.4), metrické vlastnosti a tedy
i dynamické vlastnosti nadplochy a celého prostoro¢asu, v némz je ulozena,
jsou provazany. Ovlivnéni prostoroCasu pritomnosti singuldrni nadplochy
musi souviset s 3-tenzorem

Yij = K+ K,L; )

majici vyznam zmény zakiiveni nadplochy vici prostorocasu pii prichodu
skrz ni. Upozornéme, Ze az dosud jsme v této kapitole nepotiebovali pracovat
v néjakych konkrétnich soutadnicich. Pro heuristické nastinéni vyznamu ~;;
je v8ak nejschudnéjsl pracovat v tzv. pfirozenych (téz Gaussovych) soufad-
nicich. V nich soufadnice z; méfi geodetickou vzdalenost normalovou k ¥ a
ostatni ortogonalni soufadnice parametrizuji X. V okoli X je tedy
4g11 -j:lv 4gi1 :*:0,
kde = znaéi rovnost pouze ve specidlnich soutadnicich. Na samotné nadplose
> nabyvaji soufadnice:

z, = 0, 49"£Sgij
Mo == 5;‘, ) *50,
£ x _Apl|E & 1 agw ¥
K = =T St (2.13)
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Vyznam téchto soufadnic spocivd v nésledujicich relacich pfipominajicich
klasické napojovaci podminky:

[z°] £0,  [gap] =0, (2.14)

[na] =0, (2.15)

0928 | 2 3[K ygln, 22 (2.16)
W . aﬁ]nu = 2YapMy .

[Fg,@] éq/a#nﬁ + ,Yﬂ“na s ’Yaﬁnu y (217)

kde [®] znamend skok libovolné veli¢iny ® na X, t.j. &t — &~ Jestlize
pivodné 3-tenzory maji Fecké indexy (které nabyvaji 4 hodnot), jako u v.s
v predchozich vztazich, jedna se o 4-dimenzionélni rozsitent:

8 = vabe(o‘a)efb) na X, ¥ =0 jinde.
Vyhodou pfirozenych soufadnic je, Ze tenzor 27,3 v nich lze interpretovat
jako skok normélovych derivaci g,g, jak vidno z rovnice (2.16).
Predstavme si ddle vznik nadplochy limitnim procesem ztencovéni 4-
vrstvy, jejiz povrchy maji soufadnice z'@ = 0 a ! = ¢. Kazdé nadplose
(2.13), z niz také odvodime vztah mezi Ricciho tenzorem celého prostorocasu
a dané nadplochy:

_8Kij

ip. &
- ox!

+ Zi;, kde Zj =°Ry + KKij — 2K Ky . (2.18)
Integraci Einsteinovych rovnic
Rog = 6(Top — 1/2Tgap)
skrz vrstvicku dostavame
—K;/Q(Tij — 1/2Tg;)da- 2 Kf — Ky — /6 Ziydz'.
0 0
V limité ¢ — 0 vyraz napravo vymizi, protoZze Z;; je uvniti vrstvicky ome-

zeneé.
Ziskdvame tak vyslednou interpretaci -;;:

")’ij = —K(S@'j — 1/2 Sg,;j) y (219)
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kde .
S:L'j & Jirn ,I%deCl
e—0 0

je tzv. plosny tenzor energie a hybnosti. MuZzeme jej také zapsat v souladé s
rovnici (2.19) jako
—I{Sij = 71'j — ’7591'_7' . (220)

Vratme se k piivodnimu problému navazovacich podminek pro gravitaéni
pole na povrchové vrstvé. Diky tomu, Ze vrstva se nachdzi ve vakuu, je Gag
okolnich prostoro¢asi V+, V= nulovy a vychozi rovnice (2.10) (2.11) tak
nabyvaji tvaru

SR+ KuK® - K2=0,

Kab,b - K,a == 0 .
Jejich settenim a odectenim dospéjeme k nézorné ekvivalentni sadé
8%, =0, (2.21)
K —K,=0, 2.22)
K8 =10, (2.23)
=~ 1
R+ KypK® — K = ——k?(5,,58% — 552) , (2.24)
kde i
Ko = 5(}(;;, +Kgz), K=g"Ky (2.25)

2.2.1 Prachova slupka

Aplikujme rovnice odvozené pro povrchové slupky na specidlni slupku cha-
rakterizovanou plo§nym tenzorem energie

5% = guul. (2.26)

Kiivky dé?/ds = u® tetné k ¥ pak pifmocaie interpretujeme jako svétocdry
neinteragujicich prachovych ¢éstic.
Rovnice zachovén{ energie a hybnosti (2.21) vede k rovnicim
e’ = 1, (2.27)
(1%} 0, (2.28)
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které ukazuji, ze svétotdry jsou geodetikami na ¥ (zrychlen{ zptsobené ne-
gravita¢nimi silami a* = 0), a Ze tok prachu splituje rovnici kontinuity, coz
je dlisledkem neexistence jiné interakce, nez samotné gravitacni.

K vyfeseni dynamiky celého systému potiebujeme znat 4-zrychleni ¢astic,
jak se jevi viici VT, V~. Prestoge se ¢astice pohybuji v 2 po jeji geodetice,
kvili riznym moZnostem ulozeni 3 ve V* a V'~ mohou nabyvat rozliénych
4-zrychleni.

Protoze znédme vztah mezi absolutni derivaci bézovych vektort ve 4-
rozmérné metrice a v jeji indukované metrice (2.7), umime absolutné deri-
vovat i tetnd vektorova pole, specidlné pro pole rychlosti:

Du

& = ujeq — e(n)u’Kyn. (2.29)

4-zrychleni pak uZ jednoduSe spocteme jako (s je vlastni ¢as prachovych
éstic)
Du|® Du
ds| —dg
kde jsme navic vyuzili (2.27).
Projekcemi tohoto vektoru dostaneme pohybové rovnice slupky

"dg

Y
= —u' K wn, (2.30)

Du, &
a =1, 2.31
€(a) ds ( )
Dut[* DU et = [viz. (2.23)] = 0 (2.32)
o= Na——| = —2u’u’Ka = [viz. (2.23)] = 0, :
Du° |* Du® | b _ 1
Na—gg| T Meg| = U e = [viz. (2.19)] = 5h0 (2.33)

Zduraznéme jesté jednou, Ze uvedené rovnice jsou skaldrni, mohou byt
vy&isleny zvlast v nezévislych soufadnicich x5, ©%.

Abyhom demonstrovali silu téchto invariantnich rovnic, pouZijeme je k
elegantnimu vyfeSeni pohybu konkrétni prachové slupky:

2.2.2 Sféricka prachova slupka

V souhlase s Birkhoffovym teorémem je vnéjsim vakuovym prostorocasem
V* Schwarzschildova varieta s metrikou

(ds?)* = f71dr? + r2(d6? + sin? dy?) — fdt?,
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kde f(r)=1-2m/r.

Ze symetrie ulohy musi byt i vnitini prostorocas sféricky symetricky,
a newtonovskd limita zde zarucuje, Ze funkce f je nezavisld na hmotnosti
slupky a miZzeme ji zvolit rovnou jedné. Vnitini oblast slupky tedy ztotozni-
me s plochym Minkowského prostorocasem:

(ds?)™ = dr? + r*(d6? + sin? dp?) — dT2.

Pritom ¢asové soufadnice ¢t a T nemusime identifikovat na rozhrani pro-
storodasti ¥, nebot ani vychozi rovnice (2.31)—(2.33) to nevyzaduji. Naproti
tomu kvuli spojitosti metriky na 3 se musi radialni soufadnice v obou pro-
storotasech rovnat (V1 V™ indukuji stejnou metriku — pozorovatel musi v
obou prostorocasech zjistit stejné vzdédlenosti na ).

Nasim tikolem je najft, jak se slupka s povrchovym tenzorem napéti (2.26)
pohybuje. Z radidlni symetrie ma pohybova rovnice tvar

r=R(s),

kde s je vlastni éas prachovych &dstic. Potom 4-rychlost ¢éstic (se slozkami
po fadé t, r, 8, @)

dz§ . . dR
o = = X = —
up =, (X, R,0,0), R P
a na ni kolm4 normala k nadplose X
nt = (R, X,0,0),
s X danym normalizaci u®u, = —1:
Vf(R)+ R
X="—.
f(R)
Diferencovanim u®*u, = —1 obdrzime
Du*|" ,_ DR|* Dt |*
— @ — - — X-—— 3
= ds IR ds? / ds?

¢imz jsme zéroveti splnili rovnici (2.31).
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Abychom eliminovali nepohodlné D?t/ds?, rozepiseme podobné i

Dy |t D2R|T DT
ne—»| =X—g| —R—| ,
ds ds? ds?
a dostavame
Du |t L D2R|T . /d2R
S I - s B
= (fX) (R+m/R2>. (2.34)

Tato veli¢ina navic stojf na levych stranach obecnych pohybovych rovnic
(2.32),(2.33), takze jejich substituovanim ziskdme kyzenou pohybovou rov-
nici. Korespondujici hodnotu z vnitini oblasti dostaneme pouhym polozenim
m = 0O:

" Du*
* ds

Po dosazeni poslednich 2 rovnic do (2.32) zbyva vyfesit diferencidlni
rovnici pouze pro R

=(1+RY)R. (2.35)

R+m/R? R
+

: ——
\/1+R2—2m/R V1+ R?

Pfendsobeni R a integrace vede kone¢né na

V1+ R?=a+m/(2R)

To je rovnice pro pohyb sférické prachové slupky zpusobeny self-gravitaci.
Vyznam integraéni konstanty a je zfejmy z posledni pohybové rovnice
(2.33), kterou upravime stejnym postupem na tvar:

4w R%c = m/a. (2.36)

Na levé strané stoji celkova klidova hmotnost slupky, neboli soucet kli-
dovych hmotnosti vSech ¢éstic. Zato pravd strana obsahuje m, které ma
vyznam gravitaén{ sily zdroje, a vztahuje se k hmotnostnimu ekvivalentu
energie. Rozdil téchto hmotnosti m — m/a proto méf{ vazebnou energii, ¢ili
(zdporny) piispévek ke gravitaéni hmotnosti vlivem kinetické a potencidlnf
energie ¢éstic.
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Kapitola 3

Disky jako zdroje statickych
vakuovych prostorocasu

Disky maji v obecné relativité naprosto zdsadni dllezitost. Slouzi nejen jako
modely galaxii pro astrofyziky, ale také, jak uvidime, je muzeme povazovat
za fyzikdlni zdroje statickych vakuovych metrik. Prestoze je znama fada
takovych feSeni Einsteinovych rovnic, jen zfidkakdy jsme schopni popsat
také zdroj generujici vné sebe danou metriku. Mame-li netrividlni vakuové
FeSeni v celém prostorotase, narazime v nékteré jeho ¢asti na singularitu, v
niz dynamické veliciny diverguji. Disky predstavuji vychodisko, v némz je
tatdz metrika buzena singuldrni nadplochou (kde je koncentrovdna hmota)
s pfedepsanym ploSnym tenzorem energie a hybnosti.

Tato kapitola vychézi z ¢ldnku [9]. Navic nabizi srovndni vysledki s ne-
relativistickymi pifipady.

3.1 Protirotujici disky
Zatnéme od Weylovy metriky:

ds? = —e?df® + 2 (AR? + d2%) + RPePdy?, (3.1)
kde v a ( jsou funkce R a z — metrika je statickd a axidlné symetrickd. V

celé této kapitole pracujeme v geometrizovanych jednotkdch (¢ =1, G = 1).
Dosazenim do Einsteinovych rovnic zjistime (nasledujice [10]):

Vi = dne®C(Te - T}), (3.2)
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Mimo hmotu se (3.2) redukuje na Laplaceovu rovnici. Zndmd resen{ axidlné
symetrickych potencidli z newtonovské gravitace a z elektrostatiky tak mo-
hou byt pouZzita k vytvafeni novych metrik typu (3.1). Nepiehlédnéme, ze
v newtonovské limité je g4 = —1 — 2v, a tedy v méa opravdu vyznam po-
tencidlu.

Jak jsem jiz ptredeslal v sekeci o Kuzminové metodé lze kazdy klasicky
axidlné symetricky disk rozlozit do superpozice Kuzminovych disk. V pfipa-
dé, kdy tenzor energie a hybnosti T%* zten¢ovanim pfechézi v plosny tenzor
energie a hybnosti S nenulovy pouze na nadplose z = 0, umime jedno-
znacné piifadit kazdé klasické superpozici (1.4) jeji relativisticky protéjsek
ztotoznénim ¢ = v.

Zbyva dotesit 2 problémy. Zaprvé vyslednd metrika musi byt axidlné sy-
metrickd. Zajimavé a fyzikalné pfinosnéjsi je ovSem studovat superpozice
rotujicich diski. U téchto diski vsak narozdil od newtonovskych pfipadiu
vznikd ,dragging inercidlnich systému, a tedy negeneruji metriku (3.1).
Tuto nepfijemnost muzeme obejit pfiddnim stejné superpozice opacné ro-
tujicich diskd. Takové soustavé se fikd protirotujict disky.

Druhou obtizi je ur¢eni funkce . Ackoliv pro pevné v charakterizované
parametrem b (viz (1.2)) docela pfimocafe zjistime

2 0 2 2
A - (5—) . <-51> — 4 PCI(TE LT, (35)

1 M2R?
g=_§ = = v/R? + (|2| + b)2 (3.6)
b

uréeni ¢ pro obecnou superpozici v v je obtizngjsi, nebof ¢ je ve vztazich
(3.3), (3.4) kvadraticka. Postupem uvedenjfm v [9] se dovtipime, Ze pro obec-

nou superpozici v s distribuci w(b) - viz (1.4) je
w1 W9
=2 ——————duyd 3.7
// (urug +1)2 (IS e
kde

2 Uy
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3.1.1 Vlastnosti disku

Protirotujici disky si miZeme predstavit jako 2 stejné, opacné rotujici proudy
neinteragujicich ¢dstic, charakterizované tangencialni rychlosti V' méfenou
statickym pozorovatelem (viéi metrice) v dané radidlni vzdélenosti. Prou-
dum tedy prifadime plodny tenzor energie a hybnosti hmotného prachu.

Je-li 0,(R) klidova hustota klidové hmotnosti jediného proudu, pak v
nasi statické soustavé zjistime hustotu hmotnosti

o(R) =20,/(1 -V £-8t = —/Tttec_”dz, (3.8)
a tangencidlni tlak zpusobeny opaénymi rychlostmi proudu
oV?L S8 = / TP iz, (3.9)

Rovnost oznacend hvézdickou zduraziiuje platnost pouze v urcité vztazné
soustavé, a to v soustavé statického pozorovatele v dané vzdélenosti; slozky
tenzoru S% totiz nejsou invarianty. Fyzik4lné zajimavé veliciny je vyhodné
vyjadfovat pravé vici statickému pozorovateli, a proto v zédjmu zjednoduseni
v dalsim jiz hveézdicky nevypisuji.

Komponenty tenzoru S pii zadaném potencialu v(R, z) uréime z Ein-
steinovych rovnic. Dosazenim (3.2) do (3.5) a integrovanim pfes disk dosté-
vame

8¢
{5} = 8met ™V SY = 8met VoV, (3.10)
-
az (3.2)
o]
[5] = dmet™V(SE — 8f) = 4wt Vo (1L + V). (3.11)
.
Podobng, integraci (3.4)
ac1” . ov [ov]™
H 2Rz [6_] o (3.12)

Koneéné spojenim poslednich 3 rovnic ziskdme rovnici pro radidlni zavislost
obézné rychlosti proudt vaéi statickému systému

g 2
L - (3.13)

R~ w_—g - 1rve
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Relativistickd cirkuldrni rychlost

_( Row/OR \'* (w2 '
e <1 —81//8R> B <1 _,Uz> (3:14)

v limité slabého pole pfechazi, jak otekavdame, v klasickou
v?* = ROv/OR. (3.15)

Stejné muzeme porovnavat i ostatni vyznaéné dynamické veli¢iny:
Uhlové rychlost proudu vici pozorovateli v nekoneénu

d . 2v
=L _y¥Y &t _yZ_ (3.16)
t Tow R

znamens korekci vici klasické ihlové rychlosti v plochém prostoru w = v/R.
Relativistickym protéjskem klasického specifického momentu hybnosti
j = Ru je h definovany jako p,/m = g,,dy/d7, kde 7 je vlastni ¢as proudu
o klidové hmotnosti m v dané vzdélenosti:
=il
et (3.17)
VI-V2
Veli¢ina je samoziejmé spjata vidy pouze s jednim proudem ¢&astic, celkovy
moment hybnosti obou proudti je nulovy, protoze jsme volili rychlost proudi
pfesné opacnou.
Koneéné plognou hustotu, jakou naméri staticky pozorovatel, jiz neobdr-

7ime ze vztahu "
0

S(R) = % {%} o (3.18)

ale pomocf (3.11):

o+

e’ (1 - R@> : (3.19)

o\l = ﬁ {%1 oR

Porovnani klasickych a relativistickych veli¢in ilustruji na dvou znamgych
metrikach.

0-
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3.1.2 Kuzmin-Curzonuv disk

Jak jsme vidéli v predchézejici sekei, axiglné symetrické statické metriky
spliiujici Einsteinovy rovnice mohou byt generovany klasickymi potencidly
diskid v. Zdlraznéme, ze zaddnim takového potencidlu méme opravdu kli¢
k TFeSenf celého problému: Pomoci (3.6) popiipadé (3.7) dopocteme funkéni
zavislost ¢ chybé&jici k determinovani celé metriky, kterd je konzistentni se
zdrojem v podobé protirotujicich diskd, jejichz vlastnosti jsme opét schopni
popsat v zavislosti pouze na v — viz vztahy (3.14)-(3.19).

Vyzkousejme tento algoritmus na nejjednodussim pifkladé, kdyz za v
zvolime potencidl Kuzminova disku (1.2). Jemu piislusné funkce ¢ je (3.6).

Po zavedeni bezrozmérnych parametri

M

N o= —

b 1
VP+ R N\/N2+ (R/M)?’

prepiSeme klasické veliciny (viz sekce Kuzminova metoda, notace je stejni
jako v pfehledu v minulém paragrafu)

B= (3.20)
v? = NB(1 - B2, (3.21)

J/b=+/N/B(1 - 5%, (3.22)
I (3.23)

Jejich presnéjsi relativisticks zdvislost je ddna rovnicemi (3.19), (3.14),
(3.17) a (3.16):

o= %e”D_CD[l - NB(1 - 6%, (3.24)
2 __NB(Q-p?
1% =TT NG (3.25)
h/b = (N/B)*(1 - B%)e™"[1 - 2NA(1 — §2)] /2, (3.26)
Q = we®P[1 - NA(1 - 8%)]71/2, (3.27)



kde vp = —NB a (p = —1/2 N?p%(1 — 3?) jsou hodnoty funkei v a { na
disku.

Na nésledujicich obrazcich jsou porovnény jejich pribéhy vidy ve 3
piipadech — slabé, stfedné a vysoce relativistického pole. Stupeil ,relati-
visti¢nosti“ pole je pfitom urcovan velikosti parametru N, v kterém je za-
chyceno, jak silny je zdroj, a zdroveri, s pouzitim Kuzminovy metody, jak
daleko od néj provadime fez dévajici vzniknout disku. Nezdvisld proménnd
je umérnd obvodovému poloméru R, = Re™"P.

o
00
1

hlost
o
(@)

1

&Zna ryc

W

e {
~

ob

Oﬁ—r-u TR e e e gy T T

1 2 3 = 5 6 7
Rc/M
OBR. 3.1: Obézné rychlosti jako funkce obvodového poloméru R, = Re (R0),
Porovnéni relativistickych vysledkii (ervené) s jejich klasickymi protéjsky (modie
prerusované) pro 3 parametry N = M /b = 0.3,0.8,1.3 (odspodu) charakterizujici stupei
yrelativistiénosti® gravitaéniho pole, neboli miru odchylky klasické zévislosti od relativis-
tické.
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specificky moment hybnosti
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o
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Rc/M
OBR. 3.2: Specificky moment hybnosti Pp/(mb) jediného proudu éastic v zavislosti na
obvodovém poloméru R.. Srovnéni relativistickych vysledkli (¢ervens) s jejich klasickymi
protéjsky (modfe pferusované) pro 3 spoleéné parametry N = M/b = 0.4,0.8,1.2 (od-
spodu).

0.16 =
0.14 -
0.12 ]

0.1-

S 0.08 -
0.06
0.04 - "
0.02 -

0 1 2 3 4 5
Re/M

OBR. 3.3: Plosné hustota hmoty v jednotkéach M v zévislosti na obvodovém poloméru
R.. Srovnani relativistickych vysledki (Gervené) s jejich klasickymi proté&jsky (modfe
pferusované) pro 3 spole¢né parametry N = M/b=0.2,0.6,1 (odspodu na ose y).
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Obézné rychlost nabyva jak v klasickém, tak v relativistickém piipadé
maxima na soufadnici R = +/2b, neboli pro $% = 1/3. Aby maximaln{
rychlost nepfesdhla 1 (v jednotkéch c¢), musi byt

/3
N < 3V3 1.30.
4
Tuto mezni hodnotu jsem proto vybral i pro graf 3.1.
Spokojime-li se se slabou energetickou podminkou, kterd v tomto pfipadé

vyzaduje —S! = o > 0, mUZeme interval piipustnych N rozsitit az na

N < 3——\/5 & 2.6.
2

Ve vzdélenosti maxima cirkuldrni rychlosti daného disku R = +/2b se
nachézi v silné relativistickych pfipadech také maximum specifického mo-
mentu hybnosti — viz. graf 3.2. To je zdsadni rozdil oproti monoténni klasické
zavislosti. S rostouci rychlosti proudu totiz vzristd pomér hmotnosti ¢éstic
méfené statickym pozorovatelem a jejich klidové hmotnosti m; v meznim
pripadé V — 1 tak specificky moment iumérny tomuto poméru diverguje.

Plosné hustota méfend statickym pozorovatelem je v blizkosti osy disku
potladena vzhledem ke klasické zévislosti predevsim faktorem e~™8, ktery
pochézi od slozky metriky g,.,. Jakkoli se zavislost, podle o¢ekdvani, chova
v newtonovské limité (v <« 1) jako jejf klasickd paralela, M zde stdle zna-
men4 pouze parametr metriky bez pfimého globélniho fyzikalntho vyznamu.
Meéteni hmotnosti je v relativistickém piipadé zavislé na poloze pozorova-
tele a jeho pohybu. Disledkem tohoto faktu je také to, ze preintegrovanim
plogné hustoty disku (3.24) neziskdme M jako v pfipadé ptuvodniho Kuzmi-
nova disku.

Kdybychom se podivali na grafy ve vétsim rozmezi, ovérili bychom, zZe
vsechny diskutované relativistické zavislosti prechazeji s rostouci vzdélenosti
v klasické kiivky.

3.1.3 Schwarzschilduv disk

Generatorem tohoto typu diskit v Kuzminové predstavé jsou homogenni
tsecky s koncovymi body ve vzdélenosti a a b pod z = 0. Potencidl (1.4) je
proto

re + 2| +a

v=NIn "
o+ 2| + b

b>a, (3.28)
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kde

b]fa, ra= R+ (a+2])®,  rp=RT4(0+]2)%
Skutetné, dosazenim v do Weylovy metriky (3.1) s N = 1/2 a pfetransformo-
vanim do sférickych soufadnic obdrzime Schwarzschildovu metriku. Diskum
vytvofenym z potencidlu (3.28) s jinym kladnym N se i{kd zobecnéné Sch-
warzschildovy disky.
Nabizi se opét srovnat klasické pozorovatelné v, j/b, ¥ (oznateni zusta-
vaji jako v pfedchozich 2 paragrafech) s relativistickymi pribéhy V', h/b, o.
Zavedeme-li podobné jako u Kuzmin-Curzonovych diskli parametry

N:

M M N,
No=s Nb_?"zNaH
- a B i

Va®+R?  No/N;72+ (R/M)?’

b 1

B=

VETR VN ( +(R/M)?

budeme opét schopni vyjddiit zminéné pozorovatelné v zavislosti na R/M
(pfipadné R./M) pouze pomoci parametru N, ¢i N,. Navic po této substituci
ziskaji zkoumané zavislosti jednoduchy tvar:

(3.29)

v’ = N(f - a), Vi=

_ (be1+0) N(B—a)(1 - 2
N (aﬁ(l+a)> \/ﬁz(l—ZN(ﬂ_a)) (3.30)

s (i - i) , o=2X[1—-N(f—a)er P, (3.31)

27 Ta0 Tb0

kde rq0, Tpo jsou vzdalenosti ry, 7, na plose z =0 a

Ta0 + 750)° — (b — a)?
4raoTro

, (p =2N2ln(
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jsou taktéz hodnoty v metrice vystupujicich funkei v a ¢ na disku.

Veliciny jsou sledovany opét vzdy ve 3 piipadech — slabé, stiedné a vy-
soce relativistického pole. Stupen ,relativisti¢nosti“ pole je nyni uréovan
velikosti parametru NV,, coz je v Kuzminové ndhledu pomér sily zdroje viiéi
charakteristické vzdalenosti, na které ptisobi. Nezavisld proménnd je imérna
obvodovému poloméru R, = Re™¥P. Nasledujici grafy se vztahuji pfimo k
Schwarzschildovu disku, tedy N = 1/2.

0.67 |/ ja

hlost

&7né ryc

A

0.4}

ob

0.2

3
OBR. 3.4: Obéiné rychlosti jako funkce obvodového poloméru R, = Re ¥(8:0)
Porovnén{ relativistickych vysledkti (Gervené) s jejich klasickymi proté&jsky (modfe
pferusované) pro 3 parametry 1/N, = a/M = 0.01,2.51,5.01 (odshora), jejichZ
pfevracend hodnota charakterizuje ,relativistiénost* gravita¢niho pole.
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OBR. 3.5: Specificky moment hybnosti p,,/(mb) jediného proudu &astic v zévislosti na
obvodovém poloméru R,. Srovnan{ relativistickych vysledkl (éervené) s jejich klasickymi
prot&jsky (modfe pferuSované) pro 3 spoletné parametry N, = a/M = 0.01,2.51,5.01
(odshoray).
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OBR. 3.6: Plosné hustota hmoty v jednotkéch M v zavislosti na obvodovém poloméru
R.. Srovnan{ relativistickych vysledkl (Gervené) s jejich klasickymi protéjsky (modfe
pferusovang) pro 3 spoleéné parametry N, = a/M = 0.01,2.51,5.01 (odshora).
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Obézné rychlosti (3.29) nabyvaji maxima na
R? = b*(a/b)3(1 4 (a/b)*?).
V tomto bodé je V2 < 1, pokud

1 _1[1— (a0}
B—a 2[1—(a/b)2/3)3/2"

N<

N |

Posledni zlomek roste od 1 pro a/b = 0 k oo pro a/b = 1. Pro Schwarz-
schildiiv disk a pro zobecnéné Schwarzschildovy disky s N < 1/2 je tak
dominantni energetickd podminka V < 1 vidy splnéna. 7 diskuse je taktéz
zfejmé, ze u takovych diski jiz nebude specificky moment hybnosti divergo-
vat - viz (3.17); pro nizkd N dokonce ani nenabyva maxima.

Chovani vykreslenych veli¢in je kvalitativné stejné jako v piipadé Kuz-
min-Curzonovych diski a je blize diskutovdno v pfedchozim paragrafu. Vsi-
mnéme si vak, ze Schwarzschildovy disky vykazuji strméjsi narist rotac¢nich
kiivek a jejich plosdi maximum, a také méné ostry vzestup a pad specifického
momentu hybnosti nez Kuzmin-Curzonovy disky. Zato plosna hustota je
v oblasti maxima cirkuldrni rychlosti silnéji potlacovana. To je vysledkem
spolecné snahy téchto diskli snizit zastoupeni nejrychlejsich a tedy neje-

vvvvvv

3.2 Shrnuti: porovnani newtonovskych a re-
lativistickych modelti

Na pfedchozich prikladech Kuzmin-Curzonovych a schwarzschildovskych dis-
ku jsem ovéril, co lze nahlédnout jiz v sekci Vlastnosti diski, a to, Ze modely
splyvaji s klesajicim pomérem M /b, kde M charakterizuje gravitaéni schop-
nosti zdroje a b je jakési charakteristickd vzdalenost pod rovinou z = 0, v
jaké se v Kuzminové metodé nachdazi zdroj pole fesici Laplaceovu rovnici.
Nezéavisi tedy na absolutnich hodnotdch téchto parametrli, nybrz na jejich
poméru. Rychlost konvergence relativistické zavislosti ke klasické je vsak u
riznych velicin odlisnd. To souvisi s faktem, zZe relativistické modely musi
vyhovovat zcela odlisnym rovnicim nez newtonovské; postacujicim kritériem
opraviiujicim nés prohlasit, Ze tyto modely jsou relativistickymi a newto-
novskymi protéjsky, je jen, aby v newtonovské limité M/r — 0 splyvaly.
V Einsteinovych rovnicich jsou vlastnosti zdroje a pole tésnéji provazany, a
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vvvvv

odchyluji od klasickych zavislosti a ve vysoce relativistickych podminkach
mohou nabyvat zcela odlisnych pribéh.

Existuji také ¢isté relativistické efekty, jako tieba gravitacni frekvenéni
posuv, umoziujici ndam citlivymi metodami urcit odchylky pole od newto-
novského piipadu i u slabé relativistickych poli.
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