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jsou programovaci jazyky. Jednim z jazyktum pro kvantové algoritmy je Quantum
Computation Language (QCL), ve kterém je jako soucdst prace implementovén
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1 Uvod

Teorie kvantové mechaniky vznikla na pocatku 20. stoleti, aby popsala jevy
jako kvantovani energii emitovanych fotonu ¢i stabilni drahy elektronu kolem
atomovych jader, které klasicka fyzika vysvétlit nedovedla. Béhem 20. stoleti
ovsem vynikd nad ostatni teorie svoji neintuitivnosti a mnoho znamych fyziku se
snazilo prokazat jeji netuplnost. Presto vSechny dosavadni experimenty potvrzuji
dusledky kvantové mechaniky.

Jednim z mnoha oboru kvantové mechaniky je kvantové pocitani, které se
zaméruje na vyuziti kvantovych systému k vypoétu algoritmickych tloh. Jednim
z modelu pro kvantové pocitani jsou kvantové obvody. Kvantovy obvod se skldda
z kvantovych bitu (qg-bitu), které jsou analogii klasickych biti, a kvantovych
hradel, pomoci nichz probiha kvantovy vypocet. Dulezitym prvkem vypoctu v
kvantovém systému je méreni, pomoci kterého ¢teme hodnoty g-bitu.

Hlavni myslenkou kvantového pocitani je paralelizace vypoctu. Zatimco kla-
sicky pocitac je vzdy v jednom konkrétnim stavu daném hodnotami jeho bitu,
kvantovy pocita¢ muze byt v libovolné superpozici moznych stavi. Vypocet tedy
muze probihat pro vice (az 2", kde n je pocet g-bitu) hodnot najednou. Potud
to vypada jednoduse, problém ovSem nastava, jak tyto vysledky ziskat. Mérenim
stavu pocitace ziskdme pouze jednu ndhodnou hodnotu. Znamé kvantové algo-
ritmy, které jsou rychlejsi nez analogické klasické, pracuji zcela jinym zpusobem
a vyuzivaji pravé vlastnosti kvantového systému.

Préce je rozdélena do ¢tyT na sebe navazujicich ¢asti. V ¢asti 2 jsou popsany
zakladni kvantova hradla a vysvétleny principy kvantového pocitani. Dulezitym
prvkem kvantovych algoritmu je diskrétni Fourierova transformace, kterd je po-
pséana v casti 3. V Casti 4 se zaméfim na Shoruv algoritmus. Posledni ¢ast 5 je
vénovana implementaci Shorova algoritmu v jazyce Quantum Computer Langu-
age.

2 Elementy kvantového pocitani

V této sekci zavedu zakladni prostiedky kvantového pocitani, konkrétné kvantové
bity a kvantova hradla. Predpokldadam zakladani znalosti kvantovych systému
napiiklad z Forménka [1]. Predklddané informace o kvantovém pocitani a kvan-
tovych algoritmech jsem Cerpal z knihy Nielsena a Chuanga [2].

Od kvantového bitu ocekavame, ze v analogii s klasickym bitem bude nabyvat
dvou hodnot 0 a 1. Zatimco klasicky bit je vzdy praveé v jednom z téchto moznych
stavu, kvantovy bit muze byt ,,v obou zaroven*.



2.1 Kvantové bity

Kvantovy bit @), neboli ¢-bit, je takovy kvantové mechanicky systém, ktery lze
plné popsat jako superpozici dvou ortonormalnich bazovych vektoru, které oznaci-
me |0) a |1). Stavovy prostor je Hilberttuv prostor Q = C? s baz{ B = {|0), |1)},
které tikdme wvipocetni baze.

Q-Bit se muze béhem vypoctu nachézet v libovolném stavu |¢), ktery muzeme
vyjadrit jako linearni kombinaci bazovych vektoru

¥) = al0) +5[1) . (1)

P#i méieni g-bitu hodnoty |a|? a |3]? uréuji pravdépodobnost nalezeni q-bitu
ve stavu |0), resp. |1). Proto pozadujeme, aby platila normovaci podminka

o + 18] =1. (2)

V redlném svété je mnoho kvantové mechanickych systému, které se chovaji
jako kvantové bity. Polarizace fotonu, spin elektronu ¢ dvouhladinovy atom jsou
bézné priklady.

Skupiné n g-bitu fikame registr R o velikosti n. Je to kvantové-mechanickym
systém popsatelny Hilbertovym prostorem R = C?" dimenze 2". Jako pfirozenou
vypocetni bazi volime vektory z By X By x - - - X B,,, kde B; je baze i-tého g-bitu, a
znacime je |ky, ..., k,) = |k1)|ke) - - - |kn), kde |k;) je bazovy vektor i-tého g-bitu.
Pokud posloupnost bitt k1, . . ., &, chdpu jako bindrnf zapis ¢isla k = Y | k2"
muzeme psat |k, ..., k,) = |k). Bazovych vektoru je celkem N = 2™ a obecny
stav |¢) systému lze zapsat jako jejich superpozici

) = > ilk) . (3)

Uvédomte si, ze pokud bychom chtéli tento stav ulozit v pocitaci potiebovali
bychom ulozit ptiblizné N = 2" komplexnich ¢isel s dostatecnou presnosti. V
kvantovém poc¢itaci nam na to stac¢i n g-bitu.

Registry nemaji v ptirodé prirozenou reprezentaci. Duvodem je u velkych
kvantovych systému velmi rychla dekoherence, tedy interakce systému s prostie-
dim nebo mezi ¢astmi systému, pii které systém ptechdzi z cistého stavu do
smiseného stavu, tedy do statistické smési ¢istych stavi. S timto problémem se
zatim potykaji vSechny pokusy o vyrobu kvantového pocitace.

2.2 Kwvantova hradla

Primitivni operace nad g-bity provadéji kvantovd hradla. Kvantové hradlo je re-
prezentovano unitdrnim operdtorem U, ktery zméni kvantovy stav |¢) na stav
Uly). Piipomenme, ze unitdrni operator se da chépat jako rotace vektoru v
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Hilbertové prostoru, protoze se pfi aplikaci operatoru neméni velikost ani 1ihel
(resp. skaldrni souéin) svirany zobrazenymi vektory. Kvantovy vypocet je pak
slozen z posloupnosti kvantovych hradel, kterou muzeme reprezentovat jedinnym
operatorem U = U,U,_;1...UsU;, kde U; jsou operatory piislusné jednotlivym
hradlim. Nejprve si vSimnéme dulezitého rozdilu mezi kvantovym a klasickym
vypoctem: Protoze operatory jsou unitarni, kazdy vypocet na kvantovém stroji
je z definice reversibilni. Nevratnost vnese do vypoc¢tu az méteni hodnot g-bitu.

Ukazalo se, ze vétSina jednoduchych hradel lze implementovat v redlnych
kvantové mechanickych systémech. Nékolik zakladnich hradel si nyni popiSeme.
Libovolny stav registru lze ve vypocetni bazi vyjadrit jako vektor z Hilbertova pro-
storu C%". Méjme obecny stav |) dany superpozici (3), pak piislusny vektor 1) ma
slozky ;. Hradla pak budeme reprezentovat unitarnimi maticemi 2" x 2" z pro-
storu C?"?", kde n je pocet g-bitll, na kterych hradlo pracuje. Aplikace hradla na
stav systému je nyni ekvivalentni nasobeni vektoru stavu matici ptislusné hradlu:
Uly) — Ur.

Podivejme se na zakladni jednobitova hradla, kterymi jsou Pauliho matice:

o [ il [P PR R

Hradlo X je zndméjsi jako operator bitové negace NOT, ktery stav |0) pievede na
stav |1) a naopak.

yyyyyy

HE%“ —11}?85[(1) ?];TEH exp((ilw/ll)}’ (5)

Hadamardovo hradlo H se pouziva napiiklad pii piipravé stavu tvoreného super-
. o . . 1 a
pozici vech stavu. Vezméme ¢-bit ve stavu |0) = 0 ) . Po aplikaci Hadamardova

hradla dostaneme stav

()5 0) 2

Pokud méme n-bitovy registr v zakladnim stavu |[0) = |0...0), pak aplikaci
Hadamardova hradla na vSechny jeho bity dostaneme stav

IR (©

coz je superpozice vSsech moznych stavu registru, kde kazdy stav méa stejnou
pravdépodobnost.

Fazové hradlo S a /8 hradlo T' se pouzivaji napiiklad pii konstrukei obvodu
pro diskrétni Fourierovu transformaci.
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Obrazek 1: Obvod s jednim bitem, na ktery je aplikovano Hadamardovo hradlo.

1

Obrézek 2: Obvod s oNOT hradlem. Cernd tecka znac kontrolni bit, bild tecka
negovany bit.

Je ztejmé, ze pouze s jednobitovymi hradly pftilis zajimavych operatoru ne-
zkonstruujeme, potiebujeme k tomu i hradla dvoubitova. Zakladnim prvkem kla-
sického vypoctu je vétveni vypoctu pomoci bézné konstrukce if .. .then. . .else.
K sestrojeni analogického podminéného vypoctu v kvantovém obvodu se pouziva
hradlo controlled-NOT (CNOT). Je to dvoubitové hradlo, které provede negaci
druhého bitu, pouze pokud je prvni bit ve stavu |1). CNOT lze ve vypocetni bézi
popsat matici

10 0 0
01 0 0

CN = 0 0 01 (7)
0 01 0

Pomoci ného lze vytvorit z libovolné unitarni operace U operaci controlled-U,
ktera se provede pouze v pripadé, ze je nastaven kontrolni bit.

Nyni vyvstava otazka: Kolik druhu hradel potiebujeme, abychom z nich do-
kézali slozit libovolny unitdrni operator? Odpovéd neni vibec lehks, Chuang
a Nielsen [2] ukazuji, Ze libovolny unitarni operator lze slozit z jednobitovych
hradel a ¢cNOT hradel. Pokud bychom ovSem chtéli najit pouze koneé¢nou mnozinu
hradel, nelze jiz vSechny unitarni operatory slozit presné, protoze jich je nekonec-
né mnoho. Proto se pristupuje k aproximaci operatoru, kterou se zabyva celd
teorie kvantovych samoopravnych kédu.

Kvantova hradla sestavujeme do kvantovych obvodi. Jako u klasickych ob-
vodu jsou jednotlivé bity vedeny po ,dratech* zleva do hradla a zprava vede
vystup operace. Pro obvod s jednim g-bitem a jednim jednobitovym Hadamar-
dovym hradlem vypada obvod jako na obrazku 1. Protoze hradla pouze méni
stav g-bitu, nad kterymi pracuji, pocet vstupu a vystupu je vzdy stejny. Pro
controlled-NOT hradlo v obvodu méme specialni znaceni znazornéné na obrazku 2.
Cernou teckou znaéime kontrolni bit, bilou teckou negovany bit. Podobnym zpii-
sobem znac¢ime controlled-U operaci (viz. obrézek 3). Svazkem ¢ar znacime, ze
hradlo U muze pracovat na vice bitech.

Prohozeni stavu dvou g-bitu lze provést pomoci jednoduchého obvodu swap,
ktery pouzijeme pii konstrukci obvodu pro kvantovou Fourierovu transformaci.
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Obrazek 3: Obvod s obecnym controlled-U hradlem. Skupina car znaci, ze hradlo
U muze pracovat na vice g-bitech.

Nt

Obrazek 4: Obvod swap, ktery prohazuje kvantové stavy dvou bitu.
Obvod se skladé ze ti{ hradel CNOT zapojenych podle obrazku 4.

2.3 Asymptoticka slozitost

Na zaver sekce se jesté podivame na méreni efektivity algoritmu. Na klasickych
pocitacich se zabyvame casovou slozitosti algoritmu, coz je funkce T'(n) nabyvajici
pro kazdou velikost vstupu n nejvétsi pocet elementarnich kroku algoritmu, které
provede nad néjakym vstupem o velikosti n. Protoze je ale funkce T'(n) casto
slozita a nés zajima hlavneé jeji zakladni chovani, zavadi se asymptotickd slozitost.

Rikdme, ze T(n) je asymptoticky mensi nebo rovno f(n) a piseme T(n) =
O(f(n)), pokud existuji pevné kladné konstanty ¢ a ng, ze pro kazdé n vétsi nez
ng je T'(n) < ¢- f(n). Znamena to, ze funkce T'(n) roste do nekoneéna pomaleji
nebo stejné rychle jako f(n).

Rikdme, ze T'(n) je asympoticky rovné f(n) (T(n) se chova Fddové jako f(n)) a
piseme T'(n) = O(f(n)), pokud existuji dveé kladné konstanty ¢y, c2, ze pro n > ny
plati ¢, f(n) < T'(n) < cof(n). Jinymi slovy funkce 7'(n) roste do nekoneéna stejné
rychle jako f(n).

Na kvantovych pocitacich bude elementarnim krokem algoritmu jedno ele-
mentarni hradlo, a proto nas bude zajimat, kolik elementarnich hradel obsahuji
obvody, které budujeme. Podobné jako u klasickych algoritmu nas bude pocet
hradel zajimat jen asymptoticky.

3 Kvantova Fourierova transformace
Diskrétni Fourierova transformace ma vysoké uplatnéni v matematice i v praxi,
proto by zrychleni vypoctu transformace mélo velky piinos samo o sobé. Kvantova

Fourierova transformace je zakladem pro nékolik algoritmu, mezi nimiz je i Shortuv
algoritmus.
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l5) Ry Ry R |0) + 2mi0-d-in|1)

) - i Rt ————————[0) + @iy

‘Jg) > ® ‘0> +627ri0.j3...jn|1>
|jn—1) ® |0) + 27i0-dn-1dn|1)

jin) ——— [0) + €270-3n |1)

Obrazek 5: Obvod pro kvantovou Fourierovu transformaci.

Diskrétni Fourierova transformace je zobrazeni, které komplexnimu vektoru se
slozkami xg, ..., zy_1, kde N je pevna velikost vektoru, pritadi vektor o slozkach
Yo, - - -, Yn—_1, kde hodnoty y; jsou dany nasledovneé:

\/L_ Z 27r2]k/N (8)

Kvantova Fourierova transformace je stejnd transformace, ktera je provedena
nad vektorem reprezentujicim stav systému. Transformace obecného stavu je
nasledujici:

ki) — Y uk )

kde koeficienty g jsou vysledkem diskrétni Fourierovy transformace na koefici-
entech ;.

Nyni jsme popsali kvantovou Fourierovu transformaci jako vysledek trans-
formace obecného stavu. Aby méla transformace fyzikalni smysl, musime ovsem
ukazat, ze tato transformace je unitarni operator. Unitarita vyplyne z konstrukce
obvodu pro vypocet transformace, ale da se ukazat i ptimo.

Pro konstrukci obvodu transformace se podivame, jak pusobi na bazovy stav
|7). Diky principu superpozice se pak obecny stav transformuje na soucet trans-
formovanych bazovych stavu.

1 N-1
\/_N Z 627”]k/NV€> (10)
k=0

Rovnici si jesté trochu upravime. K tomu bude uziteéné pracovat se stavem |j)
v jeho bindrni podobé |ji,...,jn) = |j1)|j2) - - - |jn). Podobné zavedeme znaceni
0.51j141 - - - jm jako zapis bindrniho zlomku j; /2 + jip1/4 + - - + Jp /2771

2" —1

‘]) N 2n/2 Z 27TZ,7I€/27L‘]€> (11)
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1 1
1 e _
= g @R k)

k1 0 kn—O

S 3 o - Bl

k1=0 kn=0 [=1

n 1

=1 [k;=0
1~ o
- @l
=1
= 2n/2 (‘0> e2mil 0]n)|1>) (\O> + 627ri(0.j7l4jn)‘1>) o

. (‘0> + €2m(0-]1]2~~jn)‘1>)

Nyni uz vytvotime obvod pro kvantovou Fourierovu transformaci ptimocate. Bu-
deme k tomu potiebovat hradla R

1 0
Ry = lo 627ri/2k:| (12)

Vsimnéte si, ze Ry a Ry jsou ve skutecnosti diive popsand hradla S a T'. Hlavni
¢ast obvodu pro kvantovou Fourierovu transformaci je zndzornéna na schématu 5.
Popisme, co déla tento obvod pro vstup |71, . . ., jn). Aplikaci Hadamardova hradla
na prvni bit dostaneme stav

1 o ‘ ‘
g7 (10) + 7O o, ),

protoze e2™(%-71) je rovno —1, pokud j; = 1 a +1, pokud j; = 0. Po provedeni

controlled- Ry hradla, dostaneme stav
1 o . .
W (|0> + 62m(0.J1jz)|1>) |j2, o ’jn>

a po provedeni controlled- R3 az controlled- R,, hradel dokon¢ime generovani stavu
prvniho bitu ve stavu

21/2 (|0) 27ri(0.j1j2"'jn)‘1>) jas - s n) -

Podobnym zptusobem ziskdme vysledny stav na druhém bitu

g (0) + ORI (10) 4 OB LY) o)

Na konci obvodu jsme ziskali stav

1

W (|0> + 627ri(0-j1---jn)|1>) (|O> + 2mi(0-j2++2jn)

1)) -+ (|0) + 2 Oam(1)) | (13)
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ktery se 1lisi od vzorce (11) v potradi stavu na jednotlivych bitech. Prohozeni stavu
dvou kvantovych bitu provedeme pomoci jednoduchého swap obvodu z piredchozi
sekce. Staci ndm tedy n/2 prohozeni, abychom ziskali stav v zddaném tvaru (11).

Vsimnéte si, ze vSechna pouzita hradla jsou unitarni, a proto je i kvantova
Fourierova transformace unitarni. Podivejme se kolik hradel tento obvod pouziva.
Na prvnim bit je aplikovano Hadamardovo hradlo a n — 1 R; hradel, na druhy
bit o jedno hradlo méné, az na n-ty bit pouze jedno hradlo. Hlavni ¢ast obvodu
pouzivi n+ (n—1)+---4+1 =n(n+1)/2 hradel. Operaci swap je nejvyse n/2 a
kazda lze reprezentovat pomoci tii controlled-NOT hradel. Celkovy pocet hradel
je tedy O(n?).

Abychom dokazali zhodnotit rychlost kvantové Fourierovy transformace, srov-
nejme ji s klasickym pocitacem. Nejrychlejsi algoritmy jako je rychld Fourierova
transformace, kterd bézi v case ©(n2"), jsou exponencidlné pomalejsi. Muzeme
tedy pouzit kvantovou Fourierovu transformaci k pocitani diskrétni Fourierovy
transformace v praktickych aplikacich jako je komprese dat nebo zpracovani ob-
razu? Odpovéd je bohuZel zdpornd. Nezndme totiz zadny zptsob, jak zméfit
amplitudy transformovaného stavu, dokonce ani nedokazeme efektivné ptipravit
konkrétni vstupni stav. Presto je na kvantové Fourierové transformaci postavena
celd skupina algoritmu.

4 Shoruv algoritmus

Kvantovy algoritmus na faktorizaci ¢isel publikoval Peter Shor [3] ve svém ¢lanku
z roku 1994, ktery poté vysel znovu v roce 1997 v SIAMu. Nez se dostaneme k
Shorové algoritmu, budeme muset projit jesté dlouhou cestu. Nejprve si ukazeme
obvod na zjisténi vlastnich ¢isel libovolného unitdrniho operatoru (phase esti-
mation). Ten pak vyuzijeme k vytvoreni obvodu pro vypocet fadu grupy (order-
finding problem). Ukézeme, ze faktorizace se d& prevést na problém nalezeni
fadu konkrétni multiplikativni grupy a tento fad najdeme jako fazi specialniho
operatoru. Tim dostaneme znamy Shoruv algoritmus.

Pro vlastni ¢islo A unitdrniho operatoru U plati |A\| = 1, coz odvodime pro
vlastni vektor x operatoru U ptislusny vlastnimu ¢islu A. Pouzijeme k tomu de-
finici unitarntho operatoru UU* = Id.

Ur = Xz
U* = \*
U Uxr = Moz
vy = |Aztz

AP =1
Al =1
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Lze ukazat, ze unitarni operace zachovava velikost vektoru, muzeme se na ni
divat jako na otoceni kolem pocatku.

4.1 Urceni faze

Jak jsme praveé ukazali, vlastni ¢islo A unitarniho operatoru je komplexni ¢islo
o velikosti 1, a proto ho muzeme zapsat ve tvaru A = €. Nasim cilem bude
zjistit hodnotu faze p. K tomu vytvoiime obvod se dvémi registry. Pocet g-bitu
prvniho cilového registru oznacime t a zavisi na presnosti s jakou chceme fazi ¢
zmérit. Druhy operdtorovy registr ma stejny pocet g-bitu jako unitarni operator
U, jehoz fazi métime. Prvni ¢ast obvodu je znazornéna na obrazku 6. Operatorovy
registr je na zac¢atku ve stavu |u), kde |u) je vlastni vektor operatoru U piislusny
vlastnimu ¢éislu \. Cilovy registr je na zac¢atku ve stavu |0), ale v prvnim kroku ho
pripravime do superpozice vSech stavii pomoci Hadamardovych hradel. K zapisu
pouzijeme tvar souc¢inu jako v sekci 3.

. (2 \k>> )
= (00 + 1) 10) + 1)+ (0) + 1) o) (1)

Poté provedeme controlled-U? operace proi = 0,...,t—1, kde kontrolovaci q-bit
je (i+1)-ni nejvyssi g-bit v druhém registru. Po prvnim kroku (7 = 0) bude |0) +
e?™?|1) stav nejvysstho g-bitu cilového registru. V i-tém kroku nastavime stav
(i + 1)-nfho nejvyssiho g-bitu cilového registru na |0) + €27 |1). Po provedeni
vSech kontrolovanych operaci mame systém ve stavu

sz (1042721 (10) 4+ 22 1)) - (10) + 224]1) )

2n—1

1 T
LY ey (15)
k=0

Na vysledny stav cilového registru provedeme zpétnou Fourierovu transformaci.
Aproximaci hledané faze ¢ ziskame jako vysledek méreni cilového registru.

Pro lepsi predstavu o fungovani obvodu predpokladejme, ze faze ¢ lze zapsat
jako bindrni desetinné cislo o t cifrach. Pouzijeme stejny zapis jako v sekci 3,
@ = 0.¢12 . ... Po provedeni vsech kontrolovanych operaci mame systém ve
stavu

1

57 (|0> + 627ri(0~s0t)|1>) (|0> + e2wi(0~sot71got)|1>) e (|()> + 627ri(0.s01...gat)|1>) lu) . (16)

Tento stav jsem jiz videli v (11). Je to stav kvantové Fourierovy transformace
vektoru o slozkach ;. Provedeme inverzni kvantovou Fourierovu transformaci na
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|0> @ @ |O> +62ﬂi0-tpn|1>
|0> @ @ |0> +62ﬂi0.tp2.._gpn|1>
|0) 10) + €270 ¢1on |1)

vy —/——— 2" H v = — v? =l

Obrézek 6: Prvni ¢ast obvodu pro urceni faze vlastniho ¢isla unitarniho operatoru.

cilovy registr a dostaneme stav |¢)|u). Vysledkem méfeni operdtorového registru
je pozadovand faze ¢ presné.

Pokud ma ¢ méné nez t desetinnych cifer, dokdzeme zmérit ¢ presné. V
obecném piipadé se ale musime spokojit s tim, ze s velkou pravdépodobnosti
se zméreny odhad ¢ nebude od skutecné faze pitilis lisit. V knize Nielsena a
Chuanga [2] je dokdzén néasledujici odhad. K tomu, abychom zméfili presné ¢ na
n bitli s pravdépodobnosti alespon 1 — ¢, staci zvolit velikost cilového registru

o e (o 2] ar

Zatim jsme predpoklddali, ze zname vlastni vektor operatoru U a hlavné ze
dokdzeme druhy registr do vlastniho stavu |u) pripravit. My ovSem muzeme
tento predpoklad obejit tim, ze druhy registr pripravime do néjakého obecného
stavu [1)) = > cu|u). Pak, po provedeni algoritmu Urceni faze, dostaneme stav
S cu|@u)|u). S pravdépodobnosti |c,|? tedy dostaneme vlastni ¢islo prislusné
vlastnimu vektoru |u).

4.2 Hledani radu

Nyni si ukazeme si ukazeme, jak vyuzit algoritmu Uréeni faze k vyteseni problému
Hledéni radu, ktery je zcela odlisny. Méjme dvé prirozend nesoudélna cisla x a
N, 1 < x < N. Pak 7dd x modulo N je nejmensi prirozené cislo r takové, ze plati
kongruentni rovnice 2" = 1 (mod N), kde (mod N) znamend, ze vypocet probiha
nad télesem Z,. Problém Hledani fadu pozaduje pro dané x a N nalézt rad x
modulo N.

R4d = modulo N nalezneme trikem. Najdeme specidlni unitarni operator U,
z jehoz vlastniho ¢isla jiz tento Fad spocitame. Operator U pracuje na bazovych
stavech podle formule

Uly) — |y (mod N)) (18)
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Vlastnimi stavy U jsou

= ir_l ex —2misk 2" (mo
= R p( )| (tmod N)) (19)

r

pro 0 < s < r — 1, jak ukazuje nésledujici rovnice

r—1 .
1 -2
Ulu,) = — E exp ( :ZSk) |2*1 (mod N))

= oo (7)) (20)

Vlastnimi ¢isly U jsou cisla exp(2mis/r). Pouzijeme algoritmus Urceni féze na
operator U jehoz vysledkem bude pro vlastni stav |us) faze s/r, ze které se ndm
jiz. r podaii ziskat, jak ukazeme pozdéji.

Vyvstavaji dva zakladni problémy. Prvnim problémem je, jak zkonstuovat
prislusny unitarni operator U a jeho mocniny. Tento problém se fesi pomoci
moduldrniho mocnéni, které je struéné popsano v sekci Implementace. Druhym
problémem je, jak vytvorit vlastni stav |us) operdtoru U. To se zatim efektivné
neumi, ale problém lze obejit jednoduchym trikem, kdyz si vSimneme, ze plati

%i ) = 1. (21)

Takto muzeme pripravit druhy registr do stavu |1) misto do vlastniho stavu
operatoru U. Po provedeni obvodu urceni faze dostaneme v prvnim registru su-
perpozici vSech vlastnich ¢isel, ze kterych mérenim dostaneme jedno nahodné.

Podivejme se nyni, jak z podilu s/r ziskat ¥ad r. Prvni podminkou je, aby
s bylo nesoudélné s r. Nastésti tato podminka je splnéna s pravdépodobnosti
alespon 1/(2log N), viz. [2]. Opakovanim méfeni 2 log N krat dostaneme s dobrou
pravdépodobnosti nesoudélny podil s/r. Lze pouzit i chytiejsich metod z [2],
kterym staci pouze konstantni pocet opakovani méreni.

Jinym problémem je presnost zméfeni s/r. Zméiend fédze ve tvaru a/2", kde
t je pocet bitu prvniho registru, se od zlomku s/r trochu lisi. Pouzijeme metodu
na zjisténi nejblizstho zlomku ve tvaru p/q k a/2', kde ¢ < N. Jmenovatel ¢ pak
bude dobrym odhadem r, protoze vime, ze fad r je mensi nez N. Této metodeé se
ikd rozvoj do Tetézového zlomku (the continued fraction expansion). Podil a /2!
prevedeme do tvaru fetézového zlomku

1
[CLQ,...,CLM] = ag+ 1 (22)

a
! 2 +1L

jednoduchym rekurzivnim algoritmem, ktery je popsan v sekci Implementace.
Vsimnéte si, ze zapis do fetézového zlomku je jednoznaény a pro kazdé racionalni
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¢islo kone¢ny. Posloupnost [ag, . . ., ag] znaéi piislusny fetézovy zlomek, u kterého
zapomeneme na koeficienty agiq,...ap. Nyni vezmeme nejvétsi k takové, aby
zlomek s/r = [ay, ..., a;] odpovidajici prvnim k ¢lent posloupnosti mél r < N.
Ziskany tad r je nejlepsim odhadem tadu a vystupem algoritmu.

4.3 Faktorizace

Faktorizace je rozklad ¢isla na jeho prvocinitele. Problém je nalézt k danému
slozenému ¢islu N jednoho jeho délitele. Dosud neni znam zadny klasicky algo-
ritmus, ktery by k tomu nepotieboval fadové exponencidlni pocet kroku v poctu
bita N. Toho se vyuzivd v moderni kryptografii a jsou na tom zalozeny nékteré
protokoly pro Sifrovani s verejnymi kli¢i (napt. RSA).

Pokracujme dale v prevadéni jednoho problému na druhy. Nyni si ukdzeme,
jak prevést faktorizaci na hledani fadu. Oznac¢me si N faktorizované cislo. Pokud
bychom méli netrividlni feseni rovnice 22 = 1 (mod N), x # +1 (mod N), pak
uz nalezneme délitele N, protoze

> —1 = (z+1)(x—1)=0(mod N), (23)

kde lze predpokladat, ze 1 < x < N —1, a tedy alespon jedno ¢islozz+1ax—1
je netrividlnim délitelem N.

Jak nalezneme takové x? Pro ¢islo y < N nesoudélné s N z definice plati
y" = 1 (mod N), kde r je f4d y modulo N. Pokud je navic r sudé a y"/? #
+1 (mod N), pak 2 = y'/? (mod N) je ndmi hledané 2. Cislo y mizeme vybrat
ndhodné. Dle [2] plati, Ze pokud m4 ¢islo alespon dva ruzné prvociselné délitele,
je pravdépodobnost P[r je sudé, y"/2 # +1 (mod N)] > 3/4.

4.4 Algoritmus

Shoruv algoritmus se skldda z mnoha oddélenych kroku, které je nutné spojit do
jednoho algoritmu. Pokusim se nyni cely algoritmus zkracené zapsat:

Faktorizace:

e Vstup: celé slozené ¢islo N, N neni mocnina prvocisla
e Vystup: délitel cisla N

e Algoritmus:

1. Nahodné vybereme ¢islo 1 < # < N nesoudélné s N. Pokud by bylo z
soudélné s N, pak x je hledany délitel N a algoritmus ukonéime.

2. Pro cislo z vyvoiime operator U : |y) — |yz (mod N)) s vlastnimi ¢isly
e?mis/m pifslusnych vlastnim vektorim |us), s = 0, ...,r— 1. Pouzijeme
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obvod urceni faze operatoru U na superpozici vlastnich vektoru |1) =

r—1 © . / vy , oy 4
Y o lus). Dostaneme superpozici vlastnich ¢isel, ze kterych méfenim
vybereme nahodné z nich.

3. Z poméru s/r ziskdme odhad 7 fadu r pomoci prevodu na tetézovy
zlomek. Tento odhad 7 je roven r, pokud s a r jsou nesoudélné a pokud
byl podil s/r zméfen dostatecné presné. V tom piipadé plati " = 1.

4. Pokud je r sudé a plati 27/2 # £1 (mod N), pak ziskdme délitele N
jako jedno z ¢isel ged(27/2 + 1, N) a ged(2"/? — 1, N), kde ged znaci
nejvetsiho spolecného délitele.

5 Implementace

Pro psanf a testovani programi na kvantové pocitace napsal Omer [4] jako svoji
diplomovou praci programovaci jazyk QCL pro kvantové pocitace. Jazyk QCL
je podobny programovacimu jazyku C, ale pouziva pouze zékladni konstrukce
jazyka a jednoduché datové typy. Navic definuje prostredky pro tvorbu obvodu na
kvantovych pocitacich jako jsou kvantové registry, operatory a kvantové funkce.
K jazyku QCL je k dispozici i jeho interpretr, ktery simuluje kvantové vypocty
na klasickém pocitaci. Dokumentace jazyka a interpretr je verejné ke stahnuti na
internetové adrese http://tph.tuwien.ac.at/~oemer/qcl.html.

V jazyku QCL jsem implementoval Shortuv algoritmus. Popisi nékteré dilezité
¢asti programu, cely program je pfilozen v dodatku.

5.1 Modularni umocnovani

Jadrem algoritmu je urceni faze operatoru U : |y) — |zy (mod N)). Pfipomenme
jak vypada obvod pro urceni faze ze sekce 4.1. Po piipraveni cilového registru
do superpozice vSech stavii nasleduje blok controlled-U 2 hradel. OvSem vytvoiit
hradlo pro operator U? je tézké, ale nastésti to neni potfeba. Reseni spocivé
v modularnim umocnovani, které vypada nasledovné. Predstavme si, ze cilovy
registr neni v superpozici vSech stavu, ale pouze v jednom konkrétnim stavu
|z). Z linearity plyne, Ze pusobeni operdtoru na superpozici stavu je stejné jako
kdybychom aplikovali operator na jednotlivé stavy a vzali superpozici vysledku.
Provedenim controlled-U? operaci na stav |z) dostaneme

12)ly) — |Z>U“2“ U y)
)™ x - x 2™y (mod N))
= |Z>|¢Ey(m0d N)). (24)

Proto se tomuto obvodu fikd modularni umocnovani. Budeme k nému potiebovat
postavit aritmetickd hradla. Zaéneme scitdnim, které pouzijeme na nasobeni a
nakonec na umocnovani. V dodatku jsou hradla popsana v jazyce QCL.
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V kvantovém pocitani se casto pouziva chytra myslenka, které se tika vratné
pocitani. Méjme ¢tyti kvantové registry x, y, z a w, jejich hodnoty budeme znacit
(x,y, z,w). Checeme spocitat slozitou funkci f(z), kde z je kvantovy registr a
pritom pouzijeme registry y a z k pomocnym vypoctum. Aby byl vypocet kvan-
tovy unitarni operator, musi byt reversibilni, nemuzeme tedy hodnotu registru
prepsat jinou hodnotou, protoze by vypocet nebyl reversibilni. Muzeme si ale
pripravit pomocné registry y a z do stavu |0). Pak provedenim vypoctu dosta-
neme

(2,0,0,w) — (z,9(x), f(), w),

kde g(x) je vysledek néjakého pomocného vypoctu. Nyni piijde hlavni myslenka:
Binarné pricteme vypoctenou hodnotu do registru w a poté provedeme inverzni
vypocet, ktery po sobé uklidi pouzité registry.

(2,0,0,w) = (z,9(x), f(x), w® f(x)) = (2,0,0,w ® f(x))

Casto pak pomocné registry vynechdvame a piseme pouze (z,w) — (z, w® f(z)).
Jako priklad uvedeme pievod kvantového mocnéni na kvantové nasobeni.

|27 (mod N)) = (xzt?fl (mod N)) <a:zt*12t72 (mod N)) (932120 (mod N))

Je-li obvod ve stavu |z)|y), pak kvantovym vynasobenim druhého registru cisly
22 (mod N) za podminky, ze z; = 1, ddva obvod pro kvantové modularni
mocnéni.

5.2 Rozvoj do retézového zlomku

Podivejme se jesté na algoritmus pro rozvoj do tetézového zlomku, ktery se
vyuziva pti odhadu jmenovatele zlomku. Pfipomenme, Ze cilem je najit pro zlo-
mek a/b a ¢islo m nejblizsi zlomek p/q takovy, ze ¢ < m. Myslenka algoritmu je
vytvaret postupné rozvoj a/b do tetézového zlomku a pritom pocitat jmenovatele
fetézového zlomku. Jakmile prekro¢ime mez m vratime posledniho jmenovatele
mensiho nebo rovného m.

Algoritmus bude pracovat po krocich. V k-tém kroku budeme mit zlomek
a/b rozvinuty na prvnich k clent fetézového zlomku. Oznaéme xp a y; jesté
nerozvinutou ¢ast zlomku z rozvoje

[ao,...,ak](yk/xk) = ao—f—%, (25)

Y
ak-‘rﬁ

pak arr1 = [Zr/Yrl, Tri1 = Yk @ Yrr1 = 7 (mod y)i. Necht se d4 jmenovatel
zlomku [ao, ..., a;|(ry) zapsat ve tvaru py - 7, + qr. Pokud je rp ve tvaru r, =
1/(ag41+rr+1), pak se dé jmenovatel zlomku |ag, . . ., ar41](rr41) zapsat ve tvaru
Q@1 + Dk + G - Trey1 & tedy Gryr = qrag41 + Pr @ Pry1r = g, Nyni algoritmus
formalné zapiSeme.
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Vstup:
Celd cisla a,b,m

Inicializace:
x0:a7y0:b7p0:07q0:17i:1

Vystup:
Jmenovatel ¢ nejblizsiho zlomku p/q ke zlomku a/b, kde ¢ < m

Algoritmus:

1. pokud z;_; mod y;_; = 0 pak vrat ¢;,_;

2. ry =y
Yi = x;—1 mod y;_4

3. pi =qi
¢ = |%i/yi] - g1+ piaa
4. pokud ¢; > m pak vrat ¢;_;
jinak ¢ := ¢+ 1 a pokracuj od prvniho bodu

Hodnota y; se v kazdém kroku zmensi alespon na polovinu, takze algorimtus bézi
v ¢ase O(logb). Tento algoritmus je implementovén ve funkci denominator.

6 Shrnuti

Préce se snazi popsat aparat kvantového pocitani, nasledné postavit Shortuv algo-
ritmus a vysvétlit jeho princip. V sekci 2 jsou zavedeny kvantové bity, z nich pak
sestaveny kvantové registry, predstaveny elementarni hradla a ukazany zakladni
obvody. Nasledujici sekce 3 popisuje stavebni prvek mnoha kvantovych algoritmu,
kvantovou Fourierovu transformaci. Shoruv algoritmus je vybudovan od zakladu
v sekci 4. Nejprve je ukdzan obvod na urceni faze, ktery se vyuzije pro vytvoreni
obvodu na vypocet fadu grupy. Konecné se ukaze, ze faktorizace se da prevést na
nalezeni fadu konkrétni multiplikativni grupy. Tim je Shoruv algroritmus hotov
a v sekci 5 se zabyvam otazkami jeho implementace v jazyce QCL.

Jako soucast prace jsem implementoval Shoruv algoritmus v jazyce QCL. Pro-
gram je prilozen v dodatku A. V dodatku B pro ilustraci prochazim po krocich
vypocet Shorova algoritmu pro konkrétni data a ukazuji nékteré vystupy pro-
gramu.
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Dodatek A

/* Implementation of The Shor’s algorithm in QCL x/

qufunct flip (qureg q)

{
int i;
for i =0 to #q/2 — 1 {
Swap(q[i], aq[#a—i—1]);
}
/x dft =/

operator dft(qureg q)

const n = #q;
int i;
int j;

for i =1 to n {
H(q[n—-i]);
for j = i+1 to n {
V(pi/2°(j—i), a[n-i] & q[n—j]);

}
flip (a);

/* Functions x/

int vector euclide(int a, int b)
{

int vector r[3];

int vector s[3];

if b =0 {
return vector (
} else {
r = euclide(b, a mod b);
s[0] = r[0];
s[1] = r[2];
s[2] = r[1] — (a/b)*r[2];

return s;

a, 1, 0);

r
r
r
S

}
}

int invmod(int a, int n)
{
int vector r[3];
r = euclide(n, a);
return (r[2] + n) mod n;
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int iexpn(int a, int exp, int n)

{
int s = a;
int r = 1;
int i = 0;
int e = 1;
while e <= exp {
if bit(exp, i) {
r = (r % s) mod n;
}
s = (s * s) mod n;
=i+ 1;
e =2 % e;
}
return r;
}
int ilog(int x)
int lg=0;
int i=1;
while i < x {
lg = 1g + 1;
i = ix%2;
}

return lg;

}

/+* Operators =/
cond qufunct fulladdbit (boolean b, quconst q, qureg sum, qureg carry)

if b {
CNot(carry , sum);
Not (sum);

CNot(carry, sum & q);
CNot (sum, q);

}

cond qufunct halfaddbit (boolean b, quconst g, qureg sum)

if b {
Not (sum);

}

CNot (sum, q);

}

cond qufunct sum(int b, quconst g, quvoid sum)

{
int i;
for i =0 to #q — 2 {
fulladdbit (bit (b, i), q[i], sum[i], sum[i+1]);
}

halfaddbit (bit (b, #q—1), q[#q—1], sum[#q—1]);
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cond qufunct 1t (int b, qureg q, quvoid flag, quvoid junk)
{
int i;
Not (flag);
for i = 0 to #q—1 {
if bit(b, i) {
Not(q[i]);
CNot (junk [i], flag);
CNot(flag, q[i] & junk[i]);

} else {
Not(junk[i]);
CNot(junk[i], flag);

, CNot(flag, q[i] & junk[i]);

}
}

cond qufunct summodn(int b, int n, quconst g, quvoid sum, quvoid flag)
{

qureg junk[#q];

qureg qq = (;

qureg f[1];

It (n—b, qq, f, junk);
CNot (flag, f);
't (n-b, qq, f, junk);

if flag {
sum(2"#q+b-n, q, sum);
} else {
sum(b, q, sum);
}
}
cond qufunct cswap(qureg a, qureg b)
{
int i;
for i = 0 to #a—1 {
CNot(a[i], b[i]);
CNot(b[i], a[i]);
CNot(a[i], b[i]);
}
}
cond qufunct inplacesum (int b, int n, qureg sum)
{

qureg junk|[#sum];
qureg flag[1];

summodn (b, n, sum, junk, flag);
cswap (sum, junk);

Not (flag);

!'summodn (n—b, n, sum, junk, flag);

}
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cond qufunct mul(int b, int n, quconst q, qureg r)

{

int i;

for i = 0 to #q—1 {

if q[i] {
inplacesum (b%2"i mod n, n, r);
}
}
}
cond qufunct ipmuln(int b, int n, qureg q)
{

qureg junk[#q];

if ged(b, n) > 1 {
exit ”ipmuln:_b_.and_n_have_to_be_.relatively _prime”;

}

mul(b, n, q, junk);
cswap (junk, q);
!mul (invmod (b, n), n, q, junk);

}

/x expn: <q|<0] —> <q|<b"q mod n| x/
qufunct expn(int b, int n, quconst g, quvoid r)

{

int i;

Not (r [0]);

for i =0 to #q—1 {
it ali] {

ipmuln (iexpn (b, 27i, n), n, r);
}
}
}

/+* Computes order of z modulo N x/
procedure order (int x, int N, qureg t, qureg u)

{

int i;

H(t);
CXpn(X7 N7 t, u);

1dft(t);
}
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/* The continued fraction ezpansion */

int denominator (int a, int b, int max)

{

int x=a;
int y=b;
int z;
int q0=0;
int ql1=0;
int q2=1;

{
ql;
q2;

q0
ql

z = x mod y;
if z = 0 { break; }

X
y

Yy
Z;

a2 = (x/y)xql + q0;
} until q2 >= max;

return ql;

}

/* computes the factor of n x/
int getfactor (int m, int x, int n, int w)
{

int y;

int d;

d = denominator (m, 2"w, n);

if dmod 2 = 1 {
if 24d < n {

print ”The_.denominator_is.odd, _.multiplying _by.2...

d = 2xd;
} else {
print ”"The_denominator _is._odd:”, d;
return 1;
}
}
print ”The_denominator .is”, d;
if iexpn(x, d, n) != 1 {
print ”"The_denominator .isn’t_order_of” | x;
return 1;

}

y = iexpn(x, d/2, n);

if y=1 or y = n-1 {
print "x"(d/2).is.4+—.17;
return 1;

}

return max(gcd(y—1, n), ged(y+1, n));
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/* Shor’s Algorithm x/

procedure shor (int n)
{
int w = ilog(n);
int x;
int y;
int m;
int factor;
qureg t[2xw];
qureg u[w];

print ”Factoring .number” , n;
factor = 0;
{

reset;

x = floor (random ()*(n—2))+2;
} until ged(x, n) = 1;
print "Random._x.is”, x;

order(x, n, t, u);
measure t, m;

if m=—0 {
print ”Zero_measured” ;
} else {
print ”Measured:” , m;
factor = getfactor (m, x, n, 2%w);

}

} until factor > 1;

print ”Factor_.of”, n, 7is”, factor;

}
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Dodatek B

Pribéh Shorova algoritmu si ukdzeme na pifkladu. Necht chceme najit délitele
¢isla N = 39. Jako ndhodné ¢islo pro hledani fadu modulo N zvolime z = 20.
Na zapsani ¢isla N potiebujeme w = 6 bitu a z tohoto po¢tu odvodime velikost
kvantovych registru. Jak jsme ukazali v sekci Implementace, hlavni ¢dst algoritmu
je modularni umocnovani, které vyzaduje dva registry. Operdtorovy registr o
velikosti w na vlastni stavy operatoru U : |y) — |yz (mod N)), jejichz faze
urcujeme, a cilovy registr, ktery ma tolik g-bitu, s jakou presnoti chceme uréit
fazi. Pro nasi pottebu zvolime velikost ¢ = 8.

Zacneme tim, ze cilovy registr pripravime do superpozice vSech stavu a oper-
atorovy registr do stavu |1), coz je superpozice vlastnich stavi U. Poté pro-
vedeme modularni mocnéni a zpétnou Fourierovu transformaci. Nyni mame v
cilovém registru pozadovanou fazi, ve skutec¢nosti superpozici vSech fazi vlastnich
¢isel prislusnych vlastnim stavu U. Interpreter QCL ndam umoznuje vynést do
grafy amplitudy pravdépodobnosti jednotlivych stavu, vyuzijeme toho k zobra-
zeni amplitud pravdépodobnosti stavu cilového registr na obrazku 7. Amplitudy
pravdépodobnosti tvoii piky, které jsou zpusobeny tim, ze fad x modulo N nedéli
celkovy pocet stavi 2¢. Cim jsou piky irsf, tfm je vétsi Sance, ze nezméifme Fad
dostatecné presné. Zvétsenim cilového registru muzeme zvétsit pocet zmérenych
bita fadu a tim zvétsit pravdépodobnost ziskani spravného tadu, jak popisuje
rovnice (17).

Zméfime cilovy registr a necht dostaneme hodnotu m = 107, jejiz prav-
dépodobnost byla 5.7%. Rozvinutim do fetézového zlomku dostaneme, ze zlomek
m/2! = 107/256 je nejblize zlomku 5/12 a v tomto piipadé opravdu dostdvame
iad r = 12. Protoze je fad sudy a x7/2 = 25 # £1 (mod N), alespoii jedno z ¢isel
272 41 a 2™/? —1 mé s N netrividlniho spoleéného délitele. Nejvétsi spolecny
delitel ¢fsel 27/2 4+ 1 a N je 13, coz je hledany délitel.

Na zaver jesté ukazeme dva grafy amplitud pravdépodobnosti cilového regis-
tru po provedeni obvodu uréeni faze. Na obrazku 8 ma cilovy registr 12 g-bitu,
na obrazku 9 ma pouze 5 g-bitu.
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VA W S .

t (8 qubits)

Obrazek 7: Amplitudy pravdépodobnosti cilového registru po provedeni obvodu
urceni faze pro N =39, x =20 at =38
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Al
t (12 qubits)

Obrazek 8: Amplitudy pravdépodobnosti cilového registru po provedeni obvodu
urceni faze pro N =55, x =51 at =12
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t (5 qubits)

Obrazek 9: Amplitudy pravdépodobnosti cilového registru po provedeni obvodu
urceni faze pro N =26, r =15at=5
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