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Abstrakt: V praci se zabyvame rozvrhovaci tlohou pro tikoly s danym casem za-
¢atku a konce prace (FIS) pii moznosti ndhodného zpozdéni konce préce. Nejprve
predstavujeme zakladni deterministické tlohy FIS a moznosti jejich feseni. Déle
zavadime koncept minimaxu a predstavujeme dvé znamé a jednu novou tlohu
FIS za nejistoty, kdy jsou nahodna zpozdéni tikoli uvazovana z vybrané mnoziny
rozdéleni. Déle se vénujeme TeSeni drive predstavenych FIS tloh pro pét konkrét-
nich mnozin pravdépodobnostnich rozdéleni. Uvadime jak diive dosazené, tak
puvodni vysledky. Praci zakoncuje shrnuti numerické studie dvou tloh. Nejprve
zkoumame moznost aplikace Lagrangeovské relaxace na prvni z uvedenych tloh.
Déle zkoumame kvalitu aproximace umoznujici feSeni druhé ulohy jako LP.
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Abstract: In this work, we deal with fixed interval scheduling problems with the
possibility of random delay of the end of the tasks (FIS). First, we present the
basic deterministic FIS problems and ways to solve them. Next, we introduce the
concept of minimax and present two well-known and one new FIS problem under
uncertainty, when random task delays are considered to belong to a certain uncer-
tainty set. Next, we deal with the solution of previously presented FIS problems
for five chosen uncertainty sets. We present both previously achieved and original
results. The work concludes with a summary of a numerical study of two pro-
blems. First, we explore the possibility of Lagrange relaxation application to the
first presented problem. Next we explore the quality of approximation allowing
to solve the later of problems as LP.
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Uvod

V préci se budeme zabyvat resenim optimalizac¢nich rozvrhovacich tloh, kdy
se snazime danému poctu stroju pritadit urc¢itym optimalnim zptsobem sadu
tkolu s fixnimi Casy zaCatku a konce prace (FIS). V praxi vSak muzeme ocekavat
existenci moznosti zpozdéni prace na jednotlivych tkolech, ¢imz mize nasledné
dojit k poruseni rozvrhu. Dalsi stupen nejistoty pak spociva v nedokonalé znalosti
rozdéleni onoho nahodného zpozdéni, a proto uvazujeme misto jednoho konkrét-
niho rozdéleni néjakou danou mnozinu a snazime se nejlepsim moznym zptisobem
pojistit proti nejhorsi moznosti. Dostavame se tak k minimaxové formulaci, ¢imz
se uloha stava znacné obtiznou. Navazujeme predevsim na prace Branda a kol.
(2016), Branda a Hajek (2017) a Branda; (2018).

V prvni c¢asti predstavime klasické deterministické FIS tlohy. Uvadime za-
kladni formulace pro rizné volby tcelové funkce a jejich mozné modifikace. Déle
uvadime moznosti feseni téchto iloh a priklady praktické aplikace.

V druhé casti se zamérujeme na minimaxové FIS tulohy za nejistoty. Obecné
zavadime koncept minimaxu a davame ho do vztahu s déle prezentovanymi opti-
maliza¢nimi tlohami. Rozebirdme tti tlohy FIS — minimalizace stfedni hodnoty
poctu prekryti kol v rozvrhu, maximalizace spolehlivosti rozvrhu a novou FIS
ulohu za nejistoty, kde minimalizujeme stfedni hodnotu doby vzajemného pre-
kryti prace na tkolech. Pro tlohy uvadime jejich rtizné formulace a modifikace.

Ve treti ¢asti se vénujeme konkrétnim pripadim robustifikace FIS tloh za
nejistoty, tedy reseni FIS tloh predstavenych v druhé c¢asti pro dané mnoziny
pravdépodobnostnich rozdéleni. Predstavime koncepty zatézkavaciho rozdéleni,
boz-uncertainty, mnoziny nejistoty ve tvaru elipsoidu, smésného rozdéleni a de-
finice pomoci hodnot danych momenti. K tlohdm navrhujeme moznosti jejich
reseni. Vétsina téchto koncepti zatim nebyla v ndm znamé literatute v souvis-
losti s FIS tlohou za nejistoty nikde prezentovana a v této praci jsou uvedeny
poprvé.

Praci uzavird ¢ast vénovana numerické studii, kde se zabyvame dvéma tlo-
hami. Nejprve pomoci metody Lagrangeovské relaxace feSime tlohu minimali-
zace stfedni hodnoty poctu prekryti po sobé jdoucich praci pti definici mnoziny
pravdépodobnostnich rozdéleni pomoci smésného rozdéleni. Prezentujeme tese-
nou tlohu, pouzity algoritmus a dosazené vysledky, které srovnavame s vysledky
reseni problému formulovaného jako MIP. Déle zkoumame kvalitu vysledkt apro-
ximacni metody pro tlohu minimalizace stfedni hodnoty doby prekryti pri zna-
losti stfednich hodnot jednotlivych zpozdéni.



1. Rozvrhovaci ulohy

V optimalizac¢nich rozvrhovacich tlohach se obecné snazime vytvorit rozvrh
danych tkoli (jobs) pro stroje (machines) tak, aby byl v jistém smyslu opti-
mélni. Uloha tohoto typu je aplikovatelna na Sirokou skélu praktickych problémi
a existuje tak velké mnozstvi jejich modifikaci. Muze se jednat napriklad o ilohu
minimalizace mnozstvi potfebného personalu na pracovisti, rizeni letového pro-
vozu na letisti nebo maximalizace zisku z vyroby pii pevném mnozstvi stroji
v tovarné. V kontextu této prace se budeme drzet vyse zminéné terminologie.

V této praci se budeme vénovat typu uloh, kdy jsou pevné dany casy zacatku
prace na jednotlivych tkolech a jejich doby trvani. Jedna se o rozvrhovaci tlohy
s pevnymi intervaly praci (v angli¢tiné Fixed Interval Scheduling — FIS — pro-
blem). Tato tloha muZze mit vice tvari, potazmo praktickych motivaci, z nichz
zde nékteré uvadime:

e pro dané mnozstvi strojli se snazime urc¢it rozvrh kol maximalizujici zisk
(podrobné napiiklad v préci Kroon a kol. (1995)),

« minimalizujeme pocet potiebnych stroji pro vykonani vsech tkoli, coz od-
povidd minimalizaci nédklada — tzv. takticka uloha FIS (TFIS) (podrobné
napiiklad v praci Kroon a kol.| (1997))),

o minimalizujeme pravdépodobnost poruseni rozvrhu, nebo jinym zpiisobem
optimalizujeme rozvrh pii zahrnuti nejistoty (vice napriklad v praci Branda
a kol.| (2016)) nebo Branda a Héjek (2017))).

V této kapitole struéné predstavime prvni dva typy uloh, zakladni tvary, né-
které modifikace jejich zadani, metody feseni a mozné aplikace. Reseni tlohy FIS
pri zahrnuti nejistoty se budeme vénovat v nésledujicich kapitolach.

1.1 FIS problém s pevné danym poctem strojt

P1i teseni této tlohy se snazime s danym poctem stroju sestavit rozvrh tak,
abychom, obecné feceno, maximalizovali zisk z vykonané prace. To v praxi zna-
mena z mnoziny vsech kol co nejlepsim zptisobem vybrat urcitou podmnozinu
a ukoly z ni prifadit dostupnym strojim.

Na tomto misté zavedeme znaceni, kterého se budeme drzet i ve zbytku prace,
uvedeme néktera tvrzeni a matematickou formulaci tlohy, jak je mizeme najit
napriklad v préci |[Kroon a kol.| (1995).

Predpokladejme, ze mame rozvrhnout J € N tkolt a pro j = 1,...,J je
kazdy z nich charakterizovan vektorem tii prvki (s;, f;, ¢;), kde s; > 0 a f; > s;
znaci fixovany cCas zacatku a ukonceni prace na ﬁkoluE] a g; > 0 znadci jeho pri-
oritu (muzeme chépat i jako zisk z vykonani daného tkolu). Pro jednoduchost
predpokladame, ze tikoly jsou sefazeny podle ¢asu zacatku, od nejdiivéjsiho k nej-
pozd&jgimyP] Dale piedpokladdme, Ze tikoly po zapoceti jejich vykonavani neni

! Alternativné miizeme misto f; uvazovat predpoklddany ¢as (f; — s;) > 0 trvani prace na
ukolu.
2P#i shodé zvolime poradi libovolné.



mozné prerusit (non—preemptive jobs). Predpoklddame, ze tkoly jsou rozdéleny
do A € N disjunktnich t¥id a kazdy z nich nélezi do néjaké tiidy a;. Ty mizou
byt pro razné tkoly identické.

K dispozici mame M stroju, které nalezi do C' € N disjunktnich tiid a pocet
stroji nalezejici do dané tridy ¢ = 1,...,C znac¢ime jako M.. Pro kazdou tiidu
stroju ¢ zna¢ime mnozinu tiid tkold, které je schopna vykonavat jako A. a pro
kazdy tkol j znac¢ime C; mnozinu t¥id stroji, které jsou schopny tento tkol
vykonat. Déle zavedeme mnozinu S = {s; : j = 1,...,J} startovnich cast
vsech tkoli.

Matematicka formulace ulohy pak vypada nasledovné:

J
max Z Z qiTje,

7=1 CECJ'
s.t. Z rje < M, c=1,....,C, seS,
{J:aj€Achs;<s <f;} (1.1)
ijc S 1a j:]-v"'v‘]a
celC

vie € {01}, j=1,...Jc=1...C,

kde zj. je bindrni rozhodovaci proménna urcujici piifazeni tkolu j tridé stroji c.
Prvni sada nerovnosti zarucuje, ze v zadném okamziku nebude dané tridé strojua
prifazeno vice ukoll, nez je pocet stroji v ni. Druhé sada nerovnosti potom za-
rucuje pritazeni kazdého tkolu nejvyse jedné tridé stroji. Optimalni feseni tlohy
nam dava moznost sestaveni pripustného rozvrhu pro vsechny tkoly
j€{jl3 ¢:xjo =1}, coz je piimym disledkem nasledujictho Lemma |1f aplikova-
ného na jednotlivé t¥idy stroju.

Lemma 1. Predpoklidejme, Ze C = A = 1. Pripustny rozvrh pro vsechny ukoly
existuje prave tehdy, kdyz

J
Vs ES:Zl[sjgs < fil < M.

j=1

Dukaz muzeme najit ve vyse zminéné praci Kroon a kol. (1995).

1.1.1 Resitelnost a moZnosti FeSeni tlohy

Pro C = 1 jsou znamy algoritmy pro nalezeni optimélniho feseni pracujici
v polynomidlnim ¢ase. Uloha mize byt ekvivalentné definovéana napiiklad jako
problém nalezeni toku grafem s minimalni cenou. Pro tuto formulaci definujeme
orientovany graf G = (V, E) ktery je konstruovan nésledovné:

o mnozina V = {wy,...,v541} obsahuje J 4 1 vrcholu, kde vy, ... v, repre-
zentuji vSechny tkoly a vy, je stok reprezentujici ukonceni veskeré prace,
u kterého pro uplnost uvazujeme sy, = f;1 = f;+ 1,

« mnozina E obsahuje pro j = 1,...,J hrany (v;,v;;1) s kapacitou ¢ = M a
cenou ¢ = 0 a hrany (v;,vx) s kapacitou 1 a cenou —g;, kde
k =min{l: f; < s;}, celkem tedy mnozina F obsahuje 2.J hran,



» pozadujeme tok velikosti M z v; do vyyq.

Podrobnéjsi rozbor ekvivalence obou tloh a odkaz na popis algoritmu najdeme
napiiklad v praci Bouzina a Emmons| (1996).

Matematickd formulace tlohy pomoci linearniho programovani je potom néa-
sledujici:

min Y g,

eck
st. x. < ¢, e€ekF, (1.2)

0 < =z, ec k.

V praci Kroon a Kolen| (1991)) autori ukazuji, ze vyse definovany problém
je, kromé nékterych trivialnich pripadt, pro C' > 1 NP-tézky. Z toho plyne,
ze znamy algoritmus vedouci k nalezeni optimalniho feseni je vypocetné znacné
narocny a pro vétsi tlohy v zasadé nepouzitelny. V praxi je ovSsem nutné resit
tuto tlohu rychle za cenu dosazeni ne nutné optimalniho vysledku, a proto se
musime spokojit s aproximujicimi algoritmy.

Jednou z moznosti je formulace tlohy jako nalezeni toku grafem s minimalni
cenou s pridanymi omezenimi. Nasledné je mozné vyuziti Lagrangeovské rela-
xace a totalni unimodularity vysledné matice omezeni, ktera umoznuje relaxaci
celociselnosti rozhodovacich proménnych a pouziti algoritmti pracujicich v poly-
nomialnim case.

Dalsi moznosti je vyuziti néjakého heuristického algoritmu. Jeden priklad mii-
zeme najit naptiklad v praci Kroon a kol (1995), kde je popséna konstrukce
odpovidajiciho grafu a algoritmu.

1.1.2 Aplikace

Na tomto misté pro predstavu uvedeme nékteré moznosti aplikace tlohy FIS
s danym poctem stroju.

o Prirazeni personalu pri udrzbé prilétajicich letadel na letisti. S omezenym
poctem udrzbari se snazime provést pokud mozno vsechny opravy nebo
maximalizovat jejich celkovou prioritu. Kvalifikovanost jednotlivych udrz-
baFt mize byt riznd, coz odpovidd vice ti{dam stroji v tloze. Uloze se
redlné vénuje prace [Dijkstra a kol.| (1991). MoZnou modifikaci muze byt na-
priklad ptridani nejistoty v podobé nahodného zpozdéni priletu letadel nebo
ukonceni udrzby.

o Rozvrh operacnich saltt v nemocnici. Na salech se snazime provést co nejvice
planovanych operaci s tim, ze jednotlivé pripady mohou mit riiznou prioritu
a kazdy operacni sal je vhodny pouze pro urcité typy operaci.

Ulohu mtizeme podle potieby riizné modifikovat pridanim dalsich podminek,
jako napriklad:

o stanoveni maximalniho poc¢tu druhii tikoli, které smi stroj vykonat,
o stanoveni maximéalni doby po kterou smi stroj pracovat,

» zavedeni casovych intervalii, kdy jsou jednotlivé stroje k dispozici.



K teseni modifikovanych tloh je nutné pristupovat jinym zptisobem nez k feseni
ptvodni tlohy, tomu se ovSem v nasi praci vénovat nebudeme. Nékteré z téchto
pripadi jsou popsany v dostupné literature.

1.2 Takticky FIS problém

Dalsi situace, se kterou se pri rozvrhovani mizeme v praxi casto setkat, je
nutnost sestaveni optimalniho rozvrhu pro vSechny tkoly pfi minimalizaci na-
kladii na jejich vykonani. Je-li cena vykonani tikolu na vsech strojich stejnd, coz
je nejcastejsi pripad, a za uzivani stroje platime fixni ¢astku, je minimalizace né-
kladtu ekvivalentni minimalizaci poctu potfebnych stroji. V tom pripadé jde o
tzv. takticky FIS problém (TFIS), ktery na tomto misté popiseme.

Predpoklady, tykajici se ukolt, které jsme uvazovali v predchozi ¢asti, budeme
uvazovat i zde ale gj. ma v tomto kontextu vyznam ceny vykonani prace j na
stroji tiidy ¢ a pokud nebude uvedeno jinak, predpokladame, Ze je tato hodnota
naprti¢ vsemi tfidami stroji vzdy konstantni. U predpokladii o tikolech vynechdme
predpoklad tykajici se celkového poc¢tu stroju a poct stroju v jednotlivych tri-
dach. Dale predpokladame, ze zadna tiida stroji neni dominovana jinou, neboli
Ae e A C As

Matematicka formulace tlohy, jak ji mizeme najit v praci Kroon a kol.| (1997)),
pak vypada nasledovné:

C
min ZYC,
c=1
s.t. Z Tje < Y., ¢c=1,...,C, s€8
{jiaj€Acns;<s<f;} (13)
xje =1, j=1,...,J,
ceCj
zje € {01}, j=1,....J,c=1,...,C,
Y. € N,

kde x;. ma stejnou interpretaci jako u FIS s pevné danym poctem strojii a nova
celoc¢iselna rozhodovaci proménnd Y. znaci, podle prvni nerovnosti, nejvyssi po-
cet tkolu, ktery v libovolny okamzik prirazujeme tiidé stroju ¢, coz je v di-
sledku optimalni potfebny pocet stroju tridy ¢ pri minimalizaci celkového poctu
stroji. Druha& nerovnost potom zarucuje, ze bude kazdy kol prifazen nékteré
trideé stroju, ktera je schopna ho vykonat.

Je snadné nahlédnout, ze optimélni feseni tlohy spliuje lemma [If a dava nam
tak moznost sestavit pripustny rozvrh. Pii sestavovani samotného rozvrhu potom
staci pro jednotlivé tridy stroju vyrtesit nejjednodussi pripad tlohy FIS s pevné
danym poctem stroju.

1.2.1 Resitelnost a moZnosti FeSeni tlohy

Pro C' = 1 je tiloha velice snadno fesitelnd. Z lemmatu [I| plyne, Ze pro sestaveni
pripustného rozvrhu je nejnizsi mozny, tedy optimalni, pocet pouzitych stroja
roven nejvyssimu poctu iikoli, na kterych je potieba pracovat soucasné. Sestaveni
rozvrhu je potom trivialni.



Pro C' > 1 se tloha stava znacné komplikovanou. V praci |[Kroon a kol.| (1997)
autori ukazuji, ze se jedna o NP—tézkou ulohu. Autori v textu popisuji algorit-
mus zalozeny na aproximaci hornich a dolnich mezi pro Y. a nasledném pouziti
metody branch—and—bound. Dale pak ukazuji, ze tillohu miizeme alternativné de-
finovat jako nalezeni toku orientovanym grafem s pridavnymi podminkami. Pro
tuto formulaci definujeme orientovany graf G = (V, E) ktery je konstruovan na-
sledovné:

e pro kazdé ¢ = 1,...,C a 7 € A. definujeme chronologicky uspotadanou
mnozinu T, = {t.1,...,ten. } vSech s; a f;,
« mnozina vrchold V' obsahuje pro kazdou mnozinu 7, vrcholy v.1,. .. ,Vcn,

reprezentujici vSechny jeji prvky, vrchol vy reprezentujici zdroj a vrchol vy
reprezentujici stok,

« mnozina hran E obsahuje pro ¢ = 1,...,C i = 1,...n,, hrany (vo, v.1),
(Vene, Us) @ (Veim1,Ue;) 8 neomezenou kapacitou, déle pak obsahuje hrany
reprezentujici tkoly, kdy pro kazdé ¢ = 1,...,C a j € A, spojime hranou
s kapacitou 1 vrcholy odpovidajici casu zacatku a konce tkolu, tedy pokud
tea = 8; a tep = f;, pak pridame hranu (veq, Uep).

e pro j = 1,...,J definujeme mnozinu E; C E vSech hran reprezentujicich
ukol 7,

o pozadujeme minimélni tok z vy do vs za splnéni podminky, ze pro Vj je
soucet toki pres hrany v E; roven 1 a podminky nezdpornych celo¢iselnych
tokii.

1.2.2 Aplikace

Na tomto misté pro predstavu uvadime nékteré moznosti aplikace ilohy TFIS.

e ResSeni ulohy minimalizace poc¢tu potiebného persondlu v provozu a se-
staveni rozvrhu prace. Tento koncept je Siroce pouzitelny napii¢ mnoha
odvétvimi.

o V piipadé, Ze madme v soucasnosti k dispozici pevné dany pocet pracov-
niki/stroju (fesime tedy predchozi tlohu), mizeme feseni uilohy TFIS na
fiktivnich scénérich pozadavki pouzit pro ziskani predstavy o mozné nut-
nosti zmén v provozu.

Ulohu mi@izeme podle potieby rizné modifikovat zavedenim dalsich pozadavki,
podobné jako tomu bylo v predchozim pripadé.



2. FIS za nejistoty — minimaxové
formulace

V této kapitole se budeme vénovat rozsifeni optimalizacnich tloh o zdroj ne-
jistoty v tucelové funkci pri neuplné znalosti relevantniho pravdépodobnostniho
rozdéleni, konkrétné popiseme tzv. minimaz pristup. Obecnou teorii nasledné za-
vedeme v kontextu FIS tloh s danym poctem stroji, kde primarnim zdrojem
nejistoty bude moznost ndhodného zpozdéni konce praci na tkolech.

2.1 Zavedeni a obecné vysledky

V optimaliza¢nich tilohach se ¢asto setkavame s nejistotu, kterd prameni z pti-
rozené povahy feseného problému, miuze se jednat napiiklad o ndhodnost vyvoje
cen akcil na burze ¢i poc¢tu prodanych kusu zbozi. Typickym a dobfe prozkou-
manym piikladem takové optimalizac¢ni ilohy je naptiklad optimalizace portfolia,
kde minimalizujeme CVaR (vice viz Rockafellar a kol.| (2000)), nebo tzv. Uloha
prodavace novin, kde hledame optiméalni pocet vytiski novin k prodeji pfi na-
hodné poptévce (vice viz Gallego a Moon (1993))).

Ve vétsiné pripadu pri feseni takové optimalizacni tlohy predpokladame upl-
nou znalost rozdéleni P nahodné slozky a optimalizacni tiloha méa pro néjakou
znamou funkci F(z, P) obecné tvar:

min F(z,P) zeX, (2.1)

¢asto naptiklad F(x, P) = Ep f(z,w).

Tento predpoklad vsak nemusi byt zcela legitimni. Spatné volba pravdépo-
dobnostniho rozdéleni pomoci expertniho odhadu nebo pti vyuziti empirickych
dat mtze vést ke Spatnym a v disledku nakladnym fesenim.

7 tohoto divodu oslabime vyse uvedeny predpoklad a dale budeme predpo-
kladat, ze P € P, kde P je néjakda mnozina pravdépodobnostnich rozdéleni. To
nas vede k reformulaci ilohy [2.1] jak ji muzeme vidét napiiklad v praci Dupacovd
(2011)), dloha mé potom tvar:

min max F(z,P) z€X, PeP. (2.2)

Optimélnim fesenim [2.2|je potom situace, kdy se nejlepsim moznym zpiisobem
zajistime proti v ur¢itém smyslu nejhorsimu pripadu vzhledem k dané mnoziné
P. Mize se jednat napriklad o minimalizaci stfedni hodnoty ztraty nebo pravdé-
podobnosti, ze ztrata dosahne urcité miry vzhledem k celé mnoziné P. Mnozina
X dale v této kapitole znac¢i obecnou mnozinu vsSech pripustnych z relevantnich
pro danou ulohu.

Pro obecnou tlohu typu neexistuje zadny jasny postup pro ziskani opti-
malniho feseni, ten musi byt pro konkrétni volbu F(x, P) a X vzdy ptizpusoben
prislusné mnoziné P. Jeji volba je pro kvalitu ziskaného teseni zasadni a je Za-
douci mit feseni robustni proti malym zméndm v P, nebot v praxi se snadno
muzeme setkat s pripadem, ze skutecné P ¢ P. Proto je vzdy na misté prova-
dét analyzu citlivosti optimalniho teSeni vzhledem k perturbacim P. Pokud je
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P definovana napriklad pomoci stfedni hodnoty u, je vhodné zkoumat zménu
optimalniho feseni pri hodnotach blizkych pu.

P1i konstrukci P je dobré vyuzit veskeré dostupné informace, které o rozdé-
leni P mame, je ale zaroven potieba zavést P tak, aby byla tloha vypocetné
unosna. Miuzeme vyuzit odhady momenti, kvalitativni vlastnosti tykajici se na-
priklad symetrie ¢i blizkosti nékterého zvoleného pravdépodobnostniho rozdéleni
nebo expertné zvolit koneénou mnozinu rozdéleni. Volba P se odviji i od ex-
pertné zvoleného nosic¢e vybranych rozdéleni, které zavisi na feseném problému
(pro ndhodné zpozdéni nemusi byt vhodné uvazovat normélni rozdéleni atd.).

Na tomto misté uvedeme nékteré konkrétni pripady P, jak je muzeme najit
napriklad v préci |[Dupacovd| (2011]).

e P je mnozina rozdéleni majicich dané zobecnéné momenty, tedy:
P:{P Eng(w) :ykak: 17"'7K}7

Kde gx jsou néjaké zvolené funkce a y; hodnoty zobecnénych momenti
(naptiklad empirické odhady). Ve vét§iné piipadi se jednd o prvni a druhé
momenty.

o P je jako v predchozim pripadé, avsak misto rovnosti momentii uvazujeme
v nékterych pripadech nerovnosti.

e P je mnozina diskrétnich rozdéleni na zvolené koneéné mnoziné 2. Rozdé-
leni jsou tedy definovana pravdépodobnostmi scénari. Pri definici P muze
byt vyuzita napriklad apriorni informace o jejich fazeni.

e P je definovana jako okoli néjakého pravdépodobnostniho rozdéleni F,
tedy:
P={P: d(P,F) <¢€}, e>0,

kde d je néjaka vhodné zvolena vzdalenost. Konkrétné tieba Wassersteinova
metrika, optimalizace portfolia je pro tento ptipad rozebrana v préaci Pflug
a kol.| (2012).

e P je tvorena kone¢nou mnozinou zvolenych rozdéleni, nebo jejich konvexnim
obalem.

2.2 Vybrané tulohy FIS s minimaxovou formu-
laci

Nyni popiseme FIS problém s pevnym poctem identickych stroji a nahodnym
zpozdénim konce praci, jak jej muzeme vidét napriklad v préaci Branda (2018).
Nejprve zavedeme potiebné definice a znaceni a nasledné popiseme problém a
moznosti jeho Feseni.

Definujeme sdruzené zpozdéni vSech praci na tikolech jako ndhodnou veli¢inu
D(w) na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P). Jednotlivd marginalni rozdéleni
zpozdéni tkola j = 1,...,J zna¢ime D;(w) a s nimi souvisejici ndhodny ¢as konce
prace na ukolu znac¢ime f;(w) = f; + D;(w).



Déle obecné nepredpokladame vzajemnou nezavislost jednotlivych zpozdéni,
coz vychazi z praxe, nebot tkoly, které je nutné vykonéavat ve stejny cas a jez jsou
néjakym zplisobem zavislé napiiklad na pocasi, mohou mit kladné korelovana
zpozdéni konce prace. Tento aspekt déle rozvadime v ¢ésti

V praxi vSak rozdéleni P neznadme presné a jeho nevhodnou volbou bychom
mohli dojit k velmi nevhodnym feSenim, predpokladame tedy, ze P nélezi do
né¢jaké zndmé mnoziny pravdépodobnostnich rozdéleni P. Z toho plyne nevhod-
nost aplikace klasickych postupt optimalizace za nejistoty a vyuzijeme tak vyse
zminéného minimaxového pristupu.

U FIS tlohy s nahodnym zpozdénim konce tikoltt mizeme optimalizovat na-
priklad stredni hodnotu doby nebo poc¢tu pripadi, kdy by mél jeden stroj praco-
vat na vice tkolech, tuto situaci nazyvame prekryv. Dale mizeme maximalizovat
pravdépodobnost, ze k zadnému prekryvu nedojde, tedy zZe rozvrh ztistane pii-
pustnym.

Kazdy z téchto pristupti muze byt vhodny v jiné situaci, zdlezi na konkrétnich
podminkach feseného problému. Pokud lze provadét outsourcing, mize se jako
vhodny jevit pristup minimalizujici stfedni hodnotu doby trvani prekryvi nebo
jejich pocet. Toto muze nastat naptiklad v provozu nestihajicim vyrobu, ktery si
muze dalsi vyrobu zbozi zaplatit jinde. V pripadé, Ze jsou stroje unikatni ¢i pra-
covnici vysoce kvalifikovani a je nutné vykonat vSechny tkoly vcas, bude nejspise
vhodnéjsi pristup minimalizujici pravdépodobnost vyskytu prekryvu.

2.2.1 Stredni hodnota poctu prekryvia

Na tomto misté uvedeme formulaci tlohy FIS s pevnym poctem identickych
stroji a ndhodnym zpozdénim konce tkolil, kdy minimalizujeme stfedni hodnotu
poctu prekryvii a nasledné jeji moznou reformulaci jako robustni tlohu barveni
grafu. Tyto vysledky jsou pro pevné zvolené rozdéleni zpozdéni konce tikoli uve-
deny v praci Branda a kol (2016). Na tomto misté uvddime nésledujici minima-
xovou formulaci:

J

yjz‘(w)] )
=1 j=1
S.t. Z Zji

{i:s5<t<f;}
M
Zl’ij = 1, jzl,...,J,
=1

> Tri < yji(w) + J(1—25),
{k:fj<srp<fj(w)}

min max Ep

IA
\'H
Il
\'H
=
~
m
W

1=1,...M,j=1,....J, weQ,

zi; € {01}, j=1,...J,i=1,...,M,
yiilw) € N, j=1,...Ji=1,....M,weQ,
(2.3)
kde prvni podminka zarucuje, ze kazdému stroji je v jeden okamzik ulozen nej-
vyse jeden tkol a druhd zajistuje, ze kazdy tkol bude vykonan, stejné jako je
tomu u [I.I Ve tfeti podmince potom zavadime novou rozhodovaci proménnou
yi;(w), ktera v pripadé, ze kol j je zadan stroji ¢, znaci nahodny pocet prekryvi
tohoto tkolu s dalsimi tkoly zadanymi tomuto stroji, v opacném ptipadé pak
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bude tato proménna rovna 0, coz se da, vzhledem k povaze optimalizacni tlohy,
snadno nahlédnout. Hodnota tcelové funkce potom odpovida celkové nejmensimu
oc¢ekavanému poctu prekryva vzhledem k prislusnému nejhorsimu pravdépodob-
nostnimu rozdéleni. Ukoly, které se prekryvaji s tkoly jim pfedchézejicimi, bud
nebude mozné vykonat, nebo bude nutné je zadat externim pracovnim kapaci-
tam. Moznou modifikaci tcelové funkce je pridani penalizace pro prekryv tkoli
jak (f; < si) predstavujici ztratu pii nevykonani tkolu £ nebo cenu za jeho
outsourcing.

Ulohu je mozné reformulovat jako robustni tilohu barveni grafu, ktera se po-
prvé objevuje v praci Yanez a Ramirez (2003) a jiz dale uvddime. Pro jedno-
duchost predpokldadame, Ze tikoly jsou setazeny podle ¢asu jejich zacatkl. Pocet
barev k barveni odpovida poc¢tu stroji M, mnozina vrcholi odpovida mnoziné
tkold, mnozina E obsahuje hrany (j,k),j < k, pokud se tkoly urcité prekry-
vaji, tedy v piipadé, Ze s, < f;. Déle definujeme mnozinu E doplitkovych hran,
tedy hran (j,k),j < k, kde f; < s;. Tato mnozina odpovida dvojicim tkold,
které se mohou prekryt pouze z divodu vzniku ndhodného zpozdéni a mohou
tak byt pritazeny stejnému stroji. Témto hrandm bude prifazena penalizace za-
visejici na rozdéleni zpozdéni konce praci, ktera se projevi v pripadé, ze vrcholy,
které spojuje, budou obarveny stejnou barvou. Penalizaci prislusejici hrané (7, k)
pii pravdépodobnostnim rozdéleni zpozdéni P znacime gp ;. Nasim tkolem pak
bude najit obarveni grafu (pfipustny rozvrh), které celkovou penalizaci minima-
lizuje vzhledem k nejhorsi mozné realizaci P € P.

Predpokladame, ze M je vétsi nebo rovno nez chromatické ¢islo zavedeného
grafu, coz je ekvivalentni existenci pripustného rozvrhu. Matematicka formulace
problému je potom nésledujici:

min max P ikYik
Ty PeP 2 arslik:

(4, k)EE
M
s.t. ZQZ’]Z = 1, ] = 1,. ,J,
=1 2.4
Zji +ZI§']% S 1, (j, k’) S E, 1 :71, . ,M, ( )
x]z+xk1 S 1+yjk7 (j?k)eEvi:L'-'aM7
r € {01}, j=1,...Ji=1,..M,
yir € {01}, (j,k) € E,

kde rozhodovaci proménna x; = 1 indikuje obarveni vrcholu j barvou ¢. Prvni
podminka potom zarucuje obarveni kazdého vrcholu pravé jednou barvou, druha
zarucuje, ze vrcholy spojené hranou budou obarveny jinou barvou a treti zavadi
dalsi rozhodovaci proménnou y;, ktera, vzhledem k povaze ulohy, bude rovna
jedné pravé tehdy, kdyZ dva vrcholy j a k, (j,k) € E, budou obarveny stejnou
barvou.

Snadno vidime, ze mnozina pripustnych feseni tlohy barveni grafu odpovida
mnoziné piipustnych feseni 2.3 tedy mnoziné vSech pripustnych rozvrhi. Pokud
vhodné zvolime penalizace gpji, da se ukdzat, Ze formulace je ekvivalentni
formulaci Pro dikaz ekvivalence obou tloh pak staci ukazat, ze hodnota uce-
lové funkce bude v pripadé optimélniho feseni stejna. Autori v praci Branda a kol.
(2016) dokazuji, ze tlohy jsou ekvivalentni, pokud ¢p r = P(D; > s, — f;) (od
tohoto mista déle pro jednoduchost vypoustime (w) pti zapisu ndhodnych veli¢in
a dalsich s nimi spojenych hodnot). Autori ilohu uvadéji pro pevné zvolené roz-
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déleni zpozdéni P, ale vysledky jsou obecné platné i pro minimaxovou formulaci
ulohy.

Autorfi v praci|Ydnez a Ramirez| (2003)) navrhuji 2 moznosti feseni tilohy, které
jsou aplikovatelné pti pevné zvoleném rozdéleni P. Ulohu navrhuji fesit bud ptimo
pomoci znamych algoritmi pro celociselné optimalizacni tilohy, nebo pomoci ge-
netického algoritmu. Pri numerickych experimentech se ukézalo, ze pro mensi
instance davaji klasické algoritmy lepsi vysledky, ale jsou ¢asové mnohem naroc-
néjsi. Pro vétsi instance, kde z divodu prilisnych vypocetnich narokt neni mozné
pouzit klasické metody TeSeni, se geneticky algoritmus ukazal jako vhodna alter-
nativa prinasejici uspokojiva feseni v prijatelném case. Autori v ¢lanku uvazuji
pouze ulohu ekvivalentni ptipadu s identickymi stroji.

Ulohu lze ekvivalentné formulovat jako tlohu nalezeni toku grafem s mini-
méalni penalizaci, ktera je uvedena v praci | Branda a Hajek| (2017)). Tuto formulaci
uvedeme a detailnéji popiseme v jedné z nasledujicich ¢asti nasi prace.

Ma-li jeden stroj vykonat vice nez dva tkoly, formulace bere v tvahu i
moznost, ze se prace na libovolném z kol prekryje s planovanou dobou prace
na pozdéjsim, nez primo nasledujicim tkolu. Pokud bychom chtéli brat v potaz
pouze moznost prekryti dvou po sobé nasledujicich tikolt, je nutné pristoupit
k formulaci identifikujici pfimého naslednika daného tikolu uvedené pro identické
stroje a fixni P v praci Branda a kol. (2016]). Minimaxové formulace ulohy je
nasledujici:

min max Z qPjkZjk,

Ty PeP _
(J, k)eE
M
s.t. Z.’L']Z = 1, ] = 1,. ,J,
=1
.I]Z—l-l'kl S 1, (],k])eE,Z: ,...M,
$]Z+.I'kl S 1+yjka (j,k)EE,Z: ,...M,
Yik + > z < 1, (j,k) ek,
{1:0: DEEAs > fi }
Yjk < J Z Ziks jzl,...,J,
{k:(j, k)eE} {k:(, k)eE}
Zik < Yjik, (]7 k) € Ea
zp o€ {01}, j=1,... . Ji=1..M,

(2.5)

Zavadime novou rozhodovaci proménnou zj;, znacici pfimou souslednost kol
j a k na jednom stroji a oproti formulaci je pridana treti a ¢tvrtd uvedena
nerovnost.

Treti nerovnost zarucuje, ze pokud jsou tkoly j a k zadany stejnému stroji,
pak zadny z tkold, pro ktery je cas zacatku vétsi nez fr, nemtze byt oznacen
za, pfimého naslednika. Ctvrtd nerovnost zarucuje, ze pro tkol, po kterém je na
stejném stroji planovan alespon jeden dalsi, bude oznacen primy naslednik.

Tato sada podminek uvedend ve zminéné praci vSak ve skutecnosti nestaci
k identifikaci optimalniho Teseni a za timto ucelem pridavame do matematické
formulace posledni nerovnost

Zik S Yjk, (]7 k) € E7

ktera zaruci, Ze z;; mize byt rovno 1 pouze tehdy, pokud jsou tkoly j a k zadany
stejnému stroji.
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2.2.2 Minimalizace stfredni hodnoty doby prekryti

Déle uvadime formulaci FIS s ndhodnym zpozdénim konce praci, kde minima-
lizacnim kritériem je stfedni hodnota doby prekryti zpozdénych tkolt s planova-
nou dobou prace na nasledujicich tikolech. Tuto formulaci jsme pro FIS v dostupné
literature neobjevili.

Pro j a k takové, Ze f; < s, zavddime novou ndhodnou proménnou Oy,
zévisejici na D, jejiz hodnota odpovidd dobé prekryti prace na tkolech j a k
v disledku zpozdéni tikolu j. Definice je nasledujici:

0 DjSSk—fj
Ojx=1 Dij+fi—sc se—fi<D; < fu—f; (2.6)
fr — Sk fe — f; < Dj.

Matematickd formulace problému je potom néasledujici:

)

J
min max Ep [Z > yikOjk

z,y PeP =1 ke fy <}
s.t. ooz <1, i=1,...,M, teSs,

{7:s;<t<f;}

M
Z Lij
=1

1, j=1,...,J,

.CEJZ—FCC]“ S 1+yjk7 jzl,,J,]{I:]—i-l,,J,Z:l,,M
zp € {01}, j=1,...Ji=1. M,
yir € {01}, j=1,....J ke{l: f; <s},

(2.7)
kde prvni dvé podminky zarucuji pripustnost rozvrhu a tifeti podminka zavadi
rozhodovaci proménnou y;i, kterd je rovna jedné, jsou-li prace j a k zadany
stejnému stroji a nule jinak.

Ulohu Ize, stejné jako tlohu , reformulovat jako robustni tilohu barveni
grafu , kde ¢;1 = E p Oji, (rozepsano nize). Stejné jako v predchozim pripadé
vidime, ze mnozina ptipustnych reseni tlohy barveni grafu odpovidd mnoziné
pripustnych feseni ulohy a stac¢l nam ukazat ekvivalenci ucelovych funkci. Ta
okamZité plyne z toho, Ze rozhodovaci proménnd y;; v obou ulohéch indikuje, zda
jsou ukoly 7 a k zadany stejnému stroji a z linearity stfedni hodnoty.

V hodnoté ucelové funkce této formulace je zahrnuta i moznost, ze se prace
na ukolu z divodu zpozdéni prekryje s planovanou dobou prace na pozdéjsim,
nez primo nasledujicim tkolu. Pokud bychom chtéli brat v potaz pouze moz-
nost prekryti dvou po sobé nasledujicich tikoli, je nutné pristoupit k reformulaci
identifikujici primého naslednika, podobné jako je tomu v Dalsi moznosti je
reformulace tlohy jako nalezeni toku grafem s minimélni penalizaci, prirozené
identifikujici pfimé nasledniky, kterd je popsdna nize v nebo [3.2 Uvedené
moznosti nevycerpavaji vsechny modifikace tlohy, které se v praxi budou odvi-
jet od charakteru tkoll, moznosti posunuti prace na nich ¢i jejich outsorcingu a
dalsich faktort.

V dloze FIS minimalizujici pocet prekryti staci pro fixni P € P vydcisleni
hodnoty téelové funkce znalost Fp(sy — f;) pro viechna (j, k) € E, nenf tedy
potieba tplna znalost P. Oproti tomu v tloze FIS minimalizujici stfedni hodnotu
doby prekryti je pro vycisleni hodnoty tcelové funkce nutnd mnohem detailnéjsi
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znalost P, umoznujici spocitat hodnotu
fe—1;
Ep Oy = [ "o (se = [)APp(x) + (i =) (L= Fe(fi = ;).
Sk—Jj
Pro jednotliva rozdéleni je tedy nutna znalost distribuc¢ni funkce na intervalu
min (s — f;), max — /i)l -
((Jy bieg(s = o) o (e f’)]

Pro v praxi ¢asto pouzivanou volbu P jako mnozinu exponencialnich rozdéleni
s kladnou hmotou p v nule (distribuéni funkce F(z) = p+(1—p)(1—e %), p > 0)
je E p Ojj snadno vyjadritelnd jako spojitd funkce proménnych p a A:

—A(sp+fr—2f;) A(Sk_f')()\( _ -1 A fe—15)

e i) (e D(AN(sp—fr) — 1) +e

(1-p) ( ( ) ) e ).
Pri urcité modifikaci ulohy, kterou podrobnéji rozebirame ve treti kapitole,

neni pii reSeni minimaxové formulace potieba detailnéjsi znalost P a tlohu lze

resit pro P definovanou pouze za pomoci stfednich hodnot zpozdéni.

2.2.3 Maximalizace spolehlivosti rozvrhu

Dalsi moznosti je varianta FIS, kde se snazime maximalizovat pravdépodob-
nost, ze zvoleny rozvrh zustane v pripadé vyskytu zpozdéni pripustnym. Tuto
pravdépodobnost budeme dale oznacovat jako spolehlivost rozvrhu. Tato formu-
lace se jevi jako nejvhodnéjsi, pokud neméame moznost outsorcingu ukoli, kdy
jejich prekryti zptsobi bud nemoznost vykonani nasledujictho tikolu, nebo zpoz-
déni zacatku prace na ném. Formulaci tlohy, jeji modifikace a moznosti feseni na
tomto misté uvedeme.

Formulace FIS s pevné danym poctem identickych stroji a nahodnym zpoz-
dénim praci maximalizujici spolehlivost rozvrhu je nasledujici:

max min P( Z xjigl,tES,izl,...,M),
L .
{j:sj<t<f;+D;}
s.t. > o oxy <1, i=1,...,M, teS,

(s, <t<J3} (2.8)
M
Sy =1, j=1,....J
=1
z; € {01}, j=1,....Ji=1,....M.

V tcelové funkci optimalizujeme pravdépodobnost jevu, ze pfi realizaci
ndhodného zpozdéni bude v kazdém z casu zacatku prace na ukolu kazdému
stroji pritazen nejvyse jeden tkol, coz odpovida tomu, Ze nedojde k zadnému
prekryvu.

Obecné budeme predpokladat, Ze jednotliva zpozdéni D; nemusi byt navzajem
nezavisla a budeme pro né uvazovat néjaké sdruzené pravdépodobnostni rozdé-
leni. Tento predpoklad vychézi z praxe, nebot pokud se tikoly mohou zpozdit
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napriklad pri¢inou spatného pocasi, je pravdépodobné, ze se zpozdi vice tkola
napldnovanych na stejnou dobu.

V predchozich dvou uvedenych problémech FIS nebylo nutné brat sdruzené
rozdéleni zpozdéni v potaz diky vlastnostem stfedni hodnoty, coz v tomto pripadé
neplati. Zaroven je tlohu [2.8 vzhledem k tvaru icelové funkce velmi obtizné fesit
primo, proto pristoupime k zavedeni urcitych zobecnéni a dalsich predpokladii.

Vzajemnou zavislost margindlnich rozdéleni zpozdéni budeme, stejné jako
v praci [Branda/ (2018]), modelovat pomoci Archimedovské kopule. Na tomto misté
uvedeme nékteré zakladni definice a tvrzeni, kterda mtzeme najit v praci McNeil
a kol.| (2009).

Definice 1. Rekneme, Ze n-rozmérnd funkce C : [0,1]" — [0,1] je kopule, pokud
plati:

(i) C(uy,...,u,) =0 pokud alespori pro jedno i € {1,...,n} jeu; =0
(i) C(1,....Lu,l,....1) =u; Vi € {1,...,n}

(iii) C je n-rostouct, tj. ¥S = TIi,[a:, b)) C [0,1]" plati

fdcw = ¥ (cperEc) > o

zex?_{a;,bi}

Podle definice C' odpovida sdruzenému pravdépodobnostnimu rozdéleni na
[0,1]", kde marginiln{ rozdéleni jsou rovnomérna na [0, 1]. Vztah libovolného
sdruzeného pravdépodobnostniho rozdéleni a kopule popisuje nasledujici véta.

Véta 2 (Sklarova). Necht F' je distribucni funkce n-rozmeérného pravdépodobnost-
niho rozdeéleni s jednorozmernymi margindlnimi rozdélenimi FY, ... F,. Potom
existuje n-rozmeérnd kopule C, Ze Vx € RU {00, — 0o} plati:

F(SEl, Ce ,In) = C(Fl (1’1) g 7Fn (q:n)) .
Pokud jsou margindlni rozdéleni F' spojita, potom je C' urcena jednoznacné.

Vidime, ze jelikoz v nasem pripadé uvazujeme znalost vSech margindlnich
rozdéleni zpozdéni (pripadné jejich piislusnost do mnoziny P), jevi se modelovani
jejich sdruzeného rozdéleni pomoci vhodné kopule jako rozumna volba.

Dilezitou skupinou kopuli jsou takzvané Archimedovské kopule.

Definice 2. Kopuli C' nazveme Archimedovskou, pokud existuje spojitd klesajici
funkce ¢ : [0,1] — [0,00), (1) =0, li%1+¢(a:) = 00, takovd, Ze
T—>

cw = (o).

Funkci ¢ nazveme (striktnim) generdatorem Archimedovské kopule C'.

Autori v praci [McNeil a kol. (2009)) uvadéji definici pro inverzni funkci k 1,
avsak vzhledem k tomu, ze v dalsi pouzité literature tykajici se FIS za nejistoty
je pouzita tato definice, rozhodli jsme se pro zde uvedenou formu.
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7 véty [2] a definice [2] plyne, ze pro sdruzené rozdéleni F' s prislusnou Archi-
medovskou kopuli generovanou v plati jednoduchy vztah:

P =0 (L u(R(). 29

ktery je vSak velmi uzitecny pii feSeni tlohy [2.8]

Na tomto misté pro ilustraci uvedeme nékolik dulezitych Archimedovskych
kopuli:

« Gumbelova: ¥(u) = (—log(u))?, 0 € [1,00),

 Claytonova: ¢ (u) = g(u“’ — 1), 6 € [0,00),

 Frankova: ¥(u) = —log (e_gu’l) , 0 eR\O0.

e 0—-1

Specidlnim ptipadem Gumbelovy kopule je pripad, kdy 6 = 1, ¢(u) = — log(u)
a jednotlivda marginalni rozdéleni jsou tak nezavisla, nebot:

Fla) =~ (if;w;(xi))) -7,

Uvedenou teorii nyni aplikujeme na tlohu [2.8] Necht kopule C' piislusejici
sdruzenému rozdéleni zpozdéni tikoli F' je Archimedovska s generdatorem 1. Plat-
nost tohoto budeme automaticky predpokladat, nebude-li uvedeno jinak.

Pro libovolny rozvrh uré¢eny hodnotou rozhodovaci proménné x zavadime pro
Jj = 1,...,J hodnotu m;(z) odpovidajici ¢asu s; — f;, pokud jsou tkoly j, k :
(j,k) € E prifazeny stejnému stroji a k nésleduje jako prvni po j. Déle pro
jednoduchost piSeme m; misto m;(x).

Uéelovou funkci potom muzeme zapsat jako:

P(D; <myj, j=1,....0) = F(my,...,my) = ¢! (gw@- (mj))) :

Vzhledem k tomu, Ze ¢! je striktné klesajici funkce, je tiloha maximalizace
spolehlivosti rozvrhu ekvivalentni:

J
min max Y ¢ (F; (m;)). (2.10)

zeX PeP <
Jj=1

Definujeme-li rozhodovaci proménnou zj;, oznacujici piimou souslednost tikolt
J a k na stejném stroji (stejné jako v [2.5)), mizeme déle upravit do vyrazu:

J
minmax >, > o (F(sk— f5)) 2 (2.11)

J=1{k:s>f;}

z ¢ehoz okamzité plyneﬂ, ze ulohu Ize ekvivalentné formulovat jako tlohu
(at uz pro jednu ¢i vice t¥id stroji), kde penalizace hran gpjr = ¥ (F; (sy — f;)),
coz je ukazano také v praci|Branda a kol. (2016).

!MnoZina indext (j, k), kterou uréuje kombinace sum v je ekvivalentni mnoziné E z
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V praci|Branda a Hajek (2017) je uvedena dalsi mozné formulace tlohy [2.8|za-
loZena na principu nalezeni toku grafem s minimalni penalizaci. Pro tuto formulaci
budeme vychazet z grafu definovaného pro tlohu . K mnoziné vrcholu (zna¢ime
pouze pomoci indext) priddme vrcholy 0 — zdroj a (J + 1) — stok. Jako mnozinu
hran uvazujeme E rozsifenou o hrany (0, + 1), (0,5) a (j,J +1)Vj =1,...,J,
s kapacitou 1 a prislusnymi penalizacemi rovnymi nule.

V pripadé, Ze uvazujeme pouze jednu tridu stroji, je jedna z moznych formu-
laci tlohy néasledujici:

minmax > qrsy.

y Pep |
(4, k)eE
J+1
s.t. Z Yo; = M,
j=1
Z Yy = Z Yjks J= L"')J?
{k:fr<s;} {k:fj<sp} (212)
Yik = 17 j: 7"'7J7
{k:fj<si}

7
Sy = M,
=0

Yjik € {0,1}, k=1,...,J,

kde y;r = 1 pokud je néjakym strojem tkol £ vykonavan piimo po tkolu j, jinak
yjr = 0. Intuitivni predstava tlohy je takovd, Ze chceme nalézt kombinaci M tok
ze zdroje do stoku, ktera minimalizuje celkovou penalizaci za priutok hranami
spojujicimi jednotlivé vrcholy tak, Ze jednotlivé toky nemaji kromeé zdroje a stoku
zadny spolecny vrchol a zaroven jsou v nich dohromady zahrnuty vsechny vrcholy.

Prvni rovnost zajistuje pocatek vsech M toki ve zdroji. Druhé rovnost zaru-
cuje, rovnovahu pritoku a odtoku v kazdém vrcholu mezi zdrojem a stokem. Treti
rovnost zarucuje, ze kazdym vrcholem prochazi pravé jeden tok a posledni rov-
nost zarucuje, ze vsechny toky skonéi ve stoku. Ekvivalence a ve smyslu
nalezeni stejného optimalniho rozvrhu, je zjevna.

Pokud uvazujeme vice t¥id stroju, je nejprve nutné formulaci [2.12] upravit
tak, aby jeji kazdé pripustné feseni identifikovalo stroje odpovidajici jednotlivym
toktim. Z toho diivodu zavddime misto y;; proménnou y;x; znacici prichod toku
¢ hranou spojujici vrcholy 7 a k, coz odpovida pritazeni téchto tkola stroji .
Analogicky zavadime penalizaci ¢pji; za pruchod toku ¢ hranou spojujici vrcholy
j a k. Ve formulaci tlohy je nutné rozsirit ptivodni sadu rovnosti pri vyuziti
mnozin C} vSech stroji, na kterych je mozné vykonat tkol j. Vysledna formulace
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je potom nasledujici:

M
myin max Z Z 4qp,jkiYjki
=1, k)eE

J+1

s.t. Z Yoji
j=1
Z Ykji

{k:ieCk/\fkgs]-}

Z Z Yiki

iECj {k:ieCk/\fj Ssk}
J
Z Yji(J+1)i
Jj=0

Yjki

S

1, i=1,.... M,
Z y]kz>

{k:ieC’k/\fjgsk}

1, j=1,...,J,

1, i=1,..., M,

jzl,...,J,iGCj,

{0,1}, (j,k) € E, i€ C;NCy,

(2.13)

Pro pevné zvolené P je k feseni mozné vyuzit naptriklad metody zminéné vyse

v [T
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3. Robustifikace

V této kapitole se budeme vénovat reformulaci a feSeni vyse uvedenych tloh
pro vybrané pripady mnozin P. Obecné o takovych tlohach hovorime jako o ro-
bustnich tlohach rozvrhovani za nejistoty, nebot jejich Teseni je robustni vzhle-
dem k nejistoté dané mnozinou P. Uvadime zde vysledky dosazené jinymi autory,
pripadnou moznost rozsiteni jejich aplikace i vysledky ptuvodni. V celé kapitole
resime FIS tlohy pouze pro pripad, kdy jsou vsechny stroje identické.

3.1 Maximalizace spolehlivosti rozvrhu pri fix-
nim poctu zatézkavacich rozdéleni

V préci [Branda (2018) jsou uvedeny vysledky feseni tlohy maximalizace spo-
lehlivosti rozvrhu pro specialni pfipad mnoziny P, které zde uvedeme. V
tomto pripadé jsou pro marginalni rozdéleni uvazovany pouze 2 moznosti a P je
mnozina vsech jejich riznych kombinaci.

Pro popis mnoziny P budeme vychéazet z bodu, kdy uvazujeme vsSechna roz-
déleni D; identickd s distribu¢ni funkei Fj(z) = F(x),j = 1,...,J. Penalizace
4jr = ¥ (F (s, — f;)). Déle uvazujeme néjaké zatézkavaci rozdélent F(z) : F(z) <
F(z), > 0. Prislusné pravdépodobnosti a penalizace zna¢ime P a §. Pro pevné
zvolené I' € {1,...,J — M} potom definujeme mnozinu:

Pr = {P : I marginalnich rozdéleni F; je zménéno na F,

zbylych (J —T') F; zustane beze zmény. }.

Tento predpoklad je z praktického hlediska odtvodnitelny, pokud sledujeme,
ze jista ¢ast ikoltt miva za urcéitych okolnosti zpozdéni vyrazné vyssi nez zbytek.

Autori v préaci Branda (2018) uvadéji jednoduchy piiklad, kdy volime F'(z) =
p+(1—p) (1 - e‘“) ,x>0a F(xr) =0, z <0. Jednd se o pripad, kdy s prav-
dépodobnosti p nedojde k zddnému zpozdéni a s pravdépodobnosti (1 — p) ma
zpozdéni exponencidlni rozdéleni s parametrem A. p a A dédle uvazujeme jako
bodové odhady skuteénych hodnot parametri za predpokladu platnosti modelu.
Necht déle existuji konfidencni intervaly pro odhad p a A s dolnimi mezemi p a
\. Potom definujeme F'(z) = p+ (1 — p) (1 — e*’\x) x> 0.

Autori dochazeji pri predpokladu identickych stroji k nasledujicimu vysledku:

Tvrzeni 3. Za platnosti drive uvedenych predpokladi lze pro P = Pr reformulo-
vat ucelovou funkci[2.13 jako:

> iy + TCVaR, (Z (y)),

(j, k)€E

kde ndhodnd velicina Z(y) predstavujici ztratu je rovnomeérné rozdélend na { Ajry;r },
Ajk = Gjr. — ¢ix > 0 a a = 1 = T/[E]. CVaR je obecné zndmd koherentni mira
rizika Conditional Value at Risk.
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Diikaz. Viz Brandal (2018).
UJ

Autori také navrhuji zptisob feseni takto reformulované ulohy. Ukazuji, ze
tlohu je mozné fesit jako dvoustupnovou optimalizac¢ni tlohu.

Pro navrhovany zptisob feseni je vSak nutné upravit graf zavedeny pro for-
mulaci tlohy [2.12] aby bylo mozné vyuzit totdlni unimodularitu matice ome-
zeni. Mnozinu vrcholi V rozsifime o vrcholy 5/ j = 1,...,J, do mnoziny hran
E piidame hrany (4, j') s kapacitou 1 a penalizaci rovnou 0, hrany (j,k) € E
nahradime hranami (5, k) s identickou kapacitou a penalizaci a hrany (j, JJ + 1)
nahradime hranami (j',J 4+ 1) s kapacitou 1 a penalizaci 0. Vysledné mnoZiny
hran a vrcholi znaéime E a V . Déle pro vrcholy zavadime poptavku po toku
do=-M,djyn=M,dj=1,dp=-1,j=1,....J.

Ve vysledné dvoustupnové tloze potom v prvnim stupni fesime:

meinFQ +¢(0) s.t. 0 € [0, max. Ajk] (3.1)

(J,k)eE

a ve druhém stupni resime:

p(0) = min S gy + Y max{Ajy;, — 0,0},

(4, k)EE (4, k)EE ~
S.t. Z yjk — Z ykj = dj j € V, (32)
(, k)eE (k,j)eE

Yik € {071}7 (.77 k) € E
Vzhledem k tomu, Ze hodnota 6 je pii feseni [3.2] fixovdna, plati:
max{A;,y;x — 0,0} =y max{A;, — 6,0}

a problém tak muzeme Tesit jako tlohu nalezeni toku grafem s miniméalni
penalizaci, kde jednotlivé penalizace hran maji tvar ¢;; +max{A;, —6,0}. Jelikoz
je matice omezeni totalné unimodularni, je mozné relaxovat celociselnost y;
a nahradit posledni omezeni omezenim 0 < y;;, < 1. Uloha se tak stava LP a
Ize ji efektivné Tesit v polynomialnim case

Pro nalezeni optiméalniho feseni [3.1] je nutné opakované vytesit pro rizné
hodnoty 6. Autofi v clanku navrhuji pro nalezeni optimalni hodnoty 6 pouziti
algoritmu golden—section—search, kdy pocet nutnych iteraci algoritmu n lze shora
odhadnout pomoci nerovnice:

i1
0.618" " < max Ay’
kde € je stanovend ptesnost optiméalniho feseni [3.1]

Je zjevné, ze tlohy 2.4 a 2.7, v jejichz formulaci uvazujeme moznost prekryvu
pouze u navazujicich tkolt, lze pro P = Pr reformulovat a fesit naprosto stejnym
zplsobem s jedinym rozdilem ve vyznamu penalizace g;y.

V dalsich resenych ulohach budeme automaticky predpokladat, ze iloha nale-
zeni optimélniho rozvrhu je reformulovana jako tloha nalezeni toku grafem, jehoz
konstrukei jsme popsali vysSe, s minimalni penalizaci.
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3.2 Box uncertainty

V préci|Zhu a Fukushima/ (2009) autori fesi robustni ilohu optimalizace port-
folia pfi minimalizaci C'VaR, tzv. worst-case C'VaR pro rizné pripady mnoziny
pravdépodobnostnich rozdéleni ztraty. Jednim z nich je tzv. box uncerntainty
(BU), ktery zde kratce predstavime a nésledné podobny pristup aplikujeme pri
fesSeni vybranych FIS tloh. Tento pristup dosud nebyl v souvislosti s tilohou FIS
za nejistoty v nam znamé literature uveden, jedna se tedy o ptivodni vysledek.

V pripadé BU v tloze prirozené vystupuje diskrétni rozdéleni, kde atomy od-
povidaji jednotlivym scénaitim vynosu akcii. Bézné se pri optimalizaci portfolia
vzhledem k C'VaR povazuji vSechny scénare za stejné pravdépodobné, coz nemusi
odpovidat realité a muze vést ke Spatnym vysledkiim. Autori proto navrhuji uva-
zovat vSechna mozna diskrétni rozdéleni m v néjakém okoli zvoleného diskrétniho
rozdéleni 7°, coZz mize byt naptiklad zmiflované rovnomérné rozdéleni.

Mnozina uvazovanych pravdépodobnostnich rozdéleni 7 — v tomto pripadé
ztotoznujeme rozdéleni s vektorem pravdépodobnosti — méa potom tvar:

P={r:m=n"4n1n=0,n<n<7}, (3.3)

kde nezdpornost 7 je obsazena v omezeni n < n < 7 a podminka 1'n = 0 zarucuje,
ze pujde o pravdépodobnostni rozdéleni.

Autori v praci ukazuji, ze pri této volbé mnoziny P lze tlohu fesit jako kon-
vexni nebo linedrni program.

3.2.1 Minimalizace stredni hodnoty poctu prekryvt a doby
prekryti

Jak uz bylo feceno drive, pro vycisleni hodnoty tcelové funkce tlohy staci
znét hodnoty distribuéni funkce F' v bodech (s, — f;) : (j, k) € E a tak je pro
tuto ulohu prirozena moznost diskretizace rozdéleni zpozdéni. Pro verzi ulohy
uvazujici pouze moznost prekryti dvou po sobé jdoucich tkoli formulovanou
jako nalezeni toku siti definovanou pro |3.2| s minimélni cenou tedy predvedeme
moznost jejiho feseni pri BU.

Nejprve zavedeme zpusob diskretizace rozdéleni P. Necht T' = {t1,...,ty} je
mnozina viech riznych hodnot (sy — f;) : (j, k) € E sefazend podle velikosti.
Pravdépodobnostni rozdéleni 7 na mnoziné T U{ty = t; — 1}EI definujeme nésle-
dujicim zptsobem:

m={ F(ti)—F(t;) i=1,....N—1 (3.4)

Verze tlohy [2.4] uvazujici moznost prekryti pouze piimo po sobé nasledujicich
ukoli, formulovand jako tuloha nalezeni toku grafem s minimalni penalizaci ma

1ty mliZze mit libovolnou hodnotu mensi nez ¢;, na feSeni tlohy toto nem4 vliv.
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potom nasledujici tvar:

Y re fremmnt oy, 1=0, n<n <} (j’%:e 5 4Ty
s.t. Z Yjk — Z Yk = dj7 jE V>
(J,k)EE (k,j)eE ~
yir € {01}, (j.k) € E,
(3.5)
Déle budeme rozhodovaci proménné y v ucelové funkci znacit pouze po-
moci indextt i = 1,...,N, N = |E|, pro zjednoduseni zavddime mnozinu Y

vsech pripustnych hodnot y a zavadime hodnotu r; znacici poradi délky casu
mezi pracemi spojenymi hranou, které odpovida y;, v mnoziné 7. Tedy pokud
y; odpovida hrané (j,k) a (s — f;) = tm, pak 7, = m. Pro penalizace plati

gk(m) = j»V:n_ m; = 1 — F(t;). Formulace tlohy vypada néasledovneé:

N N
min max ; T
mipmax 3y, 3

J=r;
s.t. T = 7T0+77, (36)
1'n = 0,
n < mn,
n < 7.

Ucelovou funkei mizeme také zapsat jako:

0 ... 0
Ly, kdeL=| . . |. (3.7)
1 ... 1
Pro i-ty sloupcovy vektor matice L plati, Ze jeho prvnich r; prvki je rovno nule
a zbytek prvku je roven jedné. V pripadé, kdy N = N je L bez prvniho nulového
radku dolni trojihelnikova matice majici vSechny prvky pod diagonalou rovny
jedné.
Tvar ulohy je potom nasledujici:

min 7° Ly + max n'Ly,

yey
!
s.t. ]177 = O, (38)
n o<
U

Podobné jako v praci |Zhu a Fukushimal (2009) prevedeme maximaliza¢ni ¢ast
tlohy [3.6] na jeji dudlni tvar. Vysledn4 tloha m4 tvar:

(P) minmin 7% Ly — 5w + 7€,

yeY fw,z
st. {—w+ 1z = Ly,
& > 0, (3.9)
w > 0,
z € R
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Z duality LP vyplyva Ze pro optimalni feseni (y*, £*, w*, z*) tlohy plati, ze
existuje n* takové, ze (y*,n*) je optimalni feseni an*Ly* =7¢ —n'w*. Exis-
tence optimalniho Teseni potazmo je zarucena, nebof v maximalizac¢ni
podiloze [3.§ maximalizujeme linedrni funkeci na kompaktni mnoziné a minimali-
zujeme pres konetnou mnozinu piipustnych toka (rozvrhi).

Ve vySe zminéné praci Zhu a Fukushima (2009) se v tomto bodé tloha stala
klasickou linearni optimaliza¢ni tilohou s konvexnimi ¢i linedArnimi omezenimi a
sla proto dobfe Tesit. V nasem pripadé je vSak y binarni proménnd a kvuli prv-
nimu omezeni nelze pouzit celociselnou relaxaci jako napt. v Déle tedy
postupujeme za pouziti Lagrangeovské relaxace (LR), pro jejiz tucel definujeme
duéalni funkci

01(v) = inf 7Ly —nw+7E+ 0 (€ —w+ 1z — Ly),
y?£7w7z - (3-10)
st. yeVY E>0,w>0,2z € R.

Céast vyrazu 6, (v) obsahujici y je pro libovolné fixované v € RN*! omezen a
Ize ji interpretovat jako hodnotu toku grafem s vektorem penalizaci (7% — v)L.
Mizeme tedy relaxovat celoc¢iselnost y — v definici Y nahradime podminku y €
{0,1} podminkou 0 < y < 1 — a relaxovanou mnozinu pifpustnych hodnot y
/macime Y. Déle v definici 01(v) uvazujeme YV misto Y a zavadime mnozinu
X =A(y,&{w,2) 1y € 37,5 > 0,w > 0,2z € R}. Vidime, Ze pro nalezeni hodnoty
0(v) pro libovolnou hodnotu v stac¢i vyresit lohu linedrniho programovani.

Duélni problém mé potom tvar:

(Dy) sup infn"Ly —ng'w + 7€+ (€ —w+ 1z — Ly). (3.11)

veERN+1

Plati, ze (P) > (D;), a rovnost nastava v pripadé, ze jsou splnény pod-
minky silné véty o dualité (podrobnosti mizeme nalézt napiiklad v préaci Boyd
a Vandenberghe (2009)). Prvni podminkou je konvexita mnoziny X, ktera je
zjevna. Druhou podminkou je konvexita minimalizovaného vyrazu 6;(v), ktera
plyne z toho, ze 7Ly — n'w + 7€ je konvexni funkce a h(z) = € —w + 1z — Ly
je afinni (z € X). Zbyvé ovétit Slaterovu podminku: 0 € inth(X). Necht § € Y a
Z <0, potom 12 —Ly < 0a0ecint {{+ 12 —Ly: £ > 0} C int (h(X)). Pod-
minky véty jsou splnény a v tomto piipadé tedy plati (P,) = (D;). Pti hleddni
optimalniho feseni [3.11] mizeme vyuzit nasledujiciho pozorovani:

01(v) # -0 —n<v <—n A lTv=0.
Popsané vysledky stru¢né shrnuje néasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 4. Ulohu muzeme ekvivalentné resit jako ulohu

max min v)'Ly, <v<nlv=0
’UERN{(FI yey (T( * ) b ad=v=" ’

kde L je jako v aY je vyse popsand mmnozina pripustnych toki s relaxovanou
celociselnosti.

2Nebo jinak, ze y* je optimalni FeSeni minimalizaéni tlohy
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Diikaz. Tvrzeni plyne z vyse popsaného postupu a ze substituce v = —uv.

O

Podobny zptisob muzeme aplikovat i pri reseni tilohy minimalizace stfedni
hodnoty doby prekryti po sobé jdoucich praci. V tom pripadé bychom museli
pracovat s aproximaci stiedni hodnoty Oj;. Rozdil by tak byl ve tvaru matice L.
Necht y; odpovida hrané spojujici tkol j s tkolem £, pro které s, — f; = t, a
fx— fj = t,. Hodnoty sloupce 7 matice L, znacené L;;, lze potom zavést naptiklad
nasledujicim zpiisobem:

0 [ <u
L= t,—t, u<l<w (3.12)
ty, —t, v<l.

Pti malém poctu rtiznych ¢t € T' by mohlo byt vhodné zvolit jemnéjsi déleni
pro definici 7, tedy uméle rozsitit mnozinu 7', coz ma vliv i na tvar matice L.

3.2.2 Maximalizace spolehlivosti rozvrhu

Pristup k definici P pomoci BU je mozné aplikovat i na tlohu [2.12, Pro
diskrétni rozdéleni 7 je v tomto pripadé prirozena definice a penalizace jsou
ve tvaru ¢;(7) = w(zggol 7j). Problém potom miizeme zapsat jako:

minmax ¢y,

yey 1
st. 1'n = 0,
n < 7 (3.13)
n o< .
7 = L@’ +n),

kde L = <1N+11/N — L)/ aq = (2/)1, e ,'(ﬂN), 'lbl = w<ﬁ-1)

Vzhledem k nelinearité zptusobené tvarem penalizaci se celd tloha stava ob-
tiznéji resitelnou, nebot v tomto pripadé neni mozné snadno vyuzit duality LP
(nebo jiné) a pfevést tak celou tlohu na minimalizacni problém. Je proto nutné
pristoupit k hledani optimalniho feseni jinym zptsobem.

Moznosti je aplikace vybraného algoritmu pro prohledavani diskrétni mmno-
ziny Y. Tim muze byt geneticky algoritmus, jak je popsan naptiklad v praci
Deep a kol.| (2009), modifikace tabu-search algoritmu popsaného v praci (Branda
a kol., |2016), nebo néktery dalsi vhodny algoritmus. Tento pfistup je vsak vypo-

Vv

spocitat konvexni NLP tlohu — maximaliza¢ni podulohu s parametrem .

3.3 Eliptickd mnozina nejistoty

Dalsi moznosti volby mnoziny P diskrétnich pravdépodobnostnich rozdéleni
predstavené v praci|Zhu a Fukushimal (2009) je tzv. Ellipsoidal Uncertainty (EU).
Tento pristup dosud nebyl v souvislosti s tlohou FIS za nejistoty v ndm zndmé
literature uveden, jedna se tedy o ptivodni vysledek.
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Predpokladame, Ze rozdéleni zpozdéni P je diskretizovano stejné jako v a
uvazujeme m z mnoziny ve tvaru elipsoidu, kterou definujeme nasledujicim zpi-
sobem:

P={n:nm=a"+An1An=0,7"+An>0,|n|. =1}, (3.14)

kde A je ¢tvercova skalovaci matice majici plnou hodnost. Aplikujeme-li tento
pristup na tlohu minimalizace stfedni hodnoty poctu prekryvi po sobé jdou-
cich praci formulovanou jako tlohu nalezeni toku grafem s minimalni penalizaci,
dostavame ulohu:

: 0’ A
L A'L
1;21}1;1# Y+ mr?x n Y,

s.t. 1'An = 0, (3.15)
7+ An > 0,
Il < 1.

Maximaliza¢ni podulohu [3.15| prevedeme na jeji dualni tilohu, podobné jako
autori v praci Zhu a Fukushima| (2009) pri optimalizaci portfolia pomoci mini-
malizace C'VaR. V tomto ptripadé se nejedna o klasickou LP dualitu, ale o SOCP
dualitu. Dostavame tlohu ve tvaru:

(P;) min 'Ly +~ + 7%w,

yeY,y,&,w,z
st. —£—A'w+A'lz = ALy, (3.16)
1€l < .
w > 0.

Opét plati silné véta o (SOCP) dualite, jak ji muzeme nalézt napriklad v |An-
dersen a kol.| (2002). Staci ovérit, ze v obou ulohédch existuje pripustné feseni, pro
které v omezenich plati ostré nerovnosti, coz se dd snadno nahlédnout. Z toho
muzeme vyvodit, Ze je-li y* optimalnim Feseni[3.15] pak je také optimélnim feseni
a obracené.

Minimalizac¢ni tloha je vSak obtiZné Tesitelnd, protoZe matice omezeni y
neni totalné unimodularni a nelze tak relaxovat celociselnost y. Opét tedy miizeme
vyuzit metodu LR a s ni spojenou celociselnou relaxaci. Definujeme dualni funkei:

0s(v) = inf T'Ly+y+7'w+ (= —Alw+ A'lz — A'Ly),
Y7 E w2 R (3.17)
st. yeyY, Hf”2 < 7w =0,

jejiz hodnotu lze pro libovolné v nalézt v polynomidlnim case. Déle definujeme
duélni tlohu:

(D3) sup 03(v).

veERN+1
V tomto pripadé opét plati silnd véta o Lagrangeovské dualité — splnéni pred-
pokladu 1ze snadno nahlédnout — z ¢ehoz plyne (P3) = (D3).
Stejnym zpusobem muzeme Tesit i ilohu minimalizace stfedni hodnoty casu
prekryti po sobé jdoucich praci. V tom pripadé bychom museli pracovat s apro-
ximaci stiedni hodnoty. Moznosti je vyuzit napriklad tu popsanou v
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3.4 Smisené rozdéleni

Treti moznost volby P prezentovana v praci |Zhu a Fukushima| (2009)) je tak-
zvana mizture-distribution, neboli smésné rozdéleni, kdy nejprve uvazujeme ko-
necnou mnozinu {Py, P, ..., Px} danych jednorozmérnych rozdéleni, kterd mo-
hou byt urc¢ena naptiklad jako maximalné vérohodné odhady vybranych rozdéleni.
Tento pristup dosud nebyl v souvislosti s tilohou FIS za nejistoty v ndm znamé
literature uveden, jedné se tedy o puvodni vysledek.

Marginalni rozdéleni vSech zpozdéni uvazujeme v této sekci identickda a P
je v tomto pripadé mnozina vSech uvazovanych jednorozmeérnych rozdéleni. P
definujeme jako konvexni obal mnoziny {P,..., Px}. Prokazdé Pe Pax >0
potom plati:

K
i=1 i=1

Nejprve tento pristup aplikujeme na tilohu minimalizace stfedni hodnoty po-
¢tu prekryvi po sobé jdoucich praci formulovanou jako tlohu nalezeni toku
grafem s minimalni penalizaci. Pro proménnou y; odpovidajici hrané spojujici
prace j a k uvazujeme Casy t; = s — f; odpovidajici délce intervalu mezi kon-
cem jednoho tkolu a zacatkem nasledujiciho. Mnozinu vsech ¢;,i = 1, ..., N
znac¢ime T. Formulace tlohy vypada nasledovné:

minmax \Fy,
yey A

st. 1A = 1, (3.19)
A >0,
kde
1—Fp1(t1> 1—Fp1(tN>
F = : : ; (3.20)
1= Fp (t1) ... 1—=Fp.(ty)

Formulaci a zptisob feSeni tilohy miuzeme v tomto pripadé dale zjednodusit.
Necht y je pro feseni maximalizacni podilohy pevné dané a I C {1,...,N}
je mnozina indexi takova, ze y; = 1 < @ € [. Potom yr = Fy je konstantni
vektor, kde prvek na misté k je roven > ;c;(1 — Fp (t;)). Necht maximalni pr-
vek vektoru yp lezi na misté m, lze snadno nahlédnout, Ze optimalnim feSenim
maximaliza¢ni podilohy je pak vektor délky K, jehoz prvek na misté m je
roven jedné a ostatn{ jsou rovny nule. Ulohu potom miizeme preformulovat
jako :2116111/1 i ixllaxKFf xY, ale jelikoz v tomto pripadé neni mozné prohodit min a max,
ziistava dloha obtiné feitelnou a je nutné vyuzit néktery z vye zmifiovanych
heuristickych algoritmt. Dalsi moznosti je vyuziti Lagrangeovské duality, jako

tomu bylo v predchozich pripadech. Po prevedeni maximalizacni podulohy
na jeji dualni tvar dostavame nasledujici tilohu

min &,
yeY,{eR (3.21)
st. Fy < 1€
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Analogicky jako v zavadime dudlni funkci 64(u) a aplikujeme celoéiselnou
relaxaci, Lagrangeovska dualni tloha méa potom tvar:

D sup inf + o/ (Fy — 1¢).
( 4) u>0, ueRk YEY, EER 5 ( Y 5) (3'22>
Vidime, ze plati:
04(u) # —oc0 & 1'u = 1.
Popsané vysledky strucné shrnuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5. Ulohu muzeme ekvivalentné resit jako ulohu

max minu'Fy, 1T'u=1,
u>0, uERF er

kde F je jako v aY je vyse popsand mnozina pripustnych toki s relaxovanou
celociselnosti.

Diikaz. Tvrzeni plyne z vySe popsaného postupu, potazmo z tvrzeni [6]

Tuto dlohu fesime v ramci numerické studie v posledni ¢asti prace.

Analogicky pristup muzeme volit i pro tlohu minimalizace stfedni hodnoty
doby prekryti po sobé jdoucich praci. Necht Fp je jako v a necht Oj;, od-
povida dobé prekryvu praci spojenych hranou ¢ s prislusejici bindrni proménnou
y; (znacime jako O;), z linearity stiedni hodnoty plyne: E p O; = S5 | M E P, Oi.
Formulace tlohy tedy bude stejna s tim rozdilem, Ze misto matice F pouzijeme
matici O = (Oy; =Ep, O0)),k=1,... . K,;i=1,...,N.

Tento ptistup lze aplikovat i na ulohu maximalizace spolehlivosti rozvrhu na-
vzdory nelinearité . Pro pevné y fesime tlohu

maXZ@/J (Z M Fp, (t; ) yi, st 1'A=1,\A>0. (3.23)
=1

7 konvexity 1 a Jensenovy nerovnosti plyne:

N K
Z¢<ZAkFPk >yz<zz)‘k¢ FPk
k=1

=1 i=1 k=1
=3 M Do 0 (Fn )y S mpx(3 0 (Fa()u). (324)

z ¢ehoz okamzité plyne, ze maximum v|3.23|nastava, pokud Fp odpovida jednomu
z Fp,. Ulohu potom mizeme formulovat a Fesit stejné jako s tim rozdilem,
ze misto matice F uvazujeme matici P, kde Py; = ¢ (Fp,(t;)) .

Vysledky pristupu pouzitého pro feSeni tloh v této sekci a v sekei [3.2] shrnuje
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6. Necht Ty, je totdlné unimoduldrni matice, c € ZP, Y = {y € Z" :
Ty=c} a X ={z € R":Bx =b,l <x <u}. Ddle necht pro ilohu:

P ‘A
(P)mipmax «°Ay
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existuje optimdlni resent (x*,y*).
Potom plati:
(P) = (D) maxmin 2’ Ay,

zeX yE?

kde Y = {y e R" : Ty = ¢} a optimdini hodnoty (D) se nabgvd v bodé (z*,y*).

Diikaz. Maximalizacni podilohu (P) prevedeme na jeji dudlni tvar, ¢imz ziskdme

ulohu ve tvaru:
(Py) minmin &'b+ f'u+4,

yeY apBy
st. Ba+p8+v = Ay,
a € RF
B,y € R™,
g = 0,
v < 0.

Z existence optimalniho feseni (P) a duality LP plyne existence optimalniho
reseni (FP2) a (P2) = (P). Déale pro v € R™ zavedeme dudlni funkei:
O(v) = inf b+ pu+v1+v(Ay—Ba—-p3—7),

yapBy

st. yeY,aeRF B veR™ 3>0,7<0.

7 totalni unimodularity T, celociselnosti vektoru ¢ a linearity funkce minima-
lizované v 6(v) v y plyne, ze muzeme v definici 6(v) relaxovat celo¢iselnost y a
plati:

O(v) = inf b+ pfu+v1+v(Ay—Ba—p3—7),

yapBy

s.t. yG?,aERk,ﬂ,’yERm,ﬁzO,’ygo.

Formulujeme dualni Lagrangeovskou tlohu:

(D) sup 6(v).
veER™
Obecné plati (D) < (P). Ovérime predpoklady silné véty o Lagrangeovské
dualité. Splnéni podminky konvexity (P) je zjevné. Déle staci ovérit Slaterovu
podminku:

0Elnt{Ay—B'oz—ﬁ—ﬂyEy,aERk,ﬁ,yeRm,BZO,VSO},

jejiz splnéni se da snadno nahlédnout.

Z toho plyne, ze (D) = (P) = (P) € R, coz déle implikuje Bv = b a
I < v < u, nebot v jiném piipadé O(v) = —oo. Dudlni ulohu tedy muzeme
ekvivalentné zapsat jako:

(D) sup inf z'Ay.
rzeX yey

Jelikoz (z*,y*) je pripustné feSeni (D) a pripustné optimalni feseni (P), je to
i optimalni feseni (D). Ve formulaci (D) tedy muzeme misto sup a inf psat max
a min, ¢imz je tvrzeni dokazano.

O

V pripadé, ze je X v tvrzeni definovana pomoci nerovnosti, mizeme postu-
povat analogicky nebo za pomoci zavedeni skluzovych proménnych v linearnich
omezenich pro z, které nijak nepokazi moznost relaxace celociselnosti y.
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3.5 Znalost hodnot prvnich momentt zpozdéni

Jednou z nejprirozenéjsich voleb charakterizace nezndmého rozdéleni pri Te-
seni robustnich optimalizacnich tiloh zahrnujicich ndhodny prvek je jeho definice
pomoci hodnot danych (zobecnénych) momenti. Tento ptistup byl aplikovan na-
ptiklad na tlohu prodavace novin v praci|Scarf (1957) nebo pfi optimalizaci port-
folia vzhledem k parcidlnim momentim, VaR a C'VaR ztraty v praci Chen a kol.
(2011)). My budeme definovat mnozinu P pomoci hodnot prvnich momentt prav-
dépodobnostniho rozdéleni. V souvislosti s tlohou FIS za nejistoty nebyl dosud
tento pristup v nam znamé literature uveden, jedna se tedy o puvodni vysledek.

3.5.1 Minimalizace stredni hodnoty doby prekryti

Podobny pristup budeme nyni aplikovat na vybrané verze tlohy minima-
lizace stfedni hodnoty doby prekryti po sobé jdoucich tkolt.

Definujeme mnozinu P, = {P : E p D = 1} pomoci vektoru stfednich hodnot
zpozdéni praci. Nepredpokldadame, ze vSechna zpozdéni maji identicka rozdéleni.
Resenou tlohu miizeme zapsat ve tvaru:

N

IyIél}I/l Irjréz%%{‘ Ep ;yi min (maX(O, D; —t;), ,) , (3.25)

kde t; € T a {; je délka pozdéjstho z tikolt spojenych hranou, které odpovida y;,
koresponduje-li ; s hranou (j,k) € E, potom #; = f,,—sj. min (maX(O, D; —t;), t;)
je nelinearni, nekonvexni, nekonkavni a po ¢astech linearni funkce ndhodné veli-
nékterych dosazenych vysledkt. Proto pristoupime k uré¢itym modifikacim tlohy,
kde budeme uvazovat konvexni funkce.

Restrikce rozdéleni délky prekryvu

Prvni spocivd v modifikaci uvazovaného (skutecného) rozdéleni D pomoci
restrikce jednotlivych D; na interval [O, t; + fl} s tim, ze predpokladame znalost,
nebo moznost odhadu stredni hodnoty fi; pti této restrikci. Restrikci D znacime
D. Necht F, a fi jsou distribuc¢ni funkce a hustota D;, hustotu }’Z zpozdéni D;
muzeme definovat nasledovneé:

N Fij(zfi)t}) T € {O’ti +£i]

filz) = (3.26)
0 jinak.

Dalsi moznosti je ponechat hustotu f;(z) na intervalu [0, t; + t;} beze zmény,
jinde ji definovat jako 0 a do bodu t; + t pridat masu o velikosti 1 — F;(t; + ﬁ)
V prvnim piipadé by se jednalo o odhad pomoci useknutych (truncated) dat,
v druhém pifpadé by slo o pouziti dat cenzorovanych. )

Vektor stfednich hodnot D znacime fi. Definujeme mnozinu P ; vSech rozdeé-
leni zpozdéni, jejichz marginalni rozdéleni maji obor hodnot [O, t; + t;} a stredni
hodnotu fi;,i =1,...,N.
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V tomto pripadé plati, Ze min (maX(O, D; —t;), ﬁ) = (D, — ti> +, coz je kon-

vexni funkce ndhodné veli¢iny D;.

Dale miizeme vyuzit vysledku odvozeného v Example 2.2 v préaci [Dupacova
(2011). Necht f(z,2) = SN, fi(z,2), kde pro fixni = jsou Vi fi(z, 2;) konvexnf
funkce proménné z. Déle definujeme P,, jako mnozinu vsech rozdéleni ndhodného
vektoru Z = (Zy,...,Zy), pro ktery plati, Ze ndhodné veli¢iny Z; nabyvaji hodnot
z intervalu [a;, b;],a; < b; a E Z; = p;. Potom plati:

Zl

bi — pi
}I;DaXEpfl’Z Z)\flxal Z i) filx, b)), A = Fi (3.27)

i—1 bi—ai

V nasem pripadé nahradime vektor x vektorem vsech ¢ a y, ndhodnou veli¢inu
Z; nahradime zpozdénim D, se stiedni hodnotu i, a; =0,b; = ti+t; a pro vSechna
i definujeme funkci f; identicky jako fi(t;,yi,D;) = yi(D; — t;)+, coZ je, jak bylo
feteno diive, konvexni funkce ndhodné veli¢iny D;. Dosadime-li do , plati:

Vyse uvedené strucné shrnuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 7. Ulohu
N

min max E ; min (max (0, D;—t.), b
VoY P P;y ( ( ) )

mauzeme reformulovat jako:
N

min Y @;(y;),
veY o1

kde w; je jako v|3.28,

Diikaz. Tvrzeni plyne z vysSe popsaného postupu a z moznosti relaxovat celoci-
selnost y, plynouci z toho, Ze se jedna o tlohu s linearni icelovou funkci, totalné
unimodularni matici omezeni a celoc¢iselnou pravou stranou omezeni.

O

Neomezena délka prekryvu

Druhou moznosti je uvazovat jako prekryv dobu, po kterou se na prvnim
ukolu pracuje po zac¢atku nasledujiciho tkolu, prakticky tedy ptripoustime délku
prekryvu delsi nez délku tkolu nasledujiciho po tkolu zpozdéném.

Definujeme nekonec¢nou posloupnost restrikei Dm n € N definovanych na in-
tervalech [0,¢; +A,] se stfedni hodnotou f;,. Piedpokladame, ze A, > 0 a

3Jedn4 se o rovnost dvou funkci téZe ndhodné veli¢iny, potazmo o rovnost dvou nahodnyjch
velicin.
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A, /' o0 pro n — 0o, prirozené potom fi, ,, — ;. Piislusnou mnozinu pravde-
) n—oo
podobnostnich rozdéleni znacime P,, a tloha je formulovana nasledovné:

N
min max E p Z Y; Max (Dm — ti) ) (3.29)
i=1

yeY PeP, +

S vyuzitim pro maximaliza¢ni podulohu potom plati:

N =~ N /lz nA” al al
gé%)i Ep ; Yi (Di,n — ti)+ = ;yz AL e ;yiﬂi = PS;% Ep ; Yi (Di<3_3t;))+ :

Vy$e uvedeny pristup shrnuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 8. Necht je doba prekryvu ikoli spojenych hranou, které odpovidd pro-
meénnd y;, definovina jako (D; — ;). Ulohu @ minimalizace stredni hodnoty
doby prekryti po sobé jdoucich ukoli pri znalosti strednich hodnot zpoZdéni potom
mauzeme reformulovat jako tlohu:

N
min Y yif;.

yey ;—q

Diikaz. Tvrzeni plyne z vysSe uvedenych vysledku a z moznosti relaxovat celoci-
selnost y, plynouci z toho, ze se jedné o tlohu s linearni icelovou funkei, totdlné
unimodularni matici omezeni a celo¢iselnou pravou stranou omezeni.

0

Stejné jako v predchozim pripadé se jedna o tlohu LP, ktera je snadno resi-
telna v polynomialnim case. Kvalitu této aproximace zkoumame na simulovanych
datech v numerické casti prace.

3.5.2 Minimalizace stredni hodnoty poctu prekryvi

Na tomto misté fesime tlohu minimalizace stfedni hodnoty poctu prekryvi
pri znalosti stfednich hodnot jednotlivych zpozdéni. Jako mnozinu vsech moznych
rozdéleni tedy uvazujeme diive definovanou P,. Formulace tlohy je potom:

N
min su P(D; > t,;). 3.31
ey Peg’ﬂ;yz (D; i) ( )

Vzhledem k tomu, zZe pro jednotliva zpozdéni neuvazujeme obecné stejna roz-
déleni, 1ze pro pevné y reformulovat maximaliza¢ni podilohu jako:

N
>y sup P(D; > t;). (3.32)

i=1 {Di:D;>0,E Di=p;}
Z Vety 3.8 uvedené v praci Bertsimas a Popescul (2005) plyne, ze

1t <u
sup P(D; > t;) = { o S H
{D;:D;>0,E Dy=p;} o b > M

(3.33)

Dosazené vysledky shrnuje nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 9. Ulohu lze ekvivalentné reformulovat jako tlohu:

N
Mi |t — i
( 1[t; < il ) yi
ti t;
Diikaz. Tvrzeni plyne z vySe uvedeného postupu a z toho, ze se jedna o tlohu
s linearni ucelovou funkei, totalné unimodularni matici omezeni a celo¢iselnou
pravou stranou omezeni.

O

Pti definici P pomoci stfedni hodnoty a rozptylu neni pro D; > 0 k dispozici
uzavieny tvar sup P(D; > t;) jako v|3.33 a tloha vedouci k jeho nalezeni je NP-
P

tézkd. Pti definici P pomoci prvnich tf1 momentt je pro D > 0 uzavieny tvar
suprema k dispozici a tloha je potom opét snadno resitelna. Podrobnosti miizeme
nalézt v praci Bertsimas a Popescul (2005).
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4. Numericka studie

V této zavérecné casti prace predstavime vysledky numerické studie, ve které
resime dvé vyse predstavené ulohy. Jako prvni fesime tlohu minimalizace
sttedni hodnoty poctu prekryviu pri definici P jako mnoziny vsech konvexnich
kombinaci nékolika danych pravdépodobnostnich rozdéleni. Dale se zabyvame
kvalitou feseni ziskanych pomoci aproximace ilohy minimalizace stfedni hodnoty
doby prekryti pti znalosti stfednich hodnot zpozdéni popsané v tvrzeni

Ke vsem vypoctum byl pouzit software AMPL 3.5.0.201802211250 a pocitac
s operacnim systémem Windows 10 Pro, procesorem Intel Core i5 M560 2.67GHz
a 4GB RAM. Pro teseni uloh LP byl pouzit solver Cplex 12.9.0.0 a pro feseni
MIP dloh byl pouzit solver Gurobi 8.1.0. Data pro vsechny tesené ulohy byla
generovana pomoci programu R (R Core Team, 2014)). Kédy pouzité k vypoctim
a generovani dat jsou soucasti elektronické prilohy k praci.

4.1 Minimalizace stredni hodnoty poctu prekryvi
pri smiseném rozdéleni

Ke generovani sad tiloh pristupujeme velmi podobné jako autori v praci Branda)
(2018). Aby byla zarucena existence pripustného rozvrhu, generujeme pro kazdy
z daného poétu stroji M ur¢ity podet tikollt 7, tedy celkovy pocet tkold J = M -7,
a nasledné pfi feseni ulohy predpokladame, ze pocet stroju k dispozici je M > M.
Tim zaroven vznika prostor pro optimalizaci, protoze potom existuje vice nez
jedno pripustné Teseni. Délky kol jsou generovany z exponencialniho rozdéleni
se stfedni hodnotou pu* = 3 a mezery mezi pracemi jsou generovany z exponen-
cidlniho rozdéleni se stredni hodnotou pu™ = 4. Takto uvazujeme tfi moznosti,
potazmo velikosti jednotlivych tloh:

1. M =30,j=20,J=600a M =45,
2. M =40, j =20, J =800 a M = 60,
3. M =50,j=25 J=1250 a M = 60.

Pro kazdou z moznosti generujeme po 10 tlohach. Pocet nerovnosti ve for-
mulaci se pri feseni dané tlohy odviji primo od poctu tkoli J a je roven 2 4+ 2.J.
Oproti tomu pocet proménnych, ktery je roven 1+ 3.J + |E|, zavisi predeviim na
po¢tu hran s nenulovou penalizaci |E|, jez ma vysledny graf, ktery je pro kazdy
scénaf jiny. Udaje o velikosti jednotlivych tloh mtizeme najit ve shrnujici tabulce
4.1l

Pro definici P uvazujeme tii rizna rozdéleni (K = 3), a to:

o Gompertzovo s pfidanou masou p = 0,9 v 0 a parametry a = 1074
a b =0,22,

« Gompertzovo s pridanou masou p = 0,9 v 0 a parametry a = 1,4 x 1074
ab =21,

o Gompertzovo s piidanou masou p = 0,9 v 0 a parametry a = 1,8 x 1074
a b =0,20.
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Piedpokldddme parametrizaci, kdy distribu¢ni funkce Fj,, ma tvar

b=+ 1) (1 (L pion 1)) 220

K teseni tlohy pristupujeme pomoci metody Lagrangeovy relaxace (LR) a pri
tpravé postupujeme analogicky jako v dikazu tvrzeni[6, Pro pfipomenut{ znovu
uvadime formulaci dlohy [3.22}

sup inf &+ o' (Fy— 1x§). (4.1)

u>0,ucRK yeY, E€R

7 tvrzeni [5 plyne, ze numericky reSena tloha mé tvar:

max min “'Fy, u>0,u'lx =1. (4.2)
u€RK yey
Minimaliza¢ni podiuloha je pro pevné u snadno teSitelna v polynomialnim
case a problém tedy zlstava v nalezeni jeho optimalni hodnoty skrze sekvenci
iteraci. Uprava multiplikdtort probih4 v jednotlivych iteracich podobné, jako je
popsano v praci [Fisher| (2004) pro obecnou linedrni MIP tlohu, a to pomoci
upravené metody subgradientti (v nasem pripadé je subgradient v iteraci k roven
Fyi). Rozdilem je, Ze hodnoty multiplikatort vzdy délime jejich souc¢tem, protoze
musi byt dodrzena podminka u'1x = 1. Pro tuto metodu neni ani v jeji puvodni
formé zarucena konvergence ke globalnimu maximu, v praxi vSsak metoda ptinasi
dobré vysledky. Vysledné feSeni znac¢ime y*. Zapis algoritmu LR je nasledujici:
¥ = argminF;.y
yey

UB := max(F.7)

up = 1/K1g
Ai=1

LB =0
s:=0

for k:=1,...,Z do

Y := arg min u; Fy
yeyY
if ujFy, > LB + € then

LB = u, Fyy
else
s:=s+1
end if
if s =2 then
Ai=\/2
s:=0
end if /
Ugq1 := Ug + Ak%ﬂ/k

Uk 41
1 g 41

Uk+1 =
end for
if max(F,;.yz) < UB then

Yy =Yz
else
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Z principu LR plyne, Ze v kazdé iteraci k bude hodnota dudlni funkce uj Fyy
vzdy mensi nez U B, coz vSak nemusi platit pro hodnotu tcelové funkce v aktual-
nim feseni. Proto je v algoritmu posledni podminka pro volbu vysledného teseni.
Dalsi moznosti je zpétné zkoumat feSeni v jednotlivych iteracich a vybrat nejlepsi
z nich. Pri feseni tloh vedoucich k hodnotam v tabulce 4.1| nebyla tato podminka
zahrnuta pro moznost presnéjsi prezentace vysledki metody LR. Optimalni feseni
ziskané pomoci metody LR dale znac¢ime y*

K uvedenému algoritmu lze pridat ukoncovaci podminku tykajici se naptiklad
zmény LB, nebo zmény hodnot )\k%ﬁ“, kdy algoritmus zastavi, pokud je
zména prilis mald. V praxi je vSak pouzivana i uvedena forma s pevnym poctem
iteraci. V nasem pripadé jsme volili Z = 10.

Index h muzeme volit libovolné z mnoziny {1,...,Z}, v nasem piipadé h = 2.
Hodnotu ¢ jsme béhem vypoct volili jako 107%. Jeho volba zdlezi predeviim
na rfadu hodnot ve kterych se pohybuje ucelova funkce a velikost rozdila jejich
hodnot pro rizna pripustna reseni.

Vsech 30 tuloh pocitdme také jako MIP tlohu s 54 2J omezenim{l]a 1+
2.J+|E| proménnymi. Ziskané vysledky potom porovnavame s vysledky ziskanymi
pomoci pristupu pouzivajicim metodu LR.

V tabulce jsou uvedeny popisné statistiky shrnujici vysledky vypocti a
porovnani formulaci pomoci LR a MIP. Kazdy sloupec shrnuje vysledky vypocétu
10 tloh pro dané hodnoty M a J.

V prvnim fadku jsou prumérné pocty hran s penalizaci v jednotlivych tilohéch,
coz priblizné odpovida poc¢tu proménnych.

Dalsi ctyri radky uvadéji prumérnou, prumérnou relativni (vzhledem k hodno-
tam dosazenym pomoci LR), maximalni a minimalni hodnotu U B — max(F,.y*),
tedy rozdilu hodnoty tcelové funkce v bodé § a y*. Az na jeden pﬁpald bylo ve
vsech dosazeno nizsi hodnoty ucelové funkce, nez v pocateénim reseni.

Nésledujici ¢tyti fadky uvadéji prumérnou, prumérnou relativni (vzhledem
k hodnotdm dosazenym pomoci MIP formulace), maximélni a minimalni hodnotu
rozdilu m;&x(Fly*) —m*, kde m* znaci hodnotou tucelové funkce v feseni ziskaném
vypoctem MIP formulace tlohy. Hodnota mlax(Fly*) byla ve vSech pripadech

vétsi, rozdil vSak neni prilis velky a ndmi navrhovana metoda je mnohem rychlejsi,
jak dokladaji posledni dva radky.

Dalsi ¢tyti tadky porovnavaji MIP formulaci s jeji LP relaxaci. Stejné jako
v predchozich pripadech uvadime prumérnou, priumérnou relativni (vzhledem
k hodnotam dosazenym pomoci LP relaxace), maximalni a minimélni hodnotu
rozdilu hodnot tucelovych funkei v optimalnim, potazmo vysledném reseni.

Posledni dva radky porovnavaji vypocetni/¢asovou naroc¢nost formulace po-
moci LR a MIP. Prvni z nich ukazuje primérny CPU cas potfebny k vyfeseni
jedné iterace LR. Udaj uvadime v tomto formatu, nebot vhodny pocet iteraci se
bude pro jind data/rozdéleni nebo tlohu lisit. Pro pfimé srovnani délky vypo-
¢tu v nasem pripadé staci uvedené hodnoty vynasobit 10. Druhy z nich ukazuje
primérny ¢as pro vyreseni MIP formulace. Vzhledem k nizké variabilité hodnot
neuvadime minima a maxima.

!Tento podet vyplyvé z formatu dat uzitého pro FeSeni tlohy.

35



J =600 J =800 J = 1250
M = 30 M =60 M = 60
pr. |E| 173004,9 3074378 756 888,1
pr. LR gap 0,00525 0,00523 0,00917
pr. LR rel. gap 0,012 % 0,009 % 0,009 %
max LR gap 0,01293 0,01322 0,01764
min LR gap 0,00004 -0,00000 0,00006
pr. MIPxLR gap 0,00423 0,00575 0,00586
pr. MIPxLR rel. gap 0,009 % 0,010 % 0,006 %
max MIPxLR gap 0,00815 0,01083 0,00911
min MIPxLR gap 0,00012 0,00112 0,00045
pr. MIP gap 0,00002 0,00002 0,00003
pr. MIP rel. gap 4x107°%  3x10°%  3x107°%
max MIP gap 0,00002 0,00005 0,00005
min MIP gap 0,00001 0,00001 0,00003
pr. CPU cas
Liter. LR 0,61 s 1,17 s 3,40 s
pr. CPU cas MIP 10,00 s 32,65 s 115,04 s

Tabulka 4.1: Shrnuti vysledki numerické studie.

k step Lagrangian
1 1.3891377e-05 45.0928810
2 1.3891395e-05 45.0928809
3 1.3890748e-05 45.0928848
4 1.3891329e-05 45.0928813
5 6.9455236e-06 45.0928830
6 6.9460240e-06 45.0928769
7 6.9452174e-06 45.0928867
8 6.9454618e-06 45.0928837
9 3.4728534e-06 45.0928807
10 3.4728025e-06 45.0928820
11 1.7364763e-06 45.0928783
12 1.7363870e-06 45.0928827
13 8.6822800e-07 45.0928793
14 8.6818030e-07 45.0928840
15 4.3408489e-07 45.0928850

obj. f.

val.
45.1765317
45.1765246
45.1765196
45.1765212
45.1765134
45.1765040
45.1765424
45.1765284
45.1765249
45.1765324
45.1765153
45.1765128
45.1765172
45.1765296
45.1765143

Tabulka 4.2: Priklad prabéhu 15 iteraci algoritmu pro (J, M) = (600, 45).
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V tabulce je k dispozici prehled vysledki v pribéhu 15 iteraci algoritmu.
Ve sloupci step jsou hodnoty )\kwﬁ%fli)yk, tedy urcité délky kroku. V druhém
sloupci jsou hodnoty dudlni funkce v jednotlivych iteracich a v poslednim je
hodnota tcelové funkce ptivodni tlohy v aktudlnim teseni yy.

Uvedena metoda LR se obecné jevi jako vhodna moznost pro vyse zminéné
minimaxové tlohy, jejichz MIP formulace jiz nebude, vzhledem ke svoji velikosti,
spocitatelna v rozumném éaseﬂ a kdy pomoci LR snadno ziskame relativné dobré
pripustné feseni. To muze ptipadné slouzit jako startovni bod pro néjaky heu-
risticky algoritmus nebo pro MIP formulaci daného problému. Stejny pristup by
Sel aplikovat na libovolny ptipad tlohy, na kterou lze aplikovat tvrzeni [6] o FeSeni
specidlnitho druhu minimaxové tlohy.

Jak je vidét z vysledkti numerické studie, nedosahujeme pomoci metody LR
optimalniho feSeni, jak by tomu teoreticky podle tvrzeni [6] mohlo byt. Proble-
matickou casti zustava zpusob upravy multiplikatort v jednotlivych iteracich,
konkrétné krok skalovani zarucujici 1.uy = 1. Testovali jsem i moznost projekce
g1 do roviny bodi se souctem prvkia rovnym jedné, ale s horsimi vysledky.
Pokud by se podarilo nedostatek metody v tomto sméru vyresit, stala by se LR
kvalitni a rychlou alternativou k MIP pro vSechny tlohy na které lze aplikovat
tvrzeni [6] Toto ponechavame jako pfedmét k dalsimu zkoumani.

4.2 Aproximace stredni hodnoty doby prekryti
pri znalosti strednich hodnot zpozdéni

V této sekci se budeme vénovat kvalité aproximace tilohy minimalizace stfedni
hodnoty doby prekryti pii znalosti stfednich hodnot zpozdéni, jak je uvedena
v tvrzeni 8l Aproximace spo¢ivd v redefinici prekryvu jakozto shora neomezené
doby zpozdéni piesahujici za¢atek nasledujici prace. Resend tloha ma tvar:

N
min Y yif;,
yGY i=1

kde Y je, stejné jako vyse, mnozina viech pripustnych toki (rozvrhu) pii relaxaci
celoc¢iselnosti proménné y.

Pr1i generovani ndhodnych scénart jsme postupovali podobné jako v predcho-
zim pripadé. Rozdil je v tom, ze pro kazdou ze tii velikosti iilohy, charakterizova-
nou hodnotami M, J a M, jsme generovali po 50 tlohach pro (u™, u*) = (1,2) a
pro (u™, u*) = (3,4). Kazdé z téchto 6 moznosti odpovida jeden sloupec shrnujici
tabulky Oproti predchozimu pi{padu volime v nejmensich tlohdch M = 20 a
v nejvétsich M = 75.

P1i teseni ulohy predpokladame, ze skuteéné rozdéleni vsech zpozdéni je ex-
ponencialni s pridanou hmotou 0.9 v 0, pro které lze snadno vyjadrit a spocitat
stfedni hodnotu doby prekryti. Stfedni hodnoty jednotlivych zpozdéni (v pripadé,
ze nastane) byly vygenerovany z rovnomérného rozdéleni na intervalu (3,6).

Pri posuzovani kvality aproximace postupujeme tim zpusobem, ze nejprve
spoc¢itame optimalni feSeni pri uplné znalosti rozdéleni, jedna se tak o spodni

2V testovaci tiloze s |E\ ~ 1,9 x 105 byl éas potfebny pro vyfeseni jedné iterace LR pfiblizné
11 s a ¢as potiebny pro vyfeseni MIP formulace ptiblizné 497 s.
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J =400 J =800 J =1250

M =30 M = 60 M="15
(™, 1) (L,2) (3,4 (1,2) (3,4) (1,2) (3,4)
pr. (a* — %) 1,130 0,770 3,089 2,216 5,602 4,853
min (a* — 1% 0,263 0,088 1,764 0,983 2,329 3,329
max (a* — [) 1,981 1,812 4,365 3,251 7,687 6,852
s.0. (a* — 1%) 0,419 0,343 0,624 0,574 1,077 0,822

pr.rel. (a* — 1% (%) 40,271 53,755 47,744 60,919 49,708 71,354
min rel. (a* — 19 (%) 0,377 4,604 23439 23936 18223 43344
max rel. (a* — %) (%) 76,037 129406 75253 89,651 78,807 102,847
so.rel. (a* —1*) (%) 16,586 26,653 11,845 18,120 10,856 15,290

pr. (u* — a*) 4,990 4,908 11,201 11,904 17,139 18,201
min (u* — a*) 4,299 4,306 9,787 11,055 15181 16,211
max (u* — a*) 6,033 5497 12,384 13,169 19,009 20,041
s.o0. (u* — a*) 0,379 0,293 0,520 0,493 0,992 0,798

pr. rel (u* —a*) (%) 127,203 221,423 116,627 203,335 101,678 155,918
min rel. (u* —a? (%) 89,866 134,074 89,306 161,029 81,952 119,422
max rel. (u* —a*) (%) 199,480 316,229 153,156 259,684 125,823  181.563
so.rel. (v —a*) (%) 23,045 37,142 11,162 24,218 11,242 13,928

pr. |E| 75248,1 75826,2 300041,3 3034494 743564,6 T748689,2
pr. CPU éas (s) 0,42 0,42 2,06 2,00 6,45 5,88

Tabulka 4.3: Porovnani vysledki dosazenych pomoci aproximace s jejich horni a
dolni hranici pri exponencialnim rozdéleni.

hranici, které lze pri feseni pomoci aproximace dosdhnout; hodnotu znac¢ime [*.
Daéle nalezneme optimalni feseni aproximace a spoc¢teme jeho hodnotu pri uplné
znalosti rozdéleni; znacime a*. Obé hodnoty porovnavame a shrnuti mtizeme najit
v prvnich 8 faddcich tabulky [4.3] kde uvddime prumérnou, maximélni a minim4ln{
hodnotu rozdilu [* a a* a jeho smérodatnou odchylku v 50 tdlohach pro dané
hodnoty M, J, p* a p™. Stejné udaje uvadime i pro relativni rozdil I* a a*
vzhledem k hodnoté [*.

Provadime i porovnani a* s horni hranici, kterou je nejhorsi feSeni, kterého
lze vzhledem ke skutecnému rozdéleni dosdhnout; hodnotu znacime w*. Shrnuti je
uvedeno na poslednich 8 fadcich tabulky [£.3] kde pro rozdil u* a a* uvddime stejné
udaje jako v prvni pilce tabulky. Relativni rozdil je poc¢itan vzhledem k hodnoté
a*.

Vidime, Ze hodnoty a* jsou napfi¢ vSemi velikostmi tiloh mnohem blize k [*,
nez k u*. a* je v pruméru priblizné 1,5x vétsi nez [* a u* ma v priméru 2-3x
vyssi hodnotu nez a*. V této modelové situaci se tedy uvedena aproximace jevi
jako pomérné kvalitni, nebot jeji vysledky nejsou prilis daleko od jejich spodni
hranice a 1ze je velmi snadno ziskat jako feseni LP. Tato aproximace se vsak mtize
zdat prilis zjednodusujici a v pripadé, ze lze ziskat odhady stfednich hodnot pro
restrikce zpozdéni, muze se jako vhodnéjsi jevit aproximace popsand v tvrzeni [7}

Posledni 2 tadky uvadéji doplnujici informace o primérném poctu hran s
penalizaci E a prumérném CPU ¢asu potfebném pro vyfeseni tlohy.
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Z.aver

Tématem prace jsou rozvrhovaci tlohy s fixnimi zacatky a konci kol (FIS)
za nejistoty zpusobené moznosti zpozdéni konce prace. Pozornost byla vénovana
predevsim tloham s minimaxovou formulaci, kde neuvazujeme konkrétni pravde-
podobnostni rozdéleni, ale néjakou danou mnozinu, a snazime se nejlepsim moz-
nym zpusobem zajistit proti nejhorsimu moznému ptipadu rozdéleni nahodného
zpozdéni.

Nejprve popisujeme zékladni deterministické tlohy FIS, moznosti jejich for-
mulace, modifikace a Teseni. Déale uvadime priklady praktické aplikace téchto
uloh.

V druhé ¢asti prace zavadime vysSe zminény princip minimaxu pro FIS tlohy
za nejistoty. Zkoumame dvé znamé ulohy FIS za nejistoty, konkrétné tlohu mi-
nimalizace stfedni hodnoty poctu prekryti a tlohu maximalizace spolehlivosti
rozvrhu pri modelovani sdruzeného rozdéleni zpozdéni pomoci Archimedouvské ko-
pule. Dale uvadime tlohu minimalizace stfedni hodnoty doby prekryti prace na
po sobé jdoucich tikolech, kterou jsme v dostupné literatute v souvislosti s FIS ne-
zaznamenali. Pro tlohy uvadime jejich rtizné reformulace, napriklad jako robustni
tlohu barveni grafu nebo jako tlohu nalezeni toku siti s minimalni penalizaci a
dale jejich mozné modifikace.

Ve treti, stézejni casti prace se vénujeme feseni uloh predstavenych v druhé
¢asti formulovanych jako nalezeni toku grafem s minimalni penalizaci pro vybrané
mnoziny pravdépodobnostnich rozdéleni. Pro né predstavujeme znamy koncept
stressing distribution (predstaveno pro tlohu FIS v préaci Brandal (2018))) a dale
koncepty box-uncertainty, mnoziny nejistoty ve tvaru elipsoidu, smésného rozde-
leni a definice pomoci hodnot danych momentti, které se v souvislosti s robusti-
fikaci ulohy FIS za nejistoty objevuji prvné. Pro uvedené tlohy uvadime jejich
formulace a navrhujeme moznosti feseni.

Praci zakoncuje numericka studie dvou vybranych tloh uvedenych ve treti
casti prace. Prezentujeme implementaci feSeni Lagrangeovské relaxace tilohy mi-
nimalizace stfedni hodnoty poctu prekryvii pro mnozinu nejistoty definovanou
pomoci smésného rozdéleni. Uvadime popis fesené ulohy a pouzitého algoritmu,
prezentujeme vysledky a srovnavame je s feSenim tlohy formulované jako MIP.
Upozornujeme na vyhody i nedostatky pouzitého pristupu. Déale prezentujeme
vysledky zkoumani kvality aproximace lohy minimalizace stfedni hodnoty doby
prekryti pti znalosti stfednich hodnot zpozdéni, kterd se jevi jako uspokojiva.
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