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Abstrakt

Cilem prace je vyhledat a srovnat matematické modely pouZivané v modelovani stra-
tifikovaného proudéni a zhodnotit je z hlediska pouzitelnosti modelovani proudéni v
mezni vrstvé atmosféry. Prace by méla slouzit jako vychozi pomticka pro dalsi stu-
dium a modelovani stratifikovaného proudéni, nebot obsahuje formulaci zdkladnich
rovnic pro popis proudéni v tekutinach se zaméfenim na mezni vrstvu atmosféry.
Daéle je zavedeno nékolik zdkladnich veli¢in a pojmt, jako napt. stabilita atmosféry
a Briint Viisdlova frekvence. Rozebrany jsou ridzné systémy rovnic stratifikovaného
proudéni a jejich aproximace. Detailné je zpracovana problematika proudéni v ho-
mogenni vrstvé a dvojvrstve.
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Abstract

The goal of this text is to find out and compare mathematic models used for stra-
tified air-flow modelling. To assess them from the point of view of applicability for
modelling of flow within the planetary boundary layer. This study could serve as a
tool for the next study and modelling of the stratified air-flow, because it contains
formulation of the governing equations for fluid flows in general and with focusing to
Atmospheric Boundery Layer as well. Some basic quantities like atmospheric stabi-
lity or Briint Viiséla“s freqvency are spoken. The equations for modelling of statified
flows and their approximations are spoken as well. The problematics of one homo-
genous layer flows and two-layers flows are discussed in details.
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Uvod

Termin stratifikované proudéni, nebo méné uzivany Cesky nazev zrstvené proudeéni,
se vetSinou uzivéd ve smyslu proudéni stratifikované tekutiny. Presnéji feceno by se
mélo psat hustotné stratifikované, resp. hustotné zvrstvené proudéni, aby nedoslo
k zdméné s teplotnim zvrstvenim. Ve stratifikované tekuting jsou dramaticky di-
lezité zmény hustoty. V normalnim popisu je pfedpoklad, Ze hustota je stabilni v
piiblizné horizontalnich vrstvach, kde husté&jsi tekutina lezi pod méné hustou tekuti-
nou. Zmeény hustoty mohou byt spojité anebo, tak jak tomu je ve vét§iné pfipadid v
realné atmosféfe ¢i v ocednu, jsou koncentrovany v nespojitych rozhranich. Ve vét-
§iné€ pripadd jsou zmeény hustoty malé, ale praveé tyto zmény hraji vyznamnou roli
v proudénich, kde se vyrazn€ projevuji vztlakové sily. Popis stratifikovaného prou-
déni pomahé presnéji popsat, pochopit a modelovat napiiklad takové specialni druhy
proudéni jako jsou proudéni v fekach, pfehradach nebo pfes horsky hieben & kom-
plikovanou soustavu horskych masivii. Takovéto druhy proudéni velice tzce souvisi s
zivotem clovéka a jeho ¢innosti, takZe pochopeni aspektd stratifikovaného proudéni
je velice dulezité.

V kapitole ¢. 1 je shrnuto zakladni matematicky model pouzivany pro modelovani
pohybu tekutiny. Tento model je zaloZen na rovnicich popisujicich laminarni, stlaéi-
telné, vazké proudéni newtonovské tekutiny. Hned v zapéti jsou zavedeny zékladni
pojmy a veli¢iny, které jsou pro modelovani pohybu tekutiny nezbytné.

V dalsi kapitole lze najit rizné zpiisoby aproximace rovnic popsanych v kapitole
¢. 1, doplnéné o systémy rovnic pouzitelné pro modelovani stratifikovaného prou-
déni v mezni vrstvé atmosféry. Systémy jsou roztiizeny podle pouzitého zpiisobu
aproximace.

V kapitole ¢. 2 jsou uvedeny metody modelovani velice jednoduchého systému,
tedy proudéni v homogenni vrstvé. Tento systém je velice dobrym zakladem pro dalsi
komplikovan€jsi modelovani stratifikovaného proudéni, které je zminéno v kapitole
¢. 3, kde uz se jedna o modelovani dvojvrstevnatého proudéni.

Nakonec jsou pripojeny ptiklady praktického pouZiti popsanych modeld v mezni
vrstvé atmosféry, oceanografii a v problematice podzemnich vod. Tyto piiklady vy-
chézeji ze studia odbornych ¢lankd popisujicich danou aplikaci.



Kapitola 1

Zakladni matematicky model

1.1 Zakladni sada rovnic

Chovani tekutiny popisujeme parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi, které vyjadiuji
zékony zachovani a termodynamické vlastnosti tekutiny. Uvazujme pfipad lamindr-
niho, vazkého, stladitelného proudéni a zavedme zékladni rovnice pro popis tohoto
proudéni. Vysledkem bude soustava rovnic, které nasledn€ budeme aplikovat pro
modelovani v mezni vrstvé atmosféry.

Rovnice kontinuity

Prvni rovnice je rovnice kontinuity, ktera vyjadiuje zakon zachovani hmoty. Ozna¢me
¢as t, polohovy vektor x = (z,v, z), vektor parcidlnich derivaci podle soufadnic
V = (8%, 6%,%). UvaZujme hustotu p = p(x,t) proménnou v prostoru a ase a
rychlost u = (u,v,w). S pouZitim transportniho teorému a pfi dostateéné hladkosti
funkei 1ze odvodit (viz [11], str. 35):

—88—5+V-(pu) =0. (1.1)

Pohybova rovnice

Tato rovnice je odvozena pfimo z 2. Newtonova zakona, ktery vyjadiuje vztah pro
zrychleni tekutiny a je vyjadfenim zakona zachovani hybnosti. Pii dostatecné hlad-
kosti funkci a s pouzitim transportniho teorému mame pohybovou rovnici

ou 1
5t—+(u-V)U—f+;V-aij, (12)

kde f vyjadiuje objemové sily (napf. tihové sila, Coriolisova sila), 0;; je tenzor
napéti, ktery reprezentuje vnit¥ni sily (tlak, vazkost).

Pro popis proudéni v atmosféte vSak budeme uvazovat tzv. newtonovské tekutiny,
u nichz plati linearni vztah mezi tenzorem napéti o;; a tenzorem rychlosti deformace
d;j. Budeme tedy pfedpokladat platnost Stokesovy hypotézy, podle které lze prepsat
tenzor napéti do tvaru
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oy = (—p+AV-u)dy +2udy, (1.3)
1 6'11,1' 8’11,]'

i T 5 1.4

d” 2 (8&3] T 8271) ' ( )

kde pro rychlost a polohu pouZivdme oznaleni x = (z1,Z2,z3) a u = (U, U2, us).
Symbol ¢;; oznacuje Croneckerovo delta, tedy jednotkovy tenzor. Déle p a A jsou
dynamické viskozita a druhy koeficient viskozity, pro které plati v pripadé jednoato-
mového plynu vztah pu = —%)\.

Z téchto obecnych pohybovych rovnic tedy odvodime (viz [14], str. 19) nésledujici
pohybovou rovnici, ktera je nejastéji nazyvana Navier-Stokesova rovnice.

du 1
—_—= f. 1.5
0 pr+ V(vVu) + (1.5)

Pro u&ely modelovani v MVA se nejcastéji tato rovnice pouziva v tomto tvaru

du 1
i —=Vp-2Q xu+g-+ V(vVu), (1.6)
P
pricem? p je tlak tekutiny, ¢len —2Q2 x u ptedstavuje Coriolisovou zrychleni pi-
sobici kolmo ve sméru rotace Zemé a zaroven kolmo k pohybu &astice, g = (0,0, —g)
vyjadiuje tihové zrychleni a v je koeficient kinematické viskozity. Symbolem % ozna-
¢ujeme tplnou derivaci podle ¢asu, kterd se da dle Eulerova vztahu rozepsat jako

d 0

Rovnice energie

Z prvniho termodynamického zdkona lze odvodit rovnici bilance entalpie (nebo tepla),
kterou nyni zapiSeme s pomoci potencidlni teploty, ktera je definovdna nize.

d(cpg)
dt

kde prvni ¢len na pravé strané predstavuje molekularni pienos tepla s koeficien-
tem molekularni tepelné difuze K a druhy clen predstavuje tepelny tok zptisobeny
radiaci. V mnoha pfipadech se uvazuje adiabatické chovani tekutiny nebo velice malé
zmény teplot, takZe neuvaZujeme rovnici energie.

= KrV?(c,0) + %v ‘R, (1.8)

Stavova rovnice

Stavova rovnice dava obecné do souvislosti stavové velic¢iny a hustotu p. Pro ucely
popisu proudéni v MVA se nejcastéji uziva stavova rovnice ve tvaru, ktery vyjadfuje
vztah mezi tlakem p a hustotou p,

p = pRT, (1.9)

7
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zde p je tlak, T absolutni teplota a R je plynovéa konstanta .
V ptipadé modelovani atmosféry navic mizeme vétsinu déji uvazovat za adiaba-
tické. Pro tyto déje tedy plati

1

%_.— = konst, (1.10)

kde pro suchy a cisty vzduch je hodnota koeficientu x = 0.286. Uvazujme 77 a p;
jako pocatecni teplotu a tlak soustavy. Potom z pfedchozi rovnice vyplyva

%: (p%)rc. - (.11)

Tato rovnice umoziiuje zavést tzv. potencialni teplotu definiénim vztahem s po-
uzitim veli¢iny c,, coZ je mérna tepelna kapacita plynu pii konstantnim tlaku

R

f)zT(;sz:)_a =T(%>K. (1.12)

Potencialni teplota je teplota, kterou by mél uvazovany plyn po adiabatické ex-
panzi nebo kompresi na referenéni tlak p, = 10°Pa.

Rovnice transportu

Y7y

Pokud potfebujeme Fesit problém Sifeni koncentrace pasivni pFimési v tekuting, je
nutno zadat rovnici transportu pfimési
ac
= V(KcVO), (1.13)
kde C je koncentrace pfimési a K¢ je koeficient molekularni difuze.
Shriime tedy pfehledné zékladni rovnice popisujici laminarni, vazké, stlacitelné
proudéni newtonovské tekutiny.

1. Rovnice kontinuity

op

- . = 1.14
5 TV (pu) =0 (1.14)
2. Pohybova rovnice
du 1
- —EVp +V(wVu) + £ (1.15)
3. Rovnice energie
d(c,0) 5 1
o KrV*(cp0) + ;V ‘R (1.16)

'R = R*/M, kde R* je universalni plynové konstanta a M je moldrni hmotnost plynu). Pro
suchy a sty vzduch je hodnota R = 287 JK~1kg~!
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4. Stavova rovnice

p = pRT (1.17)
a piipadné jesté

5. Rovnice transportu

9C _ 9(kevo), (1.18)
dt
Tyto rovnice tvoii systém rovnic, které se v nejriznéjsich zjednodusenich pou-
zivaji pro praktické FeSeni modelovani proudéni. V dalsim textu zavedeme nékolik
zakladnich pojmu a veli¢in, které s modelovanim proudéni tekutin souvisi. Zamé-
Fime se pritom jiZ zejména na popis modelovani atmosféry a mezni vrstvy atmosféry
(MVA), coZ je hlavni Glohou matematického modelovani v meteorologii.

1.2 Zakladni pojmy

V této casti popiSeme struéné nékolik nejzdkladnéjSich veli¢in a pojmd, které jsou
stéZejni pro pochopeni stratifikace proudéni, ale také pro jeho matematické modelo-
vani. Opét se zaméfime na aplikaci v MVA.

Stabilita atmosféry

Pojem stabilita atmosféry je dtilezitd pro pochopeni zejména teplotni stratifikace a
dale také vertikalniho pfenosu hybnosti, tepla a pfimési. Na jednoduchém pfikladé
ukdZeme podstatu problému stability atmosféry. Uvazujme &astici vzduchu v néjaké
vysce zp. Pokud je Castice z jeji pozice vychylena do vysSky zp + dz, tak miZeme
pozorovat v principu tyto tfi zptsoby chovani castice:

e Vzduchova ¢astice bude jevit snahu se vratit do své piivodni polohy ve vyskové
hlading zg.

o Céstice setrvava v nové poloze na hlading z, + dz.

e Vzduchova castice nadéale samovolné pokracuje ve vystupu.

Podle tohoto chovani rozli§ujeme t¥i zdkladni stavy atmosféry nazvané postupné
stabilni, indiferentni, labilni. Je zfejmé, %e napfiklad v piipadéd stabilniho zvrstveni
jsou horsi podminky pro transport veli¢in atd.

Lze odvodit ([5], str. 22) vztah pro vertiklni zrychleni ¢éstice s pfedpokladem
adiabatického chovani ¢éastice, ktery méa tvar

P2 — P1 = _ng -3
P1 T, '

a=-—g (1.19)
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kde a je vertikdlni sloZka zrychleni ¢astice a, g je tthové zrychleni, T je plivodni
teplota a Ty teplota Castice na nové hlading 2, = 2y + d=z.

Ze znaménka vyrazu (17 — T3), lze tedy pfimo rozhodnout o typu stratifikace
atmostéry. Je-li (T7 — Ty) > 0, pak sméfuje zrychleni ¢astice a vzhiiru a atmosféra je
labilni. Pokud aplikujeme defini¢n{ rovnici pro potencidlni teplotu 1.12, pak mizeme
shrnout podminky stability pfepsat do nasledujiciho tvaru

0

) > 0 = Stabilni zvrstveni

) = 0 = Indiferentni (neutralni) zvrstveni

D QI D@
12 PR ¥

®
SN

®
—~ ~~ —~

) < 0 = Labilni (instabilni) zvrstveni

)

z

Briint-Viisilova frekvence

Velice diileZitou veli¢inou pro popis spojité stratifikované tekutiny je Briint-Vaisélova
frekvence N, které je definovina vztahem
2 g df
N* = 0T, (1.20)

Pokusme se interpretovat tuto veli¢inu. UvaZujme, Ze Castice se posunula z vysky
zo do vzdalenosti dz, kde je potencidlni teplota 6,, pfi¢em? Castice mé teplotu 0.

Céstice po vychyleni zaéne kmitat. Frekvence t&chto kmitil je ddna pravé velidi-
nou N, kteréd tedy vyjadiuje bezrozmérnou miru stability atmosféry a ma charakter
frekvence. Pfesné odvozeni lze nalézt naptiklad [11], str. 39.

N je tedy frekvence lokélnich vertikdlnich oscilaci, kterd uréuje vlastné€ nejvyssi
frekvenci, kterou vztlakem zptisobené fluktuace mohou mit. Tato frekvence nam také
udéava charakteristické ¢asové méfitko pro tyto déje v tekutin€. Maximalni hodnoty

N pro ocedn i pro atmosféru se pohybuji fadove okolo 1072 s~1,

Bezrozmérné charakteristické veli¢iny

Pro 0i¢ely modelovani je uziteéné zavést charakteristické méritko a bezrozmérny
tvar veli¢in. Charakteristické veli¢iny oznacime indexem c a jejich bezrozmérny tvar
hvézdi¢kou. Hodnota charakteristickych méritek zavisi na konkrétni modelované situ-
aci. Modelovani se totiz provadi v né€kolika rtznych prostorovych, rychlostnich nebo
dasovych méritkach. Pro vyjadieni bezrozmérnych veli¢in zavedeme charakteristic-
kou délku L., rychlost U, ¢as t., teplotu T, hustotu p. a gravitacni zrychleni g..
Dale definujeme charakteristicky Coriolistiv parametr

Q. =20sinp, ¢ #0, (1.21)

kde ¢ je zemépisnd Sifka studovaného mista MVA. Bezrozmérové velidiny zavedeme
néasledujicim zplisobem:

X =xf L, u* =ull,, =1/, "=/,

10
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T =T/T., ©" = 0/T., 0" = &'/AT,, p* = p/p., (1.22)

* p «_ B on
p pc UC2 b g gc ) / c

Po fadé jsou to bezrozmérny polohovy vektor, rychlost, ¢as, thlova rychlost, teplota,

potencialni teplota, odchylka potencidlni teploty, hustota, tlak, tihové zrychleni a

bezrozmérovy gradient. Dosadime-li postupng vyrazy (1.22) do soustavy zakladnich

rovnic, ziskdme soustavu

)% = e, 129
2 - o i) G- ] e

i [LCVUC] (V) (1.24)
I - [z o
[ULt] Cﬁzi* = [Ljyj [5,,2] (Ve (1.26)

Vyrazy v hranatych zavorkich jsou koeficienty, nazyvané také podobnostni
¢isla, které vyjadiuji vatah mezi modelem a skute¢nosti. Mohli bychom je interpreto-
vat jako poméry mezi rizné ptsobicimi silami. Zde je uvedeno nékolik podobnostnich
¢isel, které souvisi s problematikou proudéni v MVA.

e Strouhalovo ¢islo St - definovano vztahem

1 E.
St [Uctc] 2]

Vyskytuje se ve vSech pohybovych rovnicich. V nestacionédrnim proudéni udava
pomér konvektivniho a lokdlniho zrychleni. Je-li v§ak proudéni staciondrni, tak
se Strouhalovo &islo v rovnicich vyskytuje jako konstanta. Definujeme-li napf.
charakteristicky ¢as timto zptisobem,

R (1.28)

tak dostdvame St = 1 pro v8echny studované piipady.

e Schmidtovo ¢&islo Sc - definovidno vztahem

1 K¢
—_—— 1.29
Sc [ v ] (1.28)
Toto podobnostni ¢islo je dano jako pomér mezi kinematickou viskozitou vzdu-
chu a koeficientem molekularni difuze pasivni pfimési.

11
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e Prandtlovo &islo Pr - definoviavo vztahem

! [ i } (1.30)

Pr PcCpV

Vyjadfuje pomér mezi viskézni difuzi a tepelnou difuzi, ktera je charakterizo-
véna koeficientem tepelné vodivosti k. Pro plyny ma Prandtlovo ¢islo hodnotu
pfiblizné Pr = 0,7, zatimco pro vodu je to Pr = 7.

e Eckertovo é&islo Ec - definovédno vztahem

U2
Ee= : 1.31

‘ [CPATJ (131
Toto ¢islo vyjadfuje pomér kinetické energie a entalpie a je tedy mirou disipace
energie. Jsou-li v redlném i modelovém piipadé rychlosti proudéni U, mnohem

mensi neZ rychlost zvuku, je vliv Eckertova ¢isla na studované proudéni zane-
dbatelny (viz [11]).

e Rossbyho ¢islo Ro - definovédno vztahem

1 Q.L
—= = 1.32
Ro [ U, } ( )
Rossbyho ¢islo uréuje pomér setrvacné a Coriolisovy sily. Vliv setrvaénych sil
by se zacal projevovat, pokud bychom modelovali horizontalné relativné velkou
oblast MVA, ve které by se vyznamné projevovaly ucinky Coriolisovy sily.

Rossbyho &islo dosahuje ¥4dové hodnot 10° a to v pfipadé modelovani oblasti
s horizontalnim métitkem cca do 5 km v p¥izemni podvrstvé MVA.

e Richardsonovo ¢&islo Ri - definovidno vztahem

AT L,
T.U.

B e [ (1.33)
Richardsonovo &islo udava pomér mezi termickou a mechanickou produkei ki-
netické energie turbulentnich fluktuaci. Jeho hodnota je ovliviiované teplotnim
zvrstvenim MVA. Pokud je Ri > 0, jedna se o instabilni zvrstveni, pokud
Ri < 0 pak je atmosféra stabilné zvrstvena a pokud Ri = 0, pak je zvrstveni
indiferentni.

¢ Reynoldsovo ¢éislo Re - definovano vztahem

% - [UCVLC] (134)

Reynoldsovo &islo Re udava pomér sil setrvacnych a vazkych a je velice dtile-
zitou charakteristikou proudéni v MVA, kde jsou jeho hodnoty vysoké fadové
108 — 10°. Vyznam tohoto &isla je v8ak i pro obecné proudéni v tekutinich,
nebot jeho hodnota udévé, zda jde o lamindrni nebo turbulentni proudéni.
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Kapitola 1: Zakladni matematicky model

e Machovo ¢islo M, - definovano vztahem

M, = {Z} (1.35)

Machovo &islo M, udévé pomér rychlosti proudéni U, a rychlosti zvuku ve da-
ném prostiedi ¢,. Hodnoty Machova &isla jsou fadové nizké v pfizemni vrstvé
MVA, kde M, = 107! — 10~2. Machovo d&islo se uZiva pro urdeni, zda lze prou-
déni povaZovat za nestlacitelné nebo stladitelné. Pro vysoké hodnoty Machova
disla je nutno proudéni uvazovat jako stlacitelné, viz nize.

S pozitim t&chto podobnostnich &isel je moZno napsat zakladni rovnice v tomto
tvaru

1 dp*

i o), (1.36)
S%g: _ %R%(V*)ZT*+%®*’ (1.38)

1.3 Okrajové podminky

Matematické modelovani proudéni se realizuje tak, Ze piislusné pohybové rovnice
jsou numericky FeSeny na zadané omezené oblasti. Pro tyto ucely je tedy nutno
systém pohybovych rovnic doplnit o tzv. okrajové podminky, které uréuji chovéani
systému na jeho hranicich.

Vychézejme s pfedstavy, Ze oblast, ve které budeme feSit matematicky model
je omezena Sesti st€nami. Vstupni sténa, dolni sténa, horni sténa, vystupni sténa
a bo¢ni stény. Konkrétni charakter hranic vSak samozfejmé zavisi na tom, o jakou
fyzikalni situaci se jedna. Na t&chto hranicich néjakym zplisobem zaddvadme hodnoty
tlaku, rychlosti, potencialni teploty a koncentrace pasivni pfimesi.

Jako dolni sténu budeme uvazovat zemsky povrch, ktery bude specifikovan funkci
z = h(z,y), kterd vyjadfuje nerovnosti a prekdzky na povrchu.

U definice horni stény budeme uvazovat podminku kone¢né hloubky, kde uva-
zujeme proudéni v oblasti shora omezené pevnou hranici, kter se s ¢asem neméni.

Pokud hustota na horni sténé je nulové, pak nazyvame tuto hranici volna hla-
dina a pokladame p = 0.
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Kapitola 1: Zékladni matematicky model

Tlak se na vstupni sténé Casto extrapoluje z vnitfku oblasti, nebo se vyuZiva
toho, Ze je v pfizemni vrstvé témét konstantni. Na dalSich sténéach se vSak pouZiva i
zadani Dirichletovymi ¢ Neumannovymi podminkami.

Rychlost se zadava mnoha riznymi zplsoby v zavislosti na situaci. Vétsinou se
vSak na vstupni sténé zadava néjaky vstupni rychlostni profil. Na zemském povrchu
se predepisuji podminky ulpivani rychlosti, které jsou v pfipadé vazkého proudéni
vyjadfeny pomoci tzv. no-slip conditions (viz niZe) a v pfipadé nevazkého se rychlost
uvazuje jako tecnéd k povrchu. Na horni sténé se rychlost zadava vétSinou Neuman-
novymi podminkami, nebot pokud by byla explicitné zadana, mohlo by to mit za
néasledek nezéddouci efekt, ktery by byl zptsoben tim, %e takto zadand rychlost by
horni sténé dala charakter jakési dal§i mezni vrstvy. Na vystupni sténé a boc¢nich
sténach se pouzivaji Neumannovy nebo Dirichletovy okrajové podminky.

Potencialni teplota a koncentrace pasivni ptimesi se zadavaji Dirichletovymi nebo
Neumannovymi podminkami a zalezi samoziejmé na modelované situaci.

ZapiSme nyni jako priklad konkrétnéjsi okrajové podminky pro modelovani lami-
narniho, vazkého, nestlacitelného proudéni v obdélnikové oblasti MVA.

1. Vstupni sténa - pfedepisujeme Dirichletovy podminky pro vSechny proménné.
Predpokldadame tedy znalost tlaku p, slozek rychlosti w, v a w, potenciilni
teploty € a pripadné& i koncentrace pfimésy C' jako explicitné zadané funkce
soutfadnic (y, z). Pokud jde o po¢atedni podminky rychlosti, tak mame n&kolik
moznosti, jak zvolit vstupni rychlostni profil.

e Konstantni rychlostni profil, kdy rychlosti (u, v, w) jsou zadany jako (ug, vg, wy),
pricemz, ug, v a wp jsou konstanty.

e Logaritmicky rychlostni profil, kdy (u,v,w) = (uoIn(1 + dec;ll),
Vo, Wo), kde ¢ je vertikdlni rozmér oblasti.

e Ekmanova spirala, co’ znamené, 7e (u,v,w) = (ug(1 — e~4%) .
-cos(Az),voe 4 sin(Az),0), kde A = /Q./2K, Q. je Coriolistiv parametr
a K je konstanta.

2. Zemsky povrch - potfebujeme podminku pro rychlosti, zvanou no-slip con-
dition, tedy podminku ulpivani proudu, kterd déva u = 0, v = 0 a w = 0.
Potenciélni teplotu pfedepisujeme Dirichletovou podminkou. Pokud uvazujeme
transport piimésy, tak na spodni hranici se neuvazuje usazovani ptfimésy, tedy
g—g = 0, pfiCemz n je vektor normélovy k povrchu. V blizkosti povrchu plati
také rovnovaha mezi silou tlakového gradientu a silou Coriolisovou v horizon-
talnim sméru.

3. Vystupni sténa - podminky pfedepisujeme jako Neumannovy podminky

Bu_av_aw oc 00

on on on dn on

kde n je vektor normalovy ke sténdm.

0, (1.40)
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Kapitola 1: Zékladni matematicky model

4. Horni sténa - Pro rychlost a tlak jsou vétsSinou pfedepisovany Dirichletovy
okrajové podminky. Nékdy se pro vertikalni slozku rychlosti pouZiva Neuman-
nova podminka. Pro koncentraci a potencialni teplotu byva pouzita Neuman-
nova podminka, ale potencialni teplota miZe byt zadana i Dirichletovou pod-
minkou.

5. Boéni stény - PredepiSeme ruzné okrajové podminky v zavislosti na charak-
teru feSeného fyzikalniho p¥ipadu.
e Zadame periodické podminky pro tlak, rychlost, potencilni teplotu a pfi-
padné koncentraci.
e PredepiSeme Neumannovy podminky, tedy
0 0 0 0 oC 6
_p=_u=_v=_w=_=a_:o, (1.41)
On On On On On On
kde n je vektor normalovy ke sténam.

e Pouzijeme Dirichletovy podminky, tedy zadame tlak, rychlost, potencidlni
teplotu a koncentraci jako funkce (z, z).
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Kapitola

Systémy rovnic a jejich aproximace

2.1 Rovnice stlacditelného proudéni

PopiSme si nejprve obecnéjsi pfipad laminarniho, vazkého, stlacitelného proudéni v
MVA. Pro tento pripad potfebujeme k popisu pouZit uplny systém Navierovych-
Stokesovych rovnic, viz [6], str. 2. Tento systém zapiSeme pfehledné pomoci vekto-
rového zapisu pro 2-D pfipad takto

0 0 0 8 0

kde vektory maji slozky
W = (p, pu, pw,e)",
F = (pu, pu® + p, puw, u(e + p))7,
= (pw, puw, pw? + p,w(e + p))7,
R = (0,711, 712, 7114 + 2w + K76,)7,
T = (0, 721, T22, T 0 + Toow + Krb,,)7,
a déle e je celkové energie v jednotce objemu, 0, a 8, jsou parcialni derivace potenci-
alni teploty podle = a z a 7;; je tenzor obsahujici viskézni ¢ast tenzoru napéti, ktery
je dle (1.3) dén vztahem 7;; = 2ud;;.

Situaci zjednoduSime uvaZovanim adiabati¢nosti a Boussinesqovy aproximace
(viz niZe), ¢imZ dostdvadme soustavu pro lamindrni, vazké a stlalitelné proudéni,
kde se neuvazuje rovnice energie a prava strana je zjednoduSend na tzv. nestladitelné
proudént:

ap  Oru , Bpm (2.2)

ot Oz 0z
dpu Opu opu 1 0p 8 1 0 [Ou Ow
R e P R 55‘ —+82
Opu  Opu Opu _  10p 82w 6u dw
% Vos " Bs bz 7% 3 az Bz
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Kapitola 2: Systémy rovnic a jejich aproximace

V této soustavé je v = v(T'), dynamickd viskozita zavisla na teploté. Plati samo-
z¥ejmé stavova rovnice (1.9). Déle je nutné urdit vztah mezi proménnymi u, v, p a p
v rovnicich (2.2).

Tyto rovnice mohou byt déile zjednoduSeny prechodem k tzv. nestlacitlenému
proudéni.

2.2 Rovnice nestlacitelného proudéni

Dale postupujme s popisem modelil nestlacitelného proudéni. Jde o jednu z nejza-
kladnéjsich aproximaci v modelovani chovani tekutin, kterd se pouziva zejména pro
modelovani proudéni atmosféry, nebot predpoklad nestladitelnosti v tomto pfipadé
neni zavaZnou chybou, viz [11].

Vétsinou se proudéni povaZuje za nestlacitelné, pokud jeho hustota je v pribéhu
pohybu konstantni ve vSech infinitezimalnich ¢astech tekutiny a to i presto, Ze do-
chézi naptiklad ke zménam tlaku. Upravme rovnici kontinuity (1.1) na nésledujici
tvar

0
a—§+u-vp+pv-u:o, (2.3)

pfitom pokud je hustota konstantni, tak jeji ¢asové i prostorové derivace jsou
nulové, takZe v tomto p¥ipadé se rovnice kontinuity (2.3) redukuje na tvar

V-u=0, (2.4)

Pokud v8ak uvazujeme stratifikované prodéni, neni mozné povazovat hustotu
za konstatni funkci. PYedpoklad nestladitelnosti spociva v tomto pfipadé v tom,
Ze hustota je nezdvisld na tlaku a plati vstah (2.4), takZe rovnice kontinuity se
zjednodussi na, tvar

Op
5 tuVe=0. (2.5)

Takto zadana rovnice kontinity je nejcastéjSim zptsobem zadéani pribéhu hustoty
ve stratifikovaném proudéni.

Uvedme konkrétni systém rovnic feSici dvojrozmérné proudéni v MVA.

Uvazujme osu z jdoucl ve sméru proudu a osu z kolmou k povrchu. Méame tedy
u = (u,w) jako vektor rychlosti, py je hustota, ktera je konstantni, p je tlak, v kine-
matickd viskozita a ¢ gravitacni zrychleni. Nejéastéji pouzivany model laminarniho,
vazkého a nestlacitelného proudéni v MVA je zalozen na nésledujicich rovnicich

ou Ow

% + E = 0, (2'6)
ou ou ou 1 Op Pu  O%u
§+u8_x+w5 = —%%—FV(@‘I‘@)a (2.7)
ow Ow Ow 1 dp Pw 0w
E-l—u%-l-wa = “—za—gﬁ-V(W W) (2.8)



Kapitola 2: Systémy rovnic a jejich aproximace

Tento model uvazuje samoziejmé nestratifikované proudéni. Pokud potfebujeme
modelovat systém s vétS§imi zménami energie, je nutno k tomuto systému pridat jesté
rovnici energie (1.8) zapsanou pro teplotu nebo pro potencialni teplotu.

V nasem pripadé piijde o tzv. nizkorychlostni proudéni o rychlostech 2—10 m - s,
které se vyznaduje nizkymi hodnotami Machova &sla, M, = 107! — 1072, a naopak
vysokym Reynoldsovym &slem, Re = 108 — 10°.

Je nékolik moZnosti, jak uvaZzovat zménu hustoty a tim pfejit k feSeni stratifiko-
vaného proudéni. Jednou z nich je pfidat nasledujici rovnici

Op Op ap

5t—+u%+w§=0, - (29)

kterou lze interpretovat jako rovnici pfenosu hustoty.

Je vidét, Ze rovnice (2.6) a (2.9) jsou vlastné jen pfepsdnim rovnice kontinuity
v nestladitelném proudéni (2.5), pfiGemz poznamenejme, Ze rovnice (2.9) je typické
rovnice hyperbolického typu.

K rovnicim (2.6)-(2.9)se pfid4ava stavova rovnice (1.9), kterd urcuje vztah mezi
hustotou a stavovymi veli¢inami.

Dale pouzijeme napt¥. Boussinesqovu aproximaci, kde hlavni ¢ast proudového pole
splituje rovnici hydrostatické rovnovahy, viz nize.

2.3 Aproximace mélké vody

Aproximace mélké vody, nebo téz shallow water equations, je ¢asto pouZivanou apro-
ximaci rovnice kontinuity, kterd vychazi z predstavy, Ze se hustota atmosféry méni s
vySkou jako duisledek stlacitelnosti, ale v horizontalni roviné jsou zmény v uvazované
omezené oblasti relativné malé. Okamzitou hustotu p lze proto rozlozit na dvé slozky

p(ﬂ;)? :z) = /)O(Z) : 3 pl(x: Y, z)s (210)

kde po(2) je horizontélné homogenni sloZka hustoty, ktera se méni s vygkou, ¢'(z,y, 2)
pak znac¢i poruchu této homogenity. Pro mérny objem miZeme provést obdobnou
uvahu

a(z,y, z) = ap(2) + o/ (z,y, 2) (2.11)

Rovnici kontinuity (1.1) lze tak pfepsat dle [11] na tvar

Ldog 1

— —(V - u) (2.12)

Oznagdime-li levou stranu rovnice H;' a pravou stranu L;!, potom veli¢ina H,, cha-
rakterizuje rozmér zmény hustoty a L, rozmér zmény rychlosti. Charakteristicky
rozmér zmény rychlosti, ktery lze odhadnout rozmérem MVA H, =~ 1 km, je v at-
mosféfe mnohem mensi nez rozmér zmény hustoty L. =~ 8 km, coz je vyska, ve které
zaznamenavame vyrazné zmény hustoty. Plati tedy

L, < H, (2.13)

18



Kapitola 2: Systémy rovnic a jejich aproximace

a rovnici (2.12) pfejde do jednoduchého tvaru
V.-u=0, (2.14)

ktery mizeme chéapat tak, ze se MVA chové jako nestlacitelna tekutina s konstatni
hustotou.

Uvedme opét konkrétni systém rovnic pro popis proudéni v MVA. Aproximace
mélké vody se pouziva zejména pro 2-D pripady proudéni. Uvazujme stejné jako v
piipadé nestlacitelného proudéni osu z jdouci ve sméru proudu a osu z kolmou k
povrchu, u = (u,w) vektor rychlosti, pp hustota, p je tlak, v kinematicka viskozita
a g gravitacni zrychleni. Model laminarniho, vazkého proudéni v aproximaci mélké
vody pro MVA je zaloZen na nasledujicich rovnicich

% T % = 0, (2'15)
%'070 + w% = 0, (2.16)
2 2
%Qtﬁ u-g—u = w% = _p_lgg_i) v (gﬁ; %) ) (2.17)
p 2 2
%—l:-l-u%%—kw% = —%%* V(% ?971:) . (2.18)

2.4 Aproximace hluboké vody - anelasticka apro-
ximace

Pokud neuvazujeme proudéni za nestlacitelné ve smyslu aproximace mélké vody, tedy
pokud uvazujeme misto vztahu (2.13) porovnani

Fg i (2.19)
tak rovnici kontinuity (1.1) pfepisujeme na
V- (pou) =0 (2.20)

Takové priblizeni nazyvame aproximaci hluboké vody, resp. anelastickou aproxi-
maci. Kompletni systém rovnic, které popisuji dvojrozmérné proudéni v anelastické
aproximaci je tedy

Opou | Opow
O 3z (221)
ot " oz T "9z podz  “\Baz ' 922)° 22)
Ow ow ow 1 0p Pw  Pw
T ‘55;“9“(@*@) <)
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Kapitola 2: Systémy rovnic a jejich aproximace

2.5 Hydrostaticka aproximace

Je-li vzduch vidi zemi v relativnim klidu a v8echny sily plisobici ve vertikalnim sméru
jsou zanedbatelné vidi sile tthové, hovorime o tzv. hydrostatické rovnovaze. Rovnice
(1.6) se ve vertikdlni sméru redukuje dle [11] na

Op
hl A= 2.24

Tato aproximace se vyuziva v dalsim textu napf. pii aplikaci Boussinesqovy apro-
ximace, pro samostatny popis MVA se vSak pFili§ nehodi, nebot pfedstavuje pouze
hrubé pfibliZeni. Nebudeme zde vypisovat cely systém rovnic, nebot je stejny jako v
pfedchoyzich pfipadech, jen pohybova rovnice (1.6) se zméni ve vertikdlnim sméru
na tvar (2.24).

2.6 Boussinesqova aproximace
Pfedpokladejme dle [11], Ze:

1. termodynamicky stav atmosféry je blizky stavu hydrostatické rovnovahy (2.24),
ktery budeme nazyvat referenénim stavem znacenym dolnim indexem g

2. vertikdlni odchylky hustoty, tlaku a potencidlni teploty jsou vidi referenénimu
stavu malé

3. Machovo ¢islo M, charakterizujici vliv stlacitelnosti dosahuje maljch hodnot

Nésledn€ mizeme, obdobné jako v aproximaci mélké vody, hustotu, tlak a poten-
cidlni teplotu rozlozit na referenéni slozku a odchylku

p(z,y,2) = po(z)+p'(z,y,2),
p(z,y,2) = po(2) +p'(2,y,2), (2.25)
@(x,y,z) - QO(z)+@,(xvy>z)'

Z predpokladu 2. vyplyva pro odchylky od referenéniho stavu

pl pl (_)I

L PO | 2.26

Po Po ©o ( )
Pro referencni tlak pg plati rovnice hydrostatické rovnovahy

9po

— = 2.27
5, — 9P (2.27)
ZapiSme nyni pohybovou rovnici ve vertikdlnim sméru

ow 10p 1
E—I—u-Vw— —;;52——9+%V(qu). (2.28)
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Kapitola 2: Systémy rovnic a jejich aproximace

V této rovnici miZeme dosadit do prvnich dvou ¢lend na pravé strané z rovnic
(2.25), takZe tyto ¢leny pak vypadaji

1 0 , 1 9Ipo 1 op

“mrpae ) s T o 0

Nyni dosadme na pravé strané za py z rovnice hydrostatické rovnovahy (2.27).
Dostavame tak vyraz

(2.29)

pto 1T g0

coz muzeme jednoduse upravit na

/
9pPo 1 9p (2.30)

pl 1 8pl
Toot?  motp oz
Daéle uvazime, 7e Clen o' < py, takZze jej v obou jmenovatelych zanedbame a dale

pokud vzpomeneme na definici potencialni teploty (1.12) a stavovou rovnici (1.9),
takZe plati

(2.31)

/ /
L (2.32)
po o
dostavame tak
1 9y o'
N Ly 2.33
o T 9% (2.33)
Rovnici (2.28) tedy pfepiSeme do tvaru
Ow 1 0p g 1
—— Vw=—-——+9g—+—V(uV 2.34

kde druhy ¢len na pravé strané je nazyvan vztlakovy clen, ktery velice tizce souvisi
s charakterem stability v MVA. PtipiSme zbyvajici pohybové rovnice

ou 10p 1
T Vu = ™ + %V(uVu) + Q.v, (2.35)
v 18 1
—4+u-Vvo = ——+ —V(uVv) - Q. 2.36

Velice podobné miizeme odvodit rovnici energie zapsanou pro potencidlni teplotu
a také rovnici transportu pfimesi

8Cp9, o 1 KT
Bt Vel = V(D) (2.37)
1
. +u-VC = ——V(pK:VC). (2.38)
ot Po
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Kapitola 2: Systémy rovnic a jejich aproximace

Systém rovnic uzavira vhodna rovnice kontinuity, kterou zde uvedeme napiiklad
v anelastickém tvaru
Opou dpov Opow _

U T By +w— =0 (2.39)

Zapsali jsme tedy systém rovnic, ktery popisuje 3-D laminarni, vazké proudéni v
anelastické aproximaci s Navier-Stokesovymi rovnicemi zapsanymi v Boussinesqové
aproximaci.

Boussinesqova aproximace je pouzivana témér pii vSech modelovanych situacich
v MVA a to jak pro stlacitelné, tak pro nestlacitelné proudéni a pro modely riznych
méritek.
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Kapitola 3

Modelovani proudéni v homogenni
vrstve

V této kapitole budeme diskutovat laminarni, nestlacitelné a nevazké proudéni homo-
genni tekutiny. Tato tekutina mé horni okraj s vlastnostmi volné hladiny. Budeme
dale predpokladat, Ze tekutina mé volnou hladinu i p#i priichodu nad izolovanou
prekazkou. Tento systém je obecné relativné jednoduchym p¥iblizenim stratifiko-
vaného proudéni. VSechny zakonitosti popsané v této kapitole maji svou analogii
ve stratifikovaném proudéni, obracend véta v8ak neplati, nebot stratifikované prou-
déni obsahuje mnoho zékonitosti, které se v jednovrstevnatém proudéni nevyskytuji.
Popsani tohoto jednovrstevnatého proudéni je velice vhodné pro dalsi pochopeni
komplexnéjsiho stratifikovaného proudéni.

3.1 Zakladni rovnice

Rovnice kontinuity a pohybova rovnice jsou zjednoduSené, nebot pfedpokladdme
nestlacitelnou, homogenni a nevazkou tekutinu s hustotou py. Rovnice kontinuity se
tedy redukuje na:

V-u=0 (3.1)
Pohybova rovnice vypadé takto:
du 1

Vyvstavéd nutnost popsat néjakym zptisobem piekazku, kterou bude tfeba pfi
tomto proudéni poditat. Vyskyt pfekiazky budeme uvadét ve formé z = h(z,y),
pfiemz z = 0 je nulova hladina odpovidajici hodnoté u dna. Okrajovd podminka
nulové normalové rychlosti je vyjaddfena podminkou

w=u-Vh, (3.3)
pfiCem? pfedpokladdm z = h(z,y).

23



Kapitola 3: Modelovani proudéni v homogenni vrstvé

Tekutina méa horni volnou hladinu na hodnoté z = dj, s posunutim 7. Diky tomuto
muzeme na této hladin€ psat p =py=0a w = %t’l. Pokud vertikalni zrychleni ‘3—1;’ je
mnohem mensi nez gravitace, tak plati hydrostatickd aproximace, tedy

1 0p
X _a=0. 3.4
P (3.4)

Z této rovnice naslednou integraci dostdvame p = pg + pog(do + 1 — 2).

Jednoduché m&¥itkovéa analyza nam dava, Ze tato aproximace plati, pokud (dy/L)?
1, kde L je horizontalni méfitko pohybu tekutiny.

Pokud déle predpokladame, Ze horizontalni slozky rychlosti u a v jsou nezavislé
na z, tak mohu pohybové rovnice pfepsat takto:

Ut + Uly +VUy = —GT, (3.5)
vt uvg +ov, = —gny, (3.6)
ne + (du)z + (dv), = 0, (3.7)

kde dolni indexy zna¢i pfislusné derivace a d = do + n — h je tloustka vrstvy.

Toto jsou tedy zakladni rovnice, které se daji fesit nékolika metodami. Ty ovsem
velice zavisi na charakteru piekazky a pocatecnich podminkéch. V dalsim textu se
pokusime naznacit zptsob feSeni rovnic v konkrétnéji zadanych ptipadech.

3.2 Proudéni nad velmi nizkou prekazkou

Systém rovnic (3.5), (3.6) a (3.7) je nelinedrni. Pokusime se napsat FeSeni t&chto
rovnic nejprve v linearizovaném piipadé a poté se budeme snaZit feSit nelinedrni
pripad.

Linearni hydrostatické proudéni

Budeme uvaZovat rovnomérnou rychlost propudéni U ve sméru osy z. Do tohoto
proudéni vloZime dlouhou piekazku, ktera bude charakteristickd malou vyskou vyjé-
dfenou z = h(z,y). Linearizaci rovnic (3.5), (3.6) a (3.7) v okoli pocatetniho stavu
a pIi vyjadieni z-ové slozky rychlosti jako u = U + v/, davé tyto rovnice:

u 4+ Uu, = —gn,, (3.8)
v+ Uv, = —gny, (3.9)
e+ Ung + do(uy +vy) = Uhy, (3.10)

které se daji upravit eliminovidnim «’ a v, ¢imZ dostaneme rovnici pro 7:

8 a\? 8% &n &8h
— 4 U 5= gdyot — gdyort = U2 L .
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ktera je FeSitelnd pro ¢t > 0, s poéateénimi podminkami

0
%= dl i), 52— = (I, pro i =10. (3.12)
Nyni zavedeme bezrozmérny parametr, Freudovo ¢islo Fy definované vztahem
B i (3.13)

Vodo

Freudovo &islo je pomér rychlosti proudéni a rychlosti dlouhych gravita¢nich vin v
nehybné tekuting hloubky dy. Pfitom proudéni s Fy = 1 nazyvame kritické, s Fy < 1
podkritické a s Fy > 1 nadkritické. U podkritického proudéni se vlny mohou Sifit
jak po sméru proudéni, tak proti nému. U nadkritického proudéni neni mozné Sifeni
proti sméru proudéni.

Uvedeme nyni jen stru¢né feseni pro 1-D proudéni ve sméru osy z pfes 2-D
prekazku. Proménd h je nezéavisla na y, takze standartnimi metodami lze fesit systém
rovnic (3.11) a (3.12).

2 hiz— (U do hilz — (U — +/gdp)t
17=F02F0_1h(x)+é{ | ;Ojl“g—)t]— | ;O_fg—)]}, (3.14)

coZ je FeSenim za predpokladu, Ze Fy # 1. Z tohoto FeSeni vidime, Ze prekazka
pasobi na proudéni tak, Ze vytvai vlny, jejichZz parametry jsou explicitné urceny
rovnici (3.14). Pro Fy — 1 se FeSeni stava singuldrnim. Pro Fy = 1 mé totiZ FeSeni
tvar

Ut oh 1) 3
=5, Ttz —2U8) + 2h(z). (3.15)

Déle vy¥esime systém rovnic (3.11) a (3.12) pro 2-D proudéni s 3-D piekazkou.
takZe jen struéné uvedeme, Ze pro Fy < 1 je ustéleny tvar rovnice (3.11) v eliptickém
tvaru, ktery se da upravit na tvar Poissonovy rovnice. ReSeni tedy umime najit
metodou Greenovy funkce a explicitni tvar je

72 e =) — (1= By -y
e h(z', %
= it | Y ]

da'dy’, (3.16)

kde se integruje pres oblast prekazky. Rovnice lze zjednodusit za predpokladu
symetrie a dostate¢né vzdalenosti proudéni od prekizky, ale podrobnéji se této pro-
blematice nebudeme vénovat.

Pro Fy > 1 je rovnice (3.11) hyperbolickd v prostorovych proménnych. Viny
generované v tomto piipadé jsou vyhradné ve sméru proudéni. Znovu lze nalézt
feSeni rovnice v ustaleném tvaru metodou Greenovy funkce. ReSeni vypada takto:

g

= o )

flz—(F = Diy| + £ [o+ (F2 - 1)3y], (3.17)

25



Kapitola 3: Modelovani proudéni v homogenni vrstvé

kde

dg/ [ F2—1); | ay. (3.18)

Uvedme na zavér zajimavou analogii mezi hydrostatickym proudénim za piekaz-
kou, které ma podkritickké, reps. nadkritické rychlosti a proudénim ve stlacitelném
prostiedi za tenkymi 2-D télesy (tenkymi v tom smyslu, Ze poruchy jsou malé a tedy
linearni) podzvukovou, resp. nadzvukovou rychlosti. P¥i této analogii hraje Machovo
Cislo M = U , kde ¢, je rychlost zvuku v daném prostfedi, stejnou roli jako hralo
Froudeovo 01slo .

Linearni nehydrostatické proudéni

V pripadé nehydrostatckého proudéni se nam zméni sada rovnic popisujicich prou-
déni. Zavadi se zde potencial, k jehoZ pouZiti nds opravituje pfimo rovnice (3.1). Plati
tedy pohybova rovnice v tomto tvaru:

du 1
— =-——V 3.19
3= o vPte (3.19)
ktera je doplnéna rovnici
V-u=0, (3.20)

pri¢emz potencial zavedu klasicky vztahem

u = V¢, pfidem plati V¢ = 0. (3.21)
K témto rovnicim pfipojime okrajové podminky na volné hladiné a na povrchu,

podobné jako v pfipadé hydrostatického proudéni.

dn 09
"ot
na hlading z =dy+1n, au dna

+ u® + gn = konst., (3.22)

w = u- Vh, pfi¢em? pfedpokladam z = h(z, y). (3.23)

Po pridéani po¢atecnich podminek obdrzime kompletné zadanou sadu rovnic, kte-
rou budeme resit. Nejprve linearizujeme okrajové podminky za pfedpokladu malych
perturbaci okolo stiedni rychlosti U v z-ovém sméru. Toto mutZeme napsat jako

= U + v/, z Cehoz néasledné dostaneme ¢ = Uz + ¢'. Okrajové podminky pri
hornim okraji a u dna tedy prepiSeme na

o (o @\ oy ¢
a—(aﬁ%—x)’%W*LU%W"—O’Z—%’ (3.24)
6¢’_ 0 0 -
0z (Bt k= )h’z =g (3:26)
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Kapitola 3: Modelovani proudéni v homogenni vrstvé

Tento systém rovnic ve staciondrnim piipadé (U = 0) se stalou hloubkou
(h = 0) generuje linearni viny, které zavisi na ¢'®*=“t kde k je vlnové &islo, w
frekvence vinéni a ¢ je imagindrni jednotka. Zajimavéjsi je FeSeni nestacionarniho
problému proudéni pfes nizkou prekazku, které se da fesit metodou Fourierovy trans-
formace. Pfesny vypodet feseni vSak pfesahuje ramec této prace a lze jej najit napt. v
[3], str. 28. Zajimavym faktem je, Ze pro 2-D proudéni generuji rovnice p¥i vhodném
méfitku podobné viny, které jsou vytvareny pfi pohybu lodi na vodni hladiné.

3.3 1-D nelinearni hydrostatické proudéni

Pro popis tohoto modelu proudéni se vratime zpét k nelinedrnim efektim jednodi-
menzionalniho poudéni. Zakonitosti nelinedrniho porudéni jsou velice uzite¢né pro
studium hydrostatickych systémt s dlouhym horizontélnim délkovym méfitkem, kde
nejsou piitomny efekty disperze. PouZijeme rovnice (3.5), (3.6), (3.7), které po Gpravé
na jednodimenzionalni pfipad vypadaji takto:

Ut + UlUy = —GNq, (326)
dy + (d’u,)ﬂE = (3.27)

nebo
e + [(do + m)ul, = (uh)a, (3.28)

kde dolni indexy zna¢i pfislusné derivace a d = dy + n — h je tloustka vrstvy.
Uvazujme déle pocateéni podminky w = U, n = h a n, = 0 v Case t = 0. Mame
tak klasicky systém hyperbolickych diferenciadlnich rovnic. Pro malé dasy se feSeni
redukuje na jiz popsany linearni p¥ipad, pfi¢emz FeSeni je popséano rovnici (3.14). Nés
v8ak bude déle zajimat YeSeni p¥i uvaZovani tzv. hydraulic jumps, tedy skoki, které
jsou modelovany jako nespojitosti, coz je efekt, ktery je u stratifikovaného proudéni
velice Casty.

Hydraulické skoky

Uvazujme jednoduchy model skoki zaloZeny na zachovani hmoty a hybnosti. Oznaémé
rychlosti proudéni u a piislusné hloubky d, pfed skokem u, a d, a za skokem ug4 a
dg. Zékon zachovani hmoty lze tedy vyjadrit jako

Yyl = Uy = @, (3.29)

kde @) je objemovy tok skokem. Rovnici pro zachovani hybnosti dostaneme inte-
graci (3.26), takZe mame

1 1
dyu? + ggdi = dgul + 5gdg. (3.30)

Tyto dvé rovnice kompletné popisuji vlastnosti skoku a umoziuji dalsi vypodty.
Dilezita je napf. disipace energie ve skoku, viz [3], str. 37.
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Proudéni nad svahem se tfenim

V tomto pfipadé poprvé uvazujeme vysoké hodnoty Reynoldsova Cisla, které jsou
typické pro pohyby v blizkosti zemského povrchu. Tfeni budeme uvazovat jako kva-
dratickou funkci rychlosti, tedy ¢lenem _(;“2, ktery musime pfidat na pravou stranu
rovnice (3.26). Zde C je sou€initel odporu, ktery vyjadfuje miru drsnosti povrchu.
Pro zarovnany svah, ktery je horizontalné sklonén pod thlem 6 feSime soustavu
rovnic

—Cu?
Up + uugy + gcosfn, = gsinf — du , (3.81)

kde u sméfuje ve sméru svahu a d je hloubka mérena kolmo ke svahu. Rovnice
3.31 ma v ustaleném rovnovézném piipadé feSeni

o gdsinf
g
Pro neustalené proudéni, které vSak mé nizky horizontalni gradient, takze ¢leny
na levé strané rovnice (3.31) jsou mnohem mensi neZ Cleny na pravé strané, pak
hovofime o tzv. kinematické vlnové aproximaci a feSeni je ureno rovnicemi
(3.32) a (3.33). Tyto rovnice se redukuji na

1
3 (gdsinf\?
di + = d, =0. 3.34
42 (25 (3.34)

Tato rovnice se pouziva napt. pro feseni povodiovych vin na fekach.

Pomoci rovnic uvedenych v této ¢asti jsme tedy schopni resit nékteré zjednodu-
Sené pripady. Pro mnoho praktickych aplikaci jsou vSak tyto rovnice mélo, nebot
nezahrnuji efekty nelinedrni svahovitosi a disperze, které vice prodiskutujeme v dalsi
Casti.

. (3.33)

3.4 Nelinearni viny

Hydrostatické pfibliZzeni pro vétsSinu pfipadi poskytuje velice dobry popis proudéni
pfes dostatecné dlouhé prekazky. Existuje vSak nékolik specidlnich p¥ipadi, kde hyd-
rostatické priblizeni nelze pouzit, nebot nehydrostatické nelinearni viny nabyvaji na
dulezitosti bez ohledu na to, jak dlouhé jsou prekazky. Pro kratké prekazky oce-
kédvame za prekazkou generovany vlnovy pohyb o kratkych vlnovych délkach. Na-
vic musime uvaZovat piftomnost nelinedrni advekce a disperze. Pokusime se nyni
struéné popsat tyto komplexné&jsi situace. Budeme diskutovat rovnice, které zohled-
nuji disperzi i nelinearni advekci jakoZto malé zmény rovnomérného Sifeni konstantni
rychlosti. Toto vede k obecnéj$imu popisu proudéni ustaleného vzhledem k toktim
hmotnosti, hybnosti a energie.

Disperzni relace pro jednodimenzionalni linedrni gravitaéni vlnu zapsanou jako
¢itkz=wt) v tekuting v klidu o hloubce dy je
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w? = gk tanh kdy, (3.85)
coz v prvnim pfibliZeni déva piiblizny vztah
I
w? = 2k (1 - ngdg), (3.36)
kde c3 = gdy. Za predpokladu kdy < 1 dostaneme z rovnice 3.36
1
Mt — cgnm - gdgﬂmtt =0, (337)

coZ je rovnice znama jako linearni Boussinesqova rovnice. Pohybové rovnice
za predpokladu konstantni hloubky zahrnuji disperzi maji tedy tvar:

1
d+ (du), = 0. (3.39)

Tyto rovnice se nazyvaji Boussinesqovy rovnice a popisuji vinovy pohyb zpt-
sobeny proudénim pfes prekazku. K tomuto systému pfipojujeme dva parametry,
i @ (qu)z, kde a je amplituda povrchovych posunuti a L je charakteristicky roz-
mér horizontélni délky. Pro 4 — 0 se Boussinesqovy rovnice redukuji na linedrni
Boussinesqovu rovnici a pro (%)2 — 0 se prvni z Boussinesqovych rovnic redukuje
na rovcenici (3.26). Pokud jsou oba parametry dostate¢n& malé, da se odvodit tzv.

Korteweg-de Vriesova rovnice (KdV):

3¢ 1
Nt — CoMz + —'277% + _COd(z)n:zma: =0. (340)
2 dy 6

Tato rovnice je velice zndma, nebot mé presné feseni a spoustu krasnych analytic-
kych vlastnosti, zatimco pro numerické modelovani byva pouZzivana spise jeji iprava,
kterd vychézi z pfedpokladu, ze n; = —con, a mé tedy tvar

3 Co 1

Mt — CoTle + “2'd—07777;c ~ %

Numerickym feSenim Boussinesqovy rovnice a rovnice Korteweg-de Vriesovy lze
popsat nevazky systém s Casovym vyvojem, ktery v poclatednim stavu sestéva z
monoténni zmény v hloubce dj z jednoho rovnovazného proudu do druhého. Typicky
se tim mysli napfiklad néraz proudéni na velmi dlouhou pfekdzku (ndraz proudéni
na utes atd.).

d2pes = 0. (3.41)

3.5 Proudéni pres topografii s nelinearitami a disperzi
Nyni se vratme k otézce obtékani proudéni pres topografii tak, jako jsme to ¢astecns

fesili v pfipadé 1-D nelinearniho hydrostatického proudéni. Nyni v8ak budeme navic
diskutovat efekty disperze vinéni. Teoretické studie této problematiky jsou zaloZeny
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na Boussinesqové rovnici. Z rovnice (3.11), kterd popisuje topograficky vynucené
linearni $ifeni vlnéni proti sméru proudéni, 1ze odvodit rovnici

on on _Udh
y-v) -y T e 3.42
ot il gco) 0xr  2dz’ (342
kterad kombinaci s Korteweg-de Vriesovou rovnici déva
3¢ 1 1

kde ¢y = v/gdy.

Numericka FeSeni této rovnice jsou nestabilni. Roku 1988 Smyth, [15], pfidal k
této rovnici Cleny popisujici viskozitu a zjistil, Ze proudéni se ve vétSiné pfipada
stava ustalenym v blizkosti prekdzky. Amplitudy vinéni pfitom zistavali konstantni
v Case pfi pohybu od pifekazky. Dalsimi aspekty feSeni téchto problémt se vsak uz
nebudeme v této praci zabyvat.

3.6 Nelinearni proudéni pres 3-D prekazky

Studium vlastnosti proudéni pfes 3-D ptrekazky omezené vysky ma relativné kratkou
historii. D4 se v8ak Fici, Ze zdkonitosti tohoto proudéni maji blizko k proudéni pfes
kameny ve velice mé€lkych fekach, coz je proudéni, které lidé patrné studuji uz delsi
dobu.

Uvazujme hydrostaticky piipad a tedy soustavu rovnic (3.5), (3.6) a (3.7). Déle
je nutné uvazovat zachovani potencialni vorticity. Pro popis proudéni pfes prekézky
konec¢né vysky potfebujeme nutné umét popsat dvojrozmérné skoky, které nemusi
navic byt nutné kolmé k proudéni.

Popis dvourozmérnych skokii je analogickjm rozsifenim jednodimenzionélnich
skokii, kterym jsme se vénovali v Casti 3.3. Pro popis se pouZije vhodna parametrizace
skoku, ktery se obecné vyznacuje nerovnostmi, pfi¢em? dochdzi samoziejmé k tvorbd
vir. Rovnice vychazeji ze zdkona zachovani hmoty a hybnosti. Detailni odvozeni
vlastnosti 2-D skokt lze najit napt. v [3], str. 79. Tato problematika je viak velice
slozita, takze ji dale nebudeme popisovat.

Existuje nekolik velice pribliznych feSeni specidlnich problémt proudéni nad troj-
rozmérnymi prekdzkami, které byli odvozeny analyticky. V soucasné dobé vSak dalsi
postup spodiva v numerickém FeSeni soustavy rovnic (3.5), (3.6) a (3.7).
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Modelovani dvojvrstvého proudéni

V této kapitole popiSeme pohyby vyvolané piekazkami nebo stykem dvou homo-
gennich proudéni o riznych hustotach. Budeme se zaméfovat na takové zakonitosti
tohoto proudéni, které jsou zcela nové v porovnani s jednovrstevnatym proudénim,
které jsme strucné popsali v pfedchozi kapitole. VétSinou budeme omezovat nas za-
jem na proudéni, které je usporddano podél xz-ové osy.

4.1 Zakladni rovnice

Pro naprostou vétsinu pfipadi, které budeme popisovat nam postaci predpoklad ko-
necné hloubky, to znameni, Ze uvazujeme pouze jednu horni styénou plochu. Pro
nékteré ucely budeme uvazovat horni hranici jako volnou hladinu, tak jako tomu
bylo v pfedchozi kapitole. Toto je v8ak omezeni pro situace, které jsou dynamicky
pasivni, coZ znamena, Ze rychlost tekutiny je mnohem mensi, nez rychlost dlouhych
gravitaénich vln na volné hlading, kterd je tmérnd [g(d; + dz)]%. Déle predpokls-
dame, Ze sty¢né plocha bude nekonecné tenka. Vysledné rovnice vSak budou platit
i pro piipady, kdy ma styéna plocha kone¢nou tloustku, s podminkou, Ze pohyb méa
horizontalni délkové méfitko srovnatelné s tloustkou rozhrani.

Uvazujme nyni pro kazdou vrstvu jeji $itku, hustotu, rychlost a tlak. Pro i-tou
vrstvu tedy mame po fadé d;, p;, u; a p; pro i« = 1, 2. Spodni vrstva mé pfitom index
1 =1 a horni ¢ = 2. Déle je klidova $ifka vrstvy oznadena d;. Zavedme tyto vztahy:

dl() + d20 = D, (41)
dl = dm + 7’](1’, t) — h(x), (42)

kde 7 je posunuti od rozhrani proudéni, D je celkové §ifka obou proudéni a h je

prekézka na spodni hranici odpovidajici napf¥iklad pfekéazce, tak, jak tomu bylo i v
predchézejici kapitole.

Pokud budeme v obou vrstvich pfedpoklddat nerota¢ni pohyb, tak miZeme psat

u; = V(bz, kde V2(f)z = 0, = 1, 2. (43)

Pohybové rovnice pro jednotlivé vrstvy pak mohu vyjadrit ve formé
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V<3¢1+ —u +gz+ )20,i=1,2, (4.4)
ot Pi

pokud navic pfedpokladame, Ze pohyb je po sméru i proti sméru Sifeni nevychy-
leny ve vertikalnim sméru, pak mohu integraci ziskat

Di = Po — pPi ( ('Z - le) + % = (v¢1) ) ) == 172a (45)

kde pg je tlak na ptivodnim rozhrani. Déle pfipojujeme podminku spojitosti tlaku
a odchylky 7 na rozhrani, coZ ndm davd podminky

Pr = Po; (46)
wy = (blz = 77t¢1z771 + ¢1z772> (47)
Wo = d)Zz . nt¢2:c77:r = ¢2z77Z) (48)

priemz z = dyg + 7 a navic s podminkou pro spodni a horni pevnou hranici

V¢i-V][z—h(z)] = 0, proz=h(z), (4.9)
¢2. = 0, proz=D, (4.10)

pfitom dolni indexy z, z a ¢ v rovnicich oznacuje p¥islusné derivace. Rovnice (4.4) a
(4.5) nam déle dévaji

0 0
<1 — -Z—i) gn + % + = (V¢ P = { ;Zz + (V¢>2) } pro z =djo +1n. (4.11)

Pokud je horni vrstva velmi Siroké, Ze plati % < 1 a pokud povazujeme pohyb
za hydrostaticky, tak muZeme €leny na pravé strané rovnice (4.11) zanedbat. Pohy-
bové rovnice pro spodni vrstvu je tedy stejné jako rovnice popisujici jednovrstevnaté
proudéni, jen se zaménou g za ¢’ = (1 — % g). Tento ptipad je nazyvan aproximace
na 11-vrstevnaty model.

4.2 1-D nelinearni hydrostatické proudéni

Predpoklddejme nyni horizontdlni méfitko L a dasové méfitko proudéni dostatednd
veliké, abychom mohli vertikélni pohyb povaZovat za hydrostaticky. ZapiSme tuto
podminku jako (%)2 < 1. Predpokladejme déle, Ze horni okraj vrchni vrstvy je
pevny a plati tedy vztah h(z) + dy + dy = D, kde h(z) vyjadiuje nerovnost u dna
spodni vrstvy, d; a dy jsou sitky vrstev a D je celkovd vzdalenost od dna spodni
vrstvy po horni okraj vrchn{ vrstvy. Pohybové rovnice miiZeme tedy zapsat jako
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Uit T UiUgny = = i = 1, 2, (412)
dit + (diwi)e = 0, (4.13)

kde p; znaci vertikalni pramér tlaku v i-té vrstvé. Pritom p; je dano rovnicemi
pi(z,2,t) = ps+gpi(h+di — 2) + gpada, (4.14)
pa(z,2,t) = ps+gpa(h+di+dz — 2), (4.15)

kde p; je tlak u horni hranice. Pohybové rovnice se ndm tedy zméni na tvar

Oup 0 [1, P2\ , Ps
i SO O s d = —| = 0 4.1
=t [2u1+g<h+ 1+pl)+p1 : (4.16)
8U2 0|1 2 Ds
= 2o = 4.1
5 T B [2u2+g(h—|—d1+d2)+ pJ 0, (4.17)

Pfipojenim dvou rovnic zachovani hmoty (4.13) dostavame

d1u1 + dng = Q, (418)

kde @ je celkovy tok hmoty, ktery je nezavisly na ¢ase a horizontalni poloze.
Z rovnic (4.13) a déle eliminaci p; z rovnic (4.16) a (4.17) a zavedenim promé&nné
dp = p1 — po dostavame soustavu

4 P2 9|1 2 P22\ _ 90 .

ot <u1 = o 'lll2> = S l:z (ul o Uq o dg = 0, (419)
0 0
~a—t(d1 = dz) + éz(dlul = dng) = (. (420)

Tyto rovnice dale upravime zavedenim novych proménnych 7 a v, které definu-
jeme jako

v o= up— @UQ, (4.21)

P1
di+h = di+n, (4.22)
d2 = d20 -n, (423)

kde dyp a dsp jsou hodnoty ptivodni sitky vrstev, pro které plati dig + dyy = D.

Vyjadfenim u; a uy v proménnych 7 a v a dosazenim do rovnic (4.19) a (4.20) do-
stavame pozadované rovnice pro tyto proménné. Aplikaci Boussinesqovy aproximace
na tyto rovnice dostdvame konecné

33
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on 0 [(do—n({(do—h+nrv—-Q)| _

ot T bz [ D—h = (4.24)
ov 0 [, v¥dy—di+h—2n)+2Qu
5 O [9 i 2(D—h) 0, (4.25)

kde ¢’ = g%‘f. Tyto rovnice jsou hyperbolické a feSime je numericky. Pokud ne-
uvazujeme topografii, tedy pokud h = 0, daji se rovnice dokonce pfimo integrovat.
Tento pripad nés vSak prili§ nezajimé. Systém rovnic (4.24) a (4.25) jsou zdkladem
pro numerické modelovani prakticky vSech dvojvrstvych pfikladd. Situace se kom-
plikuji riznym zadavanim podatecnich podminek, které odpovidaji profilim hranic
proudéni a zejména tvardm piekdzek. Podivejme se dale stru¢né na nékteré jevy,
které stratifikované proudéni doprovéazi a které mohou byt studovany numerickym
modelovanim.

Hustotni proudy

Hustotni proud je specidlni pfipad dvojvrstvého hydraulického skoku, kde sitka
spodni vrstvy se blizi k nule. Tento pripad je v pfirod€ velice béZny a realizuje
se v mnoha zajimavych pfikladech. Toto proudéni nastava, kdyz se tézka tekutina
rozliva do velkého objemu lehéi tekutiny. Toto proudéni je tedy fizeno rozdily hustot
a hlavni vliv zde mé vztlakové sila. Jako pfiklady tohoto druhu proudéni uvedme
atmosfericky proud zvany haboob zndmy s poustnich oblasti Stidanu, mot¥skou bre-
ezu, proudéni ze spodnich vrstev boufek, zakalovy proud na motském dné, snéhové
laviny nebo pfizemni hladina proudéni chladného vzduchu do vytopené mistnosti po
otevieni dveri. Velice Casto se hustotni proud projevuje v souvislosti s pramyslovou
Cinnosti, nebot se témér vidy silné projevuje pfi riznych havériich a pozarech. V
téchto pripadech je uZitecné modelovat §ifeni znecisténi do atmosféry.

Casto se pro modelovani tohoto proudéni uvazuje zjednoduseny dvojrozmérny
pfipad proudéni ptes povrch s konstantni zdsobou tézké tekutiny. V laboratofich se
hustotni proud jednoduse modeluje naptiklad v pfipadé, kdy se slané voda dostava do
vody sladké. Dochazi tak k vytvoreni typické struktury viidéiho proudéni v hustotnim
proudu, které je nasledovano oblasti, kterd se za nim vall a jeji vlastnosti zistévaji
podobné jako u pfizemni vrstvy. Lépe je charakter hustotniho proudu vidét na obr.
1. Za timto proudénim se tekutina dostava do stavu tzv. Kelvin-Helmholtzovy
nestability, jak je vidét na obr. 2. Detailnéjsi popis hustotniho proudu a obecné
vinéni, které vznika ve stratifikovaném vlnéni lze nalézt napiiklad v [10], str 91.
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Obr. 2: Tvar tzv. Kelvin-Helmholtzova zvinéni, které je disledkem nestability,
viz [13].
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Kapitola 5

PouzZiti modelovani
stratifikovaného proudéni

5.1 Modelovani mezni vrstvy atmosféry

Nejvyznaméjsi jsou pro pouziti v meteorologii ty aplikace modelovani stratifikova-
ného proudéni, které ndm poskytuji informace o mezni vrstvé atmosféry. Matema-
tické modelovani MVA je velice rozSifenym oborem, nebot jeho vysledky jsou velice
dulezité pro Zivot Clovéka. Se stratifikovanym proudénim nejvice souvisi modelo-
vani charakteru proudéni ptes horské hi¥ebeny, dile modelovani Sifeni znecisténi, pri
kterém se uvazuje proudéni nad komplexnim terénem a také modely vénujici se spe-
ciélné turbulenci, které jsou nutné nap¥. pro posuzovani vhodnosti staveb v mistech
s moznosti silnych a nebezpeénych vzduchovych proudi.

V [3], str. 453, je uvedeno nékolik zakladnich zptsobt, jak popsat slozity terén a
tim modelovat pohyb vzduchovych hmot skrze idoli mezi horskymi masivy nebo pfes
slozité periodické prekazky typu méstské zastavby. Tyto modely jsou realizovany na
malych méfiteich, fadove do 5 km a poskytuji tak velice uzite¢né lokalni informace.
Tento druh modelovani se za¢ina zahrnovat i do numerickych pfedpovédnich model.

Pokud jde o modelovani turbulence, tak uvedme nap¥iklad modelovani turbulent-
niho proudéni ve stratifikované atmosféie zptsobéné ochlazovanim, resp. ohfivanim
povrchu po zapadu, resp. vychodu Slunce. Vice je o této problematice uvedeno pf¥imo
v ¢lanku [8].

5.2 Modelovani v oceanografii

Numerické FeSeni problému stratifikovaného proudéni nachézi aplikaci také v ocea-
nografii. Resi se problém vlivu stratifikace a rotace na relativné stabilni proudéni
vodnich hmot v ocednu, které je naruSeno napiiklad silnymi narazy vétru pii tropic-
kych cyklénach. Vice o modelovani v oceanografii 1ze nalézt nap¥iklad v ¢lancich [1]
a [12].
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5.3 Modelovani znecdisténi podzemnich vod

Numerické modelovéni rovnic stratifikovaného proudéni nachézi aplikaci také v prou-
déni podzemnich vod. V této oblasti se typicky fesi problém Sifeni riznjch primési
do podzemnich vod.

Konkrétné v ¢lanku [9] je popsdna simulace problému $ifeni slané vody do pod-
zemnich vod v Kéhife. Toto modelovani je velice obtiZné, nebot hranice modelo-
vanych oblasti jsou velice komplikované. VétSinou se p¥i modelovani predpoklada
konstantni hustota v jednotlivych vrstvach a fesi se pak pomoci vhodné numerické
metody pfislusna sada rovnic. Tento model ukazuje Siroké hranice pouziti numeric-
kého modelovani stratifikovaného proudéni.
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7Z.aveér

V predlozené préci jsou shrnuty zéklady matematického modelovani proudéni teku-
tin. Popis modelu se vice zaméfuje na aplikaci pro modelovani atmosféry, resp. mezni
vrstvu atmosféry. Je uveden zakladni systém rovnic. Déle jsou zavedeny zakladni ve-
li¢iny a konstanty uzitecné pro feSeni problémt proudéni. Podrobngéji jsou popsany
systémy pro modelovani stlacitelného a stlacitelného proudéni v mezni vrstvé atmo-
sféry.

Jsou popsany metody matematického modelovani stratifikovaného proudéni v
nejjednodussim piipadé jedné homogenni vrstvy, které jsou dale aplikovatelné na
komplikovanéjsi pripady. Jsou popsany rtizné situace s riznymi aproximacemi, line-
arni a nelinearni pripady, hydrostatické a nehydrostatické systémy, ptipady pro velmi
nizkou a jednoduchou topografii a problémy riznjych dimenzi.

Daéle je popséana problematika dvojvrstvého proudéni, ktera uz pfimo ukazuje na
komplikace v modelovani stratifikovaného proudéni. Popsany jsou pouze 1-D pii-
pady nelinedrniho hydrostatického proudéni a diskutovana je problematika hustot-
nich proudii v atmosfére, coz je velice zajimavy a Casto modelovany problém p¥imo
souvisejici s hustotni stratifikaci vzduchovych hmot.

V zavéru jsou popsany aplikace modelovéani stratifikovaného proudéni v mezni
vrstvé atmosféry. Stru¢né je zminén zplsob uZiti v modelovani proudéni nad slozitym
terénem a také aplikace turbulentiho modelu.

Zminény jsou taktéz odkazy na ¢lanky vénujici se aplikaci stratifikovaného prou-
déni v problémech oceanografickych a v problematice modelovani zne¢isténi podzem-
nich vod.

Préce poskytuje zékladni piehled o zpisobech matematického modelovani strati-
fikovaného proudéni a mitize byt uZitecna jako vychodisko pro dalsi préaci souvisejici
napf. s detailnéjsim popisem a modelovanim konkrétnich fyzikalnich situaci.

38



Literatura

[1]

[4]

[5]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

Allen S. J., Newberger P. A.: On intermediate models for stratified fluid, Journal
of Physical Oceanography, vol. 23, Oregon, 1993.

Barrabaa S.: Ecoulements turbulents stratifies et simulations des grandes
echélles, Doctorat de 1 université de Toulon et du Var, Toulon, 2002.

Baines P.G.:Topographic Effects in Stratified Flows, Cambridge University
Press, 1998.

Bednér J., Zikmunda O.: Fyzika mezni vrstvy atmosféry, Academia, Praha,
1985.

Benes L.: Numerické reseni proudéni v mezni vrstvé atmosféry, Disertaini prace,
Ceské vysoké udeni technické, Fakulta strojni, Praha, 2000.

Benes L., Bodnar T., Kozel K.: Matematické modely stratifikovaného proudéni,
Ceské vysoké uceni technické, Fakulta strojni, Praha, 2006.

Brdicka M., Samek L., Sopko B.: Mechanika kontinua, Academia, Praha, 2005.

Cederwall R. T., Street R. L.:A study of turbulence in a evolving stable at-
mospheric boundary layer using Large-Eddy simulation, First international sym-
posium on turbulence and shear flow, California, 1999.

Rofail N.: A mathematical model of stratified groundwater flow, Hzdrological
Sciences Bulletin, Kéhira, 1977.

Grimshaw R.: FEnviromental stratified flows, Kluwer Academic Publishers,
Massachusetts, 2002.

Janour Z.: Modelovdni mezni vrstvy atmosféry, Ucebni texty University Karlovy,
Praha, 2001.

Kurien S., Smith L. M., Wingate B. A.: A novel investigation of rotating and
stratified flows, Los Alamos Report, Los Alamos National Laboratory, 2002.

Riley J. J.: Turbulence in density-stratified flows, Mechanical engeneering faculty,
University of Washington, 2002, dostupné na internetové adrese:
hitp://faculty. washington. edu/rileyj/strat. html

39



LITERATURA

[14] Sladek I.: Numerical solution of some problems in atmospheric boundary layer,
Disertac¢ni prace, Ceské vysoké udeni technické, Praha, 2004.

[15] Smyth N. F.: Dissipative effects on the resonant flow of a stratified fluid over
topography, Journal for fluid mechanics, 1988.

[16] Straka et. al.: Numerical Solutions of a Nonlinear Density-Current, Internati-
onal Journal for Numerical Methods in Fluids, 1993, dostupné na internetové
adrese:
http: //www.mmm.ucar.edu/projects/srnwp_tests/density/density. html

40





