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BAKALÁŘSKÁ PRÁCE
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Děkuji RNDr. Jǐŕımu Fialovi, Ph.D. za hodnotné rady, poskytnutá skripta
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Prohlašuji, že jsem svou bakalářskou práci napsal samostatně a výhradně
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e-mail vedoućıho: fiala@kam.mff.cuni.cz
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lze rozhodovat v polynomiálńım čase — že problém je v obecnosti NP-úplný
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Potřebné definice

Definice 1. Mějme množinu symbol̊u S = {!, M, !, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} a
nad ńı matici H s m sloupci a n řádky, kterou budeme nazývat hraćı plochou
typu n/m. Prvek H v i-tém sloupci a j-tém řádku budeme značit Hi,j a
budeme mu ř́ıkat pole.

K významu symbol̊u: ! znač́ı dosud neodkryté pole, M je pole na kterém
je mina, 0, 1, . . . , 8 jsou odkrytá pole, na nichž mina neńı a která nám
dávaj́ı informaci o počtu min v jejich okoĺı. A ! je symbol pole, které je
sice odkryté, mina na něm neńı, ale informaci o počtu okolńıch min nám
neposkytuje. Tento typ pole se v klasické hře nevyuž́ıvá, ale nám se bude
později hodit. Jeho využit́ı našemu aparátu na śıle nijak neubere — jsme-li
schopni řešit zadáńı, v nichž se může vyskytnout, jsme schopni dozajista
vyřešit i ta, v nichž se nevyskytuje.

Značeńı 1. Fakt, že hodnotou pole Hi,j je symbol s ∈ S budeme značit
Hi,j ≡ s, pokud hodnota pole Hi,j patř́ı do množiny P ⊂ S, budeme psát
Hi,j ! P . Dále pro pole Ai,j ! {0, . . . , 8} zaved’me označeńı |Ai,j| pro
č́ıselnou hodnotu tohoto pole. Pro pole s hodnotami !, M a ! neńı |Ai,j|
definováno.

Definice 2. Množinu všech hraćıch ploch s danými m a n nazveme pros-
torem hraćıch ploch a označ́ıme Fm,n.

Necht’ A, B ∈ Fm,n, potom řekneme, že A je upřesněńım B, pokud ∀i ∈
{1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n} : Ai,j ≡ Bi,j ∨ Bi,j ≡ !.
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Dále řekneme, že je hraćı plocha A typu n/m př́ıpustná, pokud má každé
pole se symbolem s ∈ {0, . . . , 8} nejvýše s soused̊u se symbolem M a alespoň
s soused̊u se symbolem bud’ M nebo !.

Pokud žádné pole hraćı plochy nemá hodnotu !, řekneme, že je tato hraćı
plocha dohraná.

Hraćı plocha je konzistentńı, právě když existuje př́ıpustná dohraná plocha,
která je jej́ım upřesněńım.1

1.2 Ćıl práce

Ćılem této práce bude zabývat se složitost́ı rozhodovaćıho problému, který
řekne, zda je daná hraćı plocha konzistentńı, nebo ne. Kaye [2] ukázal, že
v obecnosti je tento problém NP-úplný a tak zde budeme hledat omezuj́ıćı
podmı́nky pro hraćı plochy, při jejichž splněńı bude tento problém řešitelný
polynomiálně.

Vlastńı implementace hledáńı řešeńı se potom stává sṕı̌se okrajovou
záležitost́ı. Jakmile jsme totiž schopni rozhodnout o konzistentnosti hraćı
plochy, dokážeme i hledat řešeńı. Stač́ı na konkrétńı neodkryté pole hraćı
plochy vložit minu, resp. je označit jako pole bez miny, a řekne-li nám al-
goritmus o této ploše že je nekonzistentńı, v́ıme, že tam mina být nemůže,
resp. muśı.

1Tedy např. každá př́ıpustná dohraná plocha je hned i konzistentńı.
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Kapitola 2

Využit́ı teorie graf̊u

2.1 Graf plochy

Definice 3. Necht’ A ∈ Fm,n je hraćı plocha, AM = {Ai,j‖Ai,j ≡ M} je
množina poĺı obsahuj́ıćıch minu, AU = {Ai,j‖Ai,j ≡ !} je množina neznámých
poĺı a AK = {Ai,j‖Ai,j ! {0, . . . , 8}} je množina odkrytých poĺı. Grafem
plochy A potom bude graf G(V, E), pro který plat́ı V = AM ∪ AU ∪ AK a
zároveň

(a, b) ∈ E ⇔ a ∈ AK∧b ∈ AM∪AU∧ a,b se lǐśı v každé souřadnici nejv́ıc o 1

Na obr. 2.1 je ukázka hraćı plochy s jej́ım grafem. Vrcholy grafu představuj́ı
jednotlivá pole a hrany mezi nimi jsou znázorněny čárami.

Důsledek 1. Př́ımo z definice graf̊u plochy plyne, že tyto grafy jsou bipar-
titńı, přičemž jednou jejich partitou jsou vrcholy z AM ∪ AU a druhou ty
z AK.

Značeńı 2. Množinu vrchol̊u sousedńıch s vrcholem u v grafu G budeme
značit NG(u), nehroźı-li nejasnost, o který graf se jedná, budeme psát pouze
N(v).

! ! ! ! !
1 2 1 2 1
0 0 0 0 0

Obrázek 2.1: Př́ıklad plochy a jej́ıho grafu
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! ! ! ! !
1 2 1 2 1

Obrázek 2.2: Př́ıklad množiny, která má slupku

2.2 Ohodnoceńı

Definice 4. Mějme graf plochy G(V, E). Potom o množině X ⊂ V řekneme,
že má slupku, pokud plat́ı ∀p ∈ AK ∩ X : N(p) ⊂ X.

Množina se slupkou je tedy taková, v ńıž jsou ke každému odkrytému poli
obsažena i všechna jeho sousedńı pole, např. množina vyznačená na obr. 2.2.

Tvrzeńı 1. Množiny, které maj́ı slupku jsou uzavřené na pr̊unik a sjedno-
ceńı.

D̊ukaz. Ukážeme, že tvrzeńı plat́ı pro pr̊unik, pro sjednoceńı by byl d̊ukaz
analogický:
Mějme množiny E a F , které maj́ı slupku, tedy pro ně plat́ı ∀p ∈ AK ∩
E : N(p) ⊂ E a ∀p ∈ AK ∩ F : N(p) ⊂ F . Chceme ukázat, že plat́ı
∀p ∈ AK ∩ (E ∩ F ) : N(p) ⊂ (E ∩ F ). To je ale zřejmé, jelikož pokud je
vrchol p ∈ AK v E i v F , jsou v každé z nich podle předpokladu i jeho
sousedé, tedy jsou i v jejich pr̊uniku.

Definice 5. Ohodnoceńım na množině X, kde X má slupku, nazveme funkci
m : (AU ∩ X) → {0, 1}.

Konzistentńım ohodnoceńım na množině X nazveme ohodnoceńı m na
množině X, splňuje-li podmı́nku

∀p ∈ AK ∩ X : |p| = |AM ∩ N(p)| +
∑

q∈AU∩N(p)

m(q)

(Konzistentńım) ohodnoceńım plochy nazveme (konzistentńı) ohodno-
ceńı na množině X, je-li X = AM ∪ AU ∪ AK (neboli celá hraćı plocha).

Tvrzeńı 2. Hraćı plocha A je konzistentńı, právě když pro ni existuje konzis-
tentńı ohodnoceńı plochy.

D̊ukaz. Hraćı plocha je konzistentńı, právě když existuje př́ıpustná dohraná
plocha, která je jej́ım rozš́ı̌reńım.
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Nejdř́ıve směr zprava doleva:
Mějme konzistentńı ohodnoceńı plochy m. Potom necht’ tedy plocha B

vznikne z A tak, že všem poĺım p ∈ AU (tedy těm se symbolem !) dáme
v závislosti na ohodnoceńı m hodnotu M (pokud m(p) = 1), nebo ! (je-li
m(p) = 0). Ostatńı pole budou stejná jako v A.

Muśıme ověřit následuj́ıćı:

B je dohraná: To je zřejmé, jelikož jsme do ńı z A přenesli jen pole s hod-
notou r̊uznou od ! a na mı́sta poĺı s ! jsme dali bud’ M , nebo !.

B je rozš́ı̌reńım A: Všechna pole r̊uzná od ! byla do B přenesena beze
změny a na poĺıch ! podle definice nezálež́ı.

B je př́ıpustná: Jelikož je B dohraná, nejsou na ńı žádná pole s hodnotou
!. Tedy aby byla splněna př́ıpustnost, muśı platit ∀p ∈ BK : |p| =
|BM ∩ N(p)|. Toto ale zřejmě plat́ı z podmı́nky kladené na funkci m:
|AM ∩N(p)| min už jsme přenesli př́ımo z A a zbytek jsme přidali z AU ,
jelikož ∑

q∈AU∩N(p)

m(q) = |p|− |AM ∩ N(p)|

Směr zleva doprava dokážeme jednoduchým obráceńım.

Definice 6. Řekneme, že se dvě funkce f1 a f2 shoduj́ı na množině S, je-li
S podmnožinou definičńıho oboru každé z nich a ∀x ∈ S : f1(x) = f2(x).

Dále řekneme, že se dvě funkce maximálně shoduj́ı, pokud se shoduj́ı na
pr̊uniku svých definičńıch obor̊u.

Pozorováńı 1. Mějme konzistentńı ohodnoceńı m na množině X a Y ⊂
X, která má slupku. Potom je ohodnoceńı m′ na množině Y , které vzniklo
omezeńım m na tuto množinu, také konzistentńı.

D̊ukaz. Plyne ihned z definice.

Tvrzeńı 3. Mějme konzistentńı ohodnoceńı m1 a m2 na množinách X1 a
X2, která se maximálně shoduj́ı. Potom ohodnoceńı m0 na množině X1 ∪X2

definované následovně:

m0(v) =

{
m1(v) pokud v ∈ X1

m2(v) jinak

je také konzistentńı.
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! ! ! ! !
1 2 ! 2 1
0 1 1 1 0

Obrázek 2.3: Př́ıklad rozhrańı

D̊ukaz. Chceme dokázat, že plat́ı

∀p ∈ AK ∩ (X1 ∪ X2) : |p| = |AM ∩ N(p)| +
∑

q∈AU∩N(p)

m(q)

Toto lze rozepsat do následuj́ıćıch dvou rovnost́ı:

∀p ∈ AK ∩ X1 : |p| = |AM ∩ N(p)| +
∑

q∈AU∩N(p)

m0(q)

∀p ∈ AK ∩ X2 : |p| = |AM ∩ N(p)| +
∑

q∈AU∩N(p)

m0(q)

Prvńı plyne ihned z konzistence m1 a druhé z konzistence m2, jakmile si
uvědomı́me, že m1 a m2 se na X1 ∩ X2 shoduj́ı.

2.3 Rozhrańı na ploše

Definice 7. Mějme hraćı plochu A a jej́ı graf G(V, E). Množinu J ⊂ (AU ∪
AM) budeme nazývat rozhrańım na ploše A, je-li vrcholovým řezem grafu G.

Př́ıklad rozhrańı je na obr. 2.3. Tato naše rozhrańı se od separátor̊u v [1]
lǐśı t́ım, že separátor se může skládat z libovolných vrchol̊u grafu, zat́ımco
rozhrańı neobsahuje vrcholy z množiny AK . Dı́ky tomu nám pomáhá źıskávat
množiny se slupkou:

Tvrzeńı 4. Mějme hraćı plochu A, jej́ı graf G(V, E) a množinu J , která je
rozhrańım na ploše A. Označme X1 a X2 komponenty grafu G(V \ J, E).
Potom množiny X1 ∪ J a X2 ∪ J maj́ı slupku.

D̊ukaz. Sporem pro X1 ∪ J :
Mějme v ∈ AK ∩ X1 (v J být vrchol z AK nemůže), jehož některý soused
neńı obsažen v X1 ∪ J . Potom by byl ovšem v X2, ale to je ve sporu s t́ım,
že J je řez.
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Kapitola 3

Obecný rozklad grafu,
stromová š́ı̌rka grafu

Definice 8. Mějme graf G(V, E), potom jeho obecným rozkladem1 je graf
H(X, T ) takový, že plat́ı:

•
⋃

Xi∈X
Xi = V

• ∀(u, v) ∈ E : ∃Xi ∈ X : u ∈ Xi ∧ v ∈ Xi

• ∀v ∈ V : {Xi ∈ X|v ∈ Xi} tvoř́ı souvislý podgraf H

Vrchol̊um grafu H ř́ıkáme uzly.
Š́ı̌rkou rozkladu H nazveme č́ıslo W(H) = max

Xi∈X
|Xi|− 1.2

Je-li obecný rozklad H stromem, ř́ıkáme mu stromový rozklad. Stro-
movou š́ıřkou grafu G je potom tw(G) = min

H∈D
W(H), kde D je množina

všech stromových rozklad̊u grafu G.

3.1 Rozklady rozklad̊u

V této části ukážeme, že máme-li obecný rozklad H grafu G a obecný rozklad
M rozkladu H , existuje rozklad grafu G, který je s M izomorfńı, a nav́ıc má

1Př́ıvlastek ,,obecný“ použ́ıváme, abychom tuto strukturu odlǐsili od rozklad̊u bez
př́ıvlastku, což jsou systémy navzájem disjunktńıch množin, a zároveň abychom naznačili
podobnost se stromovými rozklady, které jsou podmnožinou obecných rozklad̊u.

2Jedničku odeč́ıtáme, aby měl nejmenš́ı možný obecný rozklad grafu s alespoň jednou
hranou š́ı̌rku 1.
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š́ı̌rku omezenou součinem š́ı̌rek M a H . Stručně řečeno tedy to, že rozklady
lze skládat. Nejdř́ıve ale pomocné tvrzeńı, které ř́ıká, že rozklady zachovávaj́ı
spojitost podgrafu:

Tvrzeńı 5. Mějme graf G(V, E) a jeho obecný rozklad H(X, T ). Dále mějme
U ⊂ V souvislou podmnožinu vrchol̊u grafu G. Potom je podmnožina W ⊂ X
souvislá, plat́ı-li následuj́ıćı:

∀Xi ∈ X : Xi ∈ W ↔ ∃v ∈ U : v ∈ Xi

D̊ukaz. Sporem: necht’ je W nesouvislá. Potom existuj́ı uzly X0, Xn ∈ W ,
mezi kterými ve W nevede cesta. Z předpokladu v každém z nich muśı
existovat alespoň jeden vrchol z U , necht’ tedy u0 ∈ X0 a un ∈ Xn. Jelikož
je ovšem U spojité, existuje v něm cesta z u0 do un, označme vrcholy na
ńı postupně u1 až un−1. uk necht’ je posledńı vrchol, z jehož nadřazených
vrchol̊u K = {Xi ∈ X|uk ∈ Xi} nevede cesta do Xn (nadřazené vrcholu un).
uk muśı existovat, přinejhorš́ım je to u0.

Dále v́ıme, že jelikož mezi uk a uk+1 vede hrana, existuje Xm ∈ W ob-
sahuj́ıćı oba tyto vrcholy. Z Xm tedy cesta do Xn vede, ale zároveň v́ıme, že
z vrchol̊u v K nevede. To je spor, jelikož uk ∈ Xm a tedy Xm ∈ K.

Značeńı 3. V následuj́ıćım textu budeme psát zkráceně
⋃

M namı́sto
⋃

x∈M
x.

A nyńı vlastńı tvrzeńı o skládáńı rozklad̊u:

Tvrzeńı 6. Mějme graf G(V, E) a jeho obecný rozklad H(X , T ). Dále mějme
obecný rozklad grafu H(X , T ), který si označme M({O1, . . .On}, P ). Potom
Z(Y , U) takové, že

∀i ∈ {1, . . . , n} : Yi =
⋃

Oi

Y = {Y1, . . . , YN}

(Yi, Yj) ∈ U ⇔ (Oi, Oj) ∈ P

je obecným rozkladem grafu G(V, E) izomorfńım s rozkladem M(O, P ).
Dále plat́ı, že W(Z) ≤ (W(H) + 1).(W(M) + 1) − 1.

D̊ukaz. Dokážeme, že Z je obecný rozklad grafu G(V, E). To, že je izomorfńı
s M(O, P ) vyplyne př́ımo ze zp̊usobu jeho konstrukce. Potřebujeme dokázat
tři věci:
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•
⋃
Y = V :

Každý vrchol v ∈ V lež́ı v nějakém uzlu Xi ∈ X a každý uzel Xi lež́ı
v nějakém ,,naduzlu“ Oj ∈ O. Jelikož Yj vznikly jako sjednoceńı Xi

z jednotlivých Oj, pro každé v alespoň jedna Yj existuje.

• ∀(u, v) ∈ E : ∃Yi ∈ Y : u ∈ Yi ∨ v ∈ Yi:
∀(u, v) ∈ E : ∃Xi ∈ X : u ∈ Xi ∨ v ∈ Xi. A každý uzel Xi je obsažena
alespoň v jednom uzlu Yi.

• ∀v ∈ V : {Yi ∈ Y|v ∈ Yi} tvoř́ı souvislý podgraf H:
Necht’ Q = {Xi ∈ X |v ∈ Xi}. Z definice obecného rozkladu je Q v H
souvislá. Z tvrzeńı 5 je R = {Oj ∈ O|∃Xi ∈ Q : Xi ∈ Oj} souvislá v M .
Ze zp̊usobu konstrukce Y potom vyplývá, že v se nevyskytne jinde, než
v Yi izomorfńıch k prvk̊um R, které spolu také (d́ıky izomorfismu) v Z
tvoř́ı souvislou množinu.

Pro horńı odhad š́ı̌rky obecného rozkladu Z chceme ukázat, že horńı
odhad velikosti Yi je (W(H) + 1).(W(M) + 1).
Yi vznikaj́ı jako sjednoceńı uzl̊u Xi z jednotlivých ,,naduzl̊u“ Oj. Horńı odhad
velikosti Xi je z definice WH +1 a horńı odhad pro velikost Oj je tw(H)+1,
z čehož źıskáváme výše uvedené.

Značeńı 4. Z(Y, U) z předchoźıho tvrzeńı budeme nazývat složeńım rozklad̊u
H(X, T ) a M(O, P ) a značit

Z(Y, U) = M(O, P ) ◦ H(X, T )

Důsledek 2. Z předchoźıho tvrzeńı také př́ımo vyplývá, že máme-li graf
G(V, E) a jeho obecný rozklad H(X, T ), plat́ı

tw(G) ≤ (W(H) + 1).(tw(H) + 1) − 1

3.2 Rozklady a řezy

V předchoźı části jsme rozeb́ırali skládáńı rozklad̊u, což se nám bude hodit
k tomu, abychom ke grafu plochy źıskali jeho stromový rozklad. Následuj́ıćı
tvrzeńı nám poslouž́ı k tomu, abychom na základě stromového rozkladu byli
schopni efektivně rozhodnout o konzistentnosti hraćı plochy.
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Tvrzeńı 7. Mějme graf G(V, E) a jeho obecný rozklad H(X, T ). Potom je-li
D ⊂ X vrcholový řez rozděluj́ıćı X na dvě nesouvislé části Xa a Xb a plat́ı-li⋃

Xa 2⊂
⋃

D a
⋃

Xb 2⊂
⋃

D, je C =
⋃

D vrcholový řez v grafu G.

D̊ukaz. Sporem — necht’ C neńı vrcholový řez. Označme si Va =
⋃

Xa \⋃
D a Vb =

⋃
Xb \

⋃
D. Tyto dvě množiny jsou z předpoklad̊u neprázdné.

Z předpokladu sporu existuj́ı vrcholy a0 ∈ Va a an ∈ Vb, mezi nimiž existuje
v grafu G′(V \C, E) cesta. Vrcholy na ńı označme a1, . . . , an−1. Dále dozajista
existuj́ı X1 ∈ Xa, X2 ∈ Xb takové, že a0 ∈ X1 a an ∈ X2. Podle tvrzeńı 5
potom ovšem mezi vrcholy X1 a X2 vede v H ′(X \ D, T ) také cesta. To je
ale ve sporu s t́ım, že D je vrcholový řez H .
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Kapitola 4

Graf plochy a jeho rozklady

V této kapitole využijeme obecných rozklad̊u grafu na grafech hraćıch ploch
k tomu, abychom źıskali jejich stromový rozklad s omezenou š́ı̌rkou, popř.
dospěli k tomu, že graf plochy takovýto stromový rozklad nemá.

Nejdř́ıve ukážeme postup, který nám dá pro bipartitńı graf jeho obecný
rozklad s jistými vlastnostmi:

Tvrzeńı 8. Mějme bipartitńı graf G(V, E) bez izolovaných vrchol̊u, V =
V1 ∪ V2, kde V1 a V2 jsou jeho partity. Potom H(X, T ), pro které plat́ı

X = {{v} ∪ N(v)|v ∈ V1}

(Xi, Xj) ∈ T ⇔ Xi ∩ Xj 2= ∅
je obecným rozkladem grafu G a pro každý vrcholový řez rozkladu C ⊂ X je⋃

C ∩ V2 vrcholovým řezem grafu G.

D̊ukaz. Nejdř́ıve dokažme, že H(X, T ) je obecný rozklad grafu G:

•
⋃

X = V :
Každý z vrchol̊u V1 je z definice v některém z Xi a jelikož je graf bez
izolovaných vrchol̊u, každý z vrchol̊u V2 je sousedem alespoň jednoho
vrcholu z V1 a tedy patř́ı do jeho Xi.

• ∀(u, v) ∈ E : ∃Xi ∈ X : u ∈ Xi ∨ v ∈ Xi:
BÚNO necht’ u ∈ V1, potom v je jeho sousedem a tak jsou spolu v Xi,
v němž je u.

• ∀v ∈ V : {Xi ∈ X|v ∈ Xi} tvoř́ı souvislý podgraf H:
Z druhé podmı́nky pro H(X, T ) spolu tvoř́ı nejen souvislý, ale dokonce
úplný podgraf.
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1 2 1 2 1
! ! ! ! !

→ 1 2 1 2 1

1 2 1 2 1
! ! ! ! !
1 2 1 2 1

→
1 2 1 2 1

1 2 1 2 1

Obrázek 4.1: Grafy ploch a jejich bipartitńı rozklady

Nyńı k tomu, že
⋃

C ∩ V2 je vrcholovým řezem grafu G:
Z tvrzeńı 7 v́ıme, že vrcholovým řezem G je

⋃
C. Pokud z množiny

⋃
C

ovšem odebereme vrcholy V1, řezem bude stále, jelikož neodebrané vrcholy
z V1 budou izolované.

⋃
C ∩ V2 totiž z definice použitého rozkladu obsahuje

všechny jejich sousedy.

Definice 9. Rozklad H(X, T ) z předchoźıho tvrzeńı budeme nazývat bipar-
titńım rozkladem podle V1. V každém uzlu Xi budeme vrchol v ∈ Xi ∩ V1

nazývat ř́ıd́ıćım vrcholem uzlu.

Důsledek 3. Z definice množiny X v tvrzeńı 8 plyne, že š́ıřka bipartitńıho
rozkladu podle U je rovna nejvyšš́ımu stupni ze všech vrchol̊u v U .

Důsledek 4. Dále z definice bipartitńıho rozkladu a jej́ı aplikace na graf
plochy (tak, že źıskáme bipartitńı rozklad podle AK) je každý uzel bipartitńıho
rozkladu množinou se slupkou. A jelikož jsou množiny se slupkou uzavřené na
sjednoceńı, plat́ı tato vlastnost i pro rozklady vzniklé skládáńım bip. rozkladu
s jinými.

Při prvńım pohledu na obr. 4.1 vid́ıme, že bipartitńı rozklad má př́ılǐs
mnoho hran. Nicméně hned při druhém je vidět, že mnohé z těchto hran je
možné hned odstranit, aniž by náš rozklad přestal být obecným rozkladem.
Na základě tohoto pozorováńı źıskáváme algoritmus, který nás přibližuje ke
stromovému rozkladu:

4.1 Odstraněńı redundantńıch hran

Značeńı 5. Základem hrany bipartitńıho rozkladu budeme nazývat pr̊unik
koncových uzl̊u této hrany. Velikost hrany bipartitńıho rozkladu bude potom
počet prvk̊u jej́ıho základu.
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1 2 1 2 1

1 2 1 2 1

→
odstraněńı hran s uzly

s jednoprvkovým pr̊unikem

1 2 1 2 1

1 2 1 2 1

→
odstraněńı hran s uzly

s dvouprvkovým pr̊unikem

1 2 1 2 1

1 2 1 2 1

Obrázek 4.2: Odstraněńı redundantńıch hran

Máme-li obecný rozklad a odebereme-li z něj hranu, jediný d̊uvod, proč
by výsledek této operace neměl být nadále obecným rozkladem, může být
porušeńı třet́ı podmı́nky pro obecné rozklady — tedy, že uzly obsahuj́ıćı
společný vrchol muśı indukovat souvislý podgraf. Nab́ıźı se, že hrany s větš́ı
velikost́ı jsou pro nás ,,při uspokojováńı třet́ı podmı́nky“ cenněǰśı než ty
s velikost́ı menš́ı, jelikož pomáhaj́ı v souvislosti v́ıce podgraf̊um. Při imple-
mentaci se tento předpoklad ukázal jako správný.

Algoritmus na odstraněńı redundantńıch hran postupuje následovně:

function OdstraňRedundantńıHrany(Bipartitńı rozklad
T (X, W ))

hrany ← seznam hran z W seřazený podle jejich velikosti. Hrany
stejné velikosti jsou řazeny postupně podle jejich horńı, levé, dolńı
a pravé souřadnice a směrnice.
for all (u, v) ∈ hrany do

if ∃ cesta u, w1, . . . , wn, v v T (X, W \ {(u, v)}) taková, že
∀i ∈ {1, . . . , n} : u ∩ v ⊂ wi then

Odstraň (u, v) z W a z hrany
end if

end for
return rozklad T s modifikovaným W

end function
Detailńı podmı́nky pro uspořádáńı hran (podle souřadnic a směrnic) ne-

maj́ı jiný význam, než aby byl výsledek běhu algoritmu určen jednoznačně.

Tvrzeńı 9. Algoritmus na odstraněńı redundantńıch hran vraćı obecný rozk-
lad.

D̊ukaz. Jediné, co algoritmus měńı na rozkladu, který obdržel jako parametr,
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je množina jeho hran. Ze tř́ı podmı́nek pro rozklad tedy může porušit jen tu
posledńı:
Každá množina všech uzl̊u obsahuj́ıćıch společný vrchol indukuje souvislý
podgraf.
Ukážeme tedy, že tuto podmı́nku neporuš́ıme žádným odstraněńım hrany a
plat́ı tedy i pro rozklad, který algoritmus vraćı:

Souvislý podgraf S je takový, v němž mezi každými dvěma vrcholy vede
v S cesta. Vedla-li v p̊uvodńım T (X, W ) taková cesta přes hranu (u, v), která
byla odstraněna, existuje jiná cesta, v posloupnost vrchol̊u u, v nahrad́ıme
posloupnost́ı vrchol̊u u, w1, . . . , wn, v. Jelikož plat́ı ∀i ∈ {1, . . . , n} : u ∩ v ⊂
wi, patř́ı všechny vrcholy v této posloupnosti také do S.

Po proběhnut́ı algoritmu odstraňuj́ıćıho redundantńı hrany nám při reálné
hře v obt́ıžnosti Expert už velmi často z̊ustává jen stromový rozklad, nebo
rozklad oproti p̊uvodńımu bipartitńımu rozkladu výrazně zjednodušený.

Dostaneme-li stromový rozklad, můžeme jej př́ımo předat ńıže popsanému
algoritmu pro rozhodnut́ı o konzistentnosti hraćı plochy.

4.2 Sériově-paralelńı grafy

Pokud jsme stromový rozklad nedostali odstraněńım redundantńıch hran,
stále ještě se můžeme pokusit jej źıskat. Rozděĺıme źıskaný graf na 2-souvislé
komponenty a budeme hledat jejich stromový rozklad s omezenou š́ı̌rkou.
Tř́ıd graf̊u s omezenou stromovou š́ı̌rkou je dozajista velmi mnoho, my se
však omeźıme na sériově-paralelńı grafy, jejichž definice i d̊ukaz o jejich
omezené stromové š́ı̌rce je v [1], str. 13–14. Praktické zkušenosti se hrou Mi-
nolovka, v ńıž je implementována vizualizace bipartitńıho rozkladu plochy
s odstraněnými redundantńımi hranami, zároveň ukazuj́ı, že sériově-paralelńı
podoba rozkladu je v reálných situaćıch hry velmi častá.

V [3], str. 4–5 je prezentován algoritmus, který o orientovaném grafu
rozhodne, zda je sériově-paralelńı, a pokud ano, poskytne nám jeho kon-
strukčńı strom1 V [1] je potom postup, jak z konstrukčńıho stromu sériově
paralelńıho grafu źıskat jeho stromový rozklad s omezenou š́ı̌rkou.

Nám tedy zbývá obdržené 2-souvislé komponenty zorientovat tak, aby-
chom z neorientovaného sériově-paralelńıho grafu vždy źıskali orientovaný
sériově-paralelńı graf. To učińı algoritmus ZorientujSPGraf, který jako

1V originále construction tree.
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0 0 1 ! 1 0 0
0 0 2 ! 2 0 0
1 2 2 ! 2 2 1
! ! ! ! ! ! !
1 2 2 ! 2 2 1
0 0 2 ! 2 0 0
0 0 1 ! 1 0 0

→
vytvořeńı bipartitńıho

rozkladu

0 0 1 1 0 0
0 0 2 2 0 0
1 2 2 2 2 1

1 2 2 2 2 1
0 0 2 2 0 0
0 0 1 1 0 0

→
odstraněńı redundantńıch

hran š́ı̌rky 1

0 0 1 1 0 0
0 0 2 2 0 0
1 2 2 2 2 1

1 2 2 2 2 1
0 0 2 2 0 0
0 0 1 1 0 0

→
odstraněńı redundantńıch

hran š́ı̌rky 2

0 0 1 1 0 0
0 0 2 2 0 0
1 2 2 2 2 1

1 2 2 2 2 1
0 0 2 2 0 0
0 0 1 1 0 0

Obrázek 4.3: Postup při zjednodušováńı složitěǰśı plochy
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vstupńı parametry požaduje mimo samotného grafu i zadáńı vstupńıho a
výstupńıho vrcholu. Toto však neńı problém, jelikož i pokud zavoláme Zori-
entujSPGraf na všechny dvojice vrchol̊u, z̊ustává algoritmus stále poly-
nomiálńım. My potom vybereme tu dvojici, pro niž bylo zorientováńı grafu
nalezeno a algoritmem z [3] potvrzeno. Pokud taková dvojice neexistuje, graf
neńı sériově-paralelńı.

procedure ZorientujSPGraf(var Graf G(V, E), Vrchol s, Vrchol
t)

if s = t then
return

end if
c ← nejkratš́ı cesta z s do t po dosud nezorientovaných hranách.
Zorientuj hrany na c po směru cesty.
for all U ∈ komponenty G(V, E ′), kde E ′ jsou dosud nezorientované

hrany do
s′ ← vrchol U nejbližš́ı vrcholu s na cestě c
t′ ← vrchol U nejbližš́ı vrcholu t na cestě c
ZorientujSPGraf(G(U, E),s′, t′)

end for
end procedure

Tvrzeńı 10. Pokud je graf G(V, E) sériově-paralelńım se zdrojem s a stokem
t, algoritmus ZorientujSPGraf jej správně zorientuje.

Myšlenka d̊ukazu:
Nejkraťśı cesta od zdroje ke stoku je dozajista správně zorientována. Kdyby šla

cesta proti směru hran orientovaného SP grafu, musela by se do tohoto opačného
směru v některém vrcholu otočit, ale t́ımtéž vrcholem by potom cesta musela
proj́ıt ještě jednou ve správném směru, takže by nebyla nejkraťśı.

Po odstraněńı této cesty nám zjevně z̊ustanou komponenty, které jsou samy
o sobě také SP grafy a tak na ně algoritmus zavoláme rekurzivně. Při tomto voláńı
muśıme také správně zvolit zdroj a stok těchto podgraf̊u, ale ty jsou zřejmé —
mı́sta, kde odstraněná cesta do podgrafu vstoupila a z něj zase vystoupila.
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Kapitola 5

Algoritmus pro rozhodnut́ı
o konzistentnosti plochy

V předchoźıch kapitolách jsme směřovali k tomu, abychom źıskali stromový
rozklad grafu plochy. Tento rozklad nyńı využijeme v algoritmu rozhoduj́ıćım
o konzistentnosti hraćı plochy:

Vstupem algoritmu je hraćı plocha a jej́ı stromový rozklad H(X, T ) š́ı̌rky
k, pro který plat́ı (X1, X2) ∈ T ⇒ X1 ∩ X2 ⊂ AU ∪ AM

1.
K řešeńı využijeme pomocnou funkci Ohodnot’Kořen volaj́ıćı samu

sebe rekurzivně na principu pr̊uchodu do hloubky. Ta pro zakořeněný pod-
strom stromového rozkladu H(X, T ) vrát́ı množinu ohodnoceńı na množině
vrchol̊u v kořenovém uzlu. Ńıže ukážeme, že právě vrácená ohodnoceńı jsou
konzistentńı a lze je rozš́ı̌rit i na vrcholy obsažené ve zbylém podstromu tak,
že konzistentńı z̊ustanou.

Algoritmus rozhodnut́ı o konzistentnosti plochy zavolá Ohodnot’Kořen
na celý strom H(X, T ) s libovolným vrcholem jako kořenem. Pokud dostane
prázdnou množinu ohodnoceńı, odpov́ı NE, jinak odpov́ı ANO.

Nyńı vlastńı funkce Ohodnot’Kořen:

1Tedy, že žádné dva uzly se neprot́ınaj́ı ve známých vrcholech.
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function Ohodnot’Kořen(H(X ′ ⊂ X, T ), X0)
res ← množina všech konzistentńıch ohodnoceńı na množině X0

for all X1 ∈ množina potomk̊u X0 ve stromě H(X ′, T ) do
SolsX1 ← Ohodnot’Kořen(podstrom s kořenem X1, X1)
res ← KompatibilńıOhodnoceńı(res,SolsX1)

end for
return res

end function
Pomocná funkce KompatibilńıOhodnoceńı vrát́ı sv̊uj prvńı parametr

bez těch ohodnoceńı, která nejsou maximálně slučitelná s žádným ohodno-
ceńım z parametru druhého. Zápis v pseudokódu následuje:

function KompatibilńıOhodnoceńı(množina ohodnoceńı T na
množině X0, množina ohodnoceńı S na množině X1)

res ← ∅
for all a ∈ T do

if ∃b ∈ S : a, b se maximálně shoduj́ı then
res ← res ∪ {a}

end if
end for
return res

end function

Tvrzeńı 11. Funkce Ohodnot’Kořen na stromovém rozkladu H(X ′, T )
s š́ıřkou omezenou konstantou skonč́ı v čase O(|X ′|).

D̊ukaz. Jelikož má H(X ′, T ) š́ı̌rku nejvýše k, je i velikost množiny všech
ohodnoceńı na množině X0 omezena konstantou. A jelikož návratová hod-
nota této funkce je jej́ı podmnožinou, je i jej́ı velikost omezena. Doba běhu
funkce KompatibilńıOhodnoceńı je tedy také omezena konstantou.

Ze zp̊usobu rekurzivńıho voláńı je zřejmé, že pro každý uzel stromu
H(X ′, T ) je funkce Ohodnot’Kořen volána právě jednou. Pro každý uzel
je vygenerována množina všech ohodnoceńı (z nichž každé je otestováno na
konzistenci) a pro každý vrchol kromě X0 je tato množina sloučena funkćı
KompatibilńıOhodnoceńı s množinou ohodnoceńı rodiče. Jelikož jsou
všechny tyto operace prováděny v konstantńım čase, běž́ı celá funkce v čase
O(|X ′|).

Důsledek 5. Algoritmus rozhodnut́ı o konzistentnosti plochy běž́ı na stromu
H(X, T ) taktéž v čase O(|X|), jelikož pouze zavolá funkci Ohodnot’Kořen
a porovná vrácenou hodnotu s prázdnou množinou.
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Tvrzeńı 12. Funkce Ohodnot’Kořen vrát́ı pro podstrom H(X ′, T ) stro-
mového rozkladu H(X, T ) množinu ohodnoceńı na kořenu takovou, že právě
ohodnoceńı v ńı obsažená lze rozš́ıřit i na vrcholy ve zbytku podstromu tak,
aby byly konzistentńı.

D̊ukaz. Označme si kořen jako R a jeho potomky jako S1, . . . , Sn.
Všechna ohodnoceńı konzistentńı na množině R můžeme vygenerovat

snadno — probráńım všech možnost́ı a vyřazeńım těch nepř́ıpustných. Právě
ta totiž nejsou konzistentńı, jelikož nám na R nezbývaj́ı už žádná neznámá
poĺıčka a tak pojmy konzistence a př́ıpustnost splývaj́ı.

Správnost celé funkce ukážeme nyńı indukćı podle počtu vrchol̊u v pod-
stromu, na nějž je funkce volána:
Má-li zadaný podstrom pouze jeden vrchol, jedná se o kořen R. Ve zbytku
podstromu tedy žádné vrcholy nejsou a tvrzeńı plat́ı.

Má-li podstrom n > 1 vrchol̊u, na potomky (i nepř́ımé) kořene jich
připadá n − 1. Tedy zavoláme-li funkci Ohodnot’Kořen na některý pod-
strom, s kořenem S1, . . . , Sn−1, nebo Sn, dokazované tvrzeńı pro něj podle
předpokladu indukce plat́ı.

Máme tedy množinu konzistentńıch ohodnoceńı OR na množině R a
ES1 , . . . , ESn na množinách S1, . . . , Sn (ta lze rozš́ı̌rit na jim odpov́ıdaj́ıćı
podstromy).

Chceme, aby platilo, že ohodnoceńı z OR lze konzistentně rozš́ı̌rit na celé
X ′, právě když v každé z množin ES1 , . . . , ESn existuje ohodnoceńı, které se
s ńım maximálně shoduje.

Nejdř́ıve směr zleva doprava:
Mějme ohodnoceńı m ∈ OR a jeho konzistentńı rozš́ı̌reńı m′. Potom se ohod-
noceńı k vzniklé omezeńım m′ na S1 dozajista nacháźı v ES1 , jelikož má
rozš́ı̌reńı na celý podstrom pod S1 (př́ıslušné omezeńı ohodnoceńı m′). Ob-
dobně plat́ı i pro S2, . . . , Sn.

A zprava doleva:
Máme ohodnoceńı m ∈ OR a k1 ∈ ES1 , . . . , kn ∈ ESn , která se s ńım
maximálně shoduj́ı. Označme k′

1, . . . , k
′
n rozš́ı̌reńı k1, . . . , kn na celé př́ıslušné

podstromy. Z toho, že se jedná o stromový rozklad, plyne, že definičńı obory
každého z k′

1, . . . , k
′
n se mohou prot́ınat pouze v R.

Jelikož se ohodnoceńı m, k′
1, . . . , k

′
n po dvou maximálně shoduj́ı, lze je

podle tvrzeńı 3 sloučit a źıskáme tak ohodnoceńı na celém X ′.

Tvrzeńı 13. Algoritmu rozhodnut́ı o konzistentnosti plochy vrát́ı ANO, je-
li zadaná plocha konzistentńı a NE, pokud tomu tak neńı.
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D̊ukaz. Funkce Ohodnot’Kořen nám pro zadaný uzel vrát́ı množinu všech
jeho ohodnoceńı, která lze rozš́ı̌rit na konzistentńı ohodnoceńı celé plochy.

Je zřejmé, že pokud plocha konzistentńı ohodnoceńı nemá, bude tato
množina prázdná i to, že má-li nějaká, dostaneme jejich omezeńı na vrcholy
v daném uzlu.
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Kapitola 6

Závěr

V této práci jsme ukázali, že ač je problém konzistentnosti hraćı plochy ve
hře Minolovka ve své obecnosti NP-úplný, omeźıme-li se jen na určitou tř́ıdu
konfiguraćı, lze tento problém řešit v polynomiálńım čase.

Nejdř́ıve jsme problém konzistentnosti hraćı plochy zformalizovali a nale-
zli jsme problém z teorie graf̊u, na který jej umı́me převést v polynomiálńım
čase. Tento problém lze, dostaneme-li stromový rozklad grafu s š́ı̌rkou, jež
je omezena konstantou, řešit v konstantńım čase a algoritmus, který toto
provád́ı je prezentován v kapitole ,,Algoritmus pro rozhodnut́ı o konzistent-
nosti plochy.“

Hlavńım úkolem práce je tedy určit, pro které situace hraćı plochy jsme
schopni zkonstruovat stromový rozklad jej́ıho grafu, který má š́ı̌rku omezenu
konstantou.

K tomu jsme si nejdř́ıve zadefinovali strukturu ,,obecný rozklad,“ která
je zobecněńım stromového rozkladu a kterou lze zkonstruovat snadno. Takto
zkonstruovanou strukturu se následně snaž́ıme heuristickým algoritmem co
nejv́ıce zjednodušit. Toto zjednodušováńı může dopadnout dvěma zp̊usoby:

• a) zjednodušováńı je úspěšné a źıskáme bud’ strom, nebo graf, jehož
stromový rozklad omezené š́ı̌rky umı́me zkonstruovat.1

• b) ani po zjednodušeńı nejsme schopni z grafu źıskat stromový rozklad
s omezenou š́ı̌rkou.

1V našem př́ıpadě toto implementujeme pro grafy sériově-paralelńı, které maj́ı stro-
movou š́ı̌rku 2.
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Obrázek 6.1: Př́ıklad plochy s hladkou hranićı

Z [2], kde je ukázáno, že problém rozhodnut́ı o konzistentnosti plochy je
NP-úplný, plyne, že př́ıpad (b) nastávat muśı.2

V naš́ı implementaci, nalezneme-li stromový rozklad grafu plochy, má
tento š́ı̌rku nejvýše 26. Bipartitńı rozklad, který źıskáme z grafu plochy
má š́ı̌rku nejvýše 8,3 a sériově-paralelńı grafy maj́ı š́ı̌rku nejvýše dva. Po-
dle tvrzeńı 6 potom źıskáváme omezeńı 26 pro š́ı̌rku složeńı těchto dvou
rozklad̊u. Při hře v obt́ıžnosti Expert4 se následně ukazuje, že je stromový
rozklad s takto omezenou š́ı̌rkou pro většinu pozic nalezen.

Dále, i když to neńı v práci formálně dokázáno, se dá předpokládat, že
algoritmus nalezne takto omezený stromový rozklad pro všechny plochy, na
ńıž maj́ı oblasti odkrytých poĺı hladkou hranici a navzájem se neovlivňuj́ı, viz
např. obr. 6.1. Hladkou hranićı rozumı́me to, že lze odkrytá poĺıčka seřadit
do cest či cykl̊u tak, že odkryt́ı sousedé každého neodkrytého poĺıčka tvoř́ı
souvislý podgraf.

Zmiňovaná implementace je založena na dř́ıve řešeném ročńıkovém pro-
jektu a je včetně zdrojových kód̊u v Microsoft Visual Studiu 2005 k dispozici
na přiloženém CD a na adrese
http://www.ms.mff.cuni.cz/~hodek4am/rp.zip

2Za předpokladu, že NP 2=P.
3Každé poĺıčko má nejvýše osm soused̊u.
430x16 poĺı, 99 min
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