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Kapitola 1

Uvod

1.1 Potrebné definice

Definice 1. Méjme mnozinu symbolu S = {#, M,©,0,1,2,3,4,5,6,7,8} a
nad ni matici H s m sloupci a n radky, kterou budeme nazyvat hraci plochou
typu n/m. Prvek H v i-tém sloupci a j-tém rddku budeme znacit H,; a
budeme mu tikat pole.

K vyznamu symbolu: § znaci dosud neodkryté pole, M je pole na kterém
je mina, 0, 1, ..., 8 jsou odkryta pole, na nichz mina neni a ktera nam
davaji informaci o po¢tu min v jejich okoli. A ¢ je symbol pole, které je
sice odkryté, mina na ném neni, ale informaci o poc¢tu okolnich min nam
neposkytuje. Tento typ pole se v klasické hie nevyuziva, ale nam se bude
pozdéji hodit. Jeho vyuziti nasemu aparatu na sile nijak neubere — jsme-li
schopni Tesit zadani, v nichz se muze vyskytnout, jsme schopni dozajista
vytesit i ta, v nichz se nevyskytuje.

Znaceni 1. Fakt, Ze hodnotou pole H;; je symbol s € S budeme znacit
H,; = s, pokud hodnota pole H,; patri do mnoziny P C S, budeme psdt
H;; < P. Ddle pro pole A;; < {0,...,8} zavedme oznaceni |A; ;| pro
¢iselnou hodnotu tohoto pole. Pro pole s hodnotami f, M a o neni |A,; ;]|
definovano.

Definice 2. MnoZinu vsech hracich ploch s danymi m a n nazveme pros-
torem hracich ploch a oznacime F,, ,,.

Necht A, B € ¥y, potom Tekneme, Ze A je upfesnénim B, pokud Vi €
{1,...,m},j c {1,,71,} : Az,] = BZ,] \/Bz,] = ﬂ



Ddle rekneme, Ze je hraci plocha A typu n/m pripustnd, pokud md kazdé
pole se symbolem s € {0, ..., 8} nejuyse s sousedu se symbolem M a alespor
s sousedii se symbolem bud M nebo f.

Pokud Zdadné pole hraci plochy nemd hodnotu §, rekneme, Ze je tato hraci
plocha dohrana.

Hraci plocha je konzistentni, pravé kdyz existuje pripustnd dohrand plocha,
kterd je jejim upresnénim.!

1.2 Cil prace

Cilem této prace bude zabyvat se slozitosti rozhodovaciho problému, ktery
fekne, zda je dand hraci plocha konzistentni, nebo ne. Kaye [2] ukdzal, ze
v obecnosti je tento problém NP-tuplny a tak zde budeme hledat omezujici
podminky pro hraci plochy, pfi jejichz splnéni bude tento problém fesSitelny
polynomialné.

Vlastni implementace hledani teSeni se potom stava spiSe okrajovou
zalezitosti. Jakmile jsme totiz schopni rozhodnout o konzistentnosti hraci
plochy, dokazeme i hledat teseni. Staci na konkrétni neodkryté pole hraci
plochy vlozit minu, resp. je oznacit jako pole bez miny, a fekne-li nam al-
goritmus o této plose ze je nekonzistentni, vime, ze tam mina byt nemuze,
resp. musi.

ITedy napf. kazdé pifpustnd dohrand plocha je hned i konzistentni.



Kapitola 2

Vyuziti teorie grafu

2.1 Graf plochy

Definice 3. Necht A € F,,,, je hraci plocha, Ay = {Ai;||Ai; = M} je
mnozina poli obsahugjicich minu, Ay = {A; ;|| Ai; = 1} je mnoZina nezndmych
poli a Ax = {A;;||Ai; € {0,...,8}} je mnoZina odkrytych poli. Grafem
plochy A potom bude graf G(V, E), pro ktery plati V- = Ay U Ay U Ak a
zdaroven

(a,b) € E < a € AxgNb € Ay UApA a,b se lisi v kazdé souradnici nejvic o 1

Na obr. 2.1 je ukazka hraci plochy s jejim grafem. Vrcholy grafu predstavuji
jednotliva pole a hrany mezi nimi jsou znazornény ¢arami.

Dusledek 1. Primo z definice grafi plochy plyne, Ze tyto grafy jsou bipar-
titnt, pricemz jednou jejich partitou jsou vrcholy z Ay U Ay a druhou ty

z AK.

Znaceni 2. MnozZinu vrcholi sousednich s vrcholem u v grafu G budeme
znacit Ng(u), nehrozi-li nejasnost, o ktery graf se jednd, budeme psdt pouze
N(v).

IR R R
7N2 N1
0:0i0:0:0

Obrazek 2.1: Priklad plochy a jejitho grafu



Obrazek 2.2: Piiklad mnoziny, ktera ma slupku

2.2 Ohodnoceni

Definice 4. Méjme graf plochy G(V, E). Potom o mnoziné X C V rekneme,
Ze méa slupku, pokud plati Vp € Ax N X : N(p) C X.

Mnozina se slupkou je tedy takova, v niz jsou ke kazdému odkrytému poli
obsazena i vSechna jeho sousedni pole, napf. mnozina vyznacena na obr. 2.2.

Tvrzeni 1. MnoZiny, které maji slupku jsou uzavrené na prunik a sjedno-
cent.

Diikaz. Ukazeme, ze tvrzeni plati pro prunik, pro sjednoceni by byl dukaz
analogicky:
Méjme mnoziny E a F', které maji slupku, tedy pro né plati Vp € Ag N
E : N(p) Cc EaVp e Ak NF : N(p) C F. Chceme ukézat, ze plati
Vp € Ak N(ENF):N(p) C (ENF). To je ale zrejmé, jelikoz pokud je
vrchol p € Ax v E i v F, jsou v kazdé z nich podle predpokladu i jeho
sousedé, tedy jsou i v jejich pruniku. O
Definice 5. Ohodnocenim na mnoziné X, kde X md slupku, nazveme funkci
m: (Ay N X)—{0,1}.

Konzistentnim ohodnocenim na mnoziné X nazveme ohodnoceni m na
mnozine X, splnuje-li podminku

Vpe AxNX :[pl =[Ay NN+ Y. mlq)

g€ AyNN(p)

(Konzistentnim) ohodnocenim plochy nazveme (konzistentni) ohodno-
ceni na mnoziné X, je-li X = Ay U Ay U Ak (neboli celd hraci plocha).

Tvrzeni 2. Hraci plocha A je konzistentni, prdveé kdyz pro ni existuje konzis-
tentni ohodnoceni plochy.

Dukaz. Hraci plocha je konzistentni, pravé kdyz existuje pripustna dohrana
plocha, kterd je jejim rozsitenim.



Nejdrive smér zprava doleva:

Méjme konzistentni ohodnoceni plochy m. Potom necht tedy plocha B
vznikne z A tak, ze véem polim p € Ay (tedy tém se symbolem f£) ddme
v zavislosti na ohodnoceni m hodnotu M (pokud m(p) = 1), nebo ¢ (je-li
m(p) = 0). Ostatni pole budou stejné jako v A.

Musime ovérit nasledujici:

B je dohrana: To je ziejmé, jelikoz jsme do ni z A prenesli jen pole s hod-
notou riznou od # a na mista poli s # jsme dali bud M, nebo .

B je rozsitenim A: Vsechna pole ruzna od § byla do B pfenesena beze
zmeény a na polich § podle definice nezalezi.

B je pripustna: Jelikoz je B dohrand, nejsou na ni zadna pole s hodnotou
f. Tedy aby byla splnéna piipustnost, musi platit Vp € Bg : |p| =
|Byr N N(p)|. Toto ale ziejmé plati z podminky kladené na funkei m:
| AprNN(p)| min uz jsme prenesli piimo z A a zbytek jsme pridali z Ay,

jelikoz
> mlg) = Ipl - |[Au N N(p)|
q€AyNN(p)
Smeér zleva doprava dokazeme jednoduchym obracenim. O

Definice 6. Rekneme, Ze se dvé funkce fi a fo shoduji na mnoziné S, je-li
S podmnozinou definiéniho oboru kazZdé z nich a ¥z € S : f1(x) = fo(z).

Ddle rekneme, Ze se dvé funkce maximadlné shoduji, pokud se shoduji na
pruniku sviych definiénich obori.

Pozorovani 1. Méyme konzistentni ohodnoceni m na mnoziné X a Y C
X, kterd ma slupku. Potom je ohodnoceni m' na mnoziné Y, které vzniklo
omezenim m na tuto mnozinu, také konzistentnd.

Dukaz. Plyne ihned z definice. O

Tvrzeni 3. Mejme konzistentni ohodnoceni my a mo na mnozinach X, a
Xy, kterd se mazimdlné shoduji. Potom ohodnoceni mg na mnoziné X1 U Xo
definované nasledovné:

kud X
mo(@)_{ml(v) pokud v € X,

"\ ma(v)  jinak

je také konzistentnd.



!

72
0{171 1

|
2

O A

Obréazek 2.3: Piiklad rozhrani

Diikaz. Chceme dokézat, ze plati

Vpe Ax N(X1UXy): [pl = [Au NN(p)[+ Y mlq)

g€ AyNN(p)

Toto 1ze rozepsat do nasledujicich dvou rovnosti:

Vp e Ak N Xy :|p| = |Au N N(p)| + Z mo(q)

g€ AyNN(p)

Vpe Ak N Xs: |p| = [Ay N N(p)| + Z mo(q)

g€ AyNN(p)

Prvni plyne ihned z konzistence m; a druhé z konzistence ms, jakmile si
uvédomime, ze my a my se na X; N Xy shoduji. O

2.3 Rozhrani na plose

Definice 7. Méjme hraci plochu A a jeji graf G(V, E). Mnozinu J C (Ay U
Apr) budeme nazyjvat rozhranim na plose A, je-li vrcholovym tezem grafu G.

Priklad rozhrani je na obr. 2.3. Tato nase rozhranise od separdtoru v [1]
lisi tim, ze separdtor se muze skladat z libovolnych vrcholu grafu, zatimco
rozhrani neobsahuje vrcholy z mnoziny Ag. Diky tomu nam pomaéha ziskavat
mnoziny se slupkou:

Tvrzeni 4. Méjme hract plochu A, jeji graf G(V, E) a mnozinu J, kterd je
rozhranim na plose A. Oznacme X1 a Xo komponenty grafu G(V \ J, E).
Potom mnoziny X1 U J a Xo U J maji slupku.

Diikaz. Sporem pro X; U J:

Meéjme v € Ax N X, (v J byt vrchol z Ax nemuze), jehoz néktery soused
neni obsazen v X; U J. Potom by byl ovsem v X5, ale to je ve sporu s tim,
ze J je tez. O
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Kapitola 3

Obecny rozklad grafu,
stromova Sirka grafu

Definice 8. Méjme graf G(V, E), potom jeho obecnym rozkladem! je graf
H(X,T) takovy, Ze plati:

X, eX
e Viuv) e E:3X,; e X:ue X;Nve X,
o Vo eV :{X; e X|ve X;} tvori souvisly podgraf H

Vrcholum grafu H rikdme uzly.
Sitkou rozkladu H nazveme cislo W(H) = max | X;| — 1.2
i€
Je-li obecny rozklad H stromem, rikdme mu stromovy rozklad. Stro-
movou $itkou grafu G je potom tw(G) = }{ﬂig W(H), kde D je mnozina
€

vsech stromowyjch rozkladiu grafu G.

3.1 Rozklady rozklada

V této casti ukazeme, ze mame-li obecny rozklad H grafu G a obecny rozklad
M rozkladu H, existuje rozklad grafu GG, ktery je s M izomorfni, a navic ma

IPiivlastek ,,obecny“ pouzivame, abychom tuto strukturu odlisili od rozkladi bez
privlastku, coz jsou systémy navzdjem disjunktnich mnozin, a zaroven abychom naznacili
podobnost se stromovymi rozklady, které jsou podmnozinou obecnych rozkladu.

2Jednicku odecitame, aby mél nejmensi mozny obecny rozklad grafu s alespon jednou
hranou sitku 1.
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sitku omezenou soucinem sitek M a H. Struéné feceno tedy to, ze rozklady
Ize skladat. Nejdrive ale pomocné tvrzeni, které iika, ze rozklady zachovavaji
spojitost podgrafu:

Tvrzeni 5. Méjme graf G(V, E) a jeho obecny rozklad H(X,T). Ddle méjme
U C V souvislou podmnozinu vrcholi grafu G. Potom je podmnozina W C X
souvisla, plati-li ndsledujici:

VX, e X X, eWevelU:ve X;

Diikaz. Sporem: necht je W nesouvisld. Potom existuji uzly Xy, X,, € W,
mezi kterymi ve W nevede cesta. 7Z predpokladu v kazdém z nich musi
existovat alespon jeden vrchol z U, necht tedy ug € Xy a u, € X,,. Jelikoz
je ovSem U spojité, existuje v ném cesta z ug do u,, oznac¢me vrcholy na
ni postupné wu; aZ u,_i. u, necht je posledni vrchol, z jehoZ nadiazenych
vrcholu K = {X; € X|ux € X;} nevede cesta do X,, (nadrazené vrcholu uy,).
uy musi existovat, prinejhorsim je to ug.

Déle vime, ze jelikoz mezi uy a ui; vede hrana, existuje X,, € W ob-
sahujici oba tyto vrcholy. Z X, tedy cesta do X,, vede, ale zaroven vime, ze
z vrcholu v K nevede. To je spor, jelikoz u, € X,, a tedy X, € K. O

Znaceni 3. V ndsledujicim textu budeme psdt zkrdacené | J M namisto |J x.
xeM

A nyni vlastni tvrzeni o skladani rozkladu:
Tvrzeni 6. Méjme graf G(V, E) a jeho obecnyj rozklad H(X,T). Ddle méjme
obecny rozklad grafu H(X,T), ktery si oznac¢me M({O1,...0,}, P). Potom
Z(Y,U) takové, Ze
Vie{l,....n}:Y;=JO:
Y=A{Y,...,Yn}
(Y;,Y}) celU <& (OZ,O]) eP
je obecngm rozkladem grafu G(V, E) izomorfnim s rozkladem M (O, P).
Ddle plati, ze W(Z) < (W(H)+ 1).(W(M) +1) — 1.

Diikaz. Dokazeme, ze Z je obecny rozklad grafu G(V, E). To, ze je izomorfni
s M (O, P) vyplyne piimo ze zpusobu jeho konstrukce. Potiebujeme dokézat
tI1 véci:
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e Yy =v:
Kazdy vrchol v € V' lezi v néjakém uzlu X; € X a kazdy uzel X; lezi
v n¢jakém ,naduzlu® O; € O. Jelikoz Y; vznikly jako sjednoceni X;
z jednotlivych Oj, pro kazdé v alespoil jedna Y; existuje.

e V(u,v) e E:3Y, €Y :ueY,VveY;
V(u,v) € E:3X; € X 1ue X; Vo e X;. A kazdy uzel X; je obsazena
alespon v jednom uzlu Y;.

o Vv eV :{Y; € Yve Y} tvoii souvisly podgraf H:
Necht @ = {X; € X|v € X;}. Z definice obecného rozkladu je Q v H
souvisld. Z tvrzeni 5 je R = {O; € O|3X; € Q : X; € O,} souvisla v M.
Ze zpusobu konstrukce ) potom vyplyvéa, ze v se nevyskytne jinde, nez
v Y; izomorfnich k prvkum R, které spolu také (diky izomorfismu) v Z
tvofi souvislou mnozinu.

Pro horni odhad sitky obecného rozkladu Z chceme ukazat, ze horni
odhad velikosti Y; je (W(H) 4+ 1).(W(M) + 1).
Y; vznikaji jako sjednoceni uzlu X z jednotlivych , naduzli“ O;. Horni odhad
velikosti X; je z definice W H 41 a hornf odhad pro velikost O; je tw(H)+1,
z ¢ehoz ziskavame vyse uvedené.

0

Znaceni 4. Z(Y,U) z predchoziho turzeni budeme nazyvat sloZenim rozkladu
H(X,T) a M(O, P) a znacit

Z(Y,U) = M(O,P)o H(X,T)

Dusledek 2. Z predchoziho tvrzeni také primo vyplyvd, Ze mame-li graf
G(V,E) a jeho obecny rozklad H(X,T), plati

tw(G) < (W(H)+1).(tw(H) + 1) — 1

3.2 Rozklady a rezy

V predchozi ¢asti jsme rozebirali skladani rozkladu, coz se nam bude hodit
k tomu, abychom ke grafu plochy ziskali jeho stromovy rozklad. Nasledujici
tvrzeni nam poslouzi k tomu, abychom na zakladé stromového rozkladu byli
schopni efektivné rozhodnout o konzistentnosti hraci plochy.

13



Tvrzeni 7. Méjme graf G(V, E) a jeho obecny rozklad H(X,T). Potom je-li
D C X wrcholovy rez rozdélujici X na dvé nesouvislé ¢asti X, a Xy a plati-lv

UX. 2 UD aUXy & UD, je C =1|JD vrcholovy rez v grafu G.

Diikaz. Sporem — necht C' neni vrcholovy fez. Oznacme si V, = |J X, \
UDaV,=UX,\UD. Tyto dvé mnoziny jsou z predpokladu neprazdné.
7 predpokladu sporu existuji vrcholy ag € V, a a, € V}, mezi nimiz existuje
v grafu G'(V\C, E) cesta. Vrcholy na nf oznac¢me ay, . . ., a,_;. Déle dozajista
existuji X7 € X,, Xy € X, takové, ze ay € X; a a, € X,. Podle tvrzeni 5
potom ovsem mezi vrcholy X a Xy vede v H'(X \ D, T) také cesta. To je
ale ve sporu s tim, ze D je vrcholovy tez H. O

14



Kapitola 4

Graf plochy a jeho rozklady

V této kapitole vyuzijeme obecnych rozkladu grafu na grafech hracich ploch
k tomu, abychom ziskali jejich stromovy rozklad s omezenou sitkou, popf.
dospeéli k tomu, ze graf plochy takovyto stromovy rozklad nema.

Nejdrive ukazeme postup, ktery nam da pro bipartitni graf jeho obecny
rozklad s jistymi vlastnostmi:

Tvrzeni 8. Méjme bipartitni graf G(V, E) bez izolovanych vrcholu, V =
ViU Vy, kde Vi a Vy jsou jeho partity. Potom H(X,T), pro které plati

X ={{v}UN@w)lv e V;}
(XZ',Xj) ET@XZ'QXJ‘ #@

je obecnym rozkladem grafu G a pro kaZdy vrcholovy rez rozkladu C' C X je
U C N Vy wrcholovym tezem grafu G.

Diikaz. Nejdiive dokazme, ze H(X,T) je obecny rozklad grafu G:

e JX =V
Kazdy z vrcholu Vi je z definice v nékterém z X; a jelikoz je graf bez
izolovanych vrcholu, kazdy z vrcholu V5 je sousedem alespon jednoho
vrcholu z Vi a tedy patii do jeho Xj.

e V(u,v) e F:3X; € X :ue X; Vo € X
BUNO necht u € Vi, potom v je jeho sousedem a tak jsou spolu v X;,
vV némz je u.

e Yo eV :{X; e X|ve X,;} tvori souvisly podgraf H:
Z druhé podminky pro H (X, T') spolu tvoii nejen souvisly, ale dokonce
uplny podgraf.

15
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Obrazek 4.1: Grafy ploch a jejich bipartitni rozklady

Nyni k tomu, ze |JC N V4 je vrcholovym fezem grafu G:
Z tvrzeni 7 vime, ze vrcholovym fezem G je |JC. Pokud z mnoziny |JC
ovsem odebereme vrcholy Vi, fezem bude stéle, jelikoz neodebrané vrcholy
z V1 budou izolované. | J C' NV totiz z definice pouzitého rozkladu obsahuje
vSechny jejich sousedy. O

Definice 9. Rozklad H(X,T) z predchoziho tvrzeni budeme nazyjvat bipar-
titnim rozkladem podle Vi. V kazZdém uzlu X; budeme vrchol v € X; NV}
nazyvat fidicim vrcholem wuzlu.

Daisledek 3. Z definice mnoziny X v tvrzeni 8 plyne, Ze sirka bipartitniho
rozkladu podle U je rovna nejvyssimu stupni ze vsech vrcholi v U.

Dusledek 4. Ddle z definice bipartitniho rozkladu a jeji aplikace na graf
plochy (tak, Ze ziskame bipartitni rozklad podle Ak ) je kazdy uzel bipartitniho
rozkladu mnozinou se slupkou. A jelikoz jsou mnoziny se slupkou uzaviené na
sjednocent, plati tato vlastnost i pro rozklady vzniklé skladdnim bip. rozkladu
s Jinyma.

Pti prvnim pohledu na obr. 4.1 vidime, Zze bipartitni rozklad ma prilis
mnoho hran. Nicméné hned pti druhém je vidét, ze mnohé z téchto hran je
mozné hned odstranit, aniz by nas rozklad prestal byt obecnym rozkladem.
Na zékladé tohoto pozorovani ziskavame algoritmus, ktery nas priblizuje ke
stromovému rozkladu:

4.1 Odstranéni redundantnich hran

Znaceni 5. Zakladem hrany bipartitniho rozkladu budeme nazyjvat prinik
koncovijch uzlu této hrany. Velikost hrany bipartitniho rozkladu bude potom
pocet prvku jejiho zdakladu.
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Obrazek 4.2: Odstranéni redundantnich hran

Maéame-li obecny rozklad a odebereme-li z néj hranu, jediny duvod, proc¢
by vysledek této operace nemél byt nadale obecnym rozkladem, muze byt
poruseni treti podminky pro obecné rozklady — tedy, ze uzly obsahujici
spolecny vrchol musi indukovat souvisly podgraf. Nabizi se, ze hrany s vétsi
velikosti jsou pro nds ,,pii uspokojovani tieti podminky* cennéjsi nez ty
s velikosti mensi, jelikoz pomahaji v souvislosti vice podgrafum. Pii imple-
mentaci se tento predpoklad ukazal jako spravny.

Algoritmus na odstranéni redundantnich hran postupuje nasledovneé:

function ODSTRANREDUNDANTNIHRANY (Bipartitn{ rozklad
T(X,W))
hrany < seznam hran z W sefazeny podle jejich velikosti. Hrany
stejné velikosti jsou fazeny postupné podle jejich horni, levé, dolni
a pravé soutradnice a smeérnice.
for all (u,v) € hrany do
if 3 cesta u,wy, ..., w,,v v T(X, W\ {(u,v)}) takovd, ze
Vie{l,...,n}:uNv Cw; then
Odstran (u,v) z W a z hrany
end if
end for
return rozklad 7' s modifikovanym W

end function
Detailni podminky pro uspotadéani hran (podle souradnic a smérnic) ne-

maji jiny vyznam, nez aby byl vysledek béhu algoritmu urcen jednoznacné.

Tvrzeni 9. Algoritmus na odstranéni redundantnich hran vraci obecniy rozk-
lad.

Diikaz. Jediné, co algoritmus méni na rozkladu, ktery obdrzel jako parametr,
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je mnozina jeho hran. Ze tii podminek pro rozklad tedy muze porusit jen tu
posledni:
Kazdda mnozina vsech uzlu obsahugjicich spolecny vrchol indukuje souvisly
podgraf.
Ukéazeme tedy, ze tuto podminku neporusime zadnym odstranénim hrany a
plati tedy i pro rozklad, ktery algoritmus vraci:

Souvisly podgraf S je takovy, v némz mezi kazdymi dvéma vrcholy vede
v S cesta. Vedla-li v puvodnim T'(X, W) takové cesta pres hranu (u, v), kterd
byla odstranéna, existuje jina cesta, v posloupnost vrcholu u,v nahradime
posloupnosti vrcholu u, wy, ..., w,,v. Jelikoz plati Vi € {1,...,n} :unv C
w;, patii vsechny vrcholy v této posloupnosti také do S. O

Po probéhnuti algoritmu odstranujiciho redundantni hrany ndm pfi realné
hie v obtiznosti Expert uz velmi c¢asto zustava jen stromovy rozklad, nebo
rozklad oproti puvodnimu bipartitnimu rozkladu vyrazné zjednoduseny.

Dostaneme-li stromovy rozklad, muzeme jej primo predat nize popsanému
algoritmu pro rozhodnuti o konzistentnosti hraci plochy.

4.2 Sériové-paralelni grafy

Pokud jsme stromovy rozklad nedostali odstranénim redundantnich hran,
stéle jesté se muzeme pokusit jej ziskat. Rozdélime ziskany graf na 2-souvislé
komponenty a budeme hledat jejich stromovy rozklad s omezenou sitkou.
Ttid grafi s omezenou stromovou sitkou je dozajista velmi mnoho, my se
vsak omezime na sériové-paralelni grafy, jejichz definice i dukaz o jejich
omezené stromové sitce je v [1], str. 13-14. Praktické zkusenosti se hrou Mi-
nolovka, v niz je implementovana vizualizace bipartitniho rozkladu plochy
s odstranénymi redundantnimi hranami, zaroven ukazuji, ze sérioveé-paralelni
podoba rozkladu je v realnych situacich hry velmi casta.

V [3], str. 4-5 je prezentovan algoritmus, ktery o orientovaném grafu
rozhodne, zda je sériové-paralelni, a pokud ano, poskytne nam jeho kon-
strukéni strom* V [1] je potom postup, jak z konstrukénfho stromu sériovée
paralelniho grafu ziskat jeho stromovy rozklad s omezenou sitkou.

Nam tedy zbyva obdrzené 2-souvislé komponenty zorientovat tak, aby-
chom z neorientovaného sériové-paralelniho grafu vzdy ziskali orientovany
sériove-paralelni graf. To uéini algoritmus ZORIENTUJSP GRAF, ktery jako

1V origindle construction tree.
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vstupni parametry pozaduje mimo samotného grafu i zadéani vstupniho a
vystupniho vrcholu. Toto vsak neni problém, jelikoz i pokud zavolame ZORI-
ENTUJSPGRAF na vSechny dvojice vrcholu, zustava algoritmus stale poly-
nomialnim. My potom vybereme tu dvojici, pro niz bylo zorientovani grafu
nalezeno a algoritmem z [3] potvrzeno. Pokud takové dvojice neexistuje, graf
neni sériové-paralelni.

procedure ZORIENTUJSPGRAF(var Graf G(V, E), Vrchol s, Vrchol

t)

if s =1t then
return
end if
¢ < nejkratsi cesta z s do t po dosud nezorientovanych hranéch.
Zorientuj hrany na ¢ po sméru cesty.
for all U € komponenty G(V, E’), kde E’ jsou dosud nezorientované
hrany do
s" < vrchol U nejblizsi vrcholu s na cesté ¢
t' « vrchol U nejblizsi vrcholu ¢ na cesté ¢
ZORIENTUJSPGRAF(G(U, E),s', ')
end for
end procedure

Tvrzeni 10. Pokud je graf G(V, E) sériové-paralelnim se zdrojem s a stokem
t, algoritmus ZORIENTUJSPGRAF jej spravné zorientuje.

Myslenka dukazu:

Nejkratsi cesta od zdroje ke stoku je dozajista spravné zorientovana. Kdyby sla
cesta proti sméru hran orientovaného SP grafu, musela by se do tohoto opa¢ného
sméru v nékterém vrcholu otocit, ale timtéz vrcholem by potom cesta musela
projit jesté jednou ve spravném smeéru, takze by nebyla nejkratsi.

Po odstranéni této cesty nam zjevné zustanou komponenty, které jsou samy
o sobé také SP grafy a tak na né algoritmus zavolame rekurzivné. Pii tomto volani
musime také spravné zvolit zdroj a stok téchto podgrafi, ale ty jsou ziejmé —
mista, kde odstranénd cesta do podgrafu vstoupila a z néj zase vystoupila.
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Kapitola 5

Algoritmus pro rozhodnuti
o konzistentnosti plochy

V predchozich kapitolach jsme smérovali k tomu, abychom ziskali stromovy
rozklad grafu plochy. Tento rozklad nyni vyuzijeme v algoritmu rozhodujicim
o konzistentnosti hraci plochy:

Vstupem algoritmu je hraci plocha a jeji stromovy rozklad H (X, T) sitky
k, pro ktery plati (X1, X5) € T = X, N Xy C Ay U Ayt

K feSeni vyuZijeme pomocnou funkci OHODNOTKOREN volajici samu
sebe rekurzivné na principu pruchodu do hloubky. Ta pro zakorenény pod-
strom stromového rozkladu H(X,T') vrati mnozinu ohodnoceni na mnoziné
vrcholu v kofenovém uzlu. Nize ukazeme, ze pravé vracena ohodnoceni jsou
konzistentni a lze je rozsitit i na vrcholy obsazené ve zbylém podstromu tak,
ze konzistentni zustanou.

Algoritmus rozhodnuti o konzistentnosti plochy zavold. OHODNOTKOREN
na cely strom H(X,T) s libovolnym vrcholem jako kotenem. Pokud dostane
prazdnou mnozinu ohodnoceni, odpovi NE, jinak odpovi ANO.

Nyni vlastni funkce OHODNOT KOREN:

1Tedy, ze z4dné dva uzly se neprotinaji ve znamych vrcholech.
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function OHODNOTKOREN(H (X' C X, T), X,)
res < mnozina vsech konzistentnich ohodnoceni na mnoziné X
for all X; € mnozina potomku X, ve stromé¢ H(X',T) do
Solsx, «— OHODNOTKOREN(podstrom s kofenem X;, X;)
res < KOMPATIBILNIOHODNOCENI(res,Solsy, )
end for
return res
end function
Pomocn4 funkce KOMPATIBILNIOHODNOCENT vrati svij prvni parametr
bez téch ohodnoceni, ktera nejsou maximalné slucitelna s zadnym ohodno-
cenim z parametru druhého. Zapis v pseudokédu nasleduje:
function KOMPATIBILNIOHODNOCEN{(mnozina ohodnoceni 7' na
mnoziné Xy, mnozina ohodnoceni S na mnoziné X )
res < ()
for all a« € T' do
if 3b € §': a,b se maximélné shoduji then
res «— res U {a}
end if
end for
return res
end function

Tvrzeni 11. Funkce OHODNOTKOREN na stromovém rozkladu H(X',T)
s §irkou omezenou konstantou skonci v ¢ase O(|X'|).

Diikaz. Jelikoz ma H(X',T) sitku nejvyse k, je i velikost mnoziny vsech
ohodnoceni na mnoziné X, omezena konstantou. A jelikoz navratova hod-
nota této funkce je jeji podmnozinou, je i jeji velikost omezena. Doba béhu
funkce KOMPATIBILNIOHODNOCENT je tedy také omezena konstantou.

Ze zpusobu rekurzivniho volani je zfejmé, ze pro kazdy uzel stromu
H(X',T) je funkce OHODNOTKOREN voldna praveé jednou. Pro kazdy uzel
je vygenerovdna mnozina vsech ohodnoceni (z nichz kazdé je otestovano na
konzistenci) a pro kazdy vrchol kromé X je tato mnozina slouc¢ena funkeci
KoMPATIBILNIOHODNOCENT s mnozinou ohodnoceni rodice. Jelikoz jsou
vSechny tyto operace provadény v konstantnim ¢ase, bézi celd funkce v ¢ase

O(|X)). O

Dusledek 5. Algoritmus rozhodnuti o konzistentnosti plochy bézi na stromu
H(X,T) taktéz v case O(|X|), jelikoZ pouze zavold funkct OHODNOT KOREN
a porovnd vrdcenou hodnotu s prazdnou mnozinou.
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Tvrzeni 12. Funkce OHODNOTKOREN vrdti pro podstrom H(X',T) stro-
mového rozkladu H(X,T) mnoZinu ohodnoceni na korenu takovou, Ze prdvé
ohodnoceni v ni obsaZend lze rozsitit © na vrcholy ve zbytku podstromu tak,
aby byly konzistentnyi.

Diikaz. Ozna¢me si kofen jako R a jeho potomky jako Si,...,S,.

Vsechna ohodnoceni konzistentni na mnoziné R muzeme vygenerovat
snadno — probranim vSech moznosti a vyfazenim téch nepiipustnych. Prave
ta totiz nejsou konzistentni, jelikoz nam na R nezbyvaji uz zadna neznama
policka a tak pojmy konzistence a pripustnost splyvaji.

Spravnost celé funkce ukazeme nyni indukei podle poctu vrcholu v pod-
stromu, na néjz je funkce voldna:

Ma-li zadany podstrom pouze jeden vrchol, jedna se o koten R. Ve zbytku
podstromu tedy zadné vrcholy nejsou a tvrzeni plati.

Ma-li podstrom n > 1 vrcholu, na potomky (i nepfimé) kofene jich
piipadd n — 1. Tedy zavoldme-li funkci OHODNOTKOREN na néktery pod-
strom, s kofenem S7,...,95,_1, nebo S, dokazované tvrzeni pro néj podle
predpokladu indukce plati.

Mame tedy mnozinu konzistentnich ohodnoceni Or na mnoziné R a
Es,,...,Es, na mnoziniach Si,...,S, (ta lze rozsifit na jim odpovidajici
podstromy).

Chceme, aby platilo, ze ohodnoceni z O lze konzistentné rozsitit na celé
X', prave kdyz v kazdé z mnozin Fg,, ..., Fg, existuje ohodnoceni, které se
s nim maximalné shoduje.

Nejdrive smér zleva doprava:

Méjme ohodnoceni m € Op a jeho konzistentni rozsiteni m’. Potom se ohod-
noceni k vzniklé omezenim m’ na S; dozajista nachdzi v FEg,, jelikoz ma
rozsiteni na cely podstrom pod S; (pfislusné omezeni ohodnoceni m’). Ob-
dobné plati i pro Ss, ..., S,.

A zprava doleva:

Mame ohodnoceni m € O a kv € FEg,,...,k, € Eg,, kterd se s nim
maximalné shoduji. Ozna¢me k1, ..., k], rozsiteni k1, ..., k, na celé piislusné
podstromy. Z toho, Ze se jedna o stromovy rozklad, plyne, ze defini¢ni obory
kazdého z K, ..., k], se mohou protinat pouze v R.

Jelikoz se ohodnoceni m, k},..., k! po dvou maximalné shoduji, lze je
podle tvrzeni 3 sloucit a ziskdme tak ohodnoceni na celém X’. O

Tvrzeni 13. Algoritmu rozhodnuti o konzistentnosti plochy vrdti ANO, je-
lv zadana plocha konzistentni a NE, pokud tomu tak nend.
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Diikaz. Funkce OHODNOTKOREN ndm pro zadany uzel vrati mnozinu vsech
jeho ohodnoceni, ktera lze rozsitit na konzistentni ohodnoceni celé plochy.
Je ziejmé, ze pokud plocha konzistentni ohodnoceni nemad, bude tato
mnozina prazdna i to, ze ma-li néjaka, dostaneme jejich omezeni na vrcholy
v daném uzlu. 0
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Kapitola 6
Zaveér

V této praci jsme ukazali, ze ac je problém konzistentnosti hraci plochy ve
hie Minolovka ve své obecnosti NP-1plny, omezime-li se jen na urcitou tiidu
konfiguraci, 1ze tento problém fesit v polynomialnim case.

Nejdiive jsme problém konzistentnosti hraci plochy zformalizovali a nale-
zli jsme problém z teorie grafii, na ktery jej umime prevést v polynomialnim
case. Tento problém lze, dostaneme-li stromovy rozklad grafu s sitkou, jez
je omezena konstantou, Tesit v konstantnim case a algoritmus, ktery toto
provadi je prezentovan v kapitole ,,Algoritmus pro rozhodnuti o konzistent-
nosti plochy.“

Hlavnim tkolem prace je tedy urcit, pro které situace hraci plochy jsme
schopni zkonstruovat stromovy rozklad jejiho grafu, ktery ma sitku omezenu
konstantou.

K tomu jsme si nejdiive zadefinovali strukturu ,,obecny rozklad,“ ktera
je zobecnénim stromového rozkladu a kterou lze zkonstruovat snadno. Takto
zkonstruovanou strukturu se nasledné snazime heuristickym algoritmem co
nejvice zjednodusit. Toto zjednodusovani muze dopadnout dvéma zpusoby:

e a) zjednodusovan{ je Uspésné a ziskdme bud strom, nebo graf, jehoz
stromovy rozklad omezené sifky umime zkonstruovat.!

e b) ani po zjednoduseni nejsme schopni z grafu ziskat stromovy rozklad
s omezenou sitkou.

1V nagem piipadé toto implementujeme pro grafy sériové-paralelni, které maji stro-
movou sitku 2.
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Obrazek 6.1: Priklad plochy s hladkou hranici

Z [2], kde je ukédzano, ze problém rozhodnuti o konzistentnosti plochy je
NP-tplny, plyne, ze pifpad (b) nastdvat musi.?

V nasi implementaci, nalezneme-li stromovy rozklad grafu plochy, m&
tento Sitku nejvyse 26. Bipartitni rozklad, ktery ziskdme z grafu plochy
mé §ifku nejvyse 8,2 a sériové-paralelni grafy maji siiku nejvyse dva. Po-
dle tvrzeni 6 potom ziskavame omezeni 26 pro sitku slozeni téchto dvou
rozkladi. Pii hie v obtiznosti Expert* se nasledné ukazuje, Ze je stromovy
rozklad s takto omezenou sitkou pro vétsinu pozic nalezen.

Déle, i kdyz to neni v praci formalné dokazano, se da predpokladat, ze
algoritmus nalezne takto omezeny stromovy rozklad pro vSechny plochy, na
niz maji oblasti odkrytych poli hladkou hranici a navzajem se neovliviuji, viz
napt. obr. 6.1. Hladkou hranici rozumime to, ze 1ze odkryta policka seradit
do cest ¢i cyklu tak, ze odkryti sousedé kazdého neodkrytého policka tvoii
souvisly podgraf.

Zminovana implementace je zalozena na dfive feSeném roc¢nikovém pro-
jektu a je véetné zdrojovych kédu v Microsoft Visual Studiu 2005 k dispozici
na prilozeném CD a na adrese
http://www.ms.mff.cuni.cz/ " hodek4am/rp.zip

2Za piedpokladu, ze NP#£P.
3Kazdé politko ma nejvyse osm sousedil.
430x16 poli, 99 min
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