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sa vyskytuju v mnohych spolocenskych sférach. Indikator moze znacit prekroce-
nie uréitej hodnoty alebo vyskyt nejakého javu. V préci sa zaoberame logistic-
kym rozdelenim a jeho vlastnostami, parcialnou vierohodnostnou funkciou, ktora
umoznuje pracovat so zavislymi datami, a odvodime uzitocné vztahy pre prak-
ticku aplikéaciu, ktord pozostava zo simulécie ¢asového radu a z analyzy redlnych
dat pomocou volne siritelného softvéru R.
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Abstract: This bachelor thesis deals with the time series of binary variables that
exist in many social spheres. The indicator may denote a certain value being exce-
eded or a phenomenon occurring. We study a model of logistic autoregression and
its properties, partial likelihood function which allows us to work with dependent
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Uvod

Casové rady mozno chapat ako postupnosti hodndt chronologicky zaznamena-
nych v case. Druhy pohlad, ktory ndm umoznuje modelovanie na zaklade teérie
pravdepodobnosti, je pozerat sa na ¢asovy rad ako sSpecidlny pripad nahodnych
procesov (Cipra, 2008). Historicky boli skiimané uz celé storocia a postupne na-
dobudaji na vyzname, kedze ich mézeme néajst takmer v kazdej sfére zivota, ¢i uz
je to ekonometria, financie, technika, prirodné vedy, astronémia alebo demogra-
fia. Modelovanie a predpovedanie budtcich hodnét ¢asovych radov je doélezitou
casfou datovej analyzy.

Cielom analyzy casovych radov je podla knihy (Cipra, 2008) pochopit mecha-
nizmus, ktory generuje analyzované data, testovat hypotézy, predpovedat budtci
vyvoj, riadif a optimalizovat. Analyza berie do ivahy vnitorna struktaru dat a
pozorovatelné trendy v nich. Predikcia je nevyhnutna v ekonomickych modeloch,
kedy sa podnik rozhoduje o budicej vyrobe alebo investor obchodujici s menami
¢i akciami o kuipe alebo predaji, pri predpovediach pocasia, v medicine moze byt
dolezity pocet chorych kvoli zabezpeceniu dostatoéného poctu vakein alebo aj v
konani jednotlivca pri kiipe auta ¢i domu.

V praktickych aplikaciach sa casto stretavame s potrebou predikcie budicej
hodnoty binarnej premennej, ktora moze nadobtidat len dve hodnoty — nastane,
resp. nenastane udalost. Na zaklade aj uz spominanych prikladov ¢asovych radov
mozno odvodit bindrne ¢asové rady. Napriklad bude/nebude prekroc¢end urcita
hranica ceny akcie na burze, bude/nebude prekroc¢ena typickd hodnota thrnu
zrazok, bude/nebude prekroceny kriticky pocet infikovanych Tudi smrtelnou cho-
robou, teda hrozi/nehrozi epidémia.

Jednou z najcastejsie vyuzivanych metéd analyzy casovych radov je regresna
analyza, ktora sa zaoberd vztahom medzi zavislou (vystupnou) premennou a jed-
nou alebo viacerymi nezavislymi (vysvetlujicimi) premennymi. Zakladnou me-
todou regresnej analyzy je linedrna regresia, ktora vsak vyzaduje spojitost, nor-
malitu a nezavislost dat. V sticasnosti na vyzname naberaju tzv. zovSeobecnené
linearne modely, ktoré za urcéitych podmienok mozno pouzit aj v pripade kate-
gorialnych a spocitatelnych dat (Kedem a Fokianos, 2002). V pripade binarnych
casovych radov tento problém riesi logisticka regresia, v ktorej zavisla premenna
nadobuda iba hodnoty 0/1, tispech/netispech.

Cielom bakalarskej prace je zoznamenie sa s vybranymi pristupmi k modelova-
niu binarnych ¢asovych radov, ich podrobny popis a odvodenie vzorcov, ilustracia
odhadovych procedir na simulovanych datach a analyza realneho ¢asového radu
nula-jednotkovej povahy. Praca je rozdelend na teoreticku a prakticku cast. V pr-
vej kapitole sa budeme zaoberat teoretickymi vztahmi, ktoré si zakladom modelu
logistickej autoregresie. Prakticka cast prace pozostava z dvoch kapitol. V prvej
z nich vyuzijeme nastudované poznatky pri simulacii procesu a odhadovani jeho
parametrov. Poslednou kapitolou je analyza redlneho binarneho casového radu,
kde najdeme aj predikciu hodnoty na nasledujice obdobie.



1. Logisticka regresia v casovych
radoch

1.1 Logistické rozdelenie

Jednym z vyznamnych pravdepodobnostnych rozdeleni je logistické rozdelenie.
Jeho dolezitost spociva v sirokych praktickych aplikaciach. Pouziva sa napriklad
na odhadovanie rastu Iudskej populacie a inych demografickych dat, polnohospo-
darskej produkcie a dokonca aj v biolégii. Pre nase icely najdolezitejsie je vyuzitie
v logistickej regresii, pri modelovani a predikovani ¢asovych radov, ktoré mozu
nadobudat len dve hodnoty : 1=tspech, 0=netspech.

Definicia 1 (Andél, 2007, str. 23). Nech a € R, b > 0 si dané ¢isla. Distribucénd
funkcia logistického rozdelenia je

1

= m, ZEGR (11)

F(x)

7 distribu¢nej funkcie vieme pomocou derivacie urc¢it hustotu rozdelenia:

dF b- e—(a-l—ba:)

f(x) = % = (1+€f(a+bz))2’ r€R (12)
F(z).
oe a=0,b=1
a=-2,b=1
5
a:——,b:1
2 2
3 1
a=——,b=-
2 4
-10 -5 0 5 10 15 20 25 30 T

Obréazok 1.1: Distribu¢na funkcia logistického rozdelenia pre rézne hodnoty pa-
rametrov a, b.
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Obréazok 1.2: Hustota logistického rozdelenia pre rézne hodnoty parametrov a, b.

Odvodime strednti hodnotu logistického rozdelenia

t € (—o00,00)

- A a+br=t,
_ J_bre ™ _ b-de = dt
EX = z (1+ef(a+bx))2dx_ t—a
—00 I:

b
_ft—a e” 1 /OO
_7 b 14et 2 b 1+e
L €(0,1)
1t—‘|—€7t_y’ y 9
o
dt=d
(1+e7t)2 Y
— 1_y_ —t o
= = e =
y
y:—t
Y
t=1In y
-y

Posledné rovnost vyplyva z jednoduchej substiticie v druhom integrale

1—y=u,
—dy = du.

€ (0,1)

(1.3)



Potom !

1

1 1

g/lnydy— E/ln(l —y)dy = 0.
0

0

Ku vypoctu rozptylu logistického rozdelenia potrebujeme vypocitat aj druhy mo-
ment

Vi b . g~ (atbz) ab—i-gx = l(fi, t € (—o0,00)
2 _ 2 i _ ~dr =dt _
EX" = / v (1 +€f(a+bx)>2d$ t—a
—00 xr = b

o0 N2 —t
_ / (t—a) ' e a
b2 (14 et)?

—00

L et 2 / LT 76‘tdt
S (et b? ) (L+et)? 0 ) (Itet)

7 vypoctu strednej hodnoty uz vieme, ze druhy integral je nulovy a treti integral
je rovny 1. Potrebujeme teda dopocitat prvy integral. Vsimneme si, Ze v integrale
sa nachadza parna funkcia a osobitne tento integral vyrieSime.

o0

/ 2ot 0 2ot o0 i ) .
_— 2/ dt = Q/t n(—l)"_ e "dt =
(1+et) / (14 et —

Z /t2 7T'Ltdt
= 0
> 12 > 1 2
=4> (-1)"'= = —.
Z n3 nz::l( ) n? 3
Vyraz ﬁ sme nahradili mocninnym radom, vdaka ¢omu sme mohli zame-

nit poradie sumy a integralu. Dokazeme si este, ze vyraz takémuto radu naozaj
zodpoveda. Oznacme si ¢ := et

1 1
= =1+ (=q)+ (—=q)*+.../()
e ey e Rk G I R C A l(
—1
—0—-1+2¢—3¢2+ .../ (-
FTE q—3q /- (=q)
q 2 3 4 — nel n_ e n—1, —nt
=q—2¢"+3¢° —4q"... = —1 ng’ = -1 ne .
(1+q)? nzz:l< ) nz::l( )
Teraz uz rozptyl dopocitame lahko
172 a? —a\2? 1 7?
X =EX’-(EX —( ) = ——. 1.4
var EX=ms+e (%) “m3 (1.4)



Standardizované logistické rozdelenie je logistické rozdelenie, v ktorom sii
a=0,b=1. Dosadenim do definicie 1 a 1.2 — 1.4 dostaneme

1 e’
F = = 1.5
) lde® 1+ev (1.5)
e * e’

— — 1.6
M) = ey = @y e (16)

EX =0,
2 (1.7)

VarX = %

1.2 Metbéda maximalnej vierohodnosti

Metoda maximélnej vierohodnosti je jedna z najcastejsie pouzivanych metod
na hladanie bodového odhadu nezndmeho parametra 6 v urc¢itom pravdepodob-
nostnom rozdeleni. Odhad maximalizuje vierohodnostni funkciu, pripadne jej
logaritmus.

Definicia 2 (Kedem a Fokianos, 2002, str. 3). Nech F;, t=0,1,... je rastica
postupnost o-algebier, Fo C F1 C Fo C ...a nech Y1,Ys,... je postupnost nahodnijch
velicin na spolocnom pravdepodobnostnom priestore takom, Ze Y; je Fi-meratelnad.
Oznacme hustotu Yy pri danom Fy;_1 ako fi(y:;0), kde 8 € RP je fixny parameter.
Parcidlna vierohodnostna funkcia vzhladom ku 0, F;,a velicinam Yi1,Ys,....YN je
dana sucinom

2

PL(O;y1,....yn) = H (11:6). (1.8)

Parcialna vierohodnost ndm umoznuje pracovat aj s datami, ktoré nie s ne-
zavislé. Oznac¢me f(y1,...,yn; @) zdruzent hustotu ndhodnych veli¢in Yl,Yg, Y
a podmienené hustoty pisme v tvare fi(yi;0) = f(ys; 0lyr,e.,ye—1); t N. S
vyuzitim vztahu medzi zdruzenou a podmienenou hustotou mozeme p1sat

f(;0) - f(y2:6ly1) - - fyns Olyr,eyn—1) =
f(y2ayl;0) (y3,y2,?/17 0) f(yl,---,yN;O)
= o). . C =
f41: ) fwi;0)  f(y1,y2;0) fy2,yn—1)
= f(yl77yN70)
Mame teda
N
PL(H; y17--~73/N) = f<y17-~-;yN§ 0) = f(yl; 9)) H f(l/t; 9’y17--~73/t71)- (1~9>

t=2

Ak su veli¢iny Yi,....Yy nezavislé, PL(O;yy,...,yn) H f(ys; @) je stéin mar-

gindlnych hustot jednotlivych veli¢in. Pre diskrétne rozdelene veli¢iny mame

PL(eaylvayN) =P }/1 - y17 HP yta0|}/1 = ylv"-a}/;—l = yt—l)a (110)



pri nezavislosti Y7,...,Yy dostavame

N
PL(6;y1,....yn) = H (Y =90

Nadalej nech Y; je casovy rad nadobuda3uc1 hodnoty 0 alebo 1 a k-rozmerny
stlpcovy vektor Z, 1,t = 1,2,3,... reprezentuje mnozinu regresorov. Chceme od-
hadovat podmienent pravdepodobnost tspechu

m(B) = P(Y; = 1|Fi1) = F(B'Zi ),

e B je k-rozmerny vektor parametrov,

o Fio1 =0(Yi1,Yi 0., Zi1,Z;_o,...) predstavuje informacie zname v Case
t—1.
Zrejme F; 1 C F;. Predpokladame, ze F je diferencovatelna distribucna fun-
kcia s hustotou f = F’. Z binarnej povahy veli¢in Y; vyplyva

Ps(Ys = ye| Ficr) = [m(B)]" [1 = m(B)] ™, e € {01},
Z (1.10) dostavame

PL(B) = PL(B;y1,....yn) =

[T (B)) [1 — m(B)] ¥ =

I
~
—= 3

i
X

[F(B'Z1)]"[1 = F(B'Zpa)] ™ (1.11)

=

-
Il

1
Pre maximalizaciu vierohodnostnej funkcie pouzivame logaritmickt vierohod-
nost

[(B)=InPL(B) = E_: {yeIn[F(B'Z 1) + (1 =) In[l — F(B'Zi)]}
B (1.12)

=2

1.3 Logisticka autoregresia

Autoregresny model vychadza z predpokladu, ze kazda hodnota v ¢asovom
rade zavisi na predchadzajicich hodnotéch toho radu. AR(p), autoregresny model
radu p, definujeme podla knihy Kedem a Fokianos (2002) predpisom

Xi =% +nXi—1+ . +7pXip + Ay, (1.13)

A > 0 je konstanta, ¢; st nezavislé rovnako rozdelené nahodné veli¢iny so Stan-
dardizovanym logistickym rozdelenim s hustotou (1.6). Zvolime prahovi hodnotu
r € (—00,00) a definujeme bindrny ¢asovy rad

Y = Iix,>)- (1.14)
Ak oznacime
Z 1= (1,X¢-1,.. X)),
B = i(% — T T)
mAame |
B'Z, = X(% — T+ X X))



S vyuzitim (1.5) dalej dostavame

7Tt(,3) P(}/t = 1|.Ft_1) = P(Xt Z T|Xt—17-'-;Xt—p) =

= P(’YO -+ fYIXt—l + ...+ ’YpXt—p + /\€t Z T’Xt—l,u'th—p) =
=Y — V1K1 — e — VX
= P(gt Z o N )1\ ﬁYp t p|Xt_1,...,Xt_p).

g; méa distribu¢éna funkciu

1 e’
F = =
@ == "1 e
T 1
1 -Fz)=1- - = .
I+er 1+e”
To znamena
1
PY,=1|F_1)=1-F ()\ (r—=—1Xe—1 — ... — ”Ypti)) =
1
_ — = 1.15
1+ exp [Tl (’YO —r+nXi 1+ ...+ ’)/pthp)} ( )
1
=FpBZ_|)= ——.
(BZ01) =+

1.4 Odhad parametrov

Aby sme nasli odhad vektora parametrov B, odvodili sme si logaritmicku
vierohodnostnu funkciu (1.12), do ktorej teraz dosadime z (1.15).

N 1 N 1
I(B) =In PL(B) = n——— l—y)n(1—- — .
() =10 PL(B) = Y s + 21— 0 (11—
(1.16)
Polozime
VinPL(B) =0, (1.17)

¢im ziskame sustavu vierohodnostnych rovnic. Konkrétnu podobu tejto sistavy
odvodime pre rdd autoregresie p = 1. Pre model (1.13) to znamena

Xi = + 11X + Aey,

1
BZ,_1=—(v-—r+mXi—1)=Po+ 51 X1,

A
520" (1.18)
0 — A\ )
=1



Budeme derivovat logaritmickt vierohodnostni funkciu podla zloziek vektoru
B a derivacie polozime rovné nule. Pri konkrétnych hodnotéch y;, ;1 je

N
1
l(,B) = ;yt 1Og 1 4+ e=Po—Brzi— +

M=

1
(1 — ) log (1 1 + e—ﬁo—ﬁlxt—1) ’

t=1

al(’B) S —Bo—B1w1-1 e Pomfrei
0= 9B B ;yt ' <1 e ) (= (1+ e_BO_let—1)2 H(=0)+
1+ e—Po—frzt—1 e Po—brzi—1
+ ; (I—m) e—Bo—Przi1 (1+ 6750*51%—1)2 (=)=
N 4 N ) (1.19)

- ;yt (1 1 + @—50—51%1) T ; (yt N 1) 1 + e Bo—Brzi—1 -

- ; <yt a 1+ e—ﬂo—ﬁlrt1> ’

8[(6) = —Bo—PB1Tt-1 e~ o—frri
0= 001 - tzzlyt ’ (1 Te ) ’ (_1) ' (1 + e—ﬂo—ﬁlxt—l)Q ' (_1> P Tt
1+ e—Po—Bizi—1 e Po—Bizi—1

_l_
hE
=

|
<

e~Po=Frze— ' (1 + 6‘50—51%4)2 . (_1) TPl =

1 2l 1
Yt * Te—1 (1 T + 6,8061331&1) + ; (yt - 1) Tt-1 1+ e=Po—Przi—1

1
Ti-1 <yt I + e—ﬁo—ﬁlzt—1) ’

H
I
—

-

I
N

o

#
Il
—

(1.20)

Rovnice (1.19) a (1.20) riesime s pouzitim vhodného softwareu vzhladom k
nezndmym By a (1. RieSenia [y a (1 st hladané odhady.

Asymptotické vlastnosti maximalne vierohodného odhadu st zhrnuté v nasle-
dujicej vete, ktorej dokaz mozeme nédjst v clanku Kedem a Fokianos (1998).

Veta 1 (Kedem a Fokianos, 2002, str. 59). Odhad ,@ ziskany metodou maximdlnej

vierohodnosti je skoro iste urceny jednoznacne pre vsetky dostatocne velké N a pre
N— oo plati

1.
BB,
2.
VN(B - B) 5 Nu(0,G7'(B)),
3.



Vysvetlime symboly pouzité vo vete 1. V bode 3 je Sy(8) = VIn PL(B).
V knihe Kedem a Fokianos (2002, str. 60) je derivicia uvedend v zjednodusenej
vektorovej forme, ktorej platnost ukazeme pre pripad p =1 :

t=1
1
N Y, —
s 1+ G—Bo—lilthl . (1.21)
t=1| X;_4 (Y;t 1 6_50—51Xt1)

Tento tvar zodpoveda derivacidm podla zloziek vektoru 8 (1.19), kde sme pouzili
pozorované hodnoty 1, ;1 ndhodnych veli¢in Y;, X;_;.

Ozna¢ime Gn(B) = VV'(—=In PL(B)), ¢o je pre p = 1 matica s rozmermi
2x2. Odvodime si jej prvky

al 1
E Y, —
an(ﬁ) o 0 ( ! 1+ 6_’80_51Xt—1> N 6—5()—,31th1

_ — t=1 _
8602 90 ; (1 + e*ﬁO*ﬁlXt71)2’
al 1
LB _a (; A (Yt 14 e foAiXin ) %X o Bo—PrXe 1
9B1 o - 00 =1 =1 1_|-e Bo—PB1 Xt~ 1)
al 1
Y, —
_82l(lg) B _a (; t 1+ 6&0,31)(}—1) B iX 67ﬁ0751Xt_1
86061 B 861 - =1 =1 (1 + @—50—51Xt71>2’
al 1
X1\ Y —
_a2l(13) B _a (; t—1 ( t 14 eﬁoﬁlel)) ZXQ e —Bo—PB1Xi—1
8612 B 851 t 1(1+@—50 B1X¢— 1)

Vektorovy tvar mozno opét najst v Kedem a Fokianos (2002, str. 60). Uka-
zeme, Ze pre p = 1 ma matica G () vyssie uvedené prvky.

Gr(B) = YV~ PL(B)) = 3" ZirZL \mi(B) (1 — m(8)] =

t=1
N , eﬂ/Zt—1
—N"7,.Z : -
2 2B o m oy
N T Bo+B1X¢—1
1
- [ 1 Xt—l ] c X 2 —
= X (1 + ePotb t—l)

o

1 X e Po—B1Xi—1
thl XtQ_l (1 + 6_50—51)(171)2
e Po=BrLXi e Po—B1Xi—1

N thl
1 + e=Po=P1Xi-1)2 1 + e=Po—=P1Xi-1)2
- Z ( 6*50*51Xt71) ) ( e Bo—B1Xi—1 ) : (1'22)

t=1
Xt_l (1 + 6—50—51Xt—1)2 Xt_l (1 + 6—50—51Xt—1)2

10



Pre G(B) z 2. a 3. bodu Vety 1 plati

Gh(B) v,

N oo G
Podla Kedem a Fokianos (2002, str. 65) je
e
GB)=F W.ZZ/ =FE[fI(B'Z)ZZ". (1.23)

Veta 1 m4a praktické vyuzitie v konstrukeii intervalovych odhadov pre 7 (83) po-
mocou Z;_1. Pouzitim delta metédy (Rao, 1973) v druhom bode vety 1 dostavame

VN[m(B) = m(B)] == N(0,7G(B)), (1.24)
v =Vm(B) =VF(B'Zi_1) = fi(B Zi-1)Z;_1,
F; je distribu¢né funkcia a f; hustota standardizovaného logistického rozdelenia.

Néhodné veli¢ina —— [ﬂ't(,é) - Wt(ﬂ)} mé teda asymptoticky rozdelenie
VY GHB)Y

N(0,1), dosadenim za v mame

m(B) - m(B)] < uiope 2 2 G5 2

a dostdavame hranice asymptotického 100(1-«)% intervalového odhadu m(3)

Wt(@):tul_a/gf(ﬂ\/é Yoz .G (B)Z. (1.25)

kde u1_o/2 0znacuje 1 — « /2 kvantil standardizovaného norméalneho rozdelenia.
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2. Simulac¢na studia

V praktickej casti sme realizovali stidiu zalozen na Monte Carlo simulacii,
ktorej hlavnym cielom je ilustracia teoretickych vysledkov z kapitoly 1 a ich overe-
nie. Pre poc¢itacovi implementaciu sme zvolili volne dostupny programovaci jazyk
R (R Core Team, 2019), ktory je v sucasnosti najpouzivanejsim programovacim
jazykom v oblasti Statistiky a je mimoriadne vhodnym pre Statisticky vyskum
akychkolvek ¢asovych radov s vyuzitim simulacii (McLeod a kol., 2012). Samotné
naprogramovanie algoritmu simulédcie sme realizovali vo volne dostupnom vyvo-
jovom prostredi RStudio.

2.1 Algoritmus Monte Carlo simulacie
Naprogramovali sme algoritmus pre Monte Carlo simulaciu AR(1) procesu:
Xt =mnXi1 + &, (2.1)

kde g;,t = 1,...,IN, st chyby zo standardizovaného logistického rozdelenia (1.5).
V (1.18) volime parameter A = 1 a 7 = 0. Odtial mdme v (1.18) By = 4~ = —r
a ﬁl = 771 = 71-

Algoritmus mozno prehladne zapisat v nasledovnom tvare zlozenom z troch
casti:

o Definovanie vstupnych parametrov: v, N, B.

o Definovanie pomocnych funkcii pre simuldciu: generuj_arl, generuj_Y,
log_vierohodnost.

e Monte Carlo simuldcia: pre k =1, ..., B opakovanie nasledovnych krokov

1. Generovanie AR(1) realizdcie ¢asového radu dlzky N a parametrom
Y1t X = (Xl,XQ, Ce ,XN)/.
2. Vypocet medianu r zloziek X.

3. Generovanie bindrneho procesu Y; z X s prahom r.

4. Vypocet odhadu ; metdédou maximalnej vierohodnosti.

V prvej casti algoritmu sme teda nastavili vstupné parametre simuléacie. Pre
koeficient v; sme zvolili tri hodnoty 0,1; 0,5 a 0,9. Podobne pre parameter N urcu-
jici dizku radu sme tiez stanovili tri hodnoty 100, 500 a 1000. Vsetky kombinécie
parametrov tak vytvorili devit skiumanych pripadov.

V dalsej casti sme definovali pomocné funkcie na generovanie procesu Xj,
generovanie prislusnych hodnét procesu Y; definovaného vztahom (1.14), kde sme
ako prahovi hodnotu r volili medidn vygenerovaného radu {X;;¢t = 1,...,N} a
log-vierohodnostni funkciu podla (1.16). Pri generovani logistického rozdelenia
sme vyuzili v R existujicu funkciu rlogis.
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Hlavné telo algoritmu tvori simuldcia pre jednotlivé hodnoty v = 81 a dizky
radu N. V nej sme generovali B = 1000 realizacii ¢asového radu pre vsetky
skimané pripady. Z ¢asového hladiska vypocet vysledkov na zaklade Monte Carlo
simulacie pre vsetky kombinacie parametrov trval na beznom pocitaci niekolko
minut.

Vystupom je zhrnutie vysledkov vo forme tabulky a grafov. Kompletny algo-
ritmus je na CD vo formate rmd a pdf.

2.2 Vysledky simulacie

Vsetky vysledky simulédcie s zhrnuté vo forme tabulky 2.1 reprezentujtce;j
prehladni ¢iselnt sumarizaciu a v zodpovedajuicich obrazkoch 2.1, 2.2 a 2.3 pred-
stavujtcich grafickii sumarizaciu.

- Priemer odhadov Bl Smerodajnd odchylka odhadov Bl
Pkaradi 5 _ 01 8,05 4=09 A=01 B=05 A =09
100 0,1018 0,5205 0,9386 0,1201 0,1349 0,1468
500 0,1001 0,5064 0,9173 0,0486 0,0587 0,0787
1000 0,0987 0,5026 0,9128 0,0354 0,0416 0,0553

Tabulka 2.1: Vysledky simulécie

V tabulke 2.1 sme pre kazdu zvolent hodnotu diiky radu N = 100, 500, 1000
a kazdu z troch zvolenych skuto¢nych hodnét parametra 5; = 0,1;0,5,0,9 na
zaklade B = 1000 opakovani spocitali zakladné charakteristiky odhadu 31: arit-
meticky priemer a smerodajni odchylku.

VsSeobecne aritmeticky priemer z k opakovani simulacie, k = 1, ..., B, budeme
kvoli jednoduchosti vyjadrovania nazyvat Monte Carlo odhad parametra [3;, resp.
v skratke MC' odhad parametra ;. Obdobne pre smerodajnu odchylku z k opa-
kovani zavedieme pojem Monte Carlo smerodajnd odchylka odhadu parametra (3,
alebo MC smerodajnd odchylka parametra.

Vysledky ukazuju, ze MC odhady parametra 5; = 7, metédou maximéalne;j
vierohodnosti st blizke skutoénym hodnotam pre vietky tri sledované dlzky radu.
MC odhady sa pohybuju okolo skutoénych hodnot, pricom s rasticim N maja
tendenciu byt blizsie ku skuto¢nej hodnote parametra. Tato skutoc¢nost naznacuje
dostatocne rychlu konvergenciu odhadu Bl ku skutoc¢nej hodnote f(; s rasticim
N.

S rasticou dlzkou radu N klesaji aj smerodajné odchylky, ¢o potvrdzuje kon-
zistentnost odhadov. Vysledky simulécie st teda v stlade s nasimi teoretickymi
poznatkami z vety 1.
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Grafy na obrazkoch 2.1, 2.2 a 2.3 zobrazuju, ako sa vyvijala hodnota MC od-
hadu S s rasticim poc¢tom opakovani £ = 1,...,B Monte Carlo simuldcie. Inymi
slovami dané grafy znazornuju zavislost MC odhadu parametra 3; na pocte ge-
nerovanych realizacii k ndsho AR(1) procesu. Stc¢asne ndm to dovoluje vidiet aj
rychlost konvergencie MC odhadu ku skutoc¢nej hodnote parametra (3, s rasti-
cim poc¢tom simulécii k, t.j. po kolkych opakovaniach k£ sa zhruba hodnota MC
odhadu stabilizuje.

Pri vsetkych hodnotach parametov 7 = 0,1;0,5;0,9 vidime, Ze s rasticou
dlzkou N sa MC odhad stabilizuje rychlejsie, t.j. pri mensom poéte opakovani k.
To znamena, Ze najrychlejsie je to pri dizke radu N = 1000 pre vSetky hodnoty
prarametra a to priblizne pre k£ = 100.
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3. Aplikacia na realne data

V praxi sa s analyzou a predikciou budtcich hodnot binarnych ¢asovych radov
mozeme stretnif v réznych oblastiach. Napriklad z realizacie ¢asového radu den-
ného thrnu zrazok mozno ziskat realizaciu binarneho ¢asového radu s hodnotami
1 - prsi, 0 - neprsi. Zo zaznamu trvania erupcie gejziru dostaneme binarny ¢asovy
rad s hodnotami 1 - trvanie aspon 3 minuty, 0 - kratke trvanie pod 3 minuty
(Kedem a Fokianos, 2002).

Na analyzu redlneho casového radu nula-jednotkovej povahy sme sa rozhodli
vyhladat data vyjadrujice cenu akcii nejakej spolocnosti. Sledovat, ¢i hodnoty
ceny akcil prekrocia, resp. neprekrocia isti zvolentt hodnotu moze mat vyznam pri
rozhodovani sa, ¢i budeme akcie v nasledujicom obdobi predévat alebo kupovat.

Za vychodzie hodnoty sme zvolili historické data kurzu akcii spoloc¢nosti
Microsoft v ¢ase od 07.06.2017 do 07.06.2019. Udaje sme ziskali z Nasdaq (2019).
Za toto obdobie mame N=504 pozorovani z dni, kedy sa na burze obchodovalo.

Z realizacie (g, x1,...,x503)" Casového radu cien akcii {X;} sme urcili median
r = 98,645 ako prahovi hodnotu pre bindrny casovy rad {Y;}. Vektor realizacii
bindrneho casového radu sme oznacili ako Y;, pricom jeho zlozky sme ziskali
podla vztahu

v 1 pre Xy >r
"7 0 pre X, <,

Analyzované data s vypocitanym medianom st znazornené na obrazku 3.1.

Kurz akcii Microsoft

130
|

120
|

Close
100 110
| |

90
1

80
1

70

100 200 300 400 500

o

Den

Obréazok 3.1: Graf kurzu akcii firmy Microsoft v obdobi 07.06.2017 — 07.06.2019

s vyznacenym medianom

Kvoli overeniu teoretickych poznatkov z prvej kapitoly na redlnych datach,
sme na vytvorenie bindrneho ¢asového radu {Y;} pouzili odhad 7, (83) pravdepo-
dobnosti m(8) = P(X; > 7| X¢—1), odvodenej v (1.15). Pre odliSenie od realizécie
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Y3, ktort sme ziskali priamo z nameranych hodnot ceny akcii, sme oznacili vektor
realizacii ako Y3. Bodové odhady sme pritom vyuzili nasledovne:

- 1 pre m(B) > 0,5
Yor = A
0 pre m(B) < 0,5.

Zlozky parametra B sme odhadli metédou maximalnej vierohodnosti z realizacie
¢asového radu {X;}¥5!. Dostali sme hodnoty 8 = (—96,69;0,98)". Nésledne sme
urobili predikciu budicej hodnoty binarneho ¢asového radu Yios, ktora podla
ocakavania vysla rovna jednej.

Asymptoticky 95% intervalovy odhad pre (), ktory sme odvodili v prvej
kapitole (vztah (1.25))

[(B'Zi)
\/_

sme vyuzili ako treti sposob ziskania hodno6t bindrneho ¢asového radu, resp. jeho
odhadu. Vektor realizacie ¢asového radu sme v stulade s predchadzajicim znace-
nim oznacili ako Ysz. Ak oznac¢ime dolnt hranicu intervalu D a horni hranicu H.
Potom zlozky vektora Y3 sa riadia kritériom

m(B) + U0,975 \/Zt, \GP)Z, ., (3.1)

A 1 pre05<D<H<I1
Y50=¢ 0 pre0<D<H<O0,5
— pre0<D<05b<H<I.

Zlozky vektora B sme odhadli rovnakym sposobom ako pri bodovom odhade.

G(B) sme odhadli ako

A
~

1 X A 3
NZ:Zt 1Z,_m(B)(1 —m(B)),

thl = (17Xt71)/'

Opéat sme nasli aj predikciu nasledujicej hodnoty radu Yso4. Predikovana hodnota
1 sa zhodovala s predikciou na zaklade bodovych odhadov.

Nasledujuca tabulka 3.1 zhfna, kolkokrat sa odhady hodnét bindrneho ca-
sového radu ziskané pomocou bodovych odhadov (Y3), resp. na zdklade inter-
valovych odhadov (Y3) zhodli so skutoénymi pozorovaniami z Y;. V poslednom
stlpei je uvedend pre oba sposoby predikcia pre nasledujtci ¢asovy okamih. Vi-
dime, ze percentualna zhoda bola vysoka v oboch pripadoch a teda pouzity model
je vyhovujuci. Mozeme teda ocakavat, Ze v nasledujiicom ¢asovom okamihu bude
hodnota ceny akcie firmy Microsoft nad medianom.

Zhoda-pocet  Zhoda-percento Predikcia

Y, 493 98,01 1
Y, 450 89,46 1

Tabulka 3.1: Porovnanie skuto¢nych hodnot binarneho c¢asového radu s odhadmi
pre r = median = 98,645
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7, praktického hladiska by mohlo mat zmysel volif aj ini prahovi hodnotu ako
median. Napriklad by sme mohli sledovat, kedy bude cena akcii dostatocne vy-
soka, aby sa oplatilo akcie predat. Vyskusali sme viacero hodnét. Tabulky 3.2,
3.3 a 3.4 sumarizuja vysledky pre prahové hodnoty » = 120, r = 125 a r = 128.
Postupne sme dostali odhady Bi20 = (—105,45;0,88)’, Bias = (—115,85;0,93),
Bros = (—85,10;0,66)".

Zhoda-pocet  Zhoda-percento Predikcia

Y, 498 99,01 1
Ys 475 94,43 1

Tabulka 3.2: Porovnanie skuto¢nych hodnét binarneho c¢asového radu s odhadmi
pre r = 120

Zhoda-pocet  Zhoda-percento Predikcia

Y, 498 99,01 1
Ys 477 94,83 1

Tabulka 3.3: Porovnanie skuto¢nych hodnét binarneho c¢asového radu s odhadmi
pre r = 125

Zhoda-pocet  Zhoda-percento Predikcia

Y, 498 99,01 1
Y; 494 98,21 0

Tabulka 3.4: Porovnanie skuto¢nych hodnot binarneho c¢asového radu s odhadmi
pre r = 128

Zhoda odhadov hodnoét bindrneho ¢asového radu {Y;}, ¢ cena akcie firmy
Microsoft bude nad istt prahovii hodnotu r alebo nebude, so skutoénymi pozo-
rovaniami, bola vysoka pre vSetky nami zvolené prahové hodnoty.

Skutocna hodnota akcie firmy Microsoft dna 10.06.2019 bola 132,6, ¢o zna-
mena, ze predikcie ndm vysli v kazdom pripade okrem posledného intervalového
odhadu pre r = 128.

Podobne ako Monte Carlo simulaciu v druhej kapitole, aj celé spracovanie
realnych dat analyzovanych v tretej kapitole, sme previedli pomocou softvéru R
(R Core Team, 2019). Okrem nami definovanych pomocnych funkcii generuj_Y
a log_vierohodnost, pouzitych v simulécii, sme definovali dalsie dve funkcie
pravdepodobnost a IS_beta. Pomocou nich sme dokazali vygenerovat hodnoty
bindrneho c¢asového radu na zaklade redlnych dat a tiez ndjst bodové a interva-
lové odhady potrebné k odhadovaniu hodnot spominaného binarneho ¢asového
radu. K odhadu parametra 8 bolo potrebné riesit sustavu vierohodnostnych rov-
nic (1.19) a (1.20). Vyuzili sme zabudovanu optimalizacni funkciu nlm, ktora
umoznuje najst minimum nelinedrnej funkcie, pricom logaritmicka vierohodnost
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u nas figuruje s opa¢nym znamienkom. Na overenie vysledkov sme pouzili funkcie
nlegslv z balika nlegslv (Hasselman, 2018) a fsolve z balika pracma (Borchers,
2019), ktoré umoznuju riesit sustavu nelinedrnych rovnic.

Data vo formate x1sx a kompletny kod s komentarmi je vo forméate rmd, pdf
a html elektronickou prilohou tejto prace.
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Zaver

V tejto bakalarskej praci sme sa venovali modelovaniu binadrnych ¢asovych
radov. V silade s vytycenymi cielmi sme pracu rozdelili na 3 kapitoly.

V prvej kapitole sme sa venovali logistickému rozdeleniu, ktoré ma praktické
vyuzitie prave pri modelovani bindrnych ¢asovych radov. Okrem skimania hus-
toty a distribuc¢nej funkcie sme odvodili zakladné charakteristiky polohy a variabi-
lity rozdelenia — strednti hodnotu a rozptyl. V druhej podkapitole sme sa zaoberali
metédou maximalnej vierohodnosti, konkrétne parcidlnou vierohodnostou, ktora
umoznuje pracovat so zavislymi datami, ¢o je prave pripad casovych radov. V
dalsej casti sme predstavili autoregresny model s chybami zo Standardizovaného
logistického rozdelenia, odvodili sme bodové a intervalové odhady parametrov pre
model radu jedna.

V druhej kapitole sme vyuzili nastudované poznatky pri realizacii simulacne;j
studie. Naprogramovali sme algoritmus pre Monte Carlo simuldciu AR(1) procesu
spominaného vyssie, z ktorého sme odvodili binarny c¢asovy rad. Nasledne sme
aplikovali metédu vypoctu odhadu parametra, s ktorou sme sa oboznamili v pr-
vej kapitole. Pracovali sme s roznymi dizkami simulovaného radu a sledovali sme
zhodu odhadovaného parametra [, so skuto¢nou hodnotou pre tri r6zne hodnoty
parametra. Vysledky simulacie ukézali, ze MC odhady parametra metédou ma-
ximéalnej vierohodnosti st blizke skuto¢nym hodnotém, pri¢om s rastticou dizkou
radu odhady konverguju rychlejsie k skuto¢nej hodnote a smerodajnéd odchylka
klesa. Potvrdili sa teda vlastnosti nestrannost a konzistentnost odhadov.

V poslednej kapitole sme uskutocnili analyzu redlnych dat, c¢asového radu
hodndt akcii firmy Microsoft zaznamenavanych denne v rozpati dvoch rokov. Z
nameranych hodnot sme ziskali niekolko binarnych casovych radov v zavislosti na
zvolenej podmienke. Hodnoty binarnych radov sme odhadovali aj na zaklade bo-
dovych a intervalovych odhadov a porovnavali sme zhodu s pozorovanymi datami.
Najnizsiu zhodu medzi hodnotami binarneho radu ziskaného z nameranych dat a
hodnotami odhadovaného radu sme dosiahli pre prahovi hodnotu rovni medianu,
konkrétne 98,01% pri vyuziti bodovych odhadov a 89,46% pri vyuziti intervalo-
vych odhadov. Najvyssia zhoda 99,01% bola dosiahnuté pre prahovii hodnotu 128
v pripade bodovych odhadov a 98,21% pri vyuzit{ intervalovych odhadov. Dalej
sme sa zaoberali predikciou. Konkrétne sme predikovali, ¢i cena akcie v nasledu-
jucom obchodnom dni bude, resp. nebude vyssia ako zvolena prahova hodnota.
Uvazovali sme styri prahové hodnoty a bodové aj intervalové odhady. Predikcia sa
nezhodovala so skuto¢nou hodnotou len v jednom pripade z 6smich uvazovanych,
a to pri prahovej hodnote 128 pri vyuziti intervalovych odhadov.

Celu prakticku cast prace sme previedli pomocou softvéru R. Vyuzili sme nami
vytvorené aj existujice pomocné funkcie. Simulacna studia aj aplikacia na redlne
data boli spracované vo forme dynamickych dokumentov vo forméate rmd. Spolu
s html verziou su sucastou elektronickej prilohy prace. Pouzité data najde citatel
tiez v prilohe vo formate x1sx.
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