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Uvod

Témou prace su dvojvyberové statistické testy a ich sila, ktora dosiahnu pri
rozlicnych alternativach a réznych rozsahoch ndhodnych vyberov. Text prace
predpoklada znalost elementarnych pojmov z matematickej statistiky a pravdepo-
dobnosti. V prvej kapitole si zhrnuté podstatné pojmy testovania hypotéz, ktoré
su dolezité pre nasledné predstavenie dvojvyberovych testov. Tym je venovana
druha kapitola, v ktorej st okrem teodrie predvedené aj simuldcie odhadujtce ich
silu za platnosti ¢i porusSenia ich predpokladov.

Testovanie hypotéz nam umoznuje posudit platnost nejakého vopred zada-
ného tvrdenia na zéklade nejakého vzorku z populacie. Pri testovani hypotéz sa
porovnavaju dve hypotézy, nulova a alternativna. Nulova hypotéza je tvrdenie,
ktorého platnost testujeme, zvycCajne ju chceme zamietnuf v prospech alternativy.
Uplatnenie je velmi Siroké, vyuziva sa medicine, biologii, ekonémii ale aj inych
vedeckych oblastiach. V medicine mézeme sledovat tc¢innost lie¢iv, teda napriklad
ubytok baktérii po uziti liekov. V takom pripade bude nulova hypotéza testovat
strednti hodnotu poctu baktérii v tele, konkrétne ¢i je ich mnozstvo vacsie alebo
rovné ako pred pozitim daného lieku, v alternative potom bude, Ze ich mnozstvo
je mensie. Porovnavat mozeme napriklad aj priemerny plat u absolventov roéznych
vysokych skol, v inych odvetviach zase kontrolovat ¢i kvalita vyrobku odpoveda
vopred zadanym poziadavkam. Najpodstatnejsim pojmom prvej kapitoly je pre
nas sila testu, ktora vyjadruje pravdepodobnost zamietnutia neplatnej hypotézy
a budeme ju blizsie skimat. Chceme aby bola tato pravdepodobnost ¢o najvécsia
a v pripade, ze je sila testu mala, je lepsie pouzit iny test.

Uvedme si dva nazorné priklady, ktoré nam poslizia ako prakticka ukazka pre
zvolené testy. V prvom pripade mame dve skupiny Iudi, prvi tvori nejaka podsku-
pina obyvatelov Prahy, druhi Bratislavy. Zaujima nés ¢i sa priemerny vklad na
sporiaci ucet za nejaky zvoleny mesiac lisi, inak povedané, ¢i je strednd hodnota
vkladu jednotlivca za urcity mesiac na sporiaci tcet rovnaka pre obe skupiny. Na-
hodny vyber X je teda tvoreny vkladmi obyvatelov Bratislavy, vklady obyvatelov
Prahy zase tvoria nahodny vyber Y. V nulovej hypotéze potom mdzeme testovat
rovnost strednych hodnét proti alternative, ze sa vklad liSi. Zamietnuta nulova
hypotéza by nam v tomto pripade potvrdila, ze sa vklady lisia, nedala by nam
vsak odpoved na otazku, v ktorej skupine st véicsie. Ak by sme vsak test opako-
vali a nulova hypotézu zvolili tak, ze stredna hodnota vlozenych penazi klientov
z Prahy je vacsia alebo rovna ako u klientov z Bratislavy proti alternative, ze
je mensia, zamietnutim nulovej hypotézy by sme potvrdili platnost alternativne;
hypotézy.

V druhom priklade nas zase moze zaujimat strednd doba do vyberu ulozenych
penazi z takéhoto uc¢tu. Nahodny vyber X budu pre nas tvorit hodnoty zostatkov,
ktoré su vacsie alebo rovné ako 10000 eur, zvysné hodnoty zostatkov budu tvo-
rit ndhodny vyber Y. Zrejme ocakavame, ze klienti s vacsimi ¢iastkami nechaja
peniaze ulozené na konte dlhsie. To znamend, ze chceme zamietnut nulovii hypo-
tézu, ze stredna doba do vyberu penazi je v populacii Y mensia alebo rovna ako v
skupine, kde su zostatky vacsie. Zamietnutim nulovej hypotézy by sme potvrdili,
ze klienti s vacsim obnosom sporia dlhsie.



Na vyrieSenie tychto otazok sa pouzivaju dvojvyberové testy, ktorym sa venuje
druha kapitola. Tie porovnavaji dva nezavislé ndhodné vybery z réznych popu-
lacii a nasledne rozhoduji o tom ¢i je rozdiel medzi danymi skupinami Statisticky
vyznamny. Testovanymi parametrami vSak nemusi byt iba vyssie uvedena stredna
hodnota, zaujimat nas moze aj median, rozptyl ndhodnych vyberov ¢i dokonca
distribu¢na funkcia oboch vyberov. Kazdy test ma pre svoje spravne fungovanie
urcité predpoklady, ktoré v druhej kapitole predstavime a zaroven pomocou si-
mulacii odhadneme spravanie sily testu za réznych podmienok, ktoré na nu maja
vplyv. Ziskané poznatky zhrnieme a na ich zaklade porovname zvolené testy a
uré¢ime, ktory z nich je za danych podmienok najvhodnejsi.



1. Zakladné pojmy a definicie
testovania hypotéz

Uvazujme nahodny vyber X pozostavajuci z nahodnych veli¢in Xq,..., X, a
nahodny vyber Y tvoreny nahodnymi veli¢cinami Y7, ... ,Y,,. Tieto dve rozdele-
nia chceme nejakym spdsobom porovnat, zaujima nas napriklad vztah medzi ich
strednymi hodnotami, rozptylmi alebo distribu¢nymi funkciami. Nepotrebujeme
vsak vediet ich presnii hodnotu, v pripade strednych hodnoét nas napriklad zau-
jima ¢i je px, ¢ize strednd hodnota ndhodného vyberu X vaésia alebo rovna ako
Ly, strednd hodnota ndhodného vyberu Y. Takéto tvrdenie nazyvame nulovou
hypotézou a oznacujeme ho zvycajne symbolom Hj. Ostava ndm vsSak moznost,
ze pux < py. To v tomto pripade nazyvame alternativnou hypotézou a znacime
H,. Vo vseobecnosti by sme si mohli rozdiel testovanych parametrov oznacit 6 a
mnozinu vsetkych hodnét, ktoré moéze nadobudnit ©. Tito mnozinu mozno roz-
delif na dve disjunktné podmnoziny 6y a 01, kde ©( obsahuje hodnoty, ktoré si
blizke tvrdeniu nulovej hypotézy. Napriklad ak testujeme ¢i st stredné hodnoty
dvoch ndhodnych vyberov rovnaké, tvoria ttito mnozinu hodnoty okolo 0. Nulova
hypotézu potom mdézeme formulovat ako 6 € ©¢ a alternativu ako 6 € ©,. Za-
mietnutie nulovej hypotézy implikuje platnost alternativy, jej nezamietnutie vsak
neznamena jej platnost.

O platnosti hypotézy rozhodujeme pomocou napozorovanych dat z ndhodnych
vyberov X a Y, z ktorych vhodne zostavime meratelni funkciu S(X,Y), ktort
nazyvame testovd Statistika. Tato funkcia nemdze zavisiet na neznamych paramet-
roch, ktoré testujeme. Testova Statistika moze nadobidat hodnoty, ktoré mozeme
rozdelif na dve disjunktné podmnoziny, pricom v jednej z nich st hodnoty, ktoré
svedcia skor o platnosti alternativy, pretoze ich pravdepodobnost za platnosti nu-
lovej hypotézy je velmi mald, oznac¢ime ju W. Takato mnozinu nazveme kriticky
obor.

Pre testovu statistiku S(X,Y) plati, ze ak jej hodnota lezi v kritickom obore
W, zamietame nulovi hypotézu a potvrdzujeme tym platnost alternativy. V opac-
nom pripade nulovii hypotézu zamietnuf nemozeme. Pomocou tohto pravidla,
spomenutej testovej statistiky a kritického oboru je potom definovany statisticky
test.

V pripade, ze zamietneme nulovi hypotézu napriek tomu, ze je platné, hovo-
rime o chybe prvého druhu. Ak naopak neplatni hypotézu nezamietneme, jedna
sa o chybu druhého druhu. V zvysnych dvoch pripadoch test rozhodol spravne.
V nasom zaujme je, aby boli obe chyby ¢o najmensie, to vsak nevieme dosiah-
nuf, pretoze su tieto chyby na sebe zavislé. Chyba prvého druhu je zavaznejsia a
z toho dovodu sa snazime o jej kontrolu. Vo zvysnej casti kapitoly budeme uva-
zovat podmienent pravdepodobnost P(S(X,Y) € W | 6 € ©y), ktort budeme
skratene znacit Py(S(X,Y) € W).



Definicia 1. Vopred zadané cislo a € (0,1), pre ktoré plati

a = sup P(S(X,Y) e W)
(AS(SH)

nazyvame hladina testu, konkrétne sa jednd o presni hladinu testu. Ak plati

a = sup lim B(S(X,Y) e W),

0c0, n—o00
hovorime o asymptotickej hladine testu.

Hladina testu je teda pravdepodobnost chyby prvého druhu a volime ju tak,
aby jej hodnota bola ¢o najnizsia, ¢o by vSak malo nepriaznivy vplyv na chybu
druhého druhu, preto sa zvycajne voli a = 0.05. To ¢i je hladina testu presna
alebo asymptoticka zavisi od rozdelenia testovej statistiky, ktorému sa vsak blizsie
venujeme az v dalsej kapitole.

K rozhodnutiu o platnosti nulovej hypotézy pouzivame najcastejsie p-hodnotu,
ktora tiez byva prezentovana ako dosiahnuta hladina testu. T4 vyjadruje maxi-
malnu moznu pravdepodobnost, ze pri platnosti nulovej hypotézy napozorujeme
data, ktoré su s nulovou hypotézou vo vacésom alebo rovnakom rozpore ako aktu-
alne pozorované data. Predpokladajme, ze mame nulovu a alternativnu hypotézu
ako v definicii a kriticky obor W méd tvar R\ (¢g,cp), kde ¢, a ¢y st krajné body,
pre ktoré plati —oo < ¢ < ¢y < o0 a s(x,y) je realizovand hodnota testovej
statistiky, spocitana z napozorovanych dat, kde x = (z1,...,2,), ¥ = (Y1, - - ,Ym)
st pozorované realizacia ndhodnych vyberov X a Y.

Definicia 2. P-hodnotu definujeme ako

o p(x) = suppee, Po(S(X,Y) > s(x,y)), ak ¢, = —o0
r,y)), ak cy = 00

¢ p(x) = supgee, H(S(X,Y) < s

e p(@) = SUppeo, 2minP(S(X,Y) < s(@y)) P(S(X.Y) > s(ay))], ak si
nerovnosti nad definiciou ostré a

sup Py(S(X,Y) > cy) = sup Py(S(X.Y) < ) = o
[AS(SH [USCH 2

Nulovt hypotézu potom budeme zamietat v pripade, zZe p-hodnota bude velmi
mala, konkrétne pre hodnoty mensie alebo rovné ako bola zadana hladina testu.

Velmi délezitou a podstatnou je tiez pravdepodobnost zamietnutia neplatne;j
hypotézy, teda spravne rozhodnutie.

Definicia 3. Cislo B(0) = Pyco, (S(X,Y) € W) sa nazjva sila testu.

Ide o doplnok pravdepodobnosti chyby druhého druhu, ¢o znamen4, Ze je to re-
alne ¢islo v intervale [0,1], pre ktoré plati, Ze ak sila testu rastie, pravdepodobnost
chyby druhého druhu klesa. Velmi ziadanou vlastnostou testov je konzistencia,
ktora pozoruje prave silu. T4 pozaduje, aby sila konvergovala k 1 pre rastici roz-
sah vyberu. Podobnou vlastnostou je nestrannost, ktora pozaduje, aby sila testu
proti kazdej alternative bola vécsia ako «, ¢ize hladina testu.



Za dodrzania predpisanej hladiny testu vseobecne plati, Ze ¢im vacsia sila
testu je, tym lepsi dany test je. Na silu testu maji zasadny vplyv styri faktory.

« Hladina testu prirodzene ovplyvnuje silu testu, kedze chyby prvého a
druhého druhu st na sebe zavislé. Cim vysSia je hladina testu, tym vys-
sia je aj sila testu, pretoze bude jednoduchsie zamietnuf nulovii hypotézu.
V tomto pripade vSak musime najst rozumny kompromis medzi silou a hla-
dinou testu.

o Alternativa, respektive jej rozdiel oproti nulovej hypotézy. Jej vplyv je
priamo umerny, ¢o znamena, ze ¢im vacsi je rozdiel, tym vacsia je aj sila.
Pre test je prirodzene jednoduchsie odhalif vacsie rozdiely medzi nulovou
a alternativnou hypotézou a zamietnut tak nulovi hypotézu. To znamena,
ze ak napriklad testujeme, ze stredna hodnota je rovna jednej, no data
pochadzaju z rozdelenia so strednou hodnotou nula, bude sila testu véicsia
ako by bola v pripade, ze by data mali rozdelenie so strednou hodnotou 0.8.

e Variabilita dat, popisovana pomocou rozptylu, pripadne smerodatnej od-
chylky, mé ako jediny faktor nepriamo timerny vplyv. Prirodzene plati, ze
¢im st medzi datami vacsie rozdiely, sila je mensia a potrebujeme viac po-
zorovani na presnejsie rozhodnutie o hypotéze.

« Rozsah dat, u ktorého plati, ze ¢im viac pozorovani mame k dispozicii,
tym je sila testu vacsia. Je ocividné, ze vdaka Sirsiemu rozsahu mame o da-
nom parametri viac informacii a preto sa nam lahsie rozhoduje o prijati
alebo zamietnuti nulovej hypotézy. Pri rozsahu dat sa zvycajne ale kladie
otazka, aké mnozstvo pozorovani potrebujeme na to, aby test dosiahol vo-
pred zadanu silu. Je to z toho dovodu, Ze nezamietnutie nulovej hypotézy
neznamend jej platnost, poukazuje iba na fakt, ze rozdelenie dat nie je
dostatocne odlisné od rozdelenia, ktoré by sme mali za platnosti nulovej
hypotézy. Zvycajne sa skor jedna o situaciu, v ktorej nemozeme na zaklade
poskytnutych dat zamietnut hypotézu.



2. Dvojvyberové testy

V tejto kapitole si blizsie Specifikujeme styri zakladné dvojvyberové testy a
pri kazdom z nich pomocou simulacii odhadneme jeho silu. Budeme uvazovat
pripady splnenych i porusenych predpokladov pre dané testy a ukazeme, ze sila
testu je vacsia, ak su tieto predpoklady splnené.

2.1 Presny t-test

Ide o parametricky test, ktory predpoklada, ze oba ndhodné vybery majt nor-
malne rozdelenie s rovnakym rozptylom. Teda X; ~ N (ux,0?) a Y; ~ N (uy,0?),
kde px,puy € R,o?2>0ai e {l,...,n}, kde n je rozsah ndhodného vyberu X a
j€{1,...,m}, kde m je rozsah ndhodného vyberu Y. Testovanymi parametrami
st stredné hodnoty px a py. Zvolena nulova a alternativna hypotéza maja tvar

Ho:px =py +90,  Hi:px # py +6,

kde ¢ je redlne vopred zadané ¢islo, zvycajne vSak 6 = 0. Testova Statistika ma
tvar

S(XY) = —nm

/82 (E+ 1y

kde X, a Yy, st viberové priemery vyberov a Sy je nestranny odhad spolo¢ného
rozptylu o2, pre ktory plati

9 n—1 9 m—1
=Sy + —— 55,
e o am—2"% " nm—2"Y

kde S% a S% st vyberové rozptyly oboch ndhodnych vyberov.

Pozndmka. Plati, ze T = %\/ﬁ mé4 ¢, rozdelenie pre U ~ N(0,1) a V ~ x2, a
U,V st nezavislé, vid |Andeél (2007aj, Veta 4.22).

Veta 1. Nech X4,...,X,, aYq,...,Y,, st nezivislé ndhodné vijbery z normdlnych
rozdelent so strednymi hodnotami px a py a rovnakym rozptylom o*. Potom

Xn =Y, — (tx — py)
Saim( + )

m

~ tpym—2-

Dokaz. Plati, ze

Xn — x Yo — iy
= N(0,1), vm = N(0,1)

Vdaka nezavislosti ndhodnych vyberov potom

Vvn




Dalej plati

(n— 1)5%( 2 (m — 1)5}2/ 2

9 ~ anl’ 9 ~ mel

o o

podla Vety 2.8(i) Omelka, M.| (2019) a opét z nezavislosti nahodnych vyberov

(n+m— 2)527,” )
2 ~ Xn+m—2‘

V:

g

Ostava nam teda dokazat, ze U a V st nezavislé. Z nezavislosti nahodnych vyberov
plynie aj nezavislost ndhodnych vektorov (X,,,5%)" a (V;,,52)T. Z Vety 2.8(ii)
Omelka, M.| (2019) st aritmeticky priemer a vyberovy rozptyl nezévislé nadhodné
veli¢iny. Teda tiez X,, — Yy, a S2 (£ + L) st nezévislé a z poznamky vysSie potom
plynie tvrdenie.

O
Kriticky obor, pre ktory budeme zamietat nulovi hypotézu mé tvar

|S(X7Y)‘ Z tn+m—2 (]- - g) 9

kde t,,1m—2 (1 — %) je (1 — %)—ty kvantil t-rozdelenia s n + m — 2 stupnami vol-
nosti.

Ukazeme, 7Ze za platnosti nulovej hypotézy je hladina testu presne «. Pre jed-

noduchost zapisu vyuzijeme oznacenie t = t,, 1o (1 — %) a distribu¢na funkciu

t-rozdelenia s n + m — 2 stupnami volnosti ozna¢ime T. Z Definicie [1| potom

By (IS(XY)| 2 1) = 1 - B (S(XY) < 1) + Py (~S(X,Y) < 1) =

=1-T{t)+T(—t)=2(1-T(t)) :2(1— (1—3)) =a,
kde sme v Stvrtej rovnosti vyuzili symetriu t-rozdelenia.

Silu testu spocitame z jej definicie a vyssSie spomenutého kritického oboru.
Z definicie vieme, Ze sila testu sa pocita za platnosti alternativnej hypotézy, uva-
zujme teda pux —py = 0 # 0. Ked pyxy a py sa skutoéné parametre, tak
rozdelenie testovej statistiky S(X,Y) je necentralne t,,,,, o s parametrom necen-

trality 0/,/52 (= + =), ktorého distribuént funkciu oznac¢ime G. Potom

o

B(0) = Pyco, (\S(X,Y)| > trsms <1 _ 2)> _

= P9€@1 (S<X7Y) Z tn+m72 (1 - g)) +

+ POE@l (S(XaY) < _tn+m—2 (1 - 3)) -

16 (s (1 §) #6 (e (1)

(2.1)



V simuléacii vSak vyuzijeme metédu Monte Carlo a silu testu budeme odha-
dovat pomerom zamietnutych neplatnych hypotéz a vsetkych testovani, ktorych
budeme robit tisic. Oba ndhodné vybery budeme uvazovat s rovnakymi rozsahmi,
znazornenymi na grafoch na osi x. V prvom pripade uvazujeme splneny model,
teda oba nahodné vybery pochadzaju z normélnych rozdeleni s rovnakymi rozp-
tylmi.

Stredna hodnota nahodného vyberu Y
—o— 018 02— 044 06— 08

Sila testu
Sila testu
Sila testu

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100 20 40 60 80 100

Rozsah nah. vyberov X,Y Rozsah nah. vyberov X,Y Rozsah nah. vyberov X,Y

(a) ux =0, 02 =1, (b) ux =0, 02 = 2.5, (c) ux =0, 02 = 2.5,
Ho : px = py, Ho: px = py, Ho:px = py,
Hy:px # py Hy:px # py Hy:px <py

Obr. 2.1: Vyvoj sily t-testu pri ddtach z normalnych rozdeleni s rovnakymi
rozptylmi a roznych alternativnych hypotézach

70 vsetkych troch grafov je zrejma zavislost sily na rozsahu nahodnych vybe-
rov, pretoze s narastajicimi rozsahmi rastie i sila testu a vidime, Ze pre vécsie
rozdiely medzi testovanymi parametrami test zamieta neplatni nulovia hypotézu
takmer vzdy. Taktiez vsak vidime, Ze silu testu vyrazne ovplyvnuje i velkost roz-
dielu testovanych parametroch. Pre test je naroc¢nejSie odhalif mensi rozdiel a
zamietnuf tak nulovi hypotézu, preto jednotlivé krivky, predstavujice rozlicné
stredné hodnoty nahodného vyberu Y, lezia pod sebou. Porovnanim Obrazkov
a vidime, Ze s rasticim rozptylom sila zase klesd, najvyraznejsie je to
vsak dosahuje o nieco vacsej sily ak testujeme Hy : px > py proti Hy @ ux < py,
¢o potvrdzuje porovnanie Obrazkov a [2.1d Pre splnené predpoklady testu
sila s rasticimi rozsahmi ndhodnych vyberov konverguje k jednej a presny t-test
je teda konzistentny.

V dalsom priklade uvazujeme, ze ndhodné vybery pochadzaji z norméalnych
rozdeleni, no majui rozne rozptyly a teda je poruseny model. Sila testu v takomto
pripade klesne, ¢o vidime porovnanim Obrazkov a[2.2al Rozdiel sily vSak nie
je az tak vyrazny, pretoze test funguje aspon asymptoticky. To plati vdaka rovna-
kym rozsahom a Vete 2], ktora je uvedend v kapitole o asymptotickom z-teste, kde
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sa k tomuto problému este vratime. Na Obrézku [2.2D] viak uz uvazujeme rozdielne
rozsahy nahodnych vyberov, konkrétne n = %, kde n,m st rozsahy ndhodnych
vyberov X, Y. Je zrejmé, ze v takomto pripade uz je sila vyrazne mensia a test
nie je vhodné pouzif. Ak by naopak bol vac¢si rozptyl v ndhodnom vybere s men-
sim rozptylom, test by mal vacsiu silu, avSsak nedodrziaval by predpisant hladinu
a opat by teda jeho pouzitie nebolo vhodné. V takychto pripadoch je vhodnejsie
pouzit asymptoticky z-test, ktory nema tak prisne obmedzenia modelu a bude
dosahovat vacsiu silu.

Stredna hodnota nahodného vyberu Y
—o— 0.1-8 02— 044 06— 038

Q] Q]
v
v
- v 3 y
v
© ] © ]
3 o % = o
$ 8 v
= =
? < ? <
o o
v v
N N
o o
.Agﬁi .
o | o |
o o
T T T T T T T T T T
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
Rozsah nah. vyberov X,Y Rozsah nah. vyberu Y
(a) px =0, (b) px =0,
U§(=1,U%:4, ag(zl,a%:4,
Hoy : px = py, Hoy : px = py,
Hy:px # py Hy:px # py
_m
n=3

Obr. 2.2: Vyvoj sily t-testu pri roznych rozptyloch ndhodnych vyberov

2.2 Asymptoticky z-test

Jedna sa o modifikovany presny dvojvyberovy t-test, ktory nepredpoklada nor-
malitu dat ani rovnost rozptylu. Jeho jedinou podmienkou je, Ze rozptyly oboch
nahodnych vyberov st koneéné a kedze ide iba o modifikaciu t-testu, testované
parametre aj volba nulovej hypotézy ostavaji rovnaké.

Hy: px = py +9, Hy s px # py +96.
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Testova statistika je podobne ako pri predchadzajicom teste zalozena na vybe-
rovych priemeroch a rozptyloch ndhodnych vyberov.

X, -V,
VS%/n+ Sy /m

Veta 2. Nech Xi,...,X,, aYy,...,Y,, st nezavislé nahodné vybery so strednymi
hodnotami ux a py a koneénymi rozptylmi o% ,0%. Potom

S(X)Y) =

Tn_Tm_(ﬂX_MY) i>N(0 1)
VS%/n+ S3/m o

pre n,m — 00, - — X € (0,00).

Dokaz. Pouzitim Silného zakona velkych ¢isel a Vety o spojitej transformaécii
dostaneme, Ze vyberovy rozptyl S% je konzistentnym odhadom 0% a tak isto

Sz LN o?. Dalej z Centralnej limitnej vety plati pre m — oo

X, — ix d m Y, — ly 4
— == S N(0,1), — = S N(0,\
\/% (0,1) \/n\/ﬁ \/g (0,A)

a vdaka nezavislosti ndhodnych vyberov X a Y teda plati

vn

V(X = Yo — (nx — py)) 5 N(0,0% + Ao}, (2:2)

Potom s pouzitim konzistencie odhadov a Cramer-Sluckého vety plati

P N, A o),

VR Vst

¢o aplikujeme na (2.2) a dostdvame platnost tvrdenia.

vn

Nulovt hypotézu budeme zamietat prave vtedy, ked

|S(X,Y)| Z Ui—

9

©lR

kde u;_a je (1 — §)-ty kvantil rozdelenia N(0,1).
Hladinu testu spocitame opéat z definicie |1} a vyuzijeme znacenia u = uj_«.

Distribu¢ni funkciu N (0,1) oznac¢ime ® a vyuzijeme jej vlastnost ®(—u) = 1 —
D (u).

P9(|S(X7Y)| > u) =1 _PG (S(XaY) < u) +P6 <_S(X7Y) < u) =

_1—c1>(u)+c1>(—u)_2(1—<1>(u))_2(1—(1-3‘))_a,

Pri vypocte sily tohto testu postupujeme rovnako ako v pripade predchadza-
juceho testu. Oznacme 6 = pux — puy # 0. Potom, ked pxy a py st skutocné
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parametre, tak rozdelenie testovej Statistiky S(X,Y) je N (1), kde v je rovné
podielu § a menovatela testovej statistiky S(X,Y). Teda S(X,Y) — v ma normo-
vané normalne rozdelenie a analogicky ako v (2.1)) dostaneme

) =1—-9o (ul,% — y) + ¢ (—ul,% — y)

Uvazujme rovnaké rozdelenia ndhodnych vyberov ako nad Obrazkom [2.2] teda
Xi ~N(0,1) pre i € {1,....,n} aY; ~ N(uy,4) pre j € {1,...,m}, kde n,m
st rozsahy X,Y Na Obrazku st rozsahy oboch nahodnych vyberov rovnaké
a porovnanim s Obrazkom vidime, Ze presny t-test i asymptoticky z-test
rozhoduju takmer rovnako. Je to z toho dovodu, ze pre n = m su testové sta-
tistiky tychto testov rovnaké a Veta [2 nemé v predpokladoch rovnaké rozptyly
nahodnych vyberov. Normélne rozdelenie mozno navyse pri dostatocne velkych
rozsahoch aproximovat t-rozdelenim s n+m — 2 stupnami volnosti a presny t-test
tak v pripade rovnakych rozsahov funguje aspon asymptoticky. Obrazky a
vsak uz ukazuju, ze ak nie st rozsahy ndhodnych vyberov rovnaké ma presny
t-test vyrazne mensiu silu ako asymptoticky z-test a je vhodnejsie pouzit prave
z-test.

Stredna hodnota nahodného vyberu Y
—eo— 0.1-# 02— 04-4A- 06— 0.8

o _| e ]
- Y -
- v
v
@ _] < v
o v o
v
© ] © ]
p=} © ¥ p=} e
7] b
L ks v
=2 ke
? < ? <]
o o
v
v
(oY} [aV)
o 7 (<IN
o o
o 7 o 7
T T T T T T T T T T
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
Rozsah nah. vyberov X,Y Rozsah nah. vyberu Y
(a‘) px =0, (b) px =0,
03(21,0}2/:4, 03(21,0)2/:4,
Hy : px = py, Ho: px = py,
Hy:px # py Hy:px # py
—m
n=35

Obr. 2.3: Vyvoj sily z-testu pri roznych rozptyloch ndhodnych vyberov
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Uvazujme t-rozdelenie s dvoma stupniami volnosti, ktorého stredna hodnota
je rovnd nule, no méa nekonecny rozptyl. Zvolme teda X; ~ ¢y pre i € {1,...,n}
a rovnako Y; ~ Z; — ¢, kde Z; ~ ty pre i € {1,...,n} a c je konsanta posunutia
rovna postupne 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4. V pripade porusenia predpokladu na ko-
necné rozptyly je ale sila vyrazne nizsia ako v pripade splnenych predpokladov.
Nekonec¢ny rozptyl v tomto pripade sposobuje, ze musime uvazovat vyrazne vac-
sie rozsahy, avsak v pripade, Ze by sme uvazovali ndhodné vybery z normalnych
rozdelen{ s rozptylmi 0% = 1 a 0% = 4, pricom rozdiel strednych hodnét by bol
rovnako velky ako vyssie uvedena konstanta c, test by dosahoval vyrazne lepsich
vysledkov. Napriklad pre rozdiel strednych hodnét rovny 0.4 by pre n = 800 test
zamietal nulova hypotézu vzdy, zatial ¢o na Obrazku vidime, Ze je pre rovnaké
udaje sila mensia o viac nez dve desatiny.

o
-~ Kons$tanta posunutia - ¢
—o— 005® 01 < 02 4 03 v 04
o _|
s v
v
v
©
= o
38 v
o
2 < ]
o
v
N
o
e
o

200 400 600 800 1000

Rozsah nah. vyberov X,Y

Obr. 2.4: Vyvoj sily z-testu pri nekonecnych rozptyloch
XZ‘NtQ, KNZZ'—C, kde ZZNtQ preiE {]_,,TL}
Ho:px = py, Hi:px # py

2.3 Wilcoxonov test

Pri Wilcoxonovom teste predpokladame, ze nahodné vybery maju spojitu
distribu¢na funkciu, ktora sa lisi iba posunutim o nejaky redlny parameter §.
Kedze nepredpokladame blizsiu Specifikaciu rozdelenia nahodnych vyberov, ide
o neparametricky test. Nech plati X; ~ Fx pre i € {1,...,n} aY; ~ Fy pre
j € {l,...,m}, kde n,m st rozsahy nahodnych vyberov X a Y Nech existuje
d € R taka, ze Fx(x) = Fy(x — J) Vo € R. Prave hodnota parametru posunutia
0 nas zaujima, pretoze v pripade, ze distribu¢né funkcie nie st posunuté a plati
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vyssie spomenuty model, testujeme rovnost strednych hodnot, ktoré si v tomto
pripade totozné s medianmi jednotlivych rozdeleni.

H()ZCS:O, H167é0

Testova statistika je zalozend na poradi nahodnych veli¢in X; v spojenom néa-
hodnom vybere X, ...,X,,,Y1,...,Y,,. Poradim rozumieme ¢islo R; € {1,... n},
pre ktoré plati X; = X(g,), kde X(g,) je R;-t4 najmensia hodnota medzi pozoro-
vaniami Xq,...,X,.

i=1

kde R;,i € {1,...,n} st poradia ndhodnych veli¢in X; v spojenom ndhodnom
vybere Xy,...,X,,,Y1,...,Y,,..

Veta 3. Ak plati, Ze distribucné funkcie oboch ndhodnych vyberov su spojité a
posunuté o redlny parameter § a zdaroven plati nulovd hypotéza, tak

1.
ES(X,Y) = ”(“27”“) var (S(X,v)) = " ;m +1
2
S(XY) — ES(XY) a N(0,1) (2.3)

var (S(X,Y))

pre n,m — 00.

Dékaz. |Omelka, M.| (2019, str. 104)
[

7 Vety |3| pozname rozdelenie testovej Statistiky za nulovej hypotézy a teda

1S(X,Y) — ES(X)Y)]
var (S(X,Y))

Hy zamietneme <— > ug_

bl

[N]])

kde u;—g je (1 — §)-ty kvantil rozdelenia N (0,1).

V pripade, ze ndhodny vyber obsahuje zhodné data, bez tpravy testovej Sta-
tistiky bude sila testu mensia. Korekturu testovej statistiky uvadza |Omelka, M.
(2019) vo svojich poznamkach k predndske Matematicka Statistika 1. Silu testu
nevieme explicitne vyjadrit, pretoze z Vety [3| vieme iba o spravani testovej Statis-
tiky za platnosti nulovej hypotézy, no sila testu sa pocita za platnosti alternativy.

Plat{ teda 8(0) = P(|[Wy,m| > u1-2 | 0 € ©1).
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Obr. 2.5: Vyvoj sily Wilcoxonovho testu pri posunutych rozdeleniach

Ak uvazujeme oba nahodné vybery rovnaké ako v druhom priklade asymp-
totického z-testu, teda X; ~ to, Y; ~ Z; — ¢, kde Z; ~ ty prei € {1,...n} ac
je zvolend konsanta, jednd sa o ndhodné vybery, ktoré splitaji model posunutia.
Porovnanim Obrézkov a vidime, ze Wilcoxonov test je vyrazne silnejsi,
v pripade vacsich rozdielov strednych hodnét zamietne v niektorych pripadoch
takmer trojndsobne viac neplatnych nulovych hypotéz. Na Obrézku [2.5a) uvazu-
jeme X; ~ FExp(l) aY; ~ Z; — ¢, kde Z; ~ Exp(1), ¢o znamen4, Ze oba ndhodné
vybery maju rozptyly rovné 1 a lisia sa iba posunutim. Porovnanim oboch grafov
vidime, ze vdaka koneénym rozptylom nam staci vyrazne mensi rozsah na dosia-
hnutie podobnych vysledkov, ¢o ukazuje Obrazok [2.50]

Software R pouziva na vypocet Wilcoxonovho testu Mann-Whitneyho modi-
fikaciu, ktort si preto taktiez predstavime.

2.4 Mann-Whitneyho formulacia Wilcoxonovho
testu

Mann-Whitneyho testova statistika porovnava vsetky dvojice nahodnych vy-
berov a testy zalozené na tejto i Wilcoxonovej testovej statistike su ekvivalentné,
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¢o znamena, ze oba testy daju s pravdepodobnostou 1 rovnaké rozhodnutie a
preto maju oba testy i rovnaku silu.

:ZZ 1[X; <Yj).

Podla Vety 6.5|0Omelka, M.|(2019)) je medzi Wilcoxonovou a Mann-Whitneyho tes-
tovou Statistikou linedrny vztah a plati S(X,Y)+5*(X,Y) = nm—+ ("H) , Co zna-
mend, ze mozeme jednoducho dopocitat prvy a druhy moment Mann—Whltneyho
statistiky. Naslednym dosadenim strednej hodnoty i rozptylu do dostaneme
asymptotické rozdelenie testovej Statistiky, z ktorého uz nasledne mozeme zosta-
vit kriticky obor rovnako ako vyssie a teda aj test. Ako u Wilcoxonovho testu, aj
v tomto pripade je potrebné modifikovat testovi statistiku pre pripadné zhody
v datach, inak bude test konzervativny, ¢o znamend, ze jeho sila bude mensia.
Nedostatoc¢nu silu bude mat aj v pripade, ze nedodrzime predpisany model spo-
jitych posunutych distribu¢nych funkcii. Kedze testy zalozené na Wilcoxonovej
a Mann-Whitneyho testovych statistikach st ekvivalentné, ani v tomto pripade
nevieme silu testu explicitne vyjadrit a plati 5(0) = P(S*(X,Y) e W | 0 € ©,).

A
- 11 & 1250 15 4 175~ 2

1.0
<4
1.0

«q

4

0.6
0.6

Sila testu
Sila testu

0.4
0.4

o _| e
o o
T T T T T T T T T T
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
Rozsah nah. vyberov X,Y Rozsah nah. vyberov X,Y
(a) Wilcoxonov test, (b) Asymptoticky z-test
X;~ Exzp(1),Y; ~ Exp()\), X;~ Ezxzp(1), Y; ~ Exp()\),
Hp:0=0, Ho: px = py,
Hy:0#0 Hy:px # py

Obr. 2.6: Porovnanie sily z-testu a Wilcoxonovho testu pre ndhodné vybery z
roznych exponencidlnych rozdeleni

16



Uvazujme este poruseny model, teda dva nahodné vybery, ktorych distribu¢né
funkcie sa nelisia iba posunutim. Zvolme teda X; ~ Fxp(1) a Y; ~ Exp()), kde
A volime postupne 1.1, 1.25, 1.5, 1.75, 2, pre i € {1,...,n}. Porovnanim grafov
na Obréazkoch a mozeme vidiet, Ze test je za splnenych predpokladov
modelu silnejsi. Rozdiely medzi strednymi hodnotami (ktoré si farebne na grafoch
i odpovedaji) st totiz rovnaké, pripadne pri oboch vyberoch z exponencialneho
rozdelenia este vicsie, ¢o znamena, ze by sila mala byt vacsia. Pre rozsahy 60, 80
a 100 vsak jasne vidime, ze vacsiu silu dosahuje test na Obrézku 2.5D] teda ten
za splnenych predpokladov. Na Obrazkoch [2.6a] potom vidime, Ze v pripade
porusenia predpokladov ma Wilcoxonov test pre vécsie rozsahy mensiu silu ako
asymptoticky z-test. Navyse nedodrzanie modelu spésobuje i problémy s interpre-
taciou vysledkov Wilcoxonovho testu. Zamietnutie nulovej hypotézy totiz v takom
pripade znamena, ze sa distribu¢né funkcie oboch nahodnych vyberov nerovnaj,
nemoézeme vsak tvrdit, Ze sa lisia aj ich mediany alebo stredné hodnoty.

2.5 Kolmogorov-Smirnovov test

Dalsim zo skupiny neparametrickych testov je Kolmogorov-Smirnovov, ktory
predpokladd model spojitych distribu¢nych funkcii. Test porovnava distribucné
funkcie oboch nahodnych vyberov.

HO Ve eR FX(.CE):Fy<33), Hl E|.T€RFX(.T)7£F)/<$)

Testova statistika je zalozena na empirickych distribu¢nych funkcidch oboch na-
hodnych vyberov. -
Empirickou distribucnou funkciou rozumieme funkciu F,(z) = L Y0 K[X, <
z]. Podla Vety 8.9 Andél (2007b)) je empirickd distribu¢nd funkcia konzistentnym
odhadom distribu¢nej funkcie, teda Vo € R F,(z) 2% Fx(x) pre n — co. S empi-
rickymi distribu¢nymi funkciami F'x a Fy ndhodnych vyberov X a Y definujeme
testovu statistiku ako
5()(5{)::sug\ﬁ§(x>-fixx)y
BAS

Veta 4. Nech plati, Ze ndahodné vybery X a Y maju spojité rozdelenie a plati
nulovd hypotéza. Potom

nm

KSnm =

)

S(XY) % K.

+m

Pre & > 0 md ndhodnd velicina K distribucni funkciu 1 — 2350 (—1)Ft1e=2k?

a0 prex <0
Co sa tyka kritického oboru, nulovi hypotézu zamietneme prave vtedy, ked
KSmm Z kl—aa

kde k1_o je (1 — a)-kvantil rozdelenia K(x).V pripade, ze ndhodné vybery maji
diskrétne rozdelenie, sila testu bude mala a test konzervativny. Rovnako ako v pri-
pade predchadzajicich dvoch testov, ani v tomto pripade nevieme o spravani tes-
tovej Statistiky za platnosti alternativnej hypotézy ni¢ povedat a preto nevieme
silu testu explicitne vyjadrit. Plati pre tiu §(0) = P(KSym > ki—a | 0 € ©1).
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Porovnanim Obrazkov a vidime, Ze Kolmogorov-Smirnovov test je
o nieco silnejsi ako Wilcoxonov test, avsak zamietnuta nulova hypotéza nam
narozdiel od Wilcoxonovho testu nehovori ni¢ o strednych hodnotich ani me-
didanoch nahodnych vyberov. V pripade porusenia modelu, kde by aspon jeden z
nahodnych vyberov pochédzal z diskrétneho rozdelenia, je test konzervativny, ¢o
znamena, ze je jeho skutocéna hladina « je mensia ako vopred zadanéa. Ako sme uz
ale spominali v prvej kapitole, chyby prvého a druhého druhu st na sebe zavislé,
¢o znamena, ze sa v takomto pripade zvacsi chyba druhého druhu, teda klesne
sila testu.

Konstanta posunutia - ¢
—e— 0.05# 0.1 ¢ 02 4 03 v 04
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© _| © ]
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a a .//4/'/‘
o o
/———/ e,
o _| e
o o
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200 400 600 800 1000 60 80 100 120 140 160
Rozsah nah. vyberov X,Y Rozsah nah. vyberov X,Y
(a) Xi ~ tz, Y; ~ Zi — C, (b) Xi ~ E{L‘p(l), Y; ~ Zz’ — C,
Zi ~ 19 Zi ~ Ea;p(l)
Hy : Fx(z) = Fy(x)Vz € R, Hy: Fx(z) = Fy(z)Vz € R,
H1:3$€R:Fx($)7éFy(x> H1:3$€RZFx(x)7éFy(x)

Obr. 2.7: Vyvoj sily Kolmogorov-Smirnovovho testu pri posunutych rozdeleniach
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Zaver

Cielom préace bolo predstavit zakladné dvojvyberové testy a nédsledne pomocou
simulécii porovnat ich silu v zavislosti na réznych rozsahoch ndhodnych vyberov,
roznych poruseniach predpokladov ¢i inych faktoroch ovplyviiujtcich silu testu.

V prvej kapitole sme si zaviedli potrebné pojmy z testovania hypotéz, ktoré
su zakladom pre nasledné predstavenie testov, ako napriklad hladina testu alebo
testova Statistika. V tejto praci sme sa vSak venovali sile testu, ¢o je vlastnost,
ktord vyjadruje pravdepodobnost zamietnutia neplatnej nulovej hypotézy, teda
spravne rozhodnutie testu. Sila zavisi na roznych faktoroch, ako je napriklad zvo-
lenéd hladina testu, rozsah nahodnych vyberov alebo variabilita testovanych dat.

V druhej kapitole sme sa venovali styrom zakladnym testom, pricom kazdy
z testov ma charakteristické predpoklady pre spravne fungovanie a nesplnenie
predpokladov sa odzrkadluje prave na jeho sile alebo hladine. Silu testu sme po-
mocou simulécii odhadli ako pomer zamietnutych neplatnych nulovych hypotéz
a vSetkych testovani. Nasledne sme pri kazdom teste pozorovali jej spravanie pre
rozne zvolené rozdelenia ndhodnych vyberov ¢i ich rozsahy.

Potvrdili sme, Ze sila testu je pri porusenych predpokladoch daného testu men-
Sia, ako v pripade ich dodrzania. Navyse sa ukazalo, ze v pripade dvoch populacii
z normalneho rozdelenia, je v pripade rovnakych, pripadne velmi blizkych rozp-
tylov najvhodnejsie pouzit presny t-test, v praxi vSak tito istotu nemame takmer
nikdy a preto je vhodnejsie pouzit asymptoticky z-test, ktorého predpoklady su
vyrazne volnejsie. V pripade velkych a podobnych rozsahoch populacii vSak aj
presny t-test funguje aspon asymptoticky. Naopak ak ndhodné vybery pochadzaja
z rozdeleni, ktoré sa liSia iba posunutim distribu¢nych funkcii, je najvhodnejsou
volbou Wilcoxonov test, ktory rozhodoval spravne vo vyrazne viac pripadoch ako
uz spomenuté testy. Ak vSsak ndhodné vybery pochddzaji z roznych rozdelent,
test je konzervativny, ¢o znamena, ze je jeho sila mensia. Vyhodou Kolmogorov-
Smirnovovho testu je absencia obmedzujucich intervalov, naopak jeho nevyhodou
vsak je, ze testuje celé distribu¢né funkcie. Ak nas zaujima iba konkrétny para-
meter, ako napriklad stredna hodnota, je lepsie zvolif iny z testov.
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