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Úvod
Témou práce sú dvojvýberové štatistické testy a ich sila, ktorú dosiahnu pri

rozličných alternatívach a rôznych rozsahoch náhodných výberov. Text práce
predpokladá znalosť elementárnych pojmov z matematickej štatistiky a pravdepo-
dobnosti. V prvej kapitole sú zhrnuté podstatné pojmy testovania hypotéz, ktoré
sú dôležité pre následné predstavenie dvojvýberových testov. Tým je venovaná
druhá kapitola, v ktorej sú okrem teórie predvedené aj simulácie odhadujúce ich
silu za platnosti či porušenia ich predpokladov.

Testovanie hypotéz nám umožňuje posúdiť platnosť nejakého vopred zada-
ného tvrdenia na základe nejakého vzorku z populácie. Pri testovaní hypotéz sa
porovnávajú dve hypotézy, nulová a alternatívna. Nulová hypotéza je tvrdenie,
ktorého platnosť testujeme, zvyčajne ju chceme zamietnuť v prospech alternatívy.
Uplatnenie je veľmi široké, využíva sa medicíne, biológii, ekonómii ale aj iných
vedeckých oblastiach. V medicíne môžeme sledovať účinnosť liečiv, teda napríklad
úbytok baktérií po užítí liekov. V takom prípade bude nulová hypotéza testovať
strednú hodnotu počtu baktérií v tele, konkrétne či je ich množstvo väčšie alebo
rovné ako pred požitím daného lieku, v alternatíve potom bude, že ich množstvo
je menšie. Porovnávať môžeme napríklad aj priemerný plat u absolventov rôznych
vysokých škôl, v iných odvetviach zase kontrolovať či kvalita výrobku odpovedá
vopred zadaným požiadavkám. Najpodstatnejším pojmom prvej kapitoly je pre
nás sila testu, ktorá vyjadruje pravdepodobnosť zamietnutia neplatnej hypotézy
a budeme ju bližšie skúmať. Chceme aby bola táto pravdepodobnosť čo najväčšia
a v prípade, že je sila testu malá, je lepšie použiť iný test.

Uveďme si dva názorné príklady, ktoré nám poslúžia ako praktická ukážka pre
zvolené testy. V prvom prípade máme dve skupiny ľudí, prvú tvorí nejaká podsku-
pina obyvateľov Prahy, druhú Bratislavy. Zaujíma nás či sa priemerný vklad na
sporiaci účet za nejaký zvolený mesiac líši, inak povedané, či je stredná hodnota
vkladu jednotlivca za určitý mesiac na sporiaci účet rovnaká pre obe skupiny. Ná-
hodný výber X je teda tvorený vkladmi obyvateľov Bratislavy, vklady obyvateľov
Prahy zase tvoria náhodný výber Y. V nulovej hypotéze potom môžeme testovať
rovnosť stredných hodnôt proti alternatíve, že sa vklad líši. Zamietnutá nulová
hypotéza by nám v tomto prípade potvrdila, že sa vklady líšia, nedala by nám
však odpoveď na otázku, v ktorej skupine sú väčšie. Ak by sme však test opako-
vali a nulovú hypotézu zvolili tak, že stredná hodnota vložených peňazí klientov
z Prahy je väčšia alebo rovná ako u klientov z Bratislavy proti alternatíve, že
je menšia, zamietnutím nulovej hypotézy by sme potvrdili platnosť alternatívnej
hypotézy.

V druhom príklade nás zase môže zaujímať stredná doba do výberu uložených
peňazí z takéhoto účtu. Náhodný výber X budú pre nás tvoriť hodnoty zostatkov,
ktoré sú väčšie alebo rovné ako 10000 eur, zvyšné hodnoty zostatkov budú tvo-
riť náhodný výber Y. Zrejme očakávame, že klienti s väčšími čiastkami nechajú
peniaze uložené na konte dlhšie. To znamená, že chceme zamietnuť nulovú hypo-
tézu, že stredná doba do výberu peňazí je v populácii Y menšia alebo rovná ako v
skupine, kde sú zostatky väčšie. Zamietnutím nulovej hypotézy by sme potvrdili,
že klienti s väčším obnosom sporia dlhšie.

2



Na vyriešenie týchto otázok sa používajú dvojvýberové testy, ktorým sa venuje
druhá kapitola. Tie porovnávajú dva nezávislé náhodné výbery z rôznych popu-
lácii a následne rozhodujú o tom či je rozdiel medzi danými skupinami štatisticky
významný. Testovanými parametrami však nemusí byť iba vyššie uvedená stredná
hodnota, zaujímať nás môže aj medián, rozptyl náhodných výberov či dokonca
distribučná funkcia oboch výberov. Každý test má pre svoje správne fungovanie
určité predpoklady, ktoré v druhej kapitole predstavíme a zároveň pomocou si-
mulácií odhadneme správanie sily testu za rôznych podmienok, ktoré na ňu majú
vplyv. Získané poznatky zhrnieme a na ich základe porovnáme zvolené testy a
určíme, ktorý z nich je za daných podmienok najvhodnejší.
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1. Základné pojmy a definície
testovania hypotéz

Uvažujme náhodný výber X pozostávajúci z náhodných veličín X1, . . . ,Xn a
náhodný výber Y tvorený náhodnými veličinami Y1, . . . ,Ym. Tieto dve rozdele-
nia chceme nejakým spôsobom porovnať, zaujíma nás napríklad vzťah medzi ich
strednými hodnotami, rozptylmi alebo distribučnými funkciami. Nepotrebujeme
však vedieť ich presnú hodnotu, v prípade stredných hodnôt nás napríklad zau-
jíma či je µX , čiže stredná hodnota náhodného výberu X väčšia alebo rovná ako
µY , stredná hodnota náhodného výberu Y. Takéto tvrdenie nazývame nulovou
hypotézou a označujeme ho zvyčajne symbolom H0. Ostáva nám však možnosť,
že µX < µY . To v tomto prípade nazývame alternatívnou hypotézou a značíme
H1. Vo všeobecnosti by sme si mohli rozdiel testovaných parametrov označiť θ a
množinu všetkých hodnôt, ktoré môže nadobudnúť Θ. Túto množinu možno roz-
deliť na dve disjunktné podmnožiny Θ0 a Θ1, kde Θ0 obsahuje hodnoty, ktoré sú
blízke tvrdeniu nulovej hypotézy. Napríklad ak testujeme či sú stredné hodnoty
dvoch náhodných výberov rovnaké, tvoria túto množinu hodnoty okolo 0. Nulovú
hypotézu potom môžeme formulovať ako θ ∈ Θ0 a alternatívu ako θ ∈ Θ1. Za-
mietnutie nulovej hypotézy implikuje platnosť alternatívy, jej nezamietnutie však
neznamená jej platnosť.

O platnosti hypotézy rozhodujeme pomocou napozorovaných dát z náhodných
výberov X a Y, z ktorých vhodne zostavíme merateľnú funkciu S(X,Y), ktorú
nazývame testová štatistika. Táto funkcia nemôže závisieť na neznámych paramet-
roch, ktoré testujeme. Testová štatistika môže nadobúdať hodnoty, ktoré môžeme
rozdeliť na dve disjunktné podmnožiny, pričom v jednej z nich sú hodnoty, ktoré
svedčia skôr o platnosti alternatívy, pretože ich pravdepodobnosť za platnosti nu-
lovej hypotézy je veľmi malá, označíme ju W . Takúto množinu nazveme kritický
obor.

Pre testovú štatistiku S(X,Y) platí, že ak jej hodnota leží v kritickom obore
W , zamietame nulovú hypotézu a potvrdzujeme tým platnosť alternatívy. V opač-
nom prípade nulovú hypotézu zamietnuť nemôžeme. Pomocou tohto pravidla,
spomenutej testovej štatistiky a kritického oboru je potom definovaný štatistický
test.

V prípade, že zamietneme nulovú hypotézu napriek tomu, že je platná, hovo-
ríme o chybe prvého druhu. Ak naopak neplatnú hypotézu nezamietneme, jedná
sa o chybu druhého druhu. V zvyšných dvoch prípadoch test rozhodol správne.
V našom záujme je, aby boli obe chyby čo najmenšie, to však nevieme dosiah-
nuť, pretože sú tieto chyby na sebe závislé. Chyba prvého druhu je závažnejšia a
z toho dôvodu sa snažíme o jej kontrolu. Vo zvyšnej časti kapitoly budeme uva-
žovať podmienenú pravdepodobnosť P (S(X,Y) ∈ W | θ ∈ Θ0), ktorú budeme
skrátene značiť Pθ(S(X,Y) ∈ W ).
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Definícia 1. Vopred zadané číslo α ∈ (0,1), pre ktoré platí

α = sup
θ∈Θ0

Pθ(S(X,Y) ∈ W )

nazývame hladina testu, konkrétne sa jedná o presnú hladinu testu. Ak platí

α = sup
θ∈Θ0

lim
n→∞

Pθ(S(X,Y) ∈ W ),

hovoríme o asymptotickej hladine testu.

Hladina testu je teda pravdepodobnosť chyby prvého druhu a volíme ju tak,
aby jej hodnota bola čo najnižšia, čo by však malo nepriaznivý vplyv na chybu
druhého druhu, preto sa zvyčajne volí α = 0.05. To či je hladina testu presná
alebo asymptotická závisí od rozdelenia testovej štatistiky, ktorému sa však bližšie
venujeme až v ďalšej kapitole.

K rozhodnutiu o platnosti nulovej hypotézy používame najčastejšie p-hodnotu,
ktorá tiež býva prezentovaná ako dosiahnutá hladina testu. Tá vyjadruje maxi-
málnu možnú pravdepodobnosť, že pri platnosti nulovej hypotézy napozorujeme
dáta, ktoré sú s nulovou hypotézou vo väčšom alebo rovnakom rozpore ako aktu-
álne pozorované dáta. Predpokladajme, že máme nulovú a alternatívnu hypotézu
ako v definícii a kritický obor W má tvar R\ (cL,cU), kde cL a cU sú krajné body,
pre ktoré platí −∞ ≤ cL < cU ≤ ∞ a s(x,y) je realizovaná hodnota testovej
štatistiky, spočítaná z napozorovaných dát, kde x = (x1, . . . ,xn), y = (y1, . . . ,ym)
sú pozorované realizácia náhodných výberov X a Y.

Definícia 2. P-hodnotu definujeme ako

• p(x) = supθ∈Θ0 Pθ(S(X,Y) ≥ s(x,y)), ak cL = −∞

• p(x) = supθ∈Θ0 Pθ(S(X,Y) ≤ s(x,y)), ak cU = ∞

• p(x) = supθ∈Θ0 2min[Pθ(S(X,Y) ≤ s(x,y)),Pθ(S(X,Y) ≥ s(x,y))], ak sú
nerovnosti nad definíciou ostré a

sup
θ∈Θ0

Pθ(S(X,Y) ≥ cU) = sup
θ∈Θ0

Pθ(S(X,Y) ≤ cL) = α

2 .

Nulovú hypotézu potom budeme zamietať v prípade, že p-hodnota bude veľmi
malá, konkrétne pre hodnoty menšie alebo rovné ako bola zadaná hladina testu.

Veľmi dôležitou a podstatnou je tiež pravdepodobnosť zamietnutia neplatnej
hypotézy, teda správne rozhodnutie.

Definícia 3. Číslo β(θ) = Pθ∈Θ1(S(X,Y) ∈ W ) sa nazýva sila testu.

Ide o doplnok pravdepodobnosti chyby druhého druhu, čo znamená, že je to re-
álne číslo v intervale [0,1], pre ktoré platí, že ak sila testu rastie, pravdepodobnosť
chyby druhého druhu klesá. Veľmi žiadanou vlastnosťou testov je konzistencia,
ktorá pozoruje práve silu. Tá požaduje, aby sila konvergovala k 1 pre rastúci roz-
sah výberu. Podobnou vlastnosťou je nestrannosť, ktorá požaduje, aby sila testu
proti každej alternatíve bola väčšia ako α, čiže hladina testu.
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Za dodržania predpísanej hladiny testu všeobecne platí, že čím väčšia sila
testu je, tým lepší daný test je. Na silu testu majú zásadný vplyv štyri faktory.

• Hladina testu prirodzene ovplyvňuje silu testu, keďže chyby prvého a
druhého druhu sú na sebe závislé. Čím vyššia je hladina testu, tým vyš-
šia je aj sila testu, pretože bude jednoduchšie zamietnuť nulovú hypotézu.
V tomto prípade však musíme nájsť rozumný kompromis medzi silou a hla-
dinou testu.

• Alternatíva, respektíve jej rozdiel oproti nulovej hypotézy. Jej vplyv je
priamo úmerný, čo znamená, že čím väčší je rozdiel, tým väčšia je aj sila.
Pre test je prirodzene jednoduchšie odhaliť väčšie rozdiely medzi nulovou
a alternatívnou hypotézou a zamietnuť tak nulovú hypotézu. To znamená,
že ak napríklad testujeme, že stredná hodnota je rovná jednej, no dáta
pochádzajú z rozdelenia so strednou hodnotou nula, bude sila testu väčšia
ako by bola v prípade, že by dáta mali rozdelenie so strednou hodnotou 0.8.

• Variabilita dát, popisovaná pomocou rozptylu, prípadne smerodatnej od-
chýlky, má ako jediný faktor nepriamo úmerný vplyv. Prirodzene platí, že
čím sú medzi dátami väčšie rozdiely, sila je menšia a potrebujeme viac po-
zorovaní na presnejšie rozhodnutie o hypotéze.

• Rozsah dát, u ktorého platí, že čím viac pozorovaní máme k dispozícii,
tým je sila testu väčšia. Je očividné, že vďaka širšiemu rozsahu máme o da-
nom parametri viac informácií a preto sa nám ľahšie rozhoduje o prijatí
alebo zamietnutí nulovej hypotézy. Pri rozsahu dát sa zvyčajne ale kladie
otázka, aké množstvo pozorovaní potrebujeme na to, aby test dosiahol vo-
pred zadanú silu. Je to z toho dôvodu, že nezamietnutie nulovej hypotézy
neznamená jej platnosť, poukazuje iba na fakt, že rozdelenie dát nie je
dostatočne odlišné od rozdelenia, ktoré by sme mali za platnosti nulovej
hypotézy. Zvyčajne sa skôr jedná o situáciu, v ktorej nemôžeme na základe
poskytnutých dát zamietnuť hypotézu.

6



2. Dvojvýberové testy
V tejto kapitole si bližšie špecifikujeme štyri základné dvojvýberové testy a

pri každom z nich pomocou simulácií odhadneme jeho silu. Budeme uvažovať
prípady splnených i porušených predpokladov pre dané testy a ukážeme, že sila
testu je väčšia, ak sú tieto predpoklady splnené.

2.1 Presný t-test
Ide o parametrický test, ktorý predpokladá, že oba náhodné výbery majú nor-

málne rozdelenie s rovnakým rozptylom. Teda Xi ∼ N (µX ,σ2) a Yj ∼ N (µY ,σ2),
kde µX ,µY ∈ R, σ2 > 0 a i ∈ {1, . . . ,n} , kde n je rozsah náhodného výberu X a
j ∈ {1, . . . ,m} , kde m je rozsah náhodného výberu Y. Testovanými parametrami
sú stredné hodnoty µX a µY . Zvolená nulová a alternatívna hypotéza majú tvar

H0 : µX = µY + δ, H1 : µX ̸= µY + δ,

kde δ je reálne vopred zadané číslo, zvyčajne však δ = 0. Testová štatistika má
tvar

S(X,Y) = Xn − Ym√︂
S2

n,m( 1
n

+ 1
m

)
,

kde Xn a Ym sú výberové priemery výberov a S2
n,m je nestranný odhad spoločného

rozptylu σ2, pre ktorý platí

S2
n,m = n − 1

n + m − 2S2
X + m − 1

n + m − 2S2
Y ,

kde S2
X a S2

Y sú vyberové rozptyly oboch náhodných výberov.
Poznámka. Platí, že T = U√

V

√
n má tn rozdelenie pre U ∼ N (0,1) a V ∼ χ2

n, a
U,V sú nezávislé, viď Anděl (2007a, Veta 4.22).

Veta 1. Nech X1, . . . ,Xn a Y1, . . . ,Ym sú nezávislé náhodné výbery z normálnych
rozdelení so strednými hodnotami µX a µY a rovnakým rozptylom σ2. Potom

Xn − Ym − (µX − µY )√︂
S2

n,m( 1
n

+ 1
m

)
∼ tn+m−2.

Dôkaz. Platí, že

√
n

Xn − µX√
σ2

∼ N (0,1),
√

m
Ym − µY√

σ2
∼ N (0,1).

Vďaka nezávislosti náhodných výberov potom

U = Xn − Ym − (µX − µY )√︂
σ2( 1

n
+ 1

m
)

∼ N (0,1).
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Ďalej platí

(n − 1)S2
X

σ2 ∼ χ2
n−1,

(m − 1)S2
Y

σ2 ∼ χ2
m−1

podľa Vety 2.8(i) Omelka, M. (2019) a opäť z nezávislosti náhodných výberov

V =
(n + m − 2)S2

n,m

σ2 ∼ χ2
n+m−2.

Ostáva nám teda dokázať, že U a V sú nezávislé. Z nezávislosti náhodných výberov
plynie aj nezávislosť náhodných vektorov (Xn,S2

X)T a (Ym,S2
Y )T . Z Vety 2.8(ii)

Omelka, M. (2019) sú aritmetický priemer a výberový rozptyl nezávislé náhodné
veličiny. Teda tiež Xn −Ym a S2

n,m( 1
n

+ 1
m

) sú nezávislé a z poznámky vyššie potom
plynie tvrdenie.

Kritický obor, pre ktorý budeme zamietať nulovú hypotézu má tvar

|S(X,Y)| ≥ tn+m−2

(︃
1 − α

2

)︃
,

kde tn+m−2
(︂
1 − α

2

)︂
je

(︂
1 − α

2

)︂
-tý kvantil t-rozdelenia s n + m − 2 stupňami voľ-

nosti.

Ukážeme, že za platnosti nulovej hypotézy je hladina testu presne α. Pre jed-
noduchosť zápisu využijeme označenie t = tn+m−2

(︂
1 − α

2

)︂
a distribučnú funkciu

t-rozdelenia s n + m − 2 stupňami voľnosti označíme T. Z Definície 1 potom

Pθ (|S(X,Y)| ≥ t) = 1 − Pθ (S(X,Y) ≤ t) + Pθ (−S(X,Y) ≤ t) =

= 1 − T (t) + T (−t) = 2 (1 − T (t)) = 2
(︃

1 −
(︃

1 − α

2

)︃)︃
= α,

kde sme v štvrtej rovnosti využili symetriu t-rozdelenia.

Silu testu spočítame z jej definície a vyššie spomenutého kritického oboru.
Z definície vieme, že sila testu sa počíta za platnosti alternatívnej hypotézy, uva-
žujme teda µX − µY = δ ̸= 0. Keď µX a µY sú skutočné parametre, tak
rozdelenie testovej štatistiky S(X,Y) je necentrálne tn+m−2 s parametrom necen-
trality δ/

√︂
S2

n,m( 1
n

+ 1
m

), ktorého distribučnú funkciu označíme G. Potom

β(θ) = Pθ∈Θ1

(︃
|S(X,Y)| ≥ tn+m−2

(︃
1 − α

2

)︃)︃
=

= Pθ∈Θ1

(︃
S(X,Y) ≥ tn+m−2

(︃
1 − α

2

)︃)︃
+

+ Pθ∈Θ1

(︃
S(X,Y) ≤ −tn+m−2

(︃
1 − α

2

)︃)︃
=

= 1 − G
(︃

tn+m−2

(︃
1 − α

2

)︃)︃
+ G

(︃
−tn+m−2

(︃
1 − α

2

)︃)︃
.

(2.1)
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V simulácii však využijeme metódu Monte Carlo a silu testu budeme odha-
dovať pomerom zamietnutých neplatných hypotéz a všetkých testovaní, ktorých
budeme robiť tisíc. Oba náhodné výbery budeme uvažovať s rovnakými rozsahmi,
znázornenými na grafoch na osi x. V prvom prípade uvažujeme splnený model,
teda oba náhodné výbery pochádzajú z normálnych rozdelení s rovnakými rozp-
tylmi.
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(a) µX = 0, σ2 = 1,
H0 : µX = µY ,
H1 : µX ̸= µY
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(b) µX = 0, σ2 = 2.5,
H0 : µX = µY ,
H1 : µX ̸= µY
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(c) µX = 0, σ2 = 2.5,
H0 : µX ≥ µY ,
H1 : µX < µY

Obr. 2.1: Vývoj sily t-testu pri dátach z normálnych rozdelení s rovnakými
rozptylmi a rôznych alternatívnych hypotézach

Zo všetkých troch grafov je zrejmá závislosť sily na rozsahu náhodných výbe-
rov, pretože s narastajúcimi rozsahmi rastie i sila testu a vidíme, že pre väčšie
rozdiely medzi testovanými parametrami test zamieta neplatnú nulovú hypotézu
takmer vždy. Taktiež však vidíme, že silu testu výrazne ovplyvňuje i veľkosť roz-
dielu testovaných parametroch. Pre test je náročnejšie odhaliť menší rozdiel a
zamietnuť tak nulovú hypotézu, preto jednotlivé krivky, predstavujúce rozličné
stredné hodnoty náhodného výberu Y, ležia pod sebou. Porovnaním Obrázkov
2.1a a 2.1b vidíme, že s rastúcim rozptylom sila zase klesá, najvýraznejšie je to
v prípade, že je rozptyl výrazne väčší ako rozdiel stredných hodnôt. Presný t-test
však dosahuje o niečo väčšej sily ak testujeme H0 : µX ≥ µY proti H1 : µX < µY ,
čo potvrdzuje porovnanie Obrázkov 2.1b a 2.1c. Pre splnené predpoklady testu
sila s rastúcimi rozsahmi náhodných výberov konverguje k jednej a presný t-test
je teda konzistentný.

V ďalšom príklade uvažujeme, že náhodné výbery pochádzajú z normálnych
rozdelení, no majú rôzne rozptyly a teda je porušený model. Sila testu v takomto
prípade klesne, čo vidíme porovnaním Obrázkov 2.1a a 2.2a. Rozdiel sily však nie
je až tak výrazný, pretože test funguje aspoň asymptoticky. To platí vďaka rovna-
kým rozsahom a Vete 2, ktorá je uvedená v kapitole o asymptotickom z-teste, kde
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sa k tomuto problému ešte vrátime. Na Obrázku 2.2b však už uvažujeme rozdielne
rozsahy náhodných výberov, konkrétne n = m

2 , kde n, m sú rozsahy náhodných
výberov X, Y. Je zrejmé, že v takomto prípade už je sila výrazne menšia a test
nie je vhodné použiť. Ak by naopak bol väčší rozptyl v náhodnom výbere s men-
ším rozptylom, test by mal väčšiu silu, avšak nedodržiaval by predpísanú hladinu
a opäť by teda jeho použitie nebolo vhodné. V takýchto prípadoch je vhodnejšie
použiť asymptotický z-test, ktorý nemá tak prísne obmedzenia modelu a bude
dosahovať väčšiu silu.
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(a) µX = 0,
σ2

X = 1, σ2
Y = 4,

H0 : µX = µY ,
H1 : µX ̸= µY
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(b) µX = 0,
σ2

X = 1, σ2
Y = 4,

H0 : µX = µY ,
H1 : µX ̸= µY

n = m
2

Obr. 2.2: Vývoj sily t-testu pri rôznych rozptyloch náhodných výberov

2.2 Asymptotický z-test
Jedná sa o modifikovaný presný dvojvýberový t-test, ktorý nepredpokladá nor-

malitu dát ani rovnosť rozptylu. Jeho jedinou podmienkou je, že rozptyly oboch
náhodných výberov sú konečné a keďže ide iba o modifikáciu t-testu, testované
parametre aj voľba nulovej hypotézy ostávajú rovnaké.

H0 : µX = µY + δ, H1 : µX ̸= µY + δ.
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Testová štatistika je podobne ako pri predchádzajúcom teste založená na výbe-
rových priemeroch a rozptyloch náhodných výberov.

S(X,Y) = Xn − Ym√︂
S2

X/n + S2
Y /m

.

Veta 2. Nech X1, . . . ,Xn a Y1, . . . ,Ym sú nezávislé náhodné výbery so strednými
hodnotami µX a µY a konečnými rozptylmi σ2

X ,σ2
Y . Potom

Xn − Ym − (µX − µY )√︂
S2

X/n + S2
Y /m

d−→ N (0,1),

pre n,m → ∞, n
m

→ λ ∈ (0,∞).

Dôkaz. Použitím Silného zákona veľkých čísel a Vety o spojitej transformácii
dostaneme, že výberový rozptyl S2

X je konzistentným odhadom σ2
X a tak isto

S2
Y

P−→ σ2
Y . Ďalej z Centrálnej limitnej vety platí pre m → ∞

√
n

Xn − µX√︂
σ2

X

d−→ N (0,1),
√︃

m

n

√
n

Ym − µY√︂
σ2

Y

d−→ N (0,λ)

a vďaka nezávislosti náhodných výberov X a Y teda platí
√

n(Xn − Ym − (µX − µY )) d−→ N (0,σ2
X + λσ2

Y ). (2.2)

Potom s použitím konzistencie odhadov a Cramer-Sluckého vety platí

√
n

Xn − µX√︂
S2

X

d−→ N (0,1),
√︃

m

n

√
n

Ym − µY√︂
S2

Y

d−→ N (0,λ),

čo aplikujeme na (2.2) a dostávame platnosť tvrdenia.

Nulovú hypotézu budeme zamietať práve vtedy, keď

|S(X,Y)| ≥ u1− α
2
,

kde u1− α
2

je (1 − α
2 )-tý kvantil rozdelenia N (0,1).

Hladinu testu spočítame opäť z definície 1 a využijeme značenia u = u1− α
2
.

Distribučnú funkciu N (0,1) označíme Φ a využijeme jej vlastnosť Φ(−u) = 1 −
Φ(u).

Pθ (|S(X,Y)| ≥ u) = 1 − Pθ (S(X,Y) ≤ u) + Pθ (−S(X,Y) ≤ u) =

= 1 − Φ(u) + Φ(−u) = 2 (1 − Φ(u)) = 2
(︃

1 −
(︃

1 − α

2

)︃)︃
= α,

Pri výpočte sily tohto testu postupujeme rovnako ako v prípade predchádza-
júceho testu. Označme δ = µX − µY ̸= 0. Potom, keď µX a µY sú skutočné
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parametre, tak rozdelenie testovej štatistiky S(X,Y) je N (ν,1), kde ν je rovné
podielu δ a menovateľa testovej štatistiky S(X,Y). Teda S(X,Y) − ν má normo-
vané normálne rozdelenie a analogicky ako v (2.1) dostaneme

β(θ) = 1 − Φ
(︂
u1− α

2
− ν

)︂
+ Φ

(︂
−u1− α

2
− ν

)︂
Uvažujme rovnaké rozdelenia náhodných výberov ako nad Obrázkom 2.2, teda

Xi ∼ N (0,1) pre i ∈ {1, . . . ,n} a Yj ∼ N (µY ,4) pre j ∈ {1, . . . ,m} , kde n, m
sú rozsahy X,Y Na Obrázku 2.3a sú rozsahy oboch náhodných výberov rovnaké
a porovnaním s Obrázkom 2.2a vidíme, že presný t-test i asymptotický z-test
rozhodujú takmer rovnako. Je to z toho dôvodu, že pre n = m sú testové šta-
tistiky týchto testov rovnaké a Veta 2 nemá v predpokladoch rovnaké rozptyly
náhodných výberov. Normálne rozdelenie možno navyše pri dostatočne veľkých
rozsahoch aproximovať t-rozdelením s n+m−2 stupňami voľnosti a presný t-test
tak v prípade rovnakých rozsahov funguje aspoň asymptoticky. Obrázky 2.2b a
2.3b však už ukazujú, že ak nie sú rozsahy náhodných výberov rovnaké má presný
t-test výrazne menšiu silu ako asymptotický z-test a je vhodnejšie použiť práve
z-test.
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(a) µX = 0,
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X = 1, σ2
Y = 4,

H0 : µX = µY ,
H1 : µX ̸= µY
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Obr. 2.3: Vývoj sily z-testu pri rôznych rozptyloch náhodných výberov
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Uvažujme t-rozdelenie s dvoma stupňami voľnosti, ktorého stredná hodnota
je rovná nule, no má nekonečný rozptyl. Zvoľme teda Xi ∼ t2 pre i ∈ {1, . . . ,n}
a rovnako Yi ∼ Zi − c, kde Zi ∼ t2 pre i ∈ {1, . . . ,n} a c je konšanta posunutia
rovná postupne 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4. V prípade porušenia predpokladu na ko-
nečné rozptyly je ale sila výrazne nižšia ako v prípade splnených predpokladov.
Nekonečný rozptyl v tomto prípade spôsobuje, že musíme uvažovať výrazne väč-
šie rozsahy, avšak v prípade, že by sme uvažovali náhodné výbery z normálnych
rozdelení s rozptylmi σ2

X = 1 a σ2
Y = 4, pričom rozdiel stredných hodnôt by bol

rovnako veľký ako vyššie uvedená konštanta c, test by dosahoval výrazne lepších
výsledkov. Napríklad pre rozdiel stredných hodnôt rovný 0.4 by pre n = 800 test
zamietal nulovú hypotézu vždy, zatiaľ čo na Obrázku 2.4 vidíme, že je pre rovnaké
údaje sila menšia o viac než dve desatiny.

Obr. 2.4: Vývoj sily z-testu pri nekonečných rozptyloch
Xi ∼ t2, Yi ∼ Zi − c, kde Zi ∼ t2 pre i ∈ {1, . . . ,n}

H0 : µX = µY , H1 : µX ̸= µY

2.3 Wilcoxonov test
Pri Wilcoxonovom teste predpokladáme, že náhodné výbery majú spojitú

distribučnú funkciu, ktorá sa líši iba posunutím o nejaký reálny parameter δ.
Keďže nepredpokladáme bližšiu špecifikáciu rozdelenia náhodných výberov, ide
o neparametrický test. Nech platí Xi ∼ FX pre i ∈ {1, . . . ,n} a Yj ∼ FY pre
j ∈ {1, . . . ,m} , kde n,m sú rozsahy náhodných výberov X a Y Nech existuje
δ ∈ R taká, že FX(x) = FY (x − δ) ∀x ∈ R. Práve hodnota parametru posunutia
δ nás zaujíma, pretože v prípade, že distribučné funkcie nie sú posunuté a platí
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vyššie spomenutý model, testujeme rovnosť stredných hodnôt, ktoré sú v tomto
prípade totožné s mediánmi jednotlivých rozdelení.

H0 : δ = 0, H1 : δ ̸= 0.

Testová štatistika je založená na poradí náhodných veličín Xi v spojenom ná-
hodnom výbere X1, . . . ,Xn,Y1, . . . ,Ym. Poradím rozumieme číslo Ri ∈ {1, . . . ,n},
pre ktoré platí Xi = X(Ri), kde X(Ri) je Ri-tá najmenšia hodnota medzi pozoro-
vaniami X1, . . . ,Xn.

S(X,Y) =
n∑︂

i=1
Ri,

kde Ri, i ∈ {1, . . . ,n} sú poradia náhodných veličín Xi v spojenom náhodnom
výbere X1, . . . ,Xn,Y1, . . . ,Ym.

Veta 3. Ak platí, že distribučné funkcie oboch náhodných výberov sú spojité a
posunuté o reálny parameter δ a zároveň platí nulová hypotéza, tak

1.

E S(X,Y) = n(n + m + 1)
2 , var (S(X,Y)) = mn(n + m + 1)

12 .

2.
S(X,Y) − ES(X,Y)√︂

var (S(X,Y))
d−→ N (0,1) (2.3)

pre n,m → ∞.

Dôkaz. Omelka, M. (2019, str. 104)

Z Vety 3 poznáme rozdelenie testovej štatistiky za nulovej hypotézy a teda

H0 zamietneme ⇐⇒ |S(X,Y) − ES(X,Y)|√︂
var (S(X,Y))

≥ u1− α
2
,

kde u1− α
2

je (1 − α
2 )-tý kvantil rozdelenia N (0,1).

V prípade, že náhodný výber obsahuje zhodné dáta, bez úpravy testovej šta-
tistiky bude sila testu menšia. Korektúru testovej štatistiky uvádza Omelka, M.
(2019) vo svojich poznámkach k prednáške Matematická Statistika 1. Silu testu
nevieme explicitne vyjadriť, pretože z Vety 3 vieme iba o správaní testovej štatis-
tiky za platnosti nulovej hypotézy, no sila testu sa počíta za platnosti alternatívy.
Platí teda β(θ) = P (|Wn,m| ≥ u1− α

2
| θ ∈ Θ1).
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(b) Xi ∼ Exp(1), Yi ∼ Zi − c,
Zi ∼ Exp(1)
H0 : δ = 0,
H1 : δ ̸= 0

Obr. 2.5: Vývoj sily Wilcoxonovho testu pri posunutých rozdeleniach

Ak uvažujeme oba náhodné výbery rovnaké ako v druhom príklade asymp-
totického z-testu, teda Xi ∼ t2, Yi ∼ Zi − c, kde Zi ∼ t2 pre i ∈ {1, . . . ,n} a c
je zvolená konšanta, jedná sa o náhodné výbery, ktoré spĺňajú model posunutia.
Porovnaním Obrázkov 2.4 a 2.5a vidíme, že Wilcoxonov test je výrazne silnejší,
v prípade väčších rozdielov stredných hodnôt zamietne v niektorých prípadoch
takmer trojnásobne viac neplatných nulových hypotéz. Na Obrázku 2.5a uvažu-
jeme Xi ∼ Exp(1) a Yi ∼ Zi − c, kde Zi ∼ Exp(1), čo znamená, že oba náhodné
výbery majú rozptyly rovné 1 a líšia sa iba posunutím. Porovnaním oboch grafov
vidíme, že vďaka konečným rozptylom nám stačí výrazne menší rozsah na dosia-
hnutie podobných výsledkov, čo ukazuje Obrázok 2.5b.

Software R používa na výpočet Wilcoxonovho testu Mann-Whitneyho modi-
fikáciu, ktorú si preto taktiež predstavíme.

2.4 Mann-Whitneyho formulácia Wilcoxonovho
testu

Mann-Whitneyho testová štatistika porovnáva všetky dvojice náhodných vý-
berov a testy založené na tejto i Wilcoxonovej testovej štatistike sú ekvivalentné,
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čo znamená, že oba testy dajú s pravdepodobnosťou 1 rovnaké rozhodnutie a
preto majú oba testy i rovnakú silu.

S∗(X,Y) =
n∑︂

i=1

m∑︂
j=1

1[Xi < Yj].

Podľa Vety 6.5 Omelka, M. (2019) je medzi Wilcoxonovou a Mann-Whitneyho tes-
tovou štatistikou lineárny vzťah a platí S(X,Y)+S∗(X,Y) = nm+ n(n+1)

2 , čo zna-
mená, že môžeme jednoducho dopočítať prvý a druhý moment Mann-Whitneyho
štatistiky. Následným dosadením strednej hodnoty i rozptylu do (2.3) dostaneme
asymptotické rozdelenie testovej štatistiky, z ktorého už následne môžeme zosta-
viť kritický obor rovnako ako vyššie a teda aj test. Ako u Wilcoxonovho testu, aj
v tomto prípade je potrebné modifikovať testovú štatistiku pre prípadné zhody
v dátach, inak bude test konzervatívny, čo znamená, že jeho sila bude menšia.
Nedostatočnú silu bude mať aj v prípade, že nedodržíme predpísaný model spo-
jitých posunutých distribučných funkcií. Keďže testy založené na Wilcoxonovej
a Mann-Whitneyho testových štatistikách sú ekvivalentné, ani v tomto prípade
nevieme silu testu explicitne vyjadriť a platí β(θ) = P (S∗(X,Y) ∈ W | θ ∈ Θ1).
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(a) Wilcoxonov test,
Xi ∼ Exp(1), Yi ∼ Exp(λ),

H0 : δ = 0,
H1 : δ ̸= 0
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(b) Asymptotický z-test
Xi ∼ Exp(1), Yi ∼ Exp(λ),

H0 : µX = µY ,
H1 : µX ̸= µY

Obr. 2.6: Porovnanie sily z-testu a Wilcoxonovho testu pre náhodné výbery z
rôznych exponenciálnych rozdelení
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Uvažujme ešte porušený model, teda dva náhodné výbery, ktorých distribučné
funkcie sa nelíšia iba posunutím. Zvoľme teda Xi ∼ Exp(1) a Yi ∼ Exp(λ), kde
λ volíme postupne 1.1, 1.25, 1.5, 1.75, 2, pre i ∈ {1, . . . ,n} . Porovnaním grafov
na Obrázkoch 2.5b a 2.6a môžeme vidieť, že test je za splnených predpokladov
modelu silnejší. Rozdiely medzi strednými hodnotami (ktoré si farebne na grafoch
i odpovedajú) sú totiž rovnaké, prípadne pri oboch výberoch z exponenciálneho
rozdelenia ešte väčšie, čo znamená, že by sila mala byť väčšia. Pre rozsahy 60, 80
a 100 však jasne vidíme, že väčšiu silu dosahuje test na Obrázku 2.5b, teda ten
za splnených predpokladov. Na Obrázkoch 2.6a, 2.6b potom vidíme, že v prípade
porušenia predpokladov má Wilcoxonov test pre väčšie rozsahy menšiu silu ako
asymptotický z-test. Navyše nedodržanie modelu spôsobuje i problémy s interpre-
táciou výsledkov Wilcoxonovho testu. Zamietnutie nulovej hypotézy totiž v takom
prípade znamená, že sa distribučné funkcie oboch náhodných výberov nerovnajú,
nemôžeme však tvrdiť, že sa líšia aj ich mediány alebo stredné hodnoty.

2.5 Kolmogorov-Smirnovov test
Ďalším zo skupiny neparametrických testov je Kolmogorov-Smirnovov, ktorý

predpokladá model spojitých distribučných funkcií. Test porovnáva distribučné
funkcie oboch náhodných výberov.

H0 : ∀x ∈ R FX(x) = FY (x), H1 : ∃x ∈ R : FX(x) ̸= FY (x).

Testová štatistika je založená na empirických distribučných funkciách oboch ná-
hodných výberov.
Empirickou distribučnou funkciou rozumieme funkciu ˆ︂Fn(x) = 1

n

∑︁n
i=1 ⊮[X1 ≤

x]. Podľa Vety 8.9 Anděl (2007b) je empirická distribučná funkcia konzistentným
odhadom distribučnej funkcie, teda ∀x ∈ R ˆ︂Fn(x) s.j−→ FX(x) pre n → ∞. S empi-
rickými distribučnými funkciami ˆ︃FX a ˆ︃FY náhodných výberov X a Y definujeme
testovú štatistiku ako

S(X,Y) = sup
x∈R

⃓⃓⃓ˆ︃FX(x) − ˆ︃FY (x)
⃓⃓⃓
.

Veta 4. Nech platí, že náhodné výbery X a Y majú spojité rozdelenie a platí
nulová hypotéza. Potom

KSn,m =
√︄

nm

n + m
S(X,Y) d−→ K.

Pre x > 0 má náhodná veličina K distribučnú funkciu 1 − 2 ∑︁∞
k=1(−1)k+1e−2k2x2

a 0 pre x ≤ 0

Čo sa týka kritického oboru, nulovú hypotézu zamietneme práve vtedy, keď

KSn,m ≥ k1−α,

kde k1−α je (1 − α)-kvantil rozdelenia K(x).V prípade, že náhodné výbery majú
diskrétne rozdelenie, sila testu bude malá a test konzervatívny. Rovnako ako v prí-
pade predchádzajúcich dvoch testov, ani v tomto prípade nevieme o správaní tes-
tovej štatistiky za platnosti alternatívnej hypotézy nič povedať a preto nevieme
silu testu explicitne vyjadriť. Platí pre ňu β(θ) = P (KSn,m ≥ k1−α | θ ∈ Θ1).
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Porovnaním Obrázkov 2.5 a 2.7 vidíme, že Kolmogorov-Smirnovov test je
o niečo silnejší ako Wilcoxonov test, avšak zamietnutá nulová hypotéza nám
narozdiel od Wilcoxonovho testu nehovorí nič o stredných hodnotách ani me-
diánoch náhodných výberov. V prípade porušenia modelu, kde by aspoň jeden z
náhodných výberov pochádzal z diskrétneho rozdelenia, je test konzervatívny, čo
znamená, že je jeho skutočná hladina α je menšia ako vopred zadaná. Ako sme už
ale spomínali v prvej kapitole, chyby prvého a druhého druhu sú na sebe závislé,
čo znamená, že sa v takomto prípade zväčší chyba druhého druhu, teda klesne
sila testu.
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(a) Xi ∼ t2, Yi ∼ Zi − c,
Zi ∼ t2

H0 : FX(x) = FY (x)∀x ∈ R,
H1 : ∃x ∈ R : FX(x) ̸= FY (x)

60 80 100 120 140 160

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

Rozsah náh. výberov X,Y

S
ila

 t
e

s
tu

(b) Xi ∼ Exp(1), Yi ∼ Zi − c,
Zi ∼ Exp(1)

H0 : FX(x) = FY (x)∀x ∈ R,
H1 : ∃x ∈ R : FX(x) ̸= FY (x)

Obr. 2.7: Vývoj sily Kolmogorov-Smirnovovho testu pri posunutých rozdeleniach
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Záver
Cieľom práce bolo predstaviť základné dvojvýberové testy a následne pomocou

simulácií porovnať ich silu v závislosti na rôznych rozsahoch náhodných výberov,
rôznych porušeniach predpokladov či iných faktoroch ovplyvňujúcich silu testu.

V prvej kapitole sme si zaviedli potrebné pojmy z testovania hypotéz, ktoré
sú základom pre následné predstavenie testov, ako napríklad hladina testu alebo
testová štatistika. V tejto práci sme sa však venovali sile testu, čo je vlastnosť,
ktorá vyjadruje pravdepodobnosť zamietnutia neplatnej nulovej hypotézy, teda
správne rozhodnutie testu. Sila závisí na rôznych faktoroch, ako je napríklad zvo-
lená hladina testu, rozsah náhodných výberov alebo variabilita testovaných dát.

V druhej kapitole sme sa venovali štyrom základným testom, pričom každý
z testov ma charakteristické predpoklady pre správne fungovanie a nesplnenie
predpokladov sa odzrkadluje práve na jeho sile alebo hladine. Silu testu sme po-
mocou simulácií odhadli ako pomer zamietnutých neplatných nulových hypotéz
a všetkých testovaní. Následne sme pri každom teste pozorovali jej správanie pre
rôzne zvolené rozdelenia náhodných výberov či ich rozsahy.

Potvrdili sme, že sila testu je pri porušených predpokladoch daného testu men-
šia, ako v prípade ich dodržania. Navyše sa ukázalo, že v prípade dvoch populácií
z normálneho rozdelenia, je v prípade rovnakých, prípadne veľmi blízkych rozp-
tylov najvhodnejšie použiť presný t-test, v praxi však túto istotu nemáme takmer
nikdy a preto je vhodnejšie použiť asymptotický z-test, ktorého predpoklady sú
výrazne voľnejšie. V prípade veľkých a podobných rozsahoch populácií však aj
presný t-test funguje aspoň asymptoticky. Naopak ak náhodné výbery pochádzajú
z rozdelení, ktoré sa líšia iba posunutím distribučných funkcií, je najvhodnejšou
voľbou Wilcoxonov test, ktorý rozhodoval správne vo výrazne viac prípadoch ako
už spomenuté testy. Ak však náhodné výbery pochádzajú z rôznych rozdelení,
test je konzervatívny, čo znamená, že je jeho sila menšia. Výhodou Kolmogorov-
Smirnovovho testu je absencia obmedzujúcich intervalov, naopak jeho nevýhodou
však je, že testuje celé distribučné funkcie. Ak nás zaujíma iba konkrétny para-
meter, ako napríklad stredná hodnota, je lepšie zvoliť iný z testov.

19



Zoznam použitej literatúry
Anděl, J. (2007a). Základy matematické statistiky. Druhé opravené vydání.

Matfyzpress, Praha. ISBN 80-7378-001-1.

Anděl, J. (2007b). Statistické metody. Čtvrté přepracované vydání. Matfyzp-
ress, Praha. ISBN 80-7378-003-8.

Omelka, M. (2019). NMSA331 Matematická statistika 1 - Poznámky
k přednášce. URL https://www.karlin.mff.cuni.cz/~omelka/Soubory/
nmsa331/ms1.pdf. [Prístup 10-Júl-2019].

20

https://www.karlin.mff.cuni.cz/~omelka/Soubory/nmsa331/ms1.pdf
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~omelka/Soubory/nmsa331/ms1.pdf

	Úvod
	Základné pojmy a definície testovania hypotéz
	Dvojvýberové testy
	Presný t-test
	Asymptotický z-test
	Wilcoxonov test
	Mann-Whitneyho formulácia Wilcoxonovho testu
	Kolmogorov-Smirnovov test

	Záver
	Zoznam použitej literatúry

