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Kapitola 1

Predstaveni problému

Méjme posloupnost nezapornych celo¢iselnych nezavislych stejné rozdélenych na-
hodnych veli¢in X, X, ..., X,,. Zajima nas, zda tato posloupnost je generovana
z Poissonova pravdépodobnostniho rozdéleni s nezndmym parametrem A > 0, to
jest rozdéleni dané predpisem
k

= /]::!e_A7
Toto rozdéleni budeme znacit Po(\). O této posloupnosti mizeme uvazovat jako
o ndhodném vybéru z rozdéleni. Pro feseni této otazky predstavime dva rtizné
postupy a nékolik testi pro kazdy postup. Pro kazdy test provedeme simula¢ni
studii za tucelem urceni empirického odhadu sily testu. V redlném svété by se
toto rozdéleni dalo pouzit pro modelovani poctu aut, které projedou danou ulici
za den, nebo naptiklad poctu telefonatii prijatych telefonnim centrem za den.
Tedy v nasem piipadé bychom méli posloupnost ¢isel X, Xo, ..., X,,, kterd by
reprezentovala pocet aut, které projedou danou ulici, a my bychom chtéli zjistit,
zda pocet aut ma Poissonovo rozdéleni s nezndmym parametrem A > 0.

P(X =k) A>0, k=0,1,2,....

1.1 Historie

Poissonovo rozdéleni je pojmenované po francouzském matematiku Siméonu De-
nisu Poissonovi, ktery zil v letech 1781 az 1840 a ktery toto rozdéleni pred-
stavil spoleéné se svym pojetim teorie pravdépodobnosti v roce 1837 v praci
[7]. Nicméné uz v roce 1711 priel francouzsky matematik Abraham de Moivre
(1667-1754) s podobnymi vysledky ohledné tohoto rozdéleni.

1.2 Formulace hypotézy

Pro nas problém predpokladame nulovou hypotézu
Hy: X ~ Po(\), X>0,
kterou budeme testovat proti alternative
H; : X neniz Po(\), X>0.

Neboli predpokladame Hy, ze nahodny vybér X, X,, ..., X,, pochazi z Poisso-
nova rozdéleni s nezndmym parametrem A > 0. Jako alternativu volime H; ve
tvaru, ze ndhodny vybeér X, X, ..., X,, nepochéazi z Poissonova rozdéleni.



1.3 Definice

Definice 1. Nahodny vybér X, ..., X,, o velikosti n je usporddand n-tice nezd-
visliych, stejné rozdélengch ndhodnijch velicin X;, kde i € {1,...,n}.

Definice 2. Stredni hodnota ndhodné veliciny X je definovana predpisem
EX = / rdP(),
R

kde P je pravdépodobnostni mira urcujici rozdéleni nahodné veliciny X .
Definice 3. Rozptyl ndhodné veliciny X je definovdn predpisem

var X = EX? — (EX)2.
Definice 4. Disperze ndhodné veliciny X je definovana predpisem

var X

DX = .
EX

1.4 Znaceni

V této praci budeme z divodu prehlednosti pouzivat néktera znaceni.

Po()) Poissonovo rozdéleni s parametrem A

X2, chi-kvadrat rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti

2 (1 —a) (1 — a)-kvantil chi-kvadrat rozdéleni o n — 1
stupnich volnosti

11— a) (1 — a)-kvantil standardniho normdlntho rozdéleni

X=X, = % i X; prumeér ndhodného vybéru X, X, ..., X,

G2 — ﬁ i (X; — X)? vybérovy rozptyl

Bi(n,p) binomické rozdéleni s parametry n, p
NB(n,p) negativné binomické rozdéleni s parametry n, p
PoM (A1, A2, p) smés Poissonovych rozdéleni s parametry Aq, Ao
a koeficientem smési p
PoZM(\, p) nulou modifikované Poissonovo rozdéleni
s parametry A a p
F,.(k) empiricka distribuéni funkce ndhodného vybéru

dand piedpisem F,(k) = 2 i {X; <k}
i=1

T n



Kapitola 2

Testy zalozené na aproximaci
rozdélenim

2.1 Aproximace rozdélenim

V tomto postupu vyuzivame vlastnosti rozdéleni, které ma asymptoticky dané
statistika za platnosti nulové hypotézy. Jelikoz nékteré testové statistiky v této
kategorii by pro nahodny vybér obsahujici samé nuly nemély smysl, naptiklad
testova statistika z podkapitoly 2.3, budeme, za tc¢elem dodrzeni hladiny testu
a = 0,05, postupovat nasledujicim zptsobem. Pokud nastane pripad, ze nahodny
vybér bude obsahovat samé nuly, zvolime ndhodné ¢islo z mnoziny {1,2,...,20}.
Pokud jsme zvolili ¢islo 20, zamitneme nulovou hypotézu Hy. Podobnou tpravu
provedeme i v testech uvedenych v kapitole 4. Nyni predstavime testy a jim
prislusné testové statistiky, které budeme v tomto typu testovani pouzivat.

2.2 Podminéna chi-kvadrat statistika

Jako prvni test predstavime test uveden v [2, kap. 12.5]. K jeho odvozeni vyuZi-
jeme nasledujici lemma 1.

Lemma 1. Necht X, X, ..., X, je ndhodny vybér z Po(\), kde X > 0. Pak
podminéné rozdéleni ndhodného vektoru (X1, X, ..., X,)T,
za podminky > X; = nX, je multinomické M(nX, (1/n,...,1/n)).

i=1

Diikaz. Sdruzené rozdéleni velicin X, Xo, ..., X, je
)\z Ti —NA
P(Xy =21, Xy = ap) = o
! .o xy!
Rozdéleni ndhodné veli¢iny ¥ =327, X, je
(nA)Ye "

PY =)= "

to jest Poissonovo rozdéleni s parametrem n\. Podminéné rozdéleni nahodnych
veli¢cin X1,..., X, za podminky Y = y pak bude dano pravdépodobnostmi

‘ n
L'(l/n)y, kde le =,
: i=1

! x,
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coz odpovida multinomickému rozdéleni s n tifidami a s pravdépodobnostmi
(1/n,...,1/n)T. O

Na zakladé lemmatu 1 ziskdme testovou statistiku

=1

kde S? je vybérovy rozptyl ndhodného vybéru. Pak dle [2, véta 12.5] testova
statistika ()4 ma za platnosti nulové hypotézy Hy priblizné chi-kvadrat rozdéleni
s n — 1 stupni volnosti. Tedy budeme zamitat nulovou hypotézu Hy, pokud

Qa < xaoa(@/2) nebo Qa = xp_i(1—a/2).!

Jak vidime, jednéd se o oboustranny test. V ¢lanku [4, str. 616] se uvazuje jina
alternativni hypotéza, ktera vede na jednostrannou verzi tohoto testu. V tom
pifpadé je kritérium zamitnuti Hy ve tvaru Q4 > x2_,(1 — «). Jednostranny test
by ovsem selhaval v situaci, kdy je vybérovy rozptyl mensi nez vybérovy primeér.

2.3 Neymanova—Scottova statistika

Dalsi test je popsan v [4, str. 616-617]. My zde budeme pouzivat oboustrannou
verzi tohoto testu. Testova statistika tohoto testu je zalozend na vztahu (2.1)
pro Q4. Z predchozi kapitoly vime, ze ()4 méa za platnosti nulové hypotézy H,
priblizné chi-kvadrat rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Vyuzijeme znalosti stfedni
hodnoty a rozptylu chi-kvadrat rozdéleni a toho, ze pro velka n ho lze aproximovat
normalnim rozdélenim. Proto

 Qa—(n—-1)  [n—-1[5
fvs = A2(n—1) V2 (5(_1> 22

ma pro n — oo asymptoticky standardni norméalni rozdéleni. Tedy budeme za-
mitat nulovou hypotézu Hy, pokud

TNS S CIJ_I(a/Z) nebo TNS Z q)_l(l — Oé/2)

V kapitole 3 je ukazano, ze pro mensi velikost n ndhodného vybéru neni tento
test spolehlivy. Asymptotickd aproximace funguje az pro velké hodnoty n, coz je
pozorovano v [4].

2.4 Anscombeho statistika

Posledni test v této kategorii je test predstaveny v [4, str. 614-616], my zde
budeme pouzivat jeho oboustrannou verzi. Anscombe v roce 1948 v [3] ukazal, ze
pokud ndhodné veli¢ina N ~ Po()), pak

3 1 1
Var\/N+8—4+O<>\>, A — 00, (2.3)

1Zmnaceni v [2] pro kvantily chi-kvadrat rozdélen{ je opaéné, to jest kvantil na levé strané jest

o

(1—-%) ana pravé (5)




kde ¢len O(5) znamend, Ze existuje K > 0 takové, ze O(5) < K+. Na zdklade

tohoto faktu je mozné definovat Y; = 1/ X; + 3/8. Rovnice (2.3) naznacuje, ze Y;
mé pro velké X\ ptiblizné normélni rozdéleni s rozptylem 1/4 a stfedni hodnotou
E/N +3/8, kde N ~ Po(\). Proto testova statistika

Tap = 4i(n ~Y)? (2.4)

ma za platnosti nulové hypotézy H, ptiblizné chi-kvadrat rozdéleni o n — 1 stup-
nich volnosti. Vysledky predstavené v kapitole 3 ukazuji, ze je tato ivaha spravna
i pro pomérné mald A. Nicméné pro velmi mala A je test zalozeny na této testové
statistice (2.4) jiz dost nepresny. Nulovou hypotézu budeme zamitat, pokud

Tan < X2 1(a/2) mebo Tu, > X2 (1 —a/2).



Kapitola 3

Vysledky testu zalozenych na
aproximaci rozdélenim

3.1 Empirické vysledky za platnosti H

V této ¢asti uvedeme vysledky testii zalozenych na testovych statistikach Q 4, T,
T4, danych vzorci (2.1), (2.2) a (2.4). Tabulka 1 obsahuje vysledky na zakladé
nami provedenych simulaci Poissonova rozdéleni, to jest za platnosti nulové hy-
potézy Hy. Dava ndm informaci o pravdépodobnosti chyby prvniho druhu® pro
jednotlivé testové statistiky. Testy jsme provadéli na 1 000 000 ndhodnych vybeé-
rech z Po()\), na hladiné a=0,05, pro ruzné velikosti ndhodného vybéru, znaceno
n, a ruzné hodnoty A. Hodnoty v tabulce 1 znaci relativni pocet zamitnuti nulové
hypotézy.

Test
Qa Tns Tan
n=>50 | 0,0443 | 0,0455 | 0,2657
n=25 | 0,0412 | 0,0391 | 0,0964
n=10 | 0,0337 | 0,0346 | 0,0281
n=5 | 0,0296 | 0,0246 | 0,0272
=50 | 0,0482 | 0,0465 | 0,0497
n=25 | 0,0458 | 0,0452 | 0,0498
0,0470 | 0,0435 | 0,0465
n=5 | 0,0455 | 0,0433 | 0,0530
n=>50 | 0,0493 | 0,0472 | 0,0610
n=25 | 0,0487 | 0,0454 | 0,0598
n=10 | 0,0469 | 0,0425 | 0,0597
0,0435 | 0,0440 | 0,0568
10 | n=50 | 0,0493 | 0,0473 | 0,0563
10 | n=25 | 0,0496 | 0,0456 | 0,0558
10 | n=10 | 0,0483 | 0,0430 | 0,0545
10 | n=5 | 0,0463 | 0,0473 | 0,0530

>
S

Tt Ot O W W W W~ —
N
ll
—
e}

o

3
I

ot

Tabulka 1: Relativni ¢etnost chyb prvniho druhu ze 1 000 000 simulac{

1Zamitnuti platné nulové hypotézy



Z tabulky 1 vidime, Ze testy pomérné dobte dodrzuji stanovenou hladinu testi
pro rizné volby A a n s vyjimkou, pokud A = 1, kde testy jsou pomérné nepresné.
V [2] je doporuceno pouzivat chi-kvadrat test dobré shody, pokud je splnéno
X > 5. Nage simulace potvrzuji, Ze pro A > 5 test zalozeny na Q. zamité
platnou hypotézu priblizné v 5% pripadu. Pro pro vétsi velikost n ndhodného
vybéru dodrzuje tento test lépe hladinu testu. Presnost testu Tyg roste s po¢tem
n, coz nam potvrzuje asymptotickou normalitu. Déle vidime, ze asymptoticka
aproximace pro testovou statistiku 74, pro A = oo je spravna, nicméné pro mala
A je test zalozen na této statistice velmi nepresny. Z tabulky 1 miizeme utvorit
zaver, ze za platnosti nulové hypotézy nejlépe funguje test zalozeny na testové
statistice () 4.

3.2 Empirické vysledky za platnosti H;

V této casti uvedeme vysledky testlt zalozenych na Qa,Tns, Tan za platnosti
alternativni hypotézy H;. Budeme provadét tyto testy na pravdépodobnostnich
rozdélenich rtznych od Poissonova. Jako ukazatel, zda budeme néjaké rozdéleni
zamitat 1épe, ndm poslouzi disperze. Poissonovo rozdéleni méa disperzi rovnou 1,
¢im vzdalenéjsi bude hodnota disperze néjakého rozdéleni od 1, tim spiSe budou
testy na tomto rozdéleni zamitat nulovou hypotézu.

Jako prvni rozdéleni zde uvedeme binomické rozdéleni Bi(m,p)?, které po-
pisuje ¢etnost vyskytu nahodného jevu, kde parametr m udava pocet pokust
a p € (0,1) pravdépodobnost daného jevu. Toto rozdéleni je dano predpisem

m

P(X =k)= (k>pk(1 —p)™ " k=0,1,2,...

Pro stfedni hodnotu a rozptyl tohoto rozdéleni plati
EX=mp a varX =mp(l —p)
Koeficient disperze pro toto rozdéleni je roven
DX = % =1-—p.

Na tomto rozdéleni je z naseho pohledu zajimavé, Zze binomické rozdéleni se chova
podobné jako Poissonovo v pripadé, ze m je dostatecné velké a p dostatecné malé,
kde pak p = 2, coZ je ukdzéno napifklad v [1]. Vysledky v tabulce 2 ukazujf tuto
vlastnost na nékolika pripadech. Tato vlastnost je také ukdzana na obrazku 1.

2za téelem piehlednosti budeme pouzivat jako parametr m misto obvyklého n, kterym zna¢ime

velikost ndhodného vybéru



0.040 -
0.035 -
0.030 -
5
o 0.025
=
S
o 0.020 -
B
o
Z 0.015 A
Bi(10000,0.0105)
0.010 + —— Bi(10000,0.0102)
—— Bi(10000,0.0101)
0.005 1 —— Bi(10000,0.01001)
— Po(100)
0.000 - T T T T T T T T T
80 85 90 95 100 105 110 115 120

Hodnota nahodné velic¢iny X

Obrazek 1: Podobnost Poissonova rozdéleni a binomického rozdéleni, pro prehlednost
jsou jednotlivé pravdépodobnosti jevi prolozeny spojitou kiivkou

Jako druhé rozdéleni budeme brat v tvahu negativné binomické rozdéleni
NB(m,p), to jest rozdéleni dané predpisem

m+k—1
m—1

P(sz)z( )pm(l—p)k, k=0,1,2,...,

kde m > 1 a0 < p < 1 je pravdépodobnost tspéchu. Jde o rozdéleni poctu
netspéchi pred dosazenim m-tého tspéchu. Déle, pokud X ~ NB(m,p), pak

1— 1-—
EX:mJ a varX =m 2p'
p p
Koeficient disperze pro toto rozdéleni je roven
var X 1
DX = ==-3
EX P

Dalsi rozdéleni, na kterém budeme testovat nulovou hypotézu, bude smés
Poissonovych rozdéleni. To jest rozdéleni PoM (A1, Ao, p), které je smés dvou ne-
zavislych Poissonovych rozdéleni s parametry A\; > 0, Ay > 0 a pravdépodobnosti
p € (0, 1) vybéru druhého z nich, to jest PoM (A1, A2, p) = (1—p)Po(A1)+pPo()\s).
Z linearity stfedni hodnoty je zifejmé, Ze pro stfedni hodnotu tohoto rozdéleni
bude platit, ze

EX = (1 —p>)\1 +p>\2

Druhy moment je

EX? = (1 —p)(A\]+ A1) +p(A3 + No).

3budeme testovat toto rozdéleni pouze pro p > 0.5, jelikoz pro mensi p by byla disperze Gmérné
vzdalena 1 a testy by zamitaly hypotézu skoro vzdy

9



Pak pro rozptyl bude platit

var X = EX? — (EX)? = (1= p)(A2 4+ A1) + p(A2 + \o)
= (L =P\ =223 = 2p(1 = p)hie
= (1 —p)Ai + A2 +p(1 —p) (A — Ao)%.

Koeficient disperze pro toto rozdéleni je roven

_ EWRY
DX — var X' |+ p(1 —p)(A — A2) .
EX (1 —p))\l +p)\2

Dal§i rozdéleni bude nulou modifikované Poissonovo rozdéleni*, které budeme
znacit PoZ M (A, p), kde s pravdépodobnosti p € (0, 1) vybirdme 0 a s pravdépo-
dobnosti (1 — p) volime z Po()), kde A > 0, tedy je to rozdéleni dané pravdépo-
dobnostmi

p+(1—ple ™ pokud k=0,

(1—p)2e? pokud k=1,2,....

mxzm:{

Stredni hodnotu a rozptyl tohoto rozdéleni mizeme urcit jako specialni pripad
vzorci pro PoZ M (A, A2, p), kde bereme A\ = A a Ay = 0. Odtud vidime, ze

EX=(1-pA a varX = (1—-p)A(1+p\).

Koeficient disperze pro toto rozdéleni je roven

var X __
DX =%F =1+ pA

Nésledujici tabulka 2 obsahuje vysledky testi za platnosti vyse vypsanych
alternativ Hy, testy provadime na stejné hladiné o = 0,05 a pro velikost vzorku
n = 50. Abychom ziskali pravdépodobnost volby v rozdélenich PoM a PoZ M,
tak pfi generovani vzorka volime ndhodné ¢islo v intervalu (0, 1) a srovnanim s p
urcime, z jakého rozdéleni budeme generovat realizaci X;. Jak vidime, tak nase
uvaha o vztahu disperze a zamitani nulové hypotézy byla spravna. Pro binomické
rozdéleni vidime, ze T}y, je silnéjsi nezli ostatni testy. Pro negativné binomické
rozdéleni je nejsilnéjsi test Ty g. Z tabulky 2 je patrné, Ze test zalozeny na testové
statistice T, si vede o poznani hiite, oproti zbylym testovym statistikdm, v pii-
padé, Ze stfedni hodnota daného rozdéleni je mala, toto je ddno tim, ze presnost
testové statistiky T4, je mald pro malé stiedni hodnoty, coz je disledek zavis-
losti asymptoti¢nosti rozdéleni na parametru A, kde vime, Ze pro A — oo presnost
aproximace T4, asymptoticky rozdélenim roste. Nicméné vidime, ze vSechny testy
si vedou pomérné dobte proti testovanym alternativam, pokud disperze neni velmi
blizka 1.

Na nasledujicim obrazku 2 je ukazana pravdépodobnost zamitnuti nulové
hypotézy Hy v zavislosti na rostouci pravdépodobnosti p vybéru v rozdéleni
PoM (5,10, p) pro testy Qa,Tns, Tan, kde pro p = 0 se jedna vlastné o vybér
z Po(5). Pro zvétsujici se pravdépodobnost p se zvysuje i pravdépodobnost za-
mitnuti nulové hypotézy H,. Po dosazeni priblizné p = 0,5 zac¢ne pravdépodob-
nost zamitnuti nulové hypotézy Hj klesat, pro p = 1 se jedna o vybér z Po(10).

4y angli¢tiné zero-modified Poisson distribution

10



“ . Test
Rozdéleni EX | Disperze O Tws T,
Bi(1000,0.01) 10 0,99 0,0485 | 0,0447 | 0,0559
Bi(100,0.1) 10 0,9 0,0704 | 0,0439 | 0,0778
Bi(50,0.3) 15 0,7 0,3677 | 0,2568 | 0,3679
Bi(30,0.6) 18 0,4 0,9957 | 0,9880 | 0,9945
NB(3, %) 1 1,33 0,3103 | 0,3574 | 0,0709
NB(2,%) 1 1,5 0,4979 | 0,5470 | 0,0497
NB(1,3) 1 2 0,8407 | 0,8678 | 0,1067
NB(5, %) ) 2 0,9154 | 0,9313 | 0,9078
NB(10, 2) 5 1,5 0,5472 | 0,5946 | 0,5299
NB(15, %) ) 1,33 0,3302 | 0,3777 | 0,3219
PoM(1,5,1) 3 2,33 [ 0,9987 | 0,9983 | 0,9952
PoM (2,5, %) 3,9 1,64 0,7404 | 0,7811 | 0,7141
PoM (3,5, 5) 4 1,25 0,2254 | 0,2613 | 0,2106
PoM (1,2, %) 1,5 1,16 0,1384 | 0,1637 | 0,0202
PoM (1,3, %) 2 1,5 0,5575 | 0,6129 | 0,2682
PoM (1,4, %) 2.5 1,9 0,9273 | 0,9452 | 0,8708
PoM(1,5,1) 2 1,5 0,9915 | 0,9918 | 0,8677
PoM(1,5, %) 1.4 2,03 0,8172 | 0,8386 | 0,2494
PoM(5,10,3) | 7,5 1,83 0,8941 | 0,9157 | 0,8967
PoM (1,10, %) 3,25 3,83 1,0000 | 1,0000 | 0,9997
PoZM(10,5) | 9.5 1,5 [0,5534 | 0,5930 | 0,8454
PoZ M (10, 1—10) 9 2 0,8924 | 0,9129 | 0,9847
PoZ M (3, %) 2,7 1,3 0,2843 | 0,3347 | 0,3845
PoZM(2,) | 18 1,2 0,1535 | 0,1911 | 0,0352
PoZM(1, %) 0,9 1,1 0,0722 | 0,0938 | 0,2370

Tabulka 2: Relativni ¢etnost zamitnuti nulové hypotézy za platnosti alternativ rozdé-
leni ze 1 000 000 simulaci

Vidime, ze test Tivs je z téchto tii testli nejsilnéjsi pro tuto alternativu rozdéleni.
Z obrazku 2 je pomérné dobre vidét, ze testova statistika @ 4 je slabsi nez ostatni
testové statistiky pri testovani alternativniho rozdéleni PoM (5,10, p). A toio né-
kolik procent, tento rozdil je nejvice vidét v oblasti od p = 0,5 do p = 1.

Na obrazku 3 je ukazana pravdépodobnost zamitnuti nulové hypotézy Hy
v zévislosti na rostouci pravdépodobnosti p vybéru v rozdéleni PoZ M (5, p). Tedy
pro p = 0 se jednd o vybér z Po(5). Z obrazku 3 vidime, Ze test T, je proti
této alternativé PoZM (5,p) silnéjsi, nezli ostatni testy pro mald p. Musime si
uvédomit, ze pro vétsi hodnoty p zadny z testtt nedodrzuje hladinu a = 0,05.
Podobny zavér plati pro mensi hodnotu parametru A, kde se jesté znatelnéji
ukaze, ze test zalozeny na Ty, nedodrzuje hladinu. Vidime, ze testy Q4 a Tyg
dévaji pri této alternativé velmi podobné vysledky.

5Pro p = 1 bychom ziskali posloupnost samych 0, coZ nase oprava u testl na tento piipad nam
zaru¢i dodrzeni hladiny testu
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Kapitola 4

Test zalozen na testovacich
vzorcich

Pouzijme totozny postup pro testovani, jaky je pouzit v ¢lanku [9]. Postup je
prevzat z [8], kde jsou podrobnéji vysvétleny jeho vlastnosti. Jedna se o princip
parametrického Monte Carlo testovani, ktery nespoléha na asymptotické rozdéleni
Princip testu spociva ve srovnavani pozorovanych dat s testovacimi vzorky nage-
nerovanymi za platnosti nulové hypotézy. Budeme testovat na hladiné o = 0,05.
Méjme ndhodny vybér X, X5, ..., X,,. Spocteme primér ndhodného vybéru,
to jest X = 5\, a zvolenou testovou statistiku 7' = T'(Xy,...,X,). Nyni vyge-
nerujeme testovaci vzorek! z Poissonova rozdéleni s parametrem Ao stejné veli-
kosti jako je velikost n nahodného vybéru. Téchto testovacich vzorki vygeneru-
jeme b = 99. Spocitame prislusnou testovou statistiku nasich testovacich vzorku,
¢imz dostaneme Ti,...,T,. Za nulové hypotézy je jakékoli usporadani hodnot
T,T,...,T, stejné pravdépodobné, proto je pravdépodobnost, ze T prekroci ale-
spon k z hodnot T, ... T}, rovna ng;k To nés vede k tomu, ze zamitame nu-
lovou hypotézu H, ve prospéch alternativy Hy, pokud hodnota testové statistiky
spoctena z dat prekro¢i hodnotu alespon k testovych statistik testovacich vzorki.
Ptitom k je urceno tak, aby a = ng;k neboli k = (b+1)(1—a). V nasem piipadé
b=99 a a=0,05je k= 95. Timto zplsobem se zajisti, ze dany postup dodrzuje
teoreticky hladinu testu za platnosti nulové hypotézy. Nyni predstavime nékolik
vhodnych voleb testové statistiky 7', které pak budeme porovnavat v nasledujici

kapitole.

4.1 M-testova statistika

Testova statistika, kterou budeme pouzivat v tomto testu a budeme ji znacit M, je
testova statistika predstavena v [9, str. 242-244], ve kterém je také plné odvozeni

vvvvvv

nahodny vybér X, X, ..., X, z testovaného rozdéleni, nyni ozna¢me posloupnost

1 n
=~ |k—X;|, k=01,2,....
n =
Jj=1

1y angliétiné bootstrap sample
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Polozme vybérovy primér X = 5\, vidime, zZe plati \ = 1. Déle polozme
F(0) =p(0) = (m1+1—=X)/2, p(k) a F(k) jsou urCeny rekursivnim predpisem

Mgt — (k+1—=N)Q2F(k—1)—1)
2(k + 1)

pk) = C k=1,2,3,...,

kde p(k) je odhad pravdépodobnosti P(X = k) rozdéleni ndhodného vybéru.
Hodnota F (k) je odhad hodnoty distribuéni funkce skuteéného rozdéleni v k.
Nasledujici tabulka 3 ukazuje, ze tento odhad je presnéjsi, nezli bézna empiricka
distribuc¢ni funkce £, (k). Tabulka 3 obsahuje primér hodnot odhadu distribu¢ni
funkce F'(k; 1) Poissonova rozdéleni v bodé k ze 100 realizaci ndhodného vybéru
o velikosti n = 50 z Poissonova rozdéleni s parametrem A = 1.

k 0 1 2 3 4 ) 6 7

F(k;1) 0,3679 0,7357 0,9197 0,9810 0,9963 0,9994 0,9999 0,9999
F(k) 0,3684 0,7309 0,9164 0,9794 0,9957 0,9992 0,9998 0,9999
F.(k) 03684 10,7390 0,9314 0,9824 10,9970 0,9996 1,0000 1,0000

Tabulka 3: Porovnéni odhadt distribucni funkce se skutec¢nou distribuéni funkei Pois-
sonova rozdéleni s parametrem A = 1, zprumérovani 100 pokusu

7 tabulky 3 vidime, 7e odhad F(k) je presnéjsi nezli odhad dany empirickou
distribu¢ni funkci. Toto motivuje testovou statistiku

_ ni(ﬁ(j) RGN0 ), (4.1)

kde F (7) je vyse diskutovany odhad distribu¢ni funkce v j, F(j; 5\) je hodnota
distribu¢n{ funkce Poissonova rozdélen{ s parametrem \ = X v j, a p(j; A je
pravdépodobnost P(X = j) v Poissonové rozdéleni s parametrem A=X , nje
velikost vzorku.

4.2 Modifikovana M-testova statistika

Jako druhy test predstavime test zalozeny na modifikaci M-testové statistiky, viz
(4.1). Nase testova statistika M M bude podobn4, s tim rozdilem, ze hustotu v M
odhadneme za pomoci rozdilu odhadi distribuc¢nich funkci, podobné v testové
statistice v podkapitole 4.4. Tedy vyuzijeme odhady popsané v ¢asti o M-testové
statistice. Nase nova modifikovand M M testova statistika bude ve tvaru

~

= n 3 (FG) ~ PG FEG) ~ FG - 1), w2)

kde F(j) je odhad distribu¢ni funkce z podkapitoly 4.1 a F(j; \) je distribu¢ni
funkce Poissonova rozdéleni s parametrem A, n je velikost nahodného vybéru.
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4.3 Cramérova—von Misesova statistika

Testova statistika, kterou budeme vyuzivat v tomto testu, je pojmenovana po
svédském matematiku Haraldu Cramérovi a rakouském matematiku Richardu
von Misesovi. Tato testova statistika byla predstavena v [5]. Testova statistika
W? je ve tvaru

W2 =03 (FG) — PN Poi ) (43)

kde F,(j) je empirické distribu¢ni funkce nahodného vybéru, F(j; A) je distri-
buc¢ni funkce Poissonova rozdéleni s parametrem v j, dale p(j; 5\) je pravdeé-
podobnost P(X = j) v Poissonové rozdéleni s parametrem \ a n je velikost
ndhodného vybéru. Vidime, ze tato testova statistika je velmi podobna testové
statistice M, jen s tim rozdilem, ze jako odhad distribu¢ni funkce je pouzita
empirickd distribuc¢ni funkce.

4.4 Modifikovana Cramérova—von Misesova
statistika

Testova statistika CM je zalozena na nasledujicim principu. Pti uréovani testové
statistiky W?2 je potfeba znat Poissonovo pravdépodobnostni rozdéleni s parame-
trem :\, zatimco testova statistika C'M tuto znalost nepotfebuje, hodnotu prav-
dépodobnosti P(X = j) nahradime diky znalosti ndhodného vybéru za pomoci
rozdilu dvou empirickych distribuc¢nich funkci, a to v j a 7 — 1. To nam dava
testovou statistiku ve tvaru

A~

oM = nfwan(j) — FGAREG) - (R — 1), (4.4)

kde F,(j) je empirickd distribu¢ni funkce ndhodného vybéru, F(j; 5\) je distri-
buéni funkce Poissonova rozdéleni s parametrem \ v j a n je velikost vybéru.
Nésledujici tabulka 4 ukazuje prameér ze 100 pokust rozdilu mezi pravdépodob-
nosti P(X = k) v Poissonové rozdéleni s parametrem 2 a rozdilem empirickych
distribu¢nich funkci z ndhodného vybéru o velikost n = 50 z Po(2).

0 1 2 3 4 5 6 7

i
(ks \) 0,135 0,270 0,270 0,180 0,090 0,036 0,012 0,003
F,(k) — F,(k—1) 0,140 0,267 0,273 0,170 0,096 0,036 0,012 0,002

Tabulka 4: Porovnani pravdépodobnosti P(X = k) a rozdilu hodnoty empirické dis-
tribu¢ni funkce v j-tém a (5 — 1)-tém kroku Poissonova rozdéleni s parametrem \ = 2,
zprumérovani 100 pokusil
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4.5 Kolmogorovova—Smirnovova statistika

Kolmogorovitv—Smirnoviiv test zaloZen na této testové statistice je popsan v [6]°.
V tomto pripadé budeme vyuzivat jeho jednovybérovou testovou statistiku, jelikoz
testujeme, zda nahodny vybér pochazi z néjakého znamého rozdéleni, v nasem
ptipadé z Po(\), A > 0. Testova statistika je ve tvaru

KS = /nsup|F,(j) — F(j; V)], (4.5)

0<j

kde F,(j) je empirickd distribu¢éni funkce v j, F (j;j\) je hodnota distribuc¢ni
funkce Poissonova rozdéleni s parametrem \ a n velikost vybéru.

4.6 Fisherova disperze

Dalsi testova statistika, kterou budeme v této ¢asti pouzivat, je Fisherova disperze
pouzitd také v [9, str. 245] dand predpisem

FD = (2\1%[(” —X1)S2 —nDZ, (4.6)

kde S? je vybérovy rozptyl, X je vybérovy pramér a n je velikost vybéru. Vy-
hoda této testové statistiky spocivda v tom, Ze nemusime pro vypocet pocitat
distribu¢ni funkei nebo pravdépodobnost P(X = k) v Poissonové rozdéleni, které
jsou v ostatnich testech uvedenych v této casti potieba.

’my zde nepouzivime tento test, pouze jeho testovou statistiku
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Kapitola 5

Vysledky testu zalozenych na
testovacich vzorcich

5.1 Zrychleni algoritmu

Nékteré testové statistiky predstavené v kapitole 4 pracuji s nekonec¢nou sumou,
coz pro presnost vysledku je pékné, nicméné z hlediska vypocetni naroc¢nosti
prakticky nedosazitelné. Tento problém nastava predevsim pro testové statistiky
M a W?2. Proto pii vypoctu statistik udéldme mensi tpravu. Napiifklad pokud
generujeme nahodny vybér z Poissonova rozdéleni s parametrem A = 3, pak
pravdépodobnost, ze nagenerujeme ¢islo vétsi nezli 15, je ddna vztahem

oo 30 i=14 oi

_ O 31 _ 9 -3 _ 107
P(XZlS)-Z el =1-Y ¢ =6,7-107".
Proto hodnota, kterou bychom v dané sumé pricitali k testové statistice pro ¢
mnohonasobné vétsi nezli parametr A, je zanedbatelna vici dosazené hodnoté
testové statistiky. Je rozumné proto omezit horni hranici v nekonecné radé napii-
klad vztahem (A +5) -2, coz ndm dava 12 pro A =1, 16 pro A =3, 20 pro A =5
a 30 pro A = 10. V pripadé, ze parametr A neznadme, pouzijeme ve vzorci misto
A horni celou ¢ast vybérového primeéru X.

5.2 Empirické vysledky za platnosti H

V této ¢asti uvedeme vysledky testi zalozenych na testovych statistikach M, M M,
W2 CM,KS,FD, viz (4.1)-(4.6), za platnosti nulové hypotézy Hy. Tyto vy-
sledky jsou obsazeny v tabulce 5. Tabulka 5 ndm dava informaci o pravdépodob-
nosti chyby prvniho druhu pro jednotlivé testové statistiky. Test jsme provadéli
na hladiné o« = 0,05 pro 10 000 vzorku, pro rizné velikosti nahodného vybéru n,
rizné hodnoty A a pro pocet testovacich vzorka b = 99.
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. Test
A | Velikost n Y MM | W2 oM | KS D
1 n=>50 0,051 | 0,050 | 0,050 | 0,051 | 0,050 | 0,051
1 n=25 0,051 | 0,050 | 0,050 | 0,050 | 0,051 | 0,051
1 n=10 0,052 | 0,048 | 0,050 | 0,049 | 0,052 | 0,051
1 n=>5 0,052 | 0,047 | 0,049 | 0,048 | 0,053 | 0,053
3 n=>50 0,050 | 0,050 | 0,050 | 0,051 | 0,050 | 0,049
3 n=25 0,050 | 0,050 | 0,050 | 0,050 | 0,051 | 0,050
3 n=10 0,051 | 0,052 | 0,051 | 0,051 | 0,051 | 0,051
3 n=>5 0,054 | 0,052 | 0,052 | 0,052 | 0,053 | 0,053
5 n=>50 0,050 | 0,050 | 0,049 | 0,050 | 0,051 | 0,051
5 n=25 0,050 | 0,050 | 0,050 | 0,050 | 0,051 | 0,051
5 n=10 0,051 | 0,051 | 0,051 | 0,050 | 0,051 | 0,051
5 n=>5 0,054 | 0,052 | 0,053 | 0,051 | 0,053 | 0,053
10 n=>50 0,050 | 0,050 | 0,049 | 0,050 | 0,050 | 0,050
10 n=25 0,049 | 0,050 | 0,049 | 0,050 | 0,050 | 0,050
10 n=10 0,051 | 0,050 | 0,050 | 0,050 | 0,051 | 0,051
10 n=>5 0,052 | 0,052 | 0,052 | 0,051 | 0,053 | 0,052

Tabulka 5: Relativni ¢etnost chyby prvniho druhu ze 10 000 simulaci

Z tabulky 5 vidime, Ze testy zalozené na vSech testovych statistikach priblizné
dodrzuji hladinu testu a, a to pro vsechny volby parametru A. Nicméné po snizeni
velikosti vzorku na n = 5 vidime, zZe testy jsou méné efektivni a nedodrzuji
procento zamitnuti vzorkl, jak by za platnosti Hy mély. Pro parametr A = 1
vidime, Ze testy pro n mensi jsou vice neptresné, nezli pro vyssi \.

5.3 Empirické vysledky za platnosti H;

Nasledujici tabulka 6 nam ukazuje vysledky testt za platnosti alternativ popsa-
nych v ¢asti 3.2. Z tabulky 6 vidime, Ze pro binomické rozdéleni jsou testy zalozené
na testovych statistikdch M a M M slabsi nezli zbylé testy. Déle je vidét, Ze test
zalozen na F'D je lepsi nez ostatni. U negativné binomického rozdéleni vidime, ze
test zalozen na testové statistice M M si vede mnohem lépe vici ostatnim statis-
tikdm, s vyjimkou F'D, nezli v binomickém ptipadé. K tomuto zavéru dochazime
i u smési Poissonovych rozdéleni a nulou modifikovaného Poissonova rozdéleni.
Tedy miizeme Tici, ze z naSich testovych statistik si pro nejvice alternativ nejlépe
vedla F'D. Mezi testovymi statistikami zalozenymi na hodnotach empirickych
distribu¢nich funkei si nejlépe vede M M, kterd i skoro ve vsech pripadech byla
lepsi, nezli jeji zakladni verze M.

Na nasledujicim obrazku 4 je ukazana pravdépodobnost zamitnuti nulové
hypotézy Hy v zavislosti na rostouci pravdépodobnosti p vybéru v rozdéleni
PoM (5,10, p). Tedy pro p = 0 se jednd o vybér z Po(5) a pro p = 1 se jedna
o vybér z Po(10) . Z obrazku 4 vidime, Ze test zaloZeny na testové statistice F'D
je silnéjsi nezli zbylé testy. Vidime, ze modifikované verze testa MM a C'M jsou
velmi podobné ispésné jako jejich zakladni verze M a W?2. Viechny testy piekrodi
60 % zamitnuti nulové hypotézy Hy pro p = 0,6.
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. Test
Rozdeleni M | MM| W2 | cM | KS | FD
Bi(1000,0.01) | 0,050 | 0,049 | 0,048 | 0,049 | 0,049 | 0,050
Bi(100,0.1) | 0,034 | 0,045 | 0,064 | 0,058 | 0,054 | 0,063
Bi(50,0.3) 0,097 | 0,095 | 0,228 | 0,198 | 0,172 | 0,311
Bi(30,0.6) 0,575 | 0,539 | 0,953 | 0,933 | 0,842 | 0,988
NB(3,3) 0,257 | 0,310 | 0,192 | 0,226 | 0,211 | 0,331
NB(2,2) 0,439 | 0,451 | 0,342 | 0,377 | 0,359 | 0,515
NB(1,1) 0,819 | 0,839 | 0,726 | 0,774 | 0,743 | 0,858
NB(5,1) 0,799 | 0,797 | 0,679 | 0,689 | 0,658 | 0,925
NB(10, 2) 0,307 | 0,415 | 0,286 | 0,308 | 0,254 | 0,575
NB(15,§) 0,245 | 0,258 | 0,166 | 0,175 | 0,155 | 0,338
PoM(1,5,1) 0,998 | 0,997 | 0,986 | 0,989 | 0,984 | 0,997
PoM(2,5,1) | 0,692 | 0,701 | 0,543 | 0,564 | 0,515 | 0,754
PoM(3,5,1) | 0,191 | 0,210 | 0,129 | 0,136 | 0,129 | 0,241
PoM(1,2,3) | 0,121 | 0,131 | 0,085 | 0,099 | 0,101 | 0,153
PoM(1,3,1) | 0,542 | 0,567 | 0,383 | 0,409 | 0,407 | 0,575
PoM(1,4,1) 0,933 0,941 | 0,831 | 0,855 | 0,827 | 0,938
PoM(1,5,1) 0,967 | 0,971 | 0,948 | 0,956 | 0,931 | 0,993
PoM(1,5,%) | 0,625 | 0,662 | 0,558 | 0,589 | 0,545 | 0,826
PoM (5,10, 1) | 0,593 | 0,596 | 0,726 | 0,737 | 0,662 | 0,898
PoM(1,10,%) | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 0,999 | 1,000
PoZM(10, ) 0,926 | 0,927 | 0,226 | 0,173 | 0,213 | 0,570
PoZM(10, %) | 0,994 | 0,995 | 0,647 | 0,609 | 0,611 | 0,896
PoZM(3,+) | 0,523 | 0,587 | 0,207 | 0,260 | 0,312 | 0,307
PoZM(2, L) 10,213 | 0,267 | 0,140 | 0,169 | 0,186 | 0,176
PoZM(1,) | 0,080 | 0,098 | 0,076 | 0,083 | 0,078 | 0,087

Tabulka 6: Relativni ¢etnost zamitnuti nulové hypotézy za platnosti alternativ rozdé-
leni ze 10 000 simulaci

Na nasledujicim obrazku 5 je ukazana pravdépodobnost zamitnuti nulové
hypotézy Hy v zavislosti na rostouci pravdépodobnosti p vybéru v rozdéleni
PoZM(5,p). Tedy pro p = 0 se jednd o vybér z Po(5)!. Z obrdzku 5 vidime,
ze testy zalozené na testovych statistikach M, M M jsou silnéjsi nezli zbylé testy
a také maji velmi podobnou tspésnost zamitnuti nulové hypotézy, i kdyz se jevi,
ze test zalozen na M je slabsi nezli jeho modifikovana verze M M. Vsechny testy
dosahuji 100 % zamitnuti nulové hypotézy H, pro velké p, takze jsou pomérné
dobré. Pro p jdouci k 1 testovany nahodny vybér zacne obsahovat samé nuly
a pravdépodobnost testu klesne kvuli nasi tpravé na 5 %.

'Pro p = 1 bychom ziskali posloupnost samych 0, coz nase oprava u testdl na tento pifpad ndm
bude dodrzovat hladinu testu
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Obrazek 5: Pravdépodobnost zamitnuti nulové hypotézy v nulou modifikovaném Pois-
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Zaver

V této praci jsme se zabyvali testy Poissonova rozdéleni. Uvedli jsme dva postupy
a nékolik testi pro kazdy z nich.

V ramci nasich simulaci jsme dosli k podobnym vysledkiim a zavértim, disku-
tovanym v kapitolach 3 a 5, ke kterym dosli jejich autori v ¢lancich [4] a [9].

V této préaci jsme na rozdil od [2] ukazali i empirické vysledky, které jsme
podlozili ndmi udélanymi simulacemi. Pro nékteré testy pouzité v ¢lanku [4] jsme
se zabyvali v kapitole 3 i otazkou sily téchto test proti alternativnim rozdélenim.
Ukazali jsme, ze testy si vedou pomeérné dobfe vuci testim z kapitoly 5, ba
dokonce v nékterych situacich i srovnatelné s nejsilnéjsim testem zalozenym na
testové statistice F'D dané vztahem (4.6).
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Prilohy

Zdrojovy kod programu v Pythonu verze 3.7.1 je dostupny jako elektronicka pti-
loha v SISu.
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