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bustna linearna optimalizacia. V tychto problémoch parametre tlohy patria do
predom zadanych mnozin. Ich Specidlnym pripadom st mnoziny, ktoré zavisia na
rozhodnutiach. V tejto praci sa budeme zaoberaf prave tymito tilohami, pricom sa
zameriame predovsetkym na reformulécie klasickej formy tohoto problému, ktoré
vedu k formulacidam pomocou ktorych mozno riesit tlohy pouzitim standardnych
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Uvod

V predlozenej préaci sa zaoberame optimalizacnymi tlohami linearneho pro-
gramovania s neistou zavislou na rozhodnuti. Presnejsie sa jedna o linearne opti-
malizacné ulohy, v ktorych sa objavuje neistota v hodnotach parametru, ktora je
nutné zohladnif pri rozhodovani. Tomuto typu optimalizacie hovorime robustna
optimalizacia a toto odvetvie linedrneho programovania riesi problémy, kde pa-
rametre tlohy patria do predom danych mnozin. Specidlnym pripadom st tlohy,
kde tvar tejto mnoziny zavisi na rozhodnutiach. Prave tymto tloham sa budeme
venovat. Praca je rozdelend do troch hlavnych kapitol.

Prva kapitola popisuje zakladni problematiku, ktorej sa praca venuje a riesi
prakticky problém, ktory slizi ako ukazka rozdielov medzi jednoduchsim varian-
tom robustnej optimalizacie, ktory neobsahuje prvky rozhodovania a robustnou
optimalizdciou s neistou zavislou na rozhodnuti. Tieto rozdiely st ilustrované na
probléme hladania najkratej cesty v grafe s neistou dizkou hréan.

Nasleduje kapitola, ktora najprv popisuje komplexitu rieseného problému. Jej
zbytok je venovany odvodeniu dvoch reformulacii pévodnej tlohy zalozenych na
dualite linarneho programovania, ktoré dovoluji problém numericky riesit za po-
uzitia vypocetnych softwarov, ¢o je hlavnym cielom tejto prace.

Tretia a zaroven posledna kapitola je venovana numerickej studii. Tato sta-
dia riedi tlohu hladania najkratiej cesty v danych grafoch s neistou dizkou hran
pouzitim vypocetného softwaru. V tomto type tiloh mame moznost nasimi rozhod-
nutiami menit dizku hrén v grafe. Na zadiatku kapitoly uvadzame tvar formuldcif
pre tento Specificky problém hladania najkratsej cesty, ktorych tvar je vSeobecne
popisany v druhej kapitole. Ostatok kapitoly je venovany praktickému rieseniu
problému pre dané grafy, pricom prvym rieSenym problémom je tloha, ktora bola
uz Ciastocne vyriesend pre sprisnené obmedzujice podmienky v prvej kapitole.
Druha cast numerickej stidie je venovanda spravaniu najkratSej robustnej cesty
v grafe, ktory predstavuje graf mestskej hromadnej dopravy prazského centra.
Numerické cast je ukoncend kratkym zhrnutim pozorovanych vysledkov.



1. Motivacia

Optimalizacné ulohy zavislé na neistote rozdelujeme na dva hlavné smery.
Ulohy stochastickej optimalizécie a tlohy robustnej optimalizicie. Stochastickd
optimalizacia sa vyuziva v pripadoch, kedy mame k dispozicii rozdelenie neis-
toty, a teda rozhodnutie je zavislé od ndhody. V pripadoch, kedy sa neistota
nachddza v mnozinach (tzv. mnozinach neistoty) pouzivame vypocetne atraktiv-
nejsiu cestu robustnej optimalizacie. Metdéda robustnej optimalizacie standardne
vyuziva mnoziny neistoty, ktoré st predom dané (exogénne). Motivovani mno-
hymi problémami z redlneho zZivota, kde rozhodnutia mézu mat efekt na neistote,
sme nuteni pristup rozsirif na mnoziny, ktoré su zavislé na nasom rozhodnuti.
V takomto pripade hovorime o endogénnej mnozine neistoty. Tieto problémy sa
vyznacuju svojou vysokou vypocetnou narocnostou, ¢o je jeden z dévodov, preco i
napriek sirokym uplatneniam v redlnom zivote tieto tlohy v minulosti neobdrzali
mnozstvo pozornosti. V tejto praci sa zmeriame prave na tieto problémy linearnej
optimalizacie s endogénnou neistotou. Presnejsie sa zamierame na pripad dvoj-
stupnovej robustnej optimalizacie s mnozinami neistoty zavislymi na rozhodnu-
tiach (dalej ako RO-DDU — z ang. Robust optimization under decision-dependent
uncertainty). V prvom stupni uré¢ime nase rozhodnutie formou bindrneho vektora
x € {0,1}" a nasledne v zavislosti na tomto vektore hladdme v druhom stupni
vektor y € R", ktory nam dava optimalne riesenie ilohy. Vseobecne ho popisu-
jeme nasledovne

sztnyn cl'x + fly, (RO-DDU)
st.ajx+ &y <b, V& eU(x) CR"Vi=1,...,m,

kdece R"f e R" a;, e R"ab; € R,Vi=1,... m. VSimnime si, Ze obmedzenia
st znova dané ako linedrna kombinacia vektoru rozhodnutia «, k nemu prislusného
vektoru y a prvku & z mnoziny U;(x), ktori budeme nazyvat mnozina neistoty
a jej tvaru sa budeme venovat neskdr. Vektor z mnoziny U;(x) budeme nazyvat
vektorom neistoty. Problém pribliZime na tlohe hladania najkratsej cesty v grafe.

1.1 Najkratsia cesta v grafe

Uvéazme graf D = (V,A), kde A je mnozina hrdn a V je mnozina vrcholov.
Problém najkratsej cesty z vrcholu s € V do vrcholu ¢ € V formulujeme z po-
hladu linedrneho programovania na zdklade knihy [3] str. 42] pomocou mnozin
naslednikov a predchodcov

V) = {k: (k) €AY a V(i) = {k: (ki) € A}

ako



min Z d;] Yij

(i,5)eA
Z Ysk — Z Yks = 1
kev+(s) kev—(s)
Y Yk Z yk, =0, VieV\{st} (1.1)
kEVT (i) kev-
> Yk — Z ykt —1, yij €{0,1} V(i,j) € A,
keV+(t) kev-

kde d;; je nominalne ohodnotenie hrany (i,j) € A a y;; = 1 prave vtedy, ked je
hrana (7,j) stcastou najkratsej cesty. V opac¢nom pripade plati y;; = 0. Je teda
jasné, Ze pre vektor y v tlohe hladania najkratsej cesty plati y € {0,111,

Tato formulaciu problému najkratsej cesty teraz vyuzijeme na priblizenie
ulohy hladania najkratsej cesty v grafe s neistou zavislou na rozhodovani. V na-
sledujicom priklade sme sa inspirovali prikladom ¢. 2 z ¢lanku [5, str. 1774].

Priklad. Majme graf D = (V,A). Nasou tlohou je ndjst najkratsiu cestu z vr-
cholu s € V do vrcholu ¢t € V. Zameriame na rozdiely medzi exogénnou a
endogénnou robustnou formuldciou takejto tlohy. V preklade teda porovname
dva pripady, kedy v prvom z nich vektor neistoty & nedokazeme ovplyvnif. Na-
opak v druhom pripade nase rozhodnutie & moze menit tvar vektoru neistoty &.
Upozornime taktiez na ocividné rozdiely medzi klasickym problémom hladania
najkratsej cesty a z neho vychadzajicim robustnym problémom. Pri rieseni ro-
bustnych dloh predpokladame, ze dlzka hrany (i,7) € A je pre kazdi hranu neista
arovnd di; = d;;j(1+0.5¢;), pricom d,; zna¢f nomindlne ohodnotenie hrany (7,7).
Je teda prirodzené, Ze pri rieseni takejto tlohy uvazujeme ako najkratsiu moznua
cestu prave taka cestu, ktora je najkratsia pri najhorsej moznej realizacii neis-
toty. Vektor neistoty € uvazujeme nezaporny a patriaci do mnoziny neistoty U (x)
popisanej v . Vsimnime si, Zze tdto mnozina je zavisla na binarnom vektore
rozhodnuti . Pre jednoduchost predpokladajme, Ze zmensSenie neistoty je mozné
previest najviac pre jednu z hran. Mnozina neistoty ma tvar

Ulx) ={€]0<&; <1—-08z;V(ij) e A}, Y & <1} (1.2)

(i,5)eA

Tento pripad je teda Specidlnym pripadom problému (RO-DDU) a vieme ho
popisat ako

min max idis (& 1.3
Ty eeli(n )(,gz);ij J(f]) ( )

s.t. Z Lij S 1
(1,5)€A

yey,

kde Y je mnozina dand podmienkami definovanymi v ({1.1J).

Na ilustraciu nam postaci jednoduchy graf na obrazku [1.1] Uvazme teda tri
pristupy, pomocou ktorych ilustrujeme rozdiely v tlohach poplsanych vyssie.
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Ako prvi uvazime tulohu hladania najkratsej nomindlnej cesty. Po najdeni
tejto najkratsej nominalnej cesty najdeme také rozdelenie neistoty &, aby bola
skuto¢na dlzka tejto cesty najvacsia moznd. Tymto sposobom ilustrujeme vplyv
robustnosti na tlohu hladania najkratsej cesty. Na obrazku [[.I|mo6Zeme pozorovat
tvar a v tabulke vidime optimalnu hodnotu tejto cesty. T4 je rovna 130.

V druhom pristupe vezmeme do tuvahy fakt, Zze skutocna dizka ciest medzi
vrcholmi je neistd a moZze byt rozna od nomindlnej, avsak tieto skutoéné dizky
hran nebudeme schopni ziadnym sposobom ovplyvnit. Takto rieSena tloha je pri-
kladom tlohy exogénnej robustnej optimalizacie. Plati teda, ze v tomto a taktiez
predoslom pristupe k tlohe uvazujeme, ze pre binarny vektor rozhodnutia x plati
z;; = 0V(i,j) € A. Na obrazku [L.1) mézeme znova pozorovat tvar a v tabulke
vidime optimélnu hodnotu tejto cesty rovni hodnote 122.

Poslednym pristupom je endogénny pripad, kedy nase rozhodnutie & méa moz-
nost menit tvar mnoziny neistoty U(x). To sa moze prejavit na skutocnej dlzke
ciest d;;(&;;). Kedze mame moznost znizit neistotu len pre jednu z hrén, neistota
bola znizena pre najdlhsiu hranu, ktora je stucastou najkratsej cesty, ako mozeme
sledovat na obrazku [I.1] Zaujimave je si na tejto ceste uvedomit, preco je hrana
medzi vrcholmi F' a E rovna iba 1.4-ndsobku svojej nominalnej diiky, a nie 1.5-
nasobku ako tomu bolo v predoslych dvoch pripadoch. Tento fakt je sposobeny
tym, ze Cast neistoty lezi v hrane medzi vrcholmi A a F', a teda sa na tejto krat-
Sej hrane najkratsej cesty prejavuje len zbytok neistoty kvoli podmienke pre

Obr. 1.1: Najkratsia cesta v grafe z vrcholu A do vrcholu E. Cisla nad hra-
nami predstavuju nominalne ohodnotenie prislusSnych hran. Prerusované ciary
upozoriiuju na hrany, ktorych skutoénd dizka je uvazovand rozna od nominélnej
v optimélnych rieSeniach troch spomenutych pristupov k rieseniu tlohy. Cervena
prerusovand ¢iara znaci, ze prislusna hrana bola v niektorom z optimalnych rie-
Senf uvazovana s dizkou d;; = 1.5d,;, teda jej bola priradend neistota & ; = 1.
Zelenou prerusovanou ¢iarou je vyznaceny pripad, kedy bola neistota danej hrany
upravend na §; ; < 0.2, o sposobilo, Ze pre jej dzku platilo dij = 1.1d;j. Modrou
farbou znac¢ime hranu, ku ktorej bola prislusna neistota vdaka nasmu rozhodnutiu
nepriamo upravend na &; ; < 0.8 a jej diZka je teda rovné d;; = 1.4d;j.



Nominélna

Najkratsia cesta Cesta Robustna hodnota
hodnota

Nominalna A-C-E 95 25+70x1.5=130

Exogénna robustna A-B-D-E 107 25+1.5x40+37=122

Endogénna robustna A-F-E 100 1.1x9541,4x5=111.5

Tabulka 1.1: Tabulka udévajica dizku ciest v roznych pripadoch optimalizaénych
tloh prislusna k obrazku

V tabulke vidime riesenia tlohy pre vSetky tri komentované pristupy. Uka-
zuje sa, ze i napriek faktu, ze nominalna hodnota je v prvom pripade najnizsia,
z pohladu robustnej optimalizacie ndm tato cesta dava najhorsi vysledok. Vi-
dime, Ze optimalna robustna hodnota riesenia postupne pre tieto tri pristupy
klesa. Jednoduchou tivahou dokazeme toto tvrdenie zovseobecnif. Plati, Ze nomi-
nalna najkratsia cesta ndm nemoze dat mensiu optiméalnu hodnotu ako optimalna
hodnota najkratsiej cesty hladanej exogénnym pristupom. Pre exogénny pristup
rovnako nemoze vyjst mensia optimalna hodnota riesenia ako by tomu bolo v
pripade najkratsej cesty hladanej endogénnym pristupom.

V riesenom priklade sme uvazovali, ze rozhodnutie znizit neistotu neprichadza
so ziadnou penalizaciou tucelovej funkcie. Tento model zovseobecniujeme v kapitole
na pripad, kedy nase rozhodnutie znizit neistotu pre hranu (i,7) € A prichadza
s penalizaciou ¢;;. Vplyv tejto penalizacie na najkratsiu cestu detailne popisujeme
v podkapitole [3.2]

1.2 Zameranie

V tejto praci budeme cerpat prevazne z ¢lanku [5] a zmeriame sa na tieto
témy:

» RieSenie uloh robustnej linedrnej optimalizacie s polyédrickymi mnozinami
zavislymi na rozhodnuti. Poznamename, ze tieto problémy st v vSeobecnosti
NP-uplné. Ukazeme, ze v pripade, kedy je vektor rozhodnutia ovplyvinujici
neistotu binarny, mozno problém reformulovat ako problém zmieSanej celo-
¢iselnej optimalizacie.

e Pre binarne @, predvedieme triedu mnozin neistoty, pre ktoru existuje efek-
tivnejsia reformulacia (RO-DDU) problému. Ukéze sa, ze struktira mnozin
a podstata zavislosti na rozhodnuti sa daji pouzif na reformulaciu pracu-
jicu s mensim poc¢tom podmienok.

« Pre problém (RO-DDU) predvedieme dve formulacie, ktorych tvar dovoluje
problémy (RO-DDU) riesit pomocou standardnych vypocetnych softwarov.

o V numerickej studii uvedieme tvar oboch uvedenych vseobecnych formulacii
pre problém hladania robustnej najkratsej cesty v grafe. Pre jednu z tychto
formulacii vysetrime spravanie grafov pre rozne prvotné nastavenia tloh v
praktickych problémoch spocitanych softwarom AMPL, uréenym k rieseniu
optimaliza¢nych tloh.



2. Robustna tloha s vseobecnou
zavislostou na rozhodnuti

2.1 Komplexita

V tejto Casti sa zameriame na komplexitu problému (RO-DDU) a na zdklade
prebranych tvrdeni z [, str. 1777] ukdzeme, ze prislusny problém je NP-tiplny a
zavedieme prislusni potrebnu tedriu tykajicu sa tejto problematiky. V nasledu-
jucich definicidch pracujeme s knihou [4] str.30]

Definicia 1. Literdlom nazveme premenni z, ktord mozZe nadobidat hodnoty
TRUE (x = 1), alebo FALSE (z = 0).

Definicia 2. Klauzulou nazveme disjunkciu lubovolného poctu literdlov.

Poznamka. V pripade literdlov uvazujeme znacenie —z := —x. Prikladom klau-
zuly je vyraz (z1\V 2 V(—x1)), kde 21 a x4 su literaly.

Definicia 3. Povieme, Ze vyraz je v konjuktivnhom normélnom tvare, ak je vyraz
konjunkcia klauzul.

Definicia 4. Problémom splnitelnosti SAT (z anglického satisfiability ) nazgvame
problém, kedy riesime ulohu, ¢i pre vyraz v konjuktivnom normdlnom tvare tvoreny
literalmi xv, ..., x,, existuji hodnoty literdlov, pre ktoré tento vyraz mad kladni
pravdivostni, hodnotu.

Priklad. Majme vyraz (z1V 22V 23) A(x2V 23). Tento vyraz je v konjuktivnom
normalnom tvare, pretoze obsahuje dve klauzuly, ktoré si spojené konjuktivnym
znamienkom A a kazda klauzula naviac spaja literaly v jej vnutri disjunktivnym
znamienkom V. Uloha je teda tlohou splnitelnosti. RieSenim takejto tlohy by
bol zaver, ze rieSenie existuje, pretoze napriklad pre z; = 1,20 = 0 a x3 = 1,
dostéavame vyraz (1\V 0V 1) A(0V 1) s pravdivostnou hodnotou 1.

Priklad. Jednoduchym pripadom, kedy riesenie neexistuje, je vyraz x A(—x).

Pozndmka. Pririeseni SAT tloh nas nezaujima samotna hodnota literalov. Jediné,
¢o je predmetom nasho zaujmu, je fakt, ¢i nejakd kombindcia davajuca kladnua
vypovedni hodnotu existuje.

Definicia 5. 3-SAT problémom (z ang. 3-satisfiability ) nazgvame problém splni-
telnosti, ktory md pevne dant formu. Plati pren, Ze je tvoreny literdlmi x+, ..., x,
a deli sa do m klauzil, pricom kaZda klauzula sa skladd prave z trojice literdlov.

Priklad. Ulohou 3-SAT je nasledujuci viraz (21 \V(—22) V 23) A (24 V 21 V 22), ob-
sahujuici styri literdly xy, ..., x4 a dve klauzuly (z1 V(—2z2) V 23) a (x4 V 1V 22).

Poznamka. Vsimnime si, Ze je jednoduché overit, ¢i je dané potencialne riesenie
a naozaj rieSenim problému 3-SAT. Na druhti stranu to, ako najst nejaké riesenie
uz vobec nie je oc¢ividné. Takato charakteristika je blizka terminu NP. Tejto prob-
lematike sa blizsie venuje kniha [3], str. 87-88]. Ukazuje sa, ze 3-SAT problém je
dokonca NP-tplnym problémom, a teda pren vo vSeobecnosti nepozname ziadny
efektivny algoritmus ako najst jeho riesenie.
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V nasledujtcej casti dame do stvisu vypocetni zlozitost problému 3-SAT a
rieSeného problému (RO-DDU).

Definicia 6. MnoZinu s maticou konstant D typu m X n, m rozmernym vektorom
konstant d a maticou koeficientov rozhodnutia A typu m X n dani vzorcom

U”(x) = {¢| D€ < d + Az}
nazveme polyédricou mnoZinou neistoty s afinnou zdvislostou na rozhodnuti.

Matica A urcuje, ako velky vplyv ma vektor rozhodnutia  na mnozinu neis-
toty. Tato matica sa d4 odhadnut na zaklade dat alebo z podstaty zadanej tlohy.

Predtym nez ukézeme, ze problém (RO-DDU) je NP-tplny, potrebujeme vy-
slovit pomocné tvrdenie, ktoré v dokaze vyuzijeme. Na to je nutné definovat
problém, ktory oznacime ako (RO-SAT) s nasledujtcim tvarom.

min {—z|z - &y <0,V€ cU(x),z,y < e, —y < —e}, (RO-SAT)

m7y?Z20

kde mnozina neistoty U (x) ma pre tento problém tvar

Z/{(.’L‘) = {(517 <o 75”)‘52 > ‘Th?gi > 'Tiwgi > (1 - xi3)7£i < 1}

Lemma 1. 3-SAT problém mda pripustné riesenie x prave vtedy, ked optimdlna
hodnota odpovedajiceho problému (RO-SAT) je najviac -m.

Dékaz. [Bl, str. 1777-Lemma 3.3]
[l

Tvrdenie 2. Problém robustnej linedrnej optimalizicie(RO-DDU) s mnoZinou
neistoty UF je NP-tiplng.

Ndznak dokazu. Uvazme 3-SAT problém s literalmi zq,...,xr, a m klauzulami.
Hladdme teda riesenie & € {0,1}", ktoré uspokojuje

xi, + xiy + (1 — 24,) > 1 pre m klauzil a iy, 49,43 € {1,...,n}.

Uvazujeme $pecidlny pripad (RO-DDU) s tvarom popisanym vyssie a oznace-
nim (RO-SAT). Vsimnime si, ze 3-SAT problém je vstavany do tejto mnoziny.

Podla Lemmy [I| je optimélne rieSenie (RO-SAT) —m prave vtedy, ked ma
3-SAT problém pripustné riesenie. Kedze je problém (RO-SAT) Specidlnym pri-
padom nasho problému (RO-DDU) s polyédrickou mnozinou U(x) a podla po-
znamky vieme, ze 3-SAT problém je NP-tplny, spolu dostavame, ze taktiez prob-
lém (RO-DDU) je NP-uplny.

O

Dokéazali sme teda, ze vo vSeobecnosti je problém (RO-DDU) NP-tplny, mozno
ho vsak preformulovat ako problém bilinearneho alebo bikonvexného programo-
vania, na ktoré uz mozno pouzit algoritmy globalnej optimalizacie. Problémom
vSak ostdva vypocetnd zlozitost, vdaka ktorej st problémy (RO-DDU) v praxi
pre vacsie problémy len tazko vyuzitelné. V pripade, kedy pracujeme s binér-
nym vektorom rozhodnutia @, ktory urcuje tvar mnoziny neistoty U(x), mozeme
problém (RO-DDU) preformulovat napriklad na problém zmiesaného linearneho
celo¢iselného programovania pouzitim metody big-M, ktorej sa budeme venovat
v podkapitole [2.4}



Pozndmka. Pojmu bikonvernej optimalizdcie sa blizsie venuje ¢lanok [1, Biconvex
Sets and Optimization with Biconver Functions - A Survey and Eztensions| a
viac o bilinedrnom programovani najdeme v ¢lanku [2, Bilinear Programming:
An Ezxact Algorithm)

2.2 Reformulacia problému

Z hladiska vypocetnych vlastnosti spominanej metédy big-M je vyhodné, ak
vektor rozhodnutia & hra hlavni rolu v ovplyviiovani prvkov mnoziny neistoty. Ak
je tento predpoklad splneny, je mozné efekt & na obmedzeniach mnoziny neistoty
previest do penalizacie koeficientov ucelovej funkcie, a tymto zmensif mnozstvo
obmedzeni. Zaoberajme sa pripadom, kde x urcéuje horni hranicu vektoru neistoty
&. Tento problém sa da popisat mnozinou

U (x) = {¢]| DE< d, £ <v+W(e—m), £>0}, (2.1)

kde D € R™" je matica koeficientov, d € R™,v € R’} je nezdporny vektor a
W = diag(w) € R} je diagondlna matica s kladnymi prvkami na diagondle
urcujuca v zavislosti na vektore & hornti medzu pre vektor neistoty £. VSimnime
si, ze zavislost mnoziny U (x) na rozhodnuti uréuje jednu z podmienok hornej
medze pre kazdy prvok §;, pricom nase rozhodnutie polozit x; = 1 znizuje tuto
hranicu z v; + w; na v;.

V nasledujticej casti rozoberieme, ako sa da zavedena struktira pouzit na
preformulovanie pévodného problému (RO-DDU).
Budeme sa zaoberat reformulaciou nasledujiicej podmienky pre vektor y

y e < bvE e U (). (2.2)

V tejto podmienke uvazujeme vektor & ako znamy a pevne dany vektor rozhod-
nuti. Aby sme podmienku splnili pre kazdd hodnotu &, potrebujeme, aby ne-
rovnost platila pre maximum cez mnoZzinu U (x). Zvazme teda dva nasledujice
problémy z ¢lanku [5l str. 1778].

h(ry) =max y'&  hiay) =max (y - M) € +y™¢
(P) st.Dé<d st.DE+D¢<d

E<v+W(e—x) £E<We (P”)
§20 (<vw
£,¢=>0

Ucelovi funkciu v tlohe (P) maximalizujeme priamo nad U™ (z). V tomto
pripade vsak standardna formuléacia vedie k reformulacii obsahujicej bilinearne
obmedzenia, comu sa chceme kvoli nepriaznivym vypocetnym vlastnostiam vznik-
nutého problému vyhnit. Z toho dévodu zavadzame reformulaciu problému (P’),
o ktorej v prevzatom tvrdeni [3| ukdzeme, Ze jeho optimalna hodnota je rovna



optiméalnej hodnote problému (P). Nech 7 (x,y) oznacuje dudlnu premenni pri-
slusnu k problému (P). Formulacia dudlneho problému k (P’) si vyzaduje zavede-
nie matice IT = diag(), kde 7 je horna hranica optimélnej hodnoty pre dudlnu
premennt 7(x,y) pre kazdi dvojicu (z,y). Tuto hodnotu mézno odhadnit spd-
sobom, ktorému sa budeme venovat v podkapitole [2.3

Zamerajme sa teraz na tvar dudlnych problémov k (P) a (P’). Ozna¢me k nim
prislusné dudlne problémy postupne ako (D) a (D’). Uvedieme, ako prejst od (P)
k (D). Problém (P) obsahuje n premennych v tcelovej funkcii a obmedzuje ho
n + m obmedzeni. Dudlna tloha (D) bude teda obsahovat n + m premennych a
n obmedzeni. Dualne premenné oznac¢ime ako g a 7. Plati teda, ze ¢ € R™ a
7 € R™. Tvar tejto tlohy vidime v tabulke 2.1]

>0 >0 >0
¢ > 0 DLl c. DL]' c. Dl,n < dl
G | >0 D | Do | Duun | < o
m | >0] 1 0...0 0 < Jutw(l+mz)
[ | >0 0 |0...1...0 | 0 | < | v tw(l+a;) |Vj
T | >0 0 0...0 1 < | Un+wa(l+mn)
> > > min
U1 N EEE Yn max

Tabulka 2.1: Tabulka popisujica prechod od (P) k prislusnému dudlnemu prob-
lému (D)
Z pravého stlpca tabulky vidime tvar Gcelovej funkcie, ktord ma tvar

Do digi+ Y mivy 4w (1 — ).

i=1 j=1
K nej prislugné podmienky vidime v troch najdlhsich stipcoch dané ako
i=1

Spolu z faktom, ze 7, g > 0 dostédvame ulohu (D). Analégiou k tomuto postupu
tak dostavame aj tvar dudlneho problému k (P’). Spolu maju tieto tlohy tvar

g(m7y) = g(wvy) =
min g d+n"v+n"W(e—x) min t'd+r"We+s'v

(D)  sta'+q¢'D>y"  sts"+t'D>y" (D)
w,q>0 rT +t'D > y' — 211
r,s;t >0

Podla ¢lanku [5, str. 1779-1780] ukdzme rovnost optimélnych rieseni tychto
dvoch formulacii.
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Tvrdenie 3. Ak je x bindrny, mnoZina L{ﬁ(m) je meprdzdna a prvky vektoru
v a matice W st nezdporné, potom

h(z.y) = h(z,y) Vyc L{ﬁ(m).

Doékaz. Jednd sa o tlohy linedrneho programovania, teda mdézeme vyuzit silni
dualitu, ktoré zaistuje rovnost g(x,y) = h(z,y) a g(z,y) = h(z,y). V celom
dokaze sa budeme odkazovat na optimalne hodnoty dualnych problémov ako na
h(z,y) a h(x,y). Nech (7, q) je optimélne riesenie problému (D). Dalej polozme
(r =m—Ilx,s = m, t = q) s maticou Il = diag(m) ako potencidlne pripustné
riesenie pre (D). Ukazeme, Ze toto riesenie je skutocne pripustné pre (D’) a déva
nam nerovnost h(x,y) < h(zx,y), ktorti potrebujeme dokézat. Pre toto rieSenie
plati

sT+t'D=n"4+q¢"D>qy"
a taktiez
rP+t'D=7" —2"TI+¢"D > y" —2"T1 > y" — 211,

kde prvi rovnost dostavame priamo z definicie (7, s, t). Nerovnosti si désledkom
prvej podmienky z podmienok uréenych v (D) spolu s faktom, Ze IT je diagonalna
matica, ktorej prvky na diagondle si hornou hranicou optiméalnej hodnoty pre 7,
a teda plati & TI < x”TI. KedZe plati 7w, g > 0 a « je binarny vektor, dostédvame
r,s,t > 0. To znamend, ze (7, s,t) je pripustné rieSenie problému (D’). Odkial
vyvodzujeme nerovnost

hiz,y) < q'd+w"v+ (m —Tx) " We = h(z,y),

z ktorej dostavame pozadovany zéver h(zx,y) < h(zx,y).

Pre dokaz opacnej nerovnosti predpokladajme, ze (7, s, t) je optiméalne riesenie
(D’). Polozme (w = s,q = t) ako riesenie (D). Pripustnost (7, s,t) dostaneme
priamo z podmienok pre problém (D’), pretoze

7wl +q¢"D=5s"+t"D>qy" a T=8>0,g=t>0.
Teda (7, q) je pripustné riesenie pre (D), odkial dostdvame
hiz,y) <t’d+s"v+s"W(e—x)=hlzy)+(s—7)We—-s"We,

kde prva nerovnost vyplyva z podmienok pre (D) spolu s definiciou (s, t) a nésle-
dujtica rovnost je désledok definicie a linearity problému (D’). Aby sme dokézali,
ze plati h(zx,y) < h(x,y), potrebujeme ukazat, Ze plati nerovnost

(s—1)"We—s"Wzx <0. (2.3)

Téato podmienka sa da vyjadrit ako

n

Zwi(si —T; — SZ‘ZL'Z'> S 0.

=1

11



Pre vsetky 1, pre ktoré plati x; = 1, ale vieme, Ze plati

wi(si —Tr; — Sil'i) = —w;r; S 0.
Zavedme teraz mnozinu Xy vsetkych i, pre ktoré plati z; = 0. Problém (D’) mo-
zeme reformulovat ako dva vnorené minimalizacné problémy, kde vonkajsi prob-
l1ém optimalizujeme cez rj,s; a t, kde j € ({1,...,n} \ Xo) (dalej ako j ¢ Xo) a
vnutorny problém cez r;,s;, kde @ € Xy. Takto popisany problém ma tvar

hMe,y)= min_ t'd+ > rw+ Y s +1(t)
w33 JEX0 j#Xo j#Xo
s.t. Sj + tTD_’j > Yij,
+t'D.; >y, — 7, Vi & Xo

7,55 Z 0.

Vnittornd minimalizacia je zachytend do funkcie [(t), ktord je dana ako:

[(t) = min anz—l-stz

7i,83,0E€X| o . ieXo

s.t. S; + tTD_7i Z Yi,
ri+t'D_; > y; — Vi e X,

Ti,S; Z 0.
Vsimnime si, ze vnutorny minimaliza¢ny problém mé pre s; a r; rovnaké obme-
dzenia. Kedze st w; a v; nezaporné, dostavame, ze existuje optimalne rieSenie s; a
r;, ktoré vypocitame priamo vyjadrenim s; a r; z podmienok tak, Ze ich polozime
rovné ich dolnym medziam. Plati teda
s; =1y = max{y; —t' D_;, 0}, ¢o implikuje Z s;w; — ryw; = 0.
i€ Xo

To znamend, ze sme ukdzali platnost nerovnosti (2.3), odkial plynie nerovnost
h(x,y) > h(x,y), ktort sme cheeli ukazat. Spolu sme teda dokéazali, ze platia
obe neostré nerovnosti, ¢o nam déva rovnost h(x,y) = h(x,y), ¢im je tvrdenie
dokéazané.

[]

Vieme, 7e problém (P) je priamou formuldciou podmienky (12.2). Vyuzitim
tvrdenia |3 dostavame reformulaciu pre toto obmedzenie vychédzajicu z faktu, ze
plati h(x,y) = g(x,y). Tvar problému (RO-DDU) ma pre tito reformulaciu tvar

n;iyn clz+ fly
st.tTd+r"We+sTv<b
st +t'D > y" (2.4)
rT 4+ ¢TD > y" — 211
r,s,t > 0.
B(az,y) je konvexnd v (x,y), o ndm umoziiuje pouzit niektoré optimalizacné
algoritmy, ktoré nebolo mozné pouzit na problém s povodnou definiciou podmie-

nok. Vsimnime si, Ze tdto reformuldcia neobsahuje bilinedrne formy. Otdzkou vsak
stale zostava, ako odhadnit II. Tato téma je rieSena v nasledujicej podkapitole.
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2.3 Odhadovanie hornej medze

Na to, aby sa nam podarilo odhadnit diagondlnu maticu IT, ktord uréuje
hornt medzu pre optimalne hodnoty dudlnej premennej 7r, potrebujeme néajst
horni medzu jej prvkov 7;. K tomu nam posluzi nasledujice prevzaté tvrdenie z
¢lanku 5, str.1780-1781].

Tvrdenie 4. Ak su vsetky proky matice D a vektoru y nezdporné, potom pre
kazdi dvojicu (x,y) spliajicu podmienky dané v s mnoZinou neistoty U (x)
plati mi(x,y) < y;.

Dokaz. 7Zvazme nasledujici problém pre nejaky index i:
F(6) = max y'e (2.5)

st. DE<D
E<v+W(e—x)+0Oe;
£>0.

Jedna sa o tulohu linedarneho programovania, teda k tomuto problému existuje
odpovedajica dudlna tloha. Ozna¢me &, optimélne riesenie problému pre
0 = 0. Analogicky ozna¢me optimalne riesenie prislusného dualneho problému
ako gqo a my. Nech je optimalna baza dand nejakou maticou B. Vieme, ze B
je reguldrna matica a ak oznac¢ime b = [d?,v! + (e — )T W|T vektor pravych
stran tlohy , plati £ = B~'b. V pripade degenerovaného riesenia mozno b
perturbovat malym e, na ziskanie nedegenerovaného riesenia, pricom sa optimalna
béaza nezmeni. Ak je rieSenie nedegenerované, dostdvame nerovnost B~'b > 0.
Vsimnime si, Ze pre dostato¢ne mald zmenu b sa optimalna baza nemeni. Uvazme
teda také 8 > 0, ktoré ma prave spomenutu vlastnost. Plati Ze, v takomto pripade
dudlne premenné nezavisia na vektore pravych stran, ¢o nam dava rovnost

FO)—F0)=n}(v+W(e—z)+0e)+qld— (nl(v+W(e—=x))+qld)
= QWgei,

ktora reprezentuje zmenu v hodnote tcelovej funkcie. Nech je &, optimélne rie-
senie prislusné pre hodnotu 6 = 0 a analogicky oznacime &y pre 6 > 0. Potom
oc¢ividne plati

Omge; =y & —y €.
Odtial vyuzitim lemmy |5| (uvedenej bezprostredne za tymto ddkazom) dostédvame

Omge; =y & —y' &
<y +0yTei—y'E
= QyTeiv

co nam déva pre kazdé ¢ nerovnost my; < y;.
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Lemma 5. Ak st vsetky proky matice D kladné, potom ak 6 > 0, tak pre opti-
malne &y riesenie ulohy plati &y < & + Oe;

Dékaz. [l str. 1779-Lemma 4.4]
O
Tvrdenie 4 ndm teda dovoluje odhadnit prvky 7; diagonéalnej matice IT ako

T =maxy’ e;
st.(xz,y) €Y,

kde Y oznacuje mnozinu ostavajicich obmedzeni z p6évodného problému. Mno-
zina Y moze predstavovat napriklad mnozinu predchodcov a néslednikov, ktora
bola definovand v (1.1)). Na odhadnutie prvku 7; teda staci, ak ho polozime rovny
maximalnej hodnote akii moze prvok y; nadobudnut v danom zadani tlohy. Téato
hodnota medze pre y; sa da v niektorych pripadoch, akym je napriklad aj problém
hladania najkratsej cesty, odhadnit priamo z podstaty rieSenej tlohy. S takymto
odhadom mozu byt vsetky komponenty problému (RO-DDU) s polyédrickou mno-
zinou neistoty U™ (zx) efektivne numericky spoc¢itané pre rozumne velké zadania
tlohy podla reformulacie . Pretoze sa prave k tejto formulacii tlohy este vra-
time v numerickej $tiidii, nazveme takto zavedeny tvar dlohy formuldciou I1. V
nasledujiicej podkapitole zavedieme novii metédu riesenia problému (RO-DDU),
ktort mozno taktiez pouzit pri vypocte praktickych tloh pomocou softwarovych
prostriedkov.

2.4 Metéda big-M

Doteraz sme vzdy problém (RO-DDU) uvazovali pre Specificky tvar mnoziny
neistoty U(x) a jej tvar sme vyuzili na zmensenie po¢tu obmedzeni. Metéda big-
M vsak pracuje s reformulaciou, kde nepotrebujeme predom poznat tvar mnoziny
neistoty. Oznacime preto znakom UF (x) vieobecnti polyédricki mnoZinu neistoty
a v prevzatom tvrdeni z ¢lanku [B, 1783-1784] zavedieme tvar tejto metddy.

Tvrdenie 6. Ak je mnozina neistoty pre kazdy index i U;(x) polyédrickd vzhladom
kUT(x), plati D; € R™*P d; € R™ A; € R™*" g x je bindrny vektor, potom
je formuldcia

. T T
min ¢ x +
w7y7w77r f y

m; n
stajx+mldi+> > Ajpw, < b;

J=1 k=1 Vi,
WiTDi = Z'JT
Wijr < Mz, wijr < mj,
Wik > mij — M(1— ), Vi, 7.k,
T4 >0, Wijk >0
x €{0,1}",

kde M je dostatocne vysokd konstanta, reformuldciou ilohy (RO-DDU) pre vde-
obecnii polyédricki mnoZinu neistoty U (x).
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Naznak dokazu. Obmedzime sa na pripad, kedy existuje pripustné rieSenie prob-
lému (RO-DDU), zbytok dokazu mozno ndajst v ¢lanku [B, str. 1784]. Oznacme
toto pripustné rieSenie ako (2, y), vieme potom, Ze (z,y) musi pre kazdé i spliat
podmienku a! x + ¢y < b; VE; € U;(x), ¢o mozno prepisat ako

T T .
a; r+ ma y<b Viedl,...n} 2.6
Tot max €y <h Vie (1) (2:6)
Ak mé tloha pripustné riesenie a jej optiméalne rieSenie je konecné, tak ma ako
tloha linearneho programovania k sebe prislusnii dualnu ulohu, v ktorej silna
dualita zarucuje rovnost optimélnych hodnét. Problém ([2.6) mozno potom for-
mulovat ako

ajx +m di+m Aiw < by,

7wl D; =y, Vi (2.7)

T Z 07

kde 7; € R™ je dudlna premennd prislusnd k mnozine neistoty U;(x) a m; znaci
pocet obmedzeni v mnozine U;(x) a D; je matica typu m; X n, ktord urcuje ako
velky vplyv mé rozhodnutie & na zmensenie neistoty. Kedze vieme, ze primarny
problém ma pripustné riesenie a kone¢nu optimalnu hodnotu, existuje ;, ktoré
spliia podmienky dané v . Teda problém (RO-DDU) mozno formulovat ako

Trrn%r; c'z+ fly

st. alz+mw d; +7 A < b
7w D; =y Vi (2.8)
T Z 07

kde v prvej podmienke vystupuje bilinearny vyraz w! A;z. I-tu podmienku mozno
prepisat ako

m; mi; n
T
a; r+ g i dij + E § Ajjrwijr < by, kde wyj, = mija.
j=1 j=1k=1

Fakt, Ze x; je bindrne nam dovoluje tento vyraz prepisat do tvaru
wijr < mij, 0 <wijp < Moy,  wijp > w3 — M(1— ).

Odtial dostavame formulaciu uvedentt v zneni odkazovaného tvrdenia.

]

Tvrdenie nam dovoluje reformulovat povodny problém (RO-DDU) ako
problém zmiesaného linearneho celoc¢iselného programovania, ¢o sa da znova vy-
uzif pri rieseni problémov pomocov vypocetnych softwarov. Pre tito formuléaciu
existuje tiez jej upravena varianta s nazvom modifikovand big-M formuldcia, ktora
riesi slabt vypocetnu vykonnost povodnej big-M formulacie. Modifikovand big-M
formuldcia nie je sucastou tejto prace, viac informéacii o jej tvare a vypocetnych
vlastnostiach mézeme najst v ¢lanku [5l str. 1785-1793].

15



3. Numericka studia

3.1 Problém najkratsej cesty po druhé

Problém hladania najkratsej cesty v grafe je dobre prebadany problém, ktory
dokazeme efektivne riesit. Ako sme vSak uz zistili, takto jednoduché to pre prob-
lém hladania najkratsej cesty s neistou dizkou hrén nie je. V tejto kapitole sa
zameriame na zovsSeobecnenie tohoto problému, ktory sme uz nacrtli v podka-
pitole [1.1] Budeme znova pracovat s grafom D = (V,A,d()), kde V je mnozina
vrcholov, A je mnozina hran a d(-) : R — RMI je funkcia udéavajtca dlzku
hrany. Nasou ulohou je najst najkratsiu cestu z vrcholu s € V do vrcholu t € V.
Nominalne ohodnotenie hrany je dané hodnotou dl] a skutotnd dizka hrany d;j
je neista a dand predpisom d;;(§) = (1 + 25”)

Na rozdiel od zjednodusSenej formulacie teraz na zdklade ¢lanku [5] zovse-
obecnime ulohu pre pripad, kedy nase rozhodnutie zmiernit maximalnu neistotu
pre hranu (i,j) prichddza s penalizaciou ¢;;. O takejto penalizicii sa da uvazovat
ako o cene, ktoru za nase rozhodnutie zmensit neistotu zaplatime. Prirodzene,
v pripade, kedy sa rozhodneme neistd dizku hrany neovplyvnit Ziadnym sposo-
bom, bude toto rozhodnutie niest nulovi cenu. Prikladom takejto formulacie je
oprava cesty za urcity penazny obnos prinasajica zlepsenie priechodnosti, a teda
zmensenie maximélnej doby trvania cesty. Takto zavedeny problém bude teda
zovieobecnenim problému a ma tvar

min max CiiTii + Yiidii (i) 3.1
Ty S () 2/1 3 Lij (,]2)2,4 7 4ij\Sij (3.1)

st.xeX C{01} yey,

kde rovnako ako v pripade Yy;; urcuje, ¢i je hrana (i,7) sucastou najkratsej
robustnej cesty, teda tvar mnoziny Y je popisany v . Mnozina X predstavuje
mnozinu [ubovolnych obmedzeni pre vektor rozhodnuti . Pracujeme s mnozinou
neistoty s predpisom

Ut (z {5‘ Gij ST, & < 1—7imi5, & 2 0V(i)) € A},
(i,5)eA

kde I" urcuje horni medzu pre stucet neistoty hran v grafe, a teda tymto sposobom
urcuje pocet hran, ktoré budd ovplyvnené neistotou. Podobne ;; urcuje, do akej
miery naSe rozhodnutie zmensit neistotu &;; pre hranu (¢,j) ovplyvni skutocéni
robustni dizku hrany d;j. Oznacme teraz

> i+ Y diyy

(i,7)€A (3,7)€A

funkciu uréujicu celkovii cenu redukcie neistoty a nominalnu dizku (nejake;j)
cesty. Podla ¢lanku [5] str. 1788] m4 tloha najkratsej cesty pre formuldciu IT
s mnozinou neistoty U°F (x) na zdklade tvrdenia [3| nasledujtici tvar, kde viak au-
tori ¢lanku v tomto zdroji uviedli chybne tvar ucelovej funkcie. Tuto chybu som
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objavil pri vypocte tloh, ktoré su sucastou tejto numerickej studie.

minpf(a:,y)+pF+ Z Qij"ij + Z 735 (1 — i)

T,Y,4,T,

(i,5)eA (i,5)eA

I T S R

st.p+qij; > SR 27% SRl
o
p+ri 2> %

D,qij,Tij Z 0,$ S X7y S Y7

pricom podla tvrdenia [4] pre konstantu 7;; plati 7;; = 1V(i,5) € A.
Podobne podla rovnakého ¢lanku plati, ze formulacia najkratSej cesty pomo-
cou metédy big-M s mnozinou neistoty U°" (x) mé na zédklade tvrdenia @ tvar

min f(z,y)+pl + > @i+ Y. TV
$7y7q7,’,7p .. . .
(i,5)eA (i,5)€A

Yijdij
2

st.p+qij 2
rij < M
Gij — M(1—2i5) <71y < qi5
P,qij,ri; > 0,z € X,y €Y.

Vidime, Ze tc¢elova funkcia oboch tychto problémov obsahuje 2|.A| bindrnych a
2| A|+1 spojitych premennych. Obe metédy maju taktiez 2|.4|+ 1 znamienkovych
obmedzeni pre premenné. Tieto metddy sa ale liSia v pocte afinnych obmedzeni.
Vidime, Ze metéda big-M ich obsahuje |V|+4|.A|, pricom metéda IT ich obsahuje
len |V| + 2|A|. Prave z toho dovodu sa v praxi ukazuje metéda IT numericky
rychlejsia ako klasicka metoda big-M. Aj preto v praktickej ¢asti tejto numericke;j
Stidie budeme pracovat prave s metédou IT. Podstatnejsim dévodom, preco sme
sa obmedzili na vypocet len jednou z formulacii je, ze grafy s ktorymi budeme
pracovat nie su dostatocné velké na to, aby sa rozdiely v tychto dvoch metédach
mohli prejavit.

3.2 Poplatok za zniZenie neistoty

V tejto casti numerickej studie sa zameriame na spravanie najkratsej robust-
nej cesty prislusnej k optimalnemu rieSeniu pre réozne hodnoty c;;. Toto spravanie
budeme pozorovat na grafe z obrazku [I.1] pre ktory uz bola tloha v podkapitole
pre sprisnené podmienky vyriesena. Budeme teda hladat najkratsiu cestu z
vrcholu A do vrcholu E. V motiva¢nom priklade sme mali moznost neistotu roz-
hodnutim obmedzit najviac pre jednu z hran a naviac sme predpokladali nulovia
cenu za zmensenie neistoty pre kazdu z hran. Tieto obmedzenia teraz postupne
zrusime. Uvazujeme, ze konStanta urcujica horni medzu pre sucet neistoty vset-
kych hréan, rovnako ako v motivacnej ulohe, spiiia I' = 1. Taktiez podla vzoru
motivacnej ulohy plati v;; = 0.8 V(4,5) € A.

Ako prvia zrusime podmienku na pocet rozhodnuti znizit neistotu niektorej
z hran, pricom cenu za toto rozhodnutie budeme nadalej uvazovat nulovi. To
v praxi znamena, ze je vyhodné znizif neistotu pre kazdu z hran, kedze takéto
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rozhodnutie so sebou nenesie ziadnu penalizaciu tcelovej funkcie. V takomto na-
staveni tlohy uz nie je tak atraktivne prechadzat hranou s velkym nominalnym
ohodnotenim, ako tomu bolo pre pripad, kedy bolo mozné neistotu znizit najviac
pre jednu z hran. Tento fakt sa v nasej tlohe prejavi okrem znizenia hodnoty
optimalneho riesenia i na tvare najkratsej cesty. Tvar tohoto rieSenia vidime na
obrazku [3.1al

Zavedieme teraz do tlohy naviac nenulovi kladnt konstantu ¢;;, ktora predsta-
vuje penaliziciu za rozhodnutie znizit neistotu hrany (7,j) € A. Uvazme tento po-
platok pevny a rovny konstante ¢ pre kazda z hran. Plati teda ¢;; = ¢V(i,j5) € A.

Polozime najprv ¢ = 10 a na obrazku mozeme sledovat, pre ktoré hrany
ma za tento poplatok zmysel upravovat neistotu. Faktom je, ze v tomto pripade
hré podstatnd rolu dlzka jednotlivych hran ktoré st stcastou cesty. Heuristickd
uvaha nam teda hovori, ze by sa mohlo vyplatif znizovat neistotu prave pre naj-
dlhsie hrany. Tato tvaha sa ukazuje byt pre tito hodnotu c spravna, nakolko
na obrazku mozno vidiet, ze cesta prislusnd optimalnemu rieseniu obsahuje
zmensenu neistotu prave pre najdlhsiu hranu, pricom pre zbytok cesty nebolo
vyhodné neistotu pre dalsiu hranu znizovat.

Na porovnanie upravime cenu za zmensenie neistoty na ¢ = 20 a na obrazku
sledujeme, Ze pre tuto hodnotu uz spominana heuristickd tuvaha neplati.
Vidime, Ze tento poplatok za zmensSenie neistoty je tak vysoky, ze uz viac nie
je vyhodné znizovat neistotu pre ziadnu z hran. Ukazuje sa, ze cesta prislusna
optimalnemu rieseniu je nominélne az tretou najkratsou cestou. Dévodom preco
mé prave takyto tvar, i napriek jej nominélnej dizke, je fakt, Ze neobsahuje hrany s
velkym nomindlnym ohodnotenim, a teda rozdelenie neistoty ma aj v najhorsom
pripade mensi vplyv na jej vysledni hodnotu. V tomto pripade je podstatna
hodnota I' = 1, ktord urcuje horni medzu pre stucet neistoty. Regulovaniu tejto
hodnoty sa budeme venovat v druhej ¢asti numerickej studie. Plati vSak, ze uz pre
hodnotu I' = 1.8 by sa cesta prislusna optimalnemu rieseniu i vektor rozhodnutia
x zhodoval s riesenim pre pripad ¢ =10, I' = 1.

Poslednym zadanim ktoré uvazime je pripad, kedy je cena znizenia neistoty
lindrnou funkciou jej dizky. PoloZime Cij = 0.15d_ij a na obrazku vidime tvar
optimalnej cesty. Plati, Ze ak polozime ¢;; = O.20d:-j tak je tato cena znova prilis
vysoka a nie je vyhodné znizit neistotu ziadnej z hran.

V tabulke vidime optiméalnu hodnotu pre kazdu z variantov, ktoré sme
riesili vyssie. Lahko sa citatel moze presvedcit, ze sa v kazdom pripade zhoduje
s optimalnou hodnotou pocitanou podla prvotnej formulacie. Overme toto tvr-
denie napriklad pre pripad, kedy ¢ = 10. Z obréazku vidime, Ze neistota
bola upravena len pre hranu (A-F), a teda optimédlna hodnota sa spocita ako
10+1.1*%95+1.4*5=121.5.

Cena Cesta Optimélna hodnota podla formulécie I1

c=0 A-C-E 04+254+70+1"*04-04(1-0.8)*(35+12.5)=104.5

c=10 A-F-E 10*14-954-54-2.5*'+45%(1-0.8)=121.5

c=20 A-C-D-E 04+254+40+-37+20*T"+0+0=122

¢ij=0.15d;; A-C-E 0.15%(25+70)+(25+70)+(12.54-35)*(1-0.8)=118.75

Tabulka 3.1: Tabulka najkratsej robustnej cesty prislusnej k optimalnemu rieseniu
pocitanému pomocou formulécie I pre rozne hodnoty ceny zniZenia neistoty c;;
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Obr. 3.1: Najkratsie cesty v grafoch pre rozne hodnoty c¢;;

S 39 8 3%

‘F S ‘E ‘F 2 *E

(a)cij:c:() (b)cl-j:c:lo

9 < 3 S 3%
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(C) Cij = C= 20 (d) Cij = 015(1;]

Popis obrdizkov. V grafoch hrana svetlomodrej farby nie je stucastou najkratse;
cesty. Hrany inej ako svetlomodrej farby vzdy tvoria sucast najkratsej cesty.
Hrana zelenej farby znadf hranu, ktorej dizka je rovnd jej nomindlnej dizke a jej
neistota nebola upravovana. Hrany zltej farby oznacuju hrany, ktorych neistota
bola upravovand a plati pre ne d;; = 1.1d_ij. Tmavomodra hrana je hrana, ktorej
neistota nebola upravovand, avSak kvoli hodnote I' = 1 a tprave neistoty inych
hran tvoriacich najkratsiu cestu plati d;; = 1.4d;j. Cervend hrana je hrana, ktorej
neistota nebola upravovana a plati pre nu rovnost d;; = 1.5d;j.

3.3 Najkratsia cesta v prazskom centre

V tejto casti numerickej studie sa zmeriame na vplyv konstanty [' na riese-
nie ulohy robustnej najkratsej cesty. Pouzijeme graf niektorych vybranych za-
stdvok prazského centra, pricom dizka hrany predstavuje (upravent1) dobu cesty
v sekundach. V takomto pripade moze byt neistota reprezentovana ako hustota
premavky v miestach, kde jazdia elektricky spolu s automobilovou premévkou.
Rozhodnutie znizif neistotu potom reprezentuje napriklad poplatok prepocitany
na jednotlivca za vytvorenie osobitnych ciest pre tramvaje, ¢o by znacne znizilo
pravdepodobnost, Ze cesta medzi dvoma zastavkami bude trvat dlhsie ako podla
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planu. Uvazime, Ze poplatok za znizZenie neistoty je podobne ako v predoslom
pripade rovny konstante ¢;; = ¢ = 40 pre kazda hranu a rovnako pre kazdu hranu
plati v;; = v = 0.8. Budeme hladat najkratsiu robustnu cestu medzi zastavkami
Olsanské namesti a Ndrodni trida.

Ako prvy pripad uvazime I' = 0. Nie je tazké si uvedomit, ze pre takuto
hodnotu ide o klasick ilohu hladania nominalnej najkratsej cesty. Na obrazku
mozeme vidiet tvar tejto najkratsej cesty. Vsimnime si, ze obsahuje az osem hran,
pricom vsetky z nich maji pomerne nizke nomindlne ohodnotenie. Optimalnu
hodnotu moézeme lahko ruéne spocitat priamym vypocétom z obrazku ako
nominalnu dizku zvyraznenej cesty, t4 je rovnd 1525.

0 .N%[' trida

P 3
*Mustek sKarlovo nam
9 .
62 ‘%’0 W\ ‘p%
0
320 3 120 et PS?':leova"VySehraOI
oFlora o o*N0
‘3)66 o\b‘
Muzeum J- Jiriho z Podebrad
¢Olsanske nam. ,\[)9 N- Namesti Miru
Gc\a M-Masarykovo nadrazi
w22 H. nadrazi
LSS
3 Y

*Forenc

Obr. 3.2: Najkratsia nomindlna cesta z Olsanského namésti na Ndrodni tridu.
Hrany svetlomodrej farby nie st stucastou najkratSej cesty, hrany zelenej farby
tvoria najkratsiu cestu a ich dlzka je rovna ich nominélnej dlzke.

V druhom pripade polozime I' = 2 a [' = 3 a porovname najkratsie cesty pri-
slusné k tymto konstantam a optiméalne hodnoty prislusné k tymto cestam. Plati,
ze pre hodnotu I' = 2 je tvar najkratsej cesty zhodny s najkratsou nominélnou
cestou, ktori mézeme pozorovat na obrazku [3.2] Ukazuje sa, Ze pre takito hod-
notu I' este nie je vyhodné znizovat neistotu pre ziadnu z hran. Prirodzene je teda
najhorsie rozdelenie neistoty pre tito cestu také rozdelenie, ktoré uvazuje dlzku
dvoch najdlhsich hran rovnd 1.5-nésobku ich nominélnej dizky. Kedze existuji az
dve hrany, ktoré st sucastou najkratsej cesty a ich nomindlna dlzka je na tejto
ceste druhd najdlhsia, existuje nekoneéne mnoho moznosti ako méze byt neistota
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medzi tymito dvoma hranami rozdelena. V kazdom rozdeleni vsak plati, Ze hrana
medzi I.P. Pavlova a Mistkom je uvazovana s dlzkou 1.5 x 260 = 390, zbytok
neistoty je lubovolne rozdeleny medzi hranou z Masarykovho nddrazi na Florenc
a hranou z Mistku na Ndrodni tridu. Vidy teda plati, ze stcet dlzky tychto dvoch
hran je 250 x 1.5+250 = 625. Teda aj v tomto pripade dokédZeme po takejto tvahe
spocitat optimalnu hodnotu tejto najkratsej cesty. T4 je rovna 1780.

Polozime teraz I' = 3 a na obrazku [3.3| pozorujeme tvar najkratsej cesty. Vi-
dime, ze pre tito hodnotu uz bola neistota znizena pre niektoré hrany. Su to
prave najdlhSie hrany, ktoré su sucastou najkratsej cesty, idice z Masarykovho
nddrazi na Hlavni nddrazi a z VySehradu na Karlovo ndmesti. Ich dl7ka je teda
rovné 1.1-ndsobku ich nomindlnej dizky. Zbytok neistoty sa rozdelil do ostévaji-
cich najdlhsich hrén, pricom najkratsia hrana, ktorej dizka je uvazovana rozna
od nomindlnej dizky, je hrana s dizkou 140 medzi Hlavnim nddraZim a Muzeom.
Désledkom toho, Ze sme upravovali neistotu prave pre dve hrany, je jej dlzka uva-
7ovand ako 1.3-ndsobok jej nominalnej dlzky. Optimélna hodnota je teda rovné
2x404-1.5x150+1.1x47041.3x 140+1.5x1454+1204+90+1.1 x 3054120 = 1887.
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Obr. 3.3: Najkratsia cesta z Olsanského nameésti na Ndarodni tridu pre I' = 3.
Hrany svetlomodrej farby nie sa stcastou najkratsej cesty, hrany inej ako svet-
lomodrej farby vzdy tvoria sucast najkratsej cesty. Hrany zelenej farby znacia
hranu, ktorej dlzka je rovné jej nomindlnej dlzke a jej neistota nebola upra-
vovana. Hrany zltej farby oznacuji hrany, ktorych neistota bola upravovana za
poplatok ¢;; = ¢ a plati pre ne d;; = 1.1d;j. Tmavomodra hrana je hrana, ktorej
neistota nebola upravovana, avsak kvoli hodnote I' = 3 a tprave neistoty inych
hrén tvoriacich najkratsiu cestu plati d;; = 1.3d_ij. Cervend hrana je hrana, ktorej
neistota nebola upravovand a plati pre takuto hranu plati rovnost d;; = 1.5d_ij.
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Poslednou hodnotu, pre ktori spravanie najkratsej cesty vysetrime, je hodnota
I' = 5. Tato hodnota sa ukazuje byt tak vysoka, ze je vyhodné znizovat neistotu
pre kazdu z hran, ktoré si sicastou najkratsej cesty. Tvar najkratsej cesty mozeme
sledovat na obrazku[3.4] Vidime, Ze tato cesta dokonca vedie iplne inymi vrcholmi
ako v predoslych troch pripadoch. Dovodov, preco je prave tato cesta najkratsia,
je hned niekolko. Jednym z nich je fakt, ze pre takto vysokd hodnotu I' je vyhodné
hran ako tomu bolo v predoslych pripadoch. Je teda vhodné volif cestu s mensim
poc¢tom hran. Druhym hlavnym dévodom je, Ze hrany, ktoré su sucastou tejto
najkratsej cesty maju vysoké nomindlne ohodnotenie, a teda rozhodnutie znizit
neistotu prave pre niektori z nich znizuje hodnotu tcelovej funkcie vyrazne viac
ako tomu je pre hrany s malou nomindlnou dizkou, pretoze pomer dizky k cene
za znizenie neistoty je v pripade nominalne kratkych hran nepriaznivy.

Poslednym faktom ktory, je nutné si uvedomit je, ze v pripade kedy neistota
prislusna k hrandm nedosahuje hodnotu I', zvysenie tejto hodnoty uz nema vplyv
na optimalne riesenie tilohy. Nasli sme teda optimalnu hodnotu a najkratsiu cestu
k tomuto rieseniu pre kazdé I' > 5. Optiméalna hodnota sa teda pre kazdi hodnotu
I’ > 5 spocita ako 4 x 40 + 1.1 x (355 + 320 + 650 + 250) = 1892.5.

oNay. trida
20 N
o Mustek ® Karlovo nam.
650 \%b AOO tg%\ Y
320 30 120 i ps Pg\gova ® Vysehrad
%66 ® Flora )Oa\bfg "2370
Wuzeum
©.Olsanske nam. 30 J- Jiriho z Podebrad
Pe A o
>, N- Namesti Miru
470 ol nadrazi M-Masarykovo nadrazi
WS
(&
®Tlorenc

Obr. 3.4: Najkratsia cesta z Olsanského namesti na Ndrodni tridu pre I' > 5
. Hrany svetlomodrej farby nie st sicastou najkratsej cesty, hrany zltej farby
su sucastou najkratSej cesty a oznacuju hrany, ktorych neistota bola
upravovand za poplatok c a plati pre ne d;; = 1.1d_2-j.
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3.4 Zhrnutie

V numerickej studii sme sa zamerali na spravanie najkratsej robustnej cesty
pre rozne hodnoty ceny c;; za zniZenie neistoty a pre rézne hodnoty konstanty I',
ktord urcuje ako silny vplyv neistoty moze (nejaki) cestu postihnit.

V pripade kedy sme menili hodnotu konstanty ¢ = ¢;; sme overili fakt, Ze s
rasticou hodnotou ¢ pre fixné I' a ~;; rastie aj hodnota optimélneho rieSenia.
Hodnota optimalneho riesenia sa vsSak zvysSuje len do momentu, kym nie je po-
platok za znizenie neistoty pre kazdu z hréan tak vysoky, ze uz viac nie je vyhodné
znizovat neistotu pre ziadnu z hran. Poznamenali sme, Ze v pripade konstantného
poplatku za zniZenie neistoty moze byt vyhodné znizovat neistotu prave pre hrany
s dlhsim nomindlnym ohodnotenim.

V druhom pripade sme riesili vplyv konstanty I' na spravanie najkratsej cesty.
Ukéazali sme, ako tuto ulohu reprezentovat v pripade, kedy chceme najst naj-
kratsiu cestu bez akéhokolvek vyskytu neistoty a poznamenali sme, ze v takom
nastaveni je iloha zhodnd s hladanim najkratsej nominalnej cesty. Podobne ako
v predoslom pripade plati, Ze s rastiicou hodnotou I' rastie aj optimalna hod-
nota rieSenia. Na rozdiel od predoslého pripadu vsak narast hodnoty I' motivuje
k znizovaniu neistoty pre viac a viac hran (pre rozumné hodnoty c¢;;) az do mo-
mentu, kedy je hodnota I' tak vysoka, ze je vyhodné neistotu znizovat pre kazdua
z hran. Poznamenali sme, ze ak takato situacia nastane, optimalna hodnota sa
uz s rasticou I' nebude menit.

Na ¢o vsak v tejto numerickej studii uz nebol priestor, bolo vysSetrenie spra-
vania najkratsej cesty pre rozne hodnoty konstanty «;;. Nie je vSak tazké si uve-
domit, Ze pre hodnotu 7;; = v = 0 tato dloha prestane byt zavisla na rozhodnuti,
kedZe rozhodnutia pre takéto nastavenie v nemaju ziadny efekt na ovplyvnenie
neistoty. Pre fixné I' a ¢;; by teda tato tloha dosahovala zo vsetkych pripustnych
hodnot pre 7y najvécsie hodnoty tucelovej funkcie. Naopak pre hodnotu v;; = v =1
dostavame moznost za poplatok ¢;; absolitne eliminovat neistotu pre hranu (¢,5),
¢o by viedlo k najmensim hodnotam tucelovej funkcie. Touto tivahou si dokazeme
priblizne predstavit efekt konstanty + na spravanie najkratsej cesty. Plati, Ze s ras-
ticou hodnotou 7 bude pre fixné (a rozumné) hodnoty I' a ¢;; optimalna hodnota
klesat.
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Zaver

V praci sme predstavili problém robustnej linedarnej optimalizacie s neistou
zavislou na rozhodnuti. Jeho zjednodusenti podstatu sme vysvetlili na probléme
hladania najkratsej cesty s neistou dizkou hran zavislej na rozhodnuti. Naznaéili
sme, ze ulohy robustnej optimalizacie zavislej na rozhodnuti st vo vSeobecnosti
NP-tuplne, a teda v praxi pre velké problémy len fazko riesitelné. Pre klasicky
tvar tychto problémov sme s pomocou ¢lanku [5] zaviedli dve reformulécie tejto
tlohy. Tieto reformulédcie sme nasledne aplikovali na problém hladania najkratsej
cesty v grafe s neistou dlzkou hrén. Ziskali sme tak dve formuldcie tlohy hladania
najkratsej robustnej cesty v grafe, ktoré mozno pouzit pri rieseni takychto tiloh
pomocou vypocetnych softwarov. V numerickej studii sme sa obmedzili na pou-
zitie jednej z tychto metod a pri rieseni praktickych tloh sme pouzili software s
nazvom AMPL urceny na rieSenie optimaliza¢nych tloh. Pri rieseni praktickych
tloh sme nasli chybu v tvare tcelovej funkcie nami pouzitej formulacie a pred-
viedli sme jej upraveny tvar. Pre dva rozne grafy sme sa zamerali na spravanie
prislusnych robustnych najkratsich ciest zavislych na rozhodnuti. Jeden z tychto
dvoch grafov predstavoval graf prazskej mestskej hromadnej dopravy, ¢im sme
lepsie priblizili ako aplikovat rieseni problematiku do redlneho sveta. Pri hladani
najkratsich robustnych ciest pre tieto grafy sme sa zamerali na vplyv zmeny hod-
not konstant v pociatocnych nastaveniach tlohy. Ukézalo sa, Ze nastavenie tychto
pociatocnych hodnot hra klucova rolu v tvare optimalneho riesenia a optimalnej
hodnoty. Zistili sme, Ze uz mala zmena v ich hodnotach moéze celkom zmenit tvar
rozhodnuti vedtcich k optimalnemu rieseniu a dokonca aj cely tvar najkratsej
cesty.
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