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Abstrakt: Tato prace se zabyva zobecnénym Wilcoxonovym testem a jeho pou-
zitim pro cenzorovana data. V tvodni ¢asti je popsan standardni jednovybérovy
a dvouvybérovy Wilcoxontv test a jejich zdkladni vlastnosti, dale jsou popsana
cenzorovana data a metody cenzorovani. Hlavni c¢ast prace se vénuje predsta-
veni zobecnéného Wilcoxonova testu a jeho vlastnostem. Nejprve je popsan test
pro cenzorovana, nasledné i pro dvojité cenzorovana data. Zavér prace je véno-
van praktické casti, ve které jsou pomoci simulaci ukazany statistické vlastnosti
testu. Prvni priklad porovnava zobecnény test se standardnim dvouvybérovym
Wilcoxonovym testem, druhy priklad sleduje, jak mira cenzorovani ovliviiuje silu
a hladinu zobecnéného testu.
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Abstract: This paper deals with the generalized Wilcoxon test and its use for
censored data. The introduction describes standard one-sample and two-samples
Wilcoxon tests and their basic properties, censored data and methods of censo-
ring. The main part of the paper is devoted to the introduction of the generalized
Wilcoxon test and to its properties. First, a test for singly-censored data is de-
scribed; the description of a test for doubly censored data follows. The paper
concludes with a simulations part in which statistical properties of the test are
demonstrated. The first example compares the generalized test with the standard
two-samples Wilcoxon test. The second example shows how the censoring rate
affects the power and significance level of the generalized test.
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Uvod

Tato prace se zabyva zobecnénym Wilcoxonovym testem, ktery lze pouzit v
pripadé, kdy analyzovana data obsahuji i data cenzorovana. K cenzorovani dat
muze dochézet v mnoha riiznych odvétvich. Jednim z nich jsou naptiklad 1ékai-
ské klinické studie, u kterych z ¢asovych ¢i financénich divodt nelze dopozorovat
vSechny jedince a ziskana data jsou tedy nekompletni. Jednim z moznych pii-
stupti je nekompletni cenzorovana data ze studie vynechat, ale jak si ukdzeme ve
treti kapitole na provedenych simulacich, pfipravili bychom se tim o znac¢nou ¢ast
informaci. Z tohoto divodu je velmi uziteéné vénovat se metodam, které cenzo-
rovand data zpracovavaji a pouzivat statistické testy, které s témito daty uméji
pracovat.

Préace je rozdélena do tii kapitol. V prvni kapitole je predstaveny jednovy-
bérovy a dvouvybérovy Wilcoxontv test, ze kterého zobecnéni vychazi a jsou
popsana cenzorovana data a rizné metody cenzorovani. Ve druhé kapitole je
predstavena zobecnénd varianta Wilcoxonova testu, nejprve pro cenzorovana, na-
sledné pro dvojité cenzorovana data. Posledni kapitola se vénuje simulac¢ni studii,
na které jsou ukazané statistické vlastnosti testu.

Tato prace predpoklada zakladni znalost matematické statistiky a zakladnich
principu testovani hypotéz.



1. Wilcoxonuv test

V této ¢éasti predstavime nejprve jednovybérovy, posléze i dvouvybérovy Wil-
coxonuv test, jehoz zobecnéni je hlavni napln prace. Vychazime zde predevsim
z Omelka (2019).

Jednovybérovy i dvouvybérovy Wilcoxonuv test jsou ptiklady tzv. neparame-
trickych testi. Vyhoda téchto testit spo¢iva v tom, Ze pro praci s nimi nemusime
znat konkrétni typ rozdéleni, ze kterého pochézeji analyzovana data. Jejich tes-
tové statistiky byvaji casto zalozeny na poradi ndhodnych veli¢in v nahodném
vybéru, pripomeneme tedy definici.

Definice 1. Méjme X,,...,X,, ndhodny vybér ze spojit¢ho rozdéleni a Xy <
X < -+ < X uspordadany ndhodny vyber, kde Xy znaci k-tou nejmensi
hodnotu mezi X1, ...,X,. Poradim ndhodné veliciny X; ve vgberu X4,...,X, ro-
zumime prirozené cislo R; takové, Ze X; = X(g,).

Dalsi vyhodou neparametrickych metod zalozenych na poradi je to, Ze nejsou
prilis citlivé na odlehld pozorovani, napiiklad na rozdil od testi, jejichz testové
statistiky vyuzivaji vybérovy priumér. Naopak nevyhodou je, ze pokud bychom
znali konkrétni rozdéleni dat, mtize mit Wilcoxoniv test ve srovnani s jinymi
parametrickymi testy mensi statistickou silu.

1.1 Jednovybérovy Wilcoxonuv test

Necht X, ..., X, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s hustotou f, ktera
je symetrickd kolem bodu 9, tj. plati f(6 — x) = f(0 + x) pro z € R. Pravé
z predpokladu symetrické hustoty X; plyne, ze stfed symetrie § je roven medidanu
m. V pripadé, kdy existuje kone¢na sttedni hodnota u, pak také u = d. Konecnost
stfedni hodnoty vsak obecné nepredpokladame. Jednovybérovy Wilcoxonuv test
je urcen k testovani hypotézy Hy: 0 = dg proti alternative Hy: § # &g, kde dg je
predem dana konstanta.

Definujme ndhodné veli¢iny Z;:= X; — dy. Testova statistika jednovybérového
Wilcoxonova testu ma pak tvar

W, = Z Ria
iel
kdeI={ie{l,...,n}:Z;, >0} a R, je poradi | Z;| mezi |Z4|,...,|Z,]| .
D4 se ukazat, ze za platnosti nulové hypotézy plati nasledujici vztahy

oW, — n(n:—l)’ var(W,) — n(n + 12)fl2n +1)

a testova statistika Wy je asymptoticky normélni
Wy —EWs 4

var(Wy) "7

s N(0,1).

Diky tomu dostavame asymptotické rozdéleni statistiky za platnosti Hy:

_ s 4 as,
Un = n(n+1)(2n+1) N(0,1).
24
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Odtud ziskdme kritické hodnoty asymptotického testu a zamitdame nulovou hy-
potézu Hy < |U,| > ui-a .

1.2 Dvouvybérovy Wilcoxonuv test

Meéjme dva na sobé nezavislé ndhodné vybéry Xi,..., X, a Yy,...,Y,,, po
radé s distribuc¢nimi funkcemi Fx a Fy. Nasim cilem bude tyto dvé distribuéni
funkce porovnat. Nejprve budeme uvazovat, ze Fx a Fy jsou spojité a plati pro
né tzv. model posunuti v poloze, tj.

HéeRin(l’):Fy<x—5) Vo € R.

Parametr, ktery testujeme je zde pravé parametr posunuti 6. Uvazujme hypotézu
Hy : 6 = 0 proti alternativée H; : § # 0. Za platnosti nulové hypotézy jsou rozdeé-
leni ndhodnych vybért totozna, rovnaji se tedy jejich medidany a v pripadé, kdy
existuji stfedni hodnoty také EX = EY. Dvouvybérovy Wilcoxontiv test lze za
platnosti modelu posunuti chapat jako test rovnosti medidant a stfednich hod-
not. Muzeme vsak uvazovat i obecnéjsi model, ktery pouze predpoklada spojitost
distribu¢nich funkci Fx a Fy. Potom testujeme hypotézu H, : Fx = Fy proti
alternativée H; : Fix # Fy. V tomto ptipadé vsak nemiizeme nic rozhodnout o me-
dianech ani strednich hodnotach rozdéleni, pouze mtzeme urcit zda se distribucni
funkce rovnaji ¢i nikoli. VSimnéme si, ze za platnosti nulové hypotézy jsou oba
vyse popsané modely totozné.

Testovou statistiku dvouvybérového Wilcoxonova testu mizeme zapsat ve tvaru

n
Wn,m = Z Ria
i=1
kde Ry, ..., R, jsou poradi nahodnych veli¢in X, ..., X, ve sdruzeném nahodném

vybéru Xq,..., X, Y1,..., Y.
Podobné jako u jednovybérového testu se da snadno ovérit, ze za platnosti nulové
hypotézy je

nm(n +m + 1)
12

1
EW,m = n(n+2m—i—)’ Var(anm) —

a plati
Wn,m - [EWn,m d

7
var(W, ) ™M

N(0,1).

Mizeme tedy zapsat asymptotické rozdéleni testové statistiky za Hy:

an — nlotmtl) as
Unm: 7 2 ~ N(O,l)
’ nm(n+m+1)
12

Nulovou hypotézu H, zamitdme < |U, .| > ui-s .



1.2.1 Mann-Whitneyho formulace

Dvouvybérovy Wilcoxoniv test muzeme formulovat i pomoci tzv. Mann -
Whitneyho statistiky, kterd ndm pocita, kolikrat napozorované hodnoty z dru-
hého vybéru prekro¢i hodnoty z prvniho vybéru, pokud bychom vybéry spojili
do jednoho sdruzeného. Je definovana jako

i=1 j=1

Mezi testovou statistikou klasického dvouvybérového Wilcoxonova testu W), ,,
a statistikou Wy existuje linedrni vztah, testy za pouziti téchto statistik jsou
tedy ekvivalentni. Jak presné vypadd vztah mezi statistikami ndm udéava nasle-
dujici véta.

Véta 1. Pro testové statistiky Wi, ., a Wy, plati vztah

n(n—i—l).

Wim + W:{m =nm + 5

Diikaz. Chceme ukéazat, ze

n(n—i—l)'

S>RA4Y DY 1{Xi<Y;}=nm+ 5

=1 i=1j=1

Z definice poradi plyne, ze

o= 1{X € X} +301{Y; < X}

j=1 j=1

Dostavame tedy

=1

zn: Xn:]l{X <X}+21{Y <X})+§:§:1{X <Y;}
iiﬂ{X <X}+ZZJL{Y <X}+§nj211{x <Y;}

1 lel =1 j=1
=1 j=1 i=1j=1

zn:i]l{X(j <Xl)}—I—ZZI—Zz+nm—<n2+1>+nm,

=1 j5=1 1=1j5=1

coz jsme chtéli dokazat.



1.3 Cenzorovana data

Dvouvybérovy Wilcoxontv test budeme zobecnovat pro pripad, kdy nase data
budou obsahovat i data cenzorovana. Nejprve si tedy vysvétlime, co to cenzoro-
vana data jsou, jak vznikaji a jaké typy rozlisujeme.

Ve statistice ¢asto analyzujeme data, ktera nam udavaji dobu ¢ekani na vyskyt
néjaké udélosti. S témito daty se mizeme setkat v riiznych oborech, jako napriklad
v mediciné, pramyslu ¢i ekonomii. V mediciné jsou bézna pri lékarskych studiich,
kdy sledujeme cas do objeveni priznaki jisté choroby, ve strojirenstvi mizeme
zaznamenavat cas, kdy dojde k porouchani stroje. Nékdy se ovsem muze stat,
ze nase data budou obsahovat i jedince, u kterych nelze presné urcit, kdy k této
pozadované udalosti doslo. Vime pouze, v jakém Casovém intervalu to bylo. Tato
data pak nazyvame cenzorovand. Podle toho, jakym zptisobem k cenzorovani doslo
rozliSujeme cenzorovani zprava, cenzorovani zleva a intervalové cenzorovani. V
této Casti vychazime z Klein a Moeschberger (2003).

1.3.1 Cenzorovani zprava

Cenzorovani zprava vznikda v momenté, kdy nemuzeme pozorovat vsechny je-
dince az do vyskytu udalosti. Vime pouze, jak dlouhou k udéalosti nedoslo, ale
kdy presné nastala uz nejsme schopni urcit. Podle metody cenzorovani rozlisu-
jeme cenzorovani typu I a typu II. V nésledujicim odstavci si vysvétlime oba typy,
ale v praci se nasledné budeme zabyvat pouze cenzorovanim typu I, konkrétné
jeho zobecnénou variantou.

Il Il
T T

0 c. 1
doba pozorovani vyskyt
udalosti

Obréazek 1.1: Casova osa znazornujici cenzorovani zprava.

Cenzorovani typu I

P1i klinickych studiich se ¢asto stava, ze z ekonomickych, pripadné ¢asovych
divodt je potieba studii ukoncit jesté predtim, nez pozorovana udalost nastane
u vSech jedincti. Ozna¢me cas ukonceni studie C,. V pripadé, kdy pozadovana
udalost nastala pred timto ¢asem, zname presny udaj, v opacném pripadé pouze
cas cenzorovany. Pokud by vsichni pacienti vstoupili do studie zaroven, v jeden
konkrétni spolecény cas, byl by i cenzorovany ¢as u vsech pacienti totozny. My
ovsem budeme uvazovat, ze pacienti mohou do studie vstupovat pribézné, cenzo-
rované casy jednotlivych pacienti jsou tedy individualni. Tento typ cenzorovani
nazyvame zobecnéné cenzorovani typu I. Cas C,. vSak nemusi reprezentovat pouze
cas ukonceni studie. V pribéhu naseho pozorovani mohlo dojit k jiné mimoradné
udalosti, kterda ndm znemoznila jedince dale pozorovat, pacient mohl naptiklad
prestat dochazet na pravidelné kontroly.
Obecné muzeme tato data reprezentovat dvojici (7;,6;), kde T; je ndhodna veli¢ina
a 0; je tzv. indikdtor cenzorovani, pro ktery plati o; = 1, pokud zname ptesny
casovy udaj a k vyskytu uddlosti doslo pred casem C, a §; = 0, pokud doslo k
cenzorovani. Plati T;=min(X;,C,), kde X, je pfesny cas i-tého jedince.



Cenzorovani typu II

Uvazujme studii, do které jsme zahrnuli n jedinct. Zvolime si pevné dané
prirozené ¢islo r takové, ze r < n. Studie pobézi do té doby, dokud nedojde
k selhani u prvnich r jedincl, poté studii ukonc¢ime a vyhodnotime. Tento typ
cenzorovani se pouziva napriklad pri testovani zivotnosti rtiznych stroji, kdy by
mohlo byt velmi casové a finanéné narocné cekat, nez dojde k selhani u vsech
kusti.

Priklad

Uvedme kratky priklad, na kterém si ilustrujeme cenzorovani zprava. Budeme
mit 5 pacientil, u kterych se postupné projevi priznaky jisté choroby. Témto pa-
cientim podame 1€k, ktery priznaky okamzité zmirni a budeme sledovat, za jak
dlouho se dané priznaky opét objevi. Nase studie bude probihat po dobu 8 tydnt,
tedy C, = 8. Na zacatku studie budeme mit 2 pacienty A a B, v tfetim tydnu
vstoupi do studie pacient C, ve ¢tvrtém tydnu pacient D a jako posledni pacient E
v patém tydnu. Nejdiive k vyskytu udalosti, tj. k znovuobjeveni priznaki, dojde
u pacienta A ve ¢tvrtém tydnu, potom u pacienta C, a to v Sestém tydnu. V sed-
mém tydnu se pacient E rozhodne studii opustit. U pacienti B a D k vyskytu
udalosti po celou dobu trvani studie nedojde. Data, kterd jsme ze studie ziskali,
budeme reprezentovat dvojici (7;,6;), kde T; je naméreny Cas a ¢; indikator cenzo-
rovani. Jak vypadaji napozorovana data v nasem konkrétnim pripadé je uvedeno
v Tabulce 1.1.

Pacienti A B C D E

Data (4,1) (8,0) (3,1) (4,0) (2,0)

Tabulka 1.1: Napozorovanid data uvedend ve tvaru (7;,4;), i = 1,...5.

Pro lepsi predstavu miizeme cenzorovani znazornit i graficky.

E o X udalost E—
® cenzorovani !
D A )
3
2 ¢ _x
©
o

Doba trvani studie

Obrazek 1.2: Grafické znazornéni nasbiranych dat, u kterych doslo k
cenzorovani typu I zprava.



1.3.2 Cenzorovani zleva

Cenzorovani zleva je analogické cenzorovani zprava jen s tim rozdilem, ze dana
udalost u jedince nastala jesté predtim, nez jsme ho zacali pozorovat. Nevime tedy
kdy presné k uddlosti doslo, vime jen, Ze to bylo pred c¢asem C; (pocéatecni ¢as
pozorovani). Data muZzeme opét reprezentovat pomoci dvojice (T;,w;), kde w; je
identifikator cenzorovani a pro ndhodnou veli¢inu 7; plati T;=max(X;,C;), kde
X, je presny cas i-tého jedince.

Il Il
T T

3 Ci
vyskyt doba pozorovani
udalosti

Obrazek 1.3: Casové osa znazornujici cenzorovani zleva.

1.3.3 Intervalové cenzorovani

Intervalové cenzorovani je zobecnénim pravého a levého cenzorovani. Vznika
v ten moment, kdy vime, Ze presny udaj X; spadd do né&jakého intervalu (L;, R;].
V praxi se s timto typem cenzorovani setkavame naptiklad pti pravidelnych kon-
trolach pacienta. Pokud u pacienta dojde k objeveni priznaki, které u posledni
kontroly jesté nemél, zndme pouze casovy interval. Kdy presné k vyskytu doslo
uz nejsme schopni urcit.

] I
1 i

sledované obdobi vyskyt sledované obdobi
udalosti

Obrézek 1.4: Casova osa znazornujici intervalové cenzorovani.



2. Zobecnény Wilcoxoniiv test
pro cenzorovana data

Dvouvybérovy Wilcoxonuv test muzeme zobecnit pro pripad, kdy nase data
budou obsahovat pravé data cenzorovana. Toto zobecnéni bylo predstaveno v
Gehan (1965b). Uvazujme klinickou studii, ve které chceme porovnat dvé alter-
nativni lé¢by a jejich schopnost prodlouzit délku zivota pacienti. U kazdého pa-
cienta budeme zaznamenavat jeho délku zivota po zahajeni 1écby, tedy po vstupu
do studie. Pacienti vstupuji do studie prubézné a jsou nahodné rozdéleni do dvou
skupin, jedné skupiné bude aplikovana lécba A, druhé skupiné 1é¢ba B. Predpokla-
dejme, ze n pacientum byla pritazena lécba A, m pacientim lécba B. Po uplynuti
predem stanoveného casu C, studii ukon¢ime a vyhodnotime. Mohly nastat 2
moznosti. Bud pacient jiz zemiel a zname presny tudaj o délce jeho Zivota, nebo
je pacient stéle nazivu a zndme pouze cenzorovany ¢as (doba, kterd uplynula od
vstupu pacienta do studie az po cas C,.). Pravé fakt, Ze pacienti mohou vstupovat
do studie prubézné, nikoli v jeden spolecny okamzik, nam tika, Ze cenzorované
casy se mohou lisit. Jedna se tedy o zobecnéné cenzorovani typu I zprava.

Napozorovana data:

’ ’ /. v o
Xi,....X, 7, cenzorovanych casu l6éba A
Xy 41y--Xn N — 1, presnych cast ’
’ ! 7 v o
Yy,....,Y, 7, cenzorovanych casi 1éba B
Y, +1y,Ym m — 1, presnych cast ’

. v ’ /7 . ’ Ve . o ’ ! v ’
kde X;,Y; jsou presné udaje o délce zivota pacientu, X;,Y; Casy cenzorované.
Teoretické tdaje o délce zivota jsou z distribucnich funkei Fy(z), Fa(y), které
mohou byt diskrétni nebo spojité. Uvazujme nulovou hypotézu

Hy: Fi(t) = F(t) (t <))
a jednostrannou alternativu
Hy: Fi(t) < Fy(t) (t <),
nebo oboustrannou alternativu
Hy : Fi(t) < F5(t) nebo Fi(t) > Fy(t) (t < C,).

V pripadé klinické studie popsané vyse se da nulova hypotéza H, interpretovat
tak, ze 1écby A a B jsou stejné efektivni, alternativa H; tak, ze 1écba A je efek-
tivnéjsi nez B a alternativa H, ze efektivnéjsi je jedna z léceb, nespecifikujeme
jestli A nebo B.

Definujme ndhodné veliciny Uj;:

—1 Xi< ijz§Y7
Uj=40 Xi=Y; vV (X)Y]) V X;<Y; V ¥/ <X
1 X;>Y;, Vv X, >,

9



Vsimnéme si, Ze relevantni jsou jen ta porovnani, kdy u obou pacienti zndme
presny udaj nebo kdyz pacient s cenzorovanym casem zil déle, nez pacient s
presnym casem.

Testovou statistiku zobecnéného Wilcoxonova testu miizeme zapsat ve tvaru

m

=17

=1 4=1

V pripadé, kdyby zadnd data nebyla cenzorovand a nenapozorovali jsme zadné
shody, je zobecnény test ekvivalentni klasickému dvouvybérovému Wilcoxonové
testu s testovou statistikou W), ,,. Jak presné bude vypadat vztah nam udava
nasledujici véta.

Véta 2. Plati vztah
W+ 2W, . = m(n +m +1).

Diikaz. Testovou statistiku W miizeme ekvivalentné zapsat jako

W= S U, = SN (X > V) - 1K < ).

i=1j=1 i=1j=1

Z definice poradi dale plyne, ze

3 (Srmevpe Sax vy,

Potom
ii(ﬂ{X > Vi = 1{X; <Yj}) + i(i SY}+211{X <Y}>

m

:iin{x SV oSN <Y,

1j5=1 i=1j=

Y; <Y}

)RS S AN ol SF B AR

J:]_z:]_ 1= 1] 1

#2331
iim v

23 Y 1Y) <V =X Y 1{Xi>Y; v X, <Y}
j=1i=1 i=1j=1

—i—QZZJl{Y(i) gY(j)}:nm—irQZj:nm—l—m(m—l—l)
j=1i=1 j=1

=m(n+m+1)

2.1 Statistické vlastnosti

V této podkapitole uvedeme, jak vypadaji momenty testové statistiky W a
ukazeme, zZe statistika je asymptoticky normalni.
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2.1.1 Stredni hodnota a rozptyl

Predpokladejme, ze plati nulova hypotéza Hjy. Potom ze symetrie ndhodné
veli¢iny U;; ihned plyne, ze E(W|H,) = 0.
Pro vypocet rozptylu budeme potiebovat napozorovana data usporadat do gra-

fického schématu P, jehoz ¢asti pak vyuzijeme ve vzorci. Dany rozptyl pak bude
timto schématem podminén, budeme jej znacit var(W|Hy,P).

Algoritmus pro vytvoreni schématu P:

1. Spojime vSechna pozorovani z obou vybért do jednoho sdruzeného vybéru,
ktery oznacime S = (S1,...,Snim) .

2. Z nahodného vybéru S vybereme hodnoty necenzorovanych casu, seradime
je podle velikosti a vytvofime z nich vektor Z = (Zi,...,Z,)". Pokud je
v S vice necenzorovanych pozorovani se stejnou hodnotou, ve vektoru Z
bude hodnota vzdy jenom jednou.

3. Proi=1, ..., s ozna¢me

n+m

j=1

4. Proi=1, ..., s oznacme [; pocCet cenzorovanych ¢ast , jejichz hodnoty jsou
vétsi nebo rovny Z;, ale zaroven jsou mensi nez Z; 1.

Timto zptisobem muzeme reprezentovat libovolnou sadu napozorovanych dat.

my

ms

ls

Obrazek 2.1: Grafické zndzornéni schamatu P.

V pripadé, kdy se objevi cenzorovany c¢as jesté pred prvnim presnym casem, bu-
deme uvazovat m; = 0.
Nyni uvedeme kratky priklad, na kterém si postup demonstrujeme.

Priklad
Mé&jme dva ndhodné vybéry X = (3,6,8+,10)", Y = (4+,7+,10,12+) ", kde +
znaci cenzorovani. Vytvoreni schématu P:

11



1. Spojime vybéry do jednoho spole¢ného, S = (3,6,8+,10,4+,7+,10,12+)".
2. Sefadime unikdtni necenzorované ¢asy, Z = (3,6,10)".

3. Hodnota 3 se ve vybéru S vyskytuje pouze jednou, hodnota 6 také jednou
a hodnota 10 dvakrat, tedy m; =1, ms = 1, m3 = 2.

4. Pouze cenzorovany cas 4+ je vétsi nez Z; (= 3) a zaroven mensi nez Z,(= 6),
tedy l; = 1. Mezi Zy a Z3(= 10) lezi casy 7+ a 8+, proto Iy = 2. Posledni
cenzorovany ¢as 12+ je vétsi nez Zs, tedy opét I3 = 1.

1

I

1
1

N

2

2

I

1

Obrazek 2.2: Schéma P pro vybéry X = (3,6,8+,10)", Y = (4 +,7+,10,12+)".

Ted uz mizeme uvést vzorec pro vypocet rozptylu testové statistiky W.

nm s s
Val"(Wl 0, ) (n+m)(n+m_1>{ lm 1( 1+ )+; ( + )

1=

+ Zmz(n%—m— Mz - Li_l)(n+m—3Mi_1 —m; — Li—l — 1)},

i=1
kde
J
M; = Zmi, pro My =0,
i=1

J
aLj :le, pro LOZO

=1

Podrobné odvozeni je uvedeno v Gehan (1965b).

2.1.2 Asymptoticka normalita

Ukazeme, ze testova statistika W se stiedni hodnotou 0 a rozptylem var(W|H,,P)
ma za platnosti nulové hypotézy asymptoticky normované normalni rozdéleni. Vy-
uzijeme toho, ze statistika W ma tvar dvourozmeérné U-statistiky a tato statistika
je asymptoticky normélni (Lehmann, 1951). Nejprve definujme dvourozmérnou
U-statistiku.
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Definice 2. Necht Xy,...,X,,Y1,...,Y,, jsou nezdvislé ndhodné vybéry X, =
(XM XD v = (Y(l) Yﬁm) z rozdélend s distribucnimi funkcemi Fx, (x),Fy,(y),

«

kde v, = (z\V,2@), y5 = (yé),yﬂ ). Pro ny,m > 1 a redlnou funkci t(X,.Ys) je

statistika I
— > H(X,.Yp)

nm = 5=

o=

dvourozmeérné U-statistika.

Vime, ze pokud pro n — oo existuje lim n/m, E[t(X,,Y3)] je dobfe definovana a
E[t(Xa,Y5)]? < oo, potom je U asymptoticky normaln{ (Lehmann, 1951). Pred-
pokladejme, zZe mame pravdépodobnostni rozdéleni ¢ast vstupu do studie n+m
pacientii. Definujme z, = (m&l),x((f)), a=1,...,n kde 2V = 2;, 2/ (pfesny
¢as,cenzorovany cas) je z F <1>( V) a x(z) je mdlkator cenzorovani (mé hodnotu

1, pokud zname presny tidaj a hodnotu 0, pokud doslo k cenzorovani). Analogicky
pro yz. Nyni definujme

—
—
~—

-1 pro  alP <yy’a (xff),y/(f)) = (L1),
nebo z(l) < yél) a (z, y[(f)) = (1,0),
tH(XaY3) =2% 1 pro z{) > yg) a (mg),yé”) = (1,1),
nebo z(M > yél) a (x(OCQ),yéQ)) = (0,1),
0  jinak.

Potom dostaneme, Ze statistika U je stejnd jako -2-. Protoze E[t(X,,Y3)] je dobre
definovéna a E[t(X,,Y3)]? < oo, je asymptotické rozdéleni U normalni. Plati tedy,
ze

W as.
T % N(0,).
var(W|Hy)
V Gehan (1965b, str. 219) je déle ukézano, ze také
W as.
~ N(0,1).
var(W|Hy,P)
Oznacme W
Z = .
var(W|Hy,P)

Test bude zamitat nulovou hypotézu H ve prospéch alternativy H; < 7Z < —u1_q,
piipadné ve prospéch oboustranné alternativy Hy < [Z] > u;_q.

2.2 Zobecnény Wilcoxonuv test pro dvojité cen-
zorovana data

Nékdy se mize stat, ze nase data obsahuji zdroven data cenzorovana zprava
i zleva. V takovém pripadé mluvime o tzv. dvojité cenzorovanych datech. Jedno-
duchou modifikaci testové statistiky W mizeme odvodit test, ktery bude apliko-
vatelny i na tato data. Test byl popsan v Gehan (1965a).

Predpokladejme, ze méame n + m jedinct, které ndhodné rozdélime do dvou
skupin A a B.
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Napozorovana data:

I I 7 v o
XX, r, zZprava cenzorovanych casu
" 7 v o :
X, i1 X, 4s.  Sn zleva cenzorovanych cast skupina A
Xoytsp+1sesXn N — T — S, presnych cast

1

! ! 4 v o
Yy, Y, rm Zprava cenzorovanych casu
1" " 7 v o :
Y, (10Y, Lo Sm zleva cenzorovanych casu skupina B

Y tsmAlsesYm M — Ty — Sy, Presnych casi

kde X;,Y; jsou pfesné udaje, X; ,Y}' udaje cenzorované zprava a X;',Yj” udaje cen-
zorované zleva. Pozorovani jsou z distribuénich funkei Fi(z), Fa(y), které mohou
byt diskrétni nebo spojité. Predpokladame, ze v obou vybérech se mohou vysky-
tovat vSechny typy dat, jak idaje cenzorované zprava, tak zleva. Budeme testovat

nulovou hypotézu
HO . Fl(t) = FQ(t> (t S CT)?

bud proti jednostranné alternative
Hy: Fi(t) < Fy(t) (t < C,),
nebo oboustranné alternativé
Hy : Fi(t) < Fy(t) nebo Fi(t) > Fy(t) (t < C,),

kde C, je horni limit pro pozorovani.
Definujme Uj;:

Uj=S 1 Xi>Y; vV X; >V, V X, X; >V,

Testovou statistiku zobecnéného Wilcoxonova testu pro dvojité cenzorovana data

muzeme zapsat ve tvaru
n m

wW=3Y U,
i=1 j=1
Za predpokladu platnosti nulové hypotézy plati E(W|Hy) = 0 ze symetrie.
Pro vypocet rozptylu budeme opét potirebovat data usporadat do schématu P,
které je definovano obdobné jako pro pripad jednoduse cenzorovanych dat. Méjme
S = (S1,...,Snem) ! sdruzeny vybér a Z = (Zy,...,7Z,)" sefazené hodnoty
necenzorovanych dat. Proi =1, ..., s ozna¢me

n+m

m; = Z ﬂ{Zi:Sj}’
j=1

l; pocet zleva cenzorovanych casti , jejichz hodnoty jsou mensi nez Z;, ale zaroven
jsou vétsi nez Z;_ 1 a l; pocet zprava cenzorovanych casti, jejichz hodnoty jsou
veétsi nez Z; a zaroven jsou mensi nez Z; 1.
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Obréazek 2.3: Grafické znazornéni schématu P pro dvojité cenzorovana data.

Vzorec pro vypocet rozptylu méa tvar:

nm

var(Wlto, P) = oo =1

) {ZS: mi(Mi—1 + Li)(Mi—1 + Li + 1)

+ Zmz(Mp + fp - Mz - fi_l)(Mp —f—fp - SMi_l - fz-_l - 2& — m; — ].)
1=1
+> Li(My+ Ly, — My — Liy)(My + Ly, — M;_y — Ly — 1)} ;
i=1

kde

J
Mj :Zmi, MOZO,
=1

J
L=Y0 Li-o,
i=1
J
L=l Li=0
i=1
Také plati
W as.
Z = ~ N(0,1).
var(W|Hy,P)

Zamitame tedy nulovou hypotézu Hy ve prospéch alternativy Hy < 7 < —uq_q,,
piipadné ve prospéch alternativy Hy < |Z] > ui_a.
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3. Simulac¢ni studie

V této kapitole si ukdzeme kratkou simulac¢ni studii, na které predstavime
statistické vlastnosti testu. Nejprve zobecnény Wilcoxoniiv test pro cenzorovana
data porovname s klasickym dvouvybérovym Wilcoxonovym testem pro pripad,
kdybychom cenzorované data vynechali a nasledné ukazeme, jak mira cenzorovani
ovliviuje silu a hladinu testu. K simulacim pouzijeme statisticky software R.

3.1 Priklad 1

Budeme simulovat klinickou studii, do které je zapojeno 2n pacientti, n paci-
entum je aplikovana lécba A, zbylym n 1écba B. Studie bude probihat po dobu
50 let, pacienti do ni muzou vstoupit kdykoliv béhem prvnich 20 let od zahé-
jeni. Zaznamenavat budeme délku zivota pacienti od vstupu do studie, tedy po
aplikovani 1é¢by. Po ukonceni studii vyhodnotime a u pacientti, ktefi budou stale
nazivu, dojde k cenzorovani. Nasim cilem je zjistit, zda schopnost prodlouzit délku

.....

Simulaci provedeme nasledovné. Ozna¢me X = (X1,..., X,,)" ndhodny vybér od-
povidajici idajim z prvni skupiny, kterd reprezentuje 16¢bu A, Y = (Yy,...,Y,)"
nahodny vybér ze skupiny druhé s 1lécbou B. Teoretickou délku Zivota pacientt
v pripadé prvni skupiny popisuje distribu¢ni funkce Fx, v pripadé druhé distri-
buéni funkce Fy. V nasem konkrétnim pripadé budeme uvazovat X; ~ Ezp(0.05),
Y; ~ Exp(0.1), i,j = 1, ..., n. Kazdé hodnoté déle ndhodné pfifadime ¢islo vy-
generované z rovnomeérného rozdéleni na intervalu [0,20], které reprezentuje mo-
ment, kdy pacient vstoupil do studie. Pokud teoreticka délka zivota pacienta
prictena k udaji o vstupu do studie presdhne 50 let, nahradime udaj o délce
jeho zivota tdajem pouze o tom, jak dlouho jsme pacienta sledovali a tento cas
oznacime za cenzorovany.

Na tato data pak aplikujeme Wilcoxonuv test a jeho zobecnénou verzi. Jeli-
koz klasicky Wilcoxonuv test neni definovany pro cenzorovana data, pouzijeme
naivni feSeni a tato data jednoduse vynechame. Porovnavat budeme silu obou
testu. Budeme testovat Hy : Fy = Fy proti Hy : Fx # Fy a test provedeme na
hladiné o = 0.05. Ulozime si ptislusné p-hodnoty testii a cely postup zopakujeme
1000krat. Odhad sily pak spocteme jako relativni ¢etnost pripadi, kde jsme hy-
potézu H, zamitli. Tuto simulaci provedeme pro rtzné rozsahy vybéri.

Data, ktera ziskdme z vyse uvedené simulace jsou uvedena v Tabulce 3.1, pro
grafické zndzornéni se miizeme podivat na Obréazek 3.1.

Vidime, Ze zobecnény Wilcoxoniiv test nam dava dobré vysledky, sta¢i mit
v kazdé skupiné priblizné 50 pacientii a vice jak v 80ti procentech pripadu test
spravné zamitne nulovou hypotézu. Oproti tomu vidime, ze pouziti klasického
dvouvybérového Wilcoxonova testu na tento typ studie je absolutné nevhodné.
To je zptisobeno nejenom tim, ze vynechanim cenzorovanych dat si snizime rozsah
vybéru, ale také se tim pripravime o c¢astecné informace, které ndm cenzorovana
data mohla poskytnout.
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Rozsah Wilcoxoniiv test Zobecnény Wilcoxoniiv test

n=10 0.115 0.229
n=20 0.230 0.449
n=30 0.295 0.628
n=40 0.383 0.731
n=>50 0.474 0.820
n=60 0.550 0.883
n="70 0.633 0.948
n=80 0.690 0.964
n=90 0.724 0.985
n=100 0.777 0.989

Tabulka 3.1: Odhad sily Wilcoxonova testu a zobecnéného Wilcoxonova testu
pro
cenzorovand data v pfipadé, kdy X; ~ Ezp(0.05), Y; ~ Exp(0.1).

3.2 Priklad 2

Na této simulaci si ukazeme, jak nam mira cenzorovani ovlivni silu a hladinu
zobecnéného testu. Abychom méli procento cenzorovanych dat presné pod kont-
rolou, cenzorovani zde budeme simulovat pomoci binomického rozdéleni. Nejprve
si nagenerujeme data z exponencialniho rozdéleni, stejné jako v predchozim pri-
klade X; ~ Ezp(0.05), Y; ~ Exp(0.1). Nasledné si nagenerujeme ndhodny vybér
z binomického rozdéleni, ktery nam bude fikat zda se jedna o presny ¢i cenzo-
rovany cas. Zménou pravdépodobnosti ispéchu u binomického rozdéleni budeme
regulovat procento cenzorovanych dat. Poté na data aplikujeme zobecnény Wilco-
xonuv test a stejné jako vyse odhadneme silu testu v zavislosti na rozsahu vybéru.
Ziskané hodnoty jsou uvedeny v Tabulce 3.2, prislusny graf na Obrazku 3.2.

Rozsah 10% 20% 40% 50% 70% 80%
n=10 0.210 0.183 0.148 0.110 0.050 0.019
n=20 0.422 0.361 0.274 0.240 0.149 0.084
n=30 0.564 0.519 0.412 0.345 0.199 0.129
n=40 0.680 0.612 0.507 0.444 0.301 0.214
n=50 0.783 0.724 0.607 0.533 0.326 0.223
n=60 0.859 0.806 0.671 0.607 0.386 0.256
n="70 0.919 0.884 0.784 0.705 0.461 0.320
n=80 0.956 0.929 0.839 0.749 0.477 0.346
n=90 0973 0.953 0.871 0.792 0.543 0.391
n=100 0.980 0.965 0.899 0.837 0.605 0.432

Tabulka 3.2: Odhad sily zobecnéného Wilcoxonova testu pro rizna procenta
cenzorovanych dat a rozsahy vybérta, X; ~ Ezp(0.05), Y; ~ Exp(0.1).
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Obrazek 3.1: Porovnani sily Wilcoxonova testu a zobecnéného Wilcoxonova testu.
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Obrézek 3.2: Sila zobecnéného Wilcoxonova testu v zavislosti na rozsahu vybéru
pro rizna procenta cenzorovanych dat, X; ~ Ezp(0.05), Y; ~ Ezp(0.1).
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Vidime, ze ackoli pro vyssi procento cenzorovanych dat ma zobecnény test
nizsi silu, ve vsech pripadech se zvysujicim se rozsahem vybéru sila roste. Tedy
pro n — oo sila asymptoticky konverguje k 1.

Jesté se muzeme podivat, jak cenzorovani ovliviiuje hladinu testu. Simulace
provedeme pro pevny rozsah vybéru n = 100 a za platnosti nulové hypotézy, tedy
X; ~ Ezp(0.05) 1 Y; ~ Ezp(0.05).

mira cenzorovani (v %) hladina testu

0 0.044
10 0.040
20 0.042
30 0.046
40 0.045
20 0.055
60 0.041
70 0.047
80 0.050
90 0.031

Tabulka 3.3: Hladina zobecnéného Wilcoxonova testu pro rizné procento
cenzorovanych dat.

V Tabulce 3.3 mizeme vidét, ze mira cenzorovani nijak zasadné hladinu testu
neovliviiuje a ze v témeér vSech pripadech zobecnény Wilcoxonuv test dodrzuje
predepsanou hladinu a = 0.05. V tomto konkrétnim pripadé, kdy n=100, X; ~
Ezp(0.05) a Y; ~ Exp(0.05) vSak dobre dodrzuje hladinu i klasicky dvouvybérovy
Wilcoxoniiv test, jak mtzeme vidét v Tabulce 3.4.

mira cenzorovani (v %) hladina testu

0 0.044
10 0.040
20 0.039
30 0.047
40 0.044
50 0.057
60 0.049
70 0.055
80 0.056
90 0.050

Tabulka 3.4: Hladina klasického Wilcoxonova testu pro rtizné procento
cenzorovanych dat.
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Z.aver

Tato bakalarska prace se zabyvala zobecnénym Wilcoxonovym testem, ktery
je urCen pro cenzorovana a dvojité cenzorovana data.

V prvni kapitole byl nejprve popsan jednovybérovy a dvouvybérovy Wil-
coxonuv test a jejich zdkladni vlastnosti, v zavéru kapitoly cenzorovana data.
K cenzorovani muze dochazet z riznych duvodi, podle toho se i lisi rizné typy
cenzorovanych dat. V praci jsou popsany ty typy, se kterymi se v praxi miizeme
setkat nejcastéji.

V kapitole druhé byl predstaven uz samotny zobecnény Wilcoxontv test. Moti-
vaci k tomuto zobecnéni jsou lékarské studie, pri kterych se snazime porovnat dveé
alternativn{ 16¢by a jejich Gc¢innost. Udaje ziskané z téchto studif ¢asto obsahuji
prave data cenzorovana. V praci je nejprve popsan test pro pouziti na jednoduse
cenzorovanych datech, snadnou modifikaci testové statistiky byl ziskan i test pro
dvojité cenzorovana data.

Zaver prace se vénuje simulacni studii, na které jsou predvedeny statistické
vlastnosti testu. Nejprve je sledovana sila zobecnéného testu v porovnani se si-
lou standardniho Wilcoxonova testu, ktery pouziti cenzorovanych dat neuvazuje.
Ukazuje se, ze pouzitim zobecnéného Wilcoxonova testu, ktery cenzorovana data
vyuziva, dosdhneme vyrazné lepsich vysledkt. Ve druhé ¢asti pak sledujeme, jak
je sila a hladina zobecnéného testu ovlivnéna mirou cenzorovani.
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