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kondenzétor). Nésledné je na stejnou problematiku pouzito symboliky komplex-
nich &sel, abychom &tenafi ukazali jedno z jejich konkrétnich vyuziti. Ctenér zde
také nalezne feseni sériového a paralelniho RLC obvodu pravé za pomoci fazoro-
vého diagramu a také za pomoci komplexnich ¢isel. Na konci je i nékolik pocetné
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Abstract: The aim of the paper is to define and explain terms of phasor and
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It is providing a link between the theoretical foundation of the terms in the
mathematics based textbooks available on the market and its establishement and
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Uvod

Motivace

V mé predchozi cesté za vzdélanim jsem se vzdy snazil najit odpovéd na
otazku ,proc¢?“, kterou jisté vsichni davérné zname z nasich mladych let. Tuto
otazku jsem si polozil také na stredni skole v dobé, kdy jsme se v matematice
udili komplexni &sla. Rikal jsem si: ,Pro¢ by se mély na stfedni skole vyucovat
komplexni ¢isla?“

Stejnou otazku mi polozil i mij zvidavy mladsi spoluzak, ktery chtél odmocnit
zaporné c¢islo a neveédél, k ¢emu by to pouzil. I on mé tedy inspiroval k vybrani
tohoto tématu bakalaiské préace, diky které by i ¢tenar z rad stfedni skoly mohl
nahlédnout do aplikaci komplexnich ¢isel v konkrétnim oboru fyziky. Timto vy-
branym oborem jsou pravé elektrické obvody se zdroji harmonického napéti, pri
jejichz reseni je mimo jiné typické pouziti komplexniho popisu této problematiky:.

Struktura prace

Préce je rozdélena na uvod a 7 kapitol. V tivodu uvadime motivaci, struk-
turu a cil prace. V prvni kapitole se zaméfime na resersi vybranych ucebnic a
sbirek 1loh pro zaky stfednich Skol, mimo to predstavime i nékteré z dostupnych
vysokoskolskych materiali.

Ve druhé kapitole zavedeme matematické pojmy, které budeme déle v praci
vyuzivat. V dalsich kapitolach se jiz zacneme zabyvat fyzikalnim popisem a fese-
nim nasi problematiky.

Ve treti kapitole konkrétné popiSeme, co je mysleno slovnim spojenim ,elek-
tricky obvod se zdrojem harmonického napéti“, popiseme si zdroj a prvky tako-
vého obvodu a sezndmime se s pojmem RLC obvod. Ve ¢tvrté kapitole uvedeme
motivaci pojmu fazor ve stredoskolské fyzice a nasledné se jej pokusime spravné
zavést tak, aby byla jasna moznost s¢itani fazoru jako vektort.

V paté kapitole si pripomeneme Kirchhoffovy zdkony a pomoci nich vyresime
sériové a paralelné zapojeny RLC obvod se zdrojem harmonického napéti. V Sesté
kapitole dale ukazeme moznost popisu fazori pomoci komplexni symboliky a
ukéazeme konkrétni aplikaci tohoto popisu.

V posledni, sedmé, kapitole ukazeme pocetni feSeni tii konkrétnich prikladi.
Prvni dva z nich vyTesime pomoci vztahi znamych ze stredoskolskych ucebnic
a také pomoci zavedené komplexni symboliky. Ctenaf tak bude mit moznost po-
rovnat vyhody a nevyhody téchto postupt feseni. Treti priklad jiz bude fesen
pouze pomoci komplexni symboliky:.

Cil prace
Hlavnim cilem tohoto textu je seznamit ¢tenare s vyuzitim komplexnich ¢isel

ve fyzice, konkrétné pak s jejich pouzitim pfi feseni elektrickych obvodi s har-
monickym pribéhem proudu a napéti. Toho chceme docilit pomoci postupného



odvozeni Teseni téchto obvodi, a to s teoretickym podkladem z ucebnic matema-
tiky i fyziky nejen pro gymnazia.

Dalsim cilem této prace je navrhnout feseni téchto obvodii pomoci komplex-
niho popisu na tdrovni stfedni skoly a porovnat navrhovana rteseni s fesenimi
v dostupné literatute. V souvislosti s tim mé prace ukazat motivaci k zavedeni
pojmu fdzor a fazorovy diagram ve stredoskolské fyzice a odiivodnit, proc¢ je mozné
s fazory ve fazorovém diagramu pracovat jako s vektory.



1. ReSerse vybranych materialt

Ze stredoskolskych ucebnic vybirame ty, které se v soucasné dobé vyuzivaji
pro vyuku na vybranych stfednich skolach nebo se vyskytuji v doporucené li-
teratufe pro obory zameérujici se na fyziku. Mimo to okomentujeme i prirucku
pro ucitele fyziky, kterd je témeér jedind svého druhu. Z matematickych zdrojt
uvadime pouze ucebnice pro gymnézia, ze kterych v praci budeme cerpat de-
finice pro zavedeni potfebnych matematickych pojmt. Mimo ucebnice zminime
také nékteré z dostupnych sbirek piikladi pro ziky SS a nezapomeneme ani na
internetovou sbirku tloh.

Z text pro studenty vysokych skol vybirame dvé publikace. Prvni z nich je
v soucasné dobé doporucovana na nékterych oborech se zaméfenim na fyziku.
Druha z nich je vybrana predevsim z toho divodu, Ze je v ni uvedena pirima
analogie SS pojmi fazoru a fazorového diagramu.

Kviili sjednoceni formy uvadime, jak v textu nize budeme odkazovat na lite-
raturu:

[XY] - odkaz na pouzitou literaturu, seznam této literatury najdete na strané 60;
kap. — odkazuje na kapitolu dané literatury;

str. — odkazuje na stranu dané literatury;

obr. — odkazuje na obrazek v dané literature.

Jen upozornime, ze se ¢isla stranek mohou v zavislosti na ¢isle vydani dané
publikace lisit.

1.1 Stredoskolské ucebnice

1.1.1 Fyzika II pro stredni skoly

Ucebnice [1] je podle pfedmluvy knihy urcena pro vyuku fyziky ve vzdélava-
cich programech vsech typii stiednich skol. V tisténé verzi ucebnice je v kapitole
Stridavy proud (kap. 5, str. 101) popsan vznik stiidavého proudu a jsou zde také
odvozeny rovnice pro rezistanci, kapacitanci a induktanci. Standardni knizni po-
doba je doplnéna o CD obsahujici predevsim rozsifujici ucivo. Toto CD [2] pak v
kapitole SloZeny obvod stridavého proudu (kap. R5.1) predstavuje fdzorovy dia-
gram a seznamuje ¢tenafe s pojmem fdzor. Konkrétné je zde napsano:

Jednotliva napéti na ¢astech obvodu jsou symbolicky znazornéna
jako vektory, jejichz délka je urcena velikosti napéti a smér vektoru
urcuje pocatecni faze veliciny. Ponévadz nejde o skutecné vektory,
ale jen o symbolické vyjadreni, pouzivame k oznaceni téchto vektori
nazev fazor. [2] (kap. 5.1, str. 3).

V CD je dale vysvétleno, jak lze pomoci fazorového diagramu a Pythagorovy
véty vypocitat vyslednou impedanci obvodu. V textu vsak neni uvedeno, proc je
mozné fazory ve fazorovém diagramu scitat stejné jako vektory.

1.1.2 Fyzika pro gymnazia — mechanické kmitani a vinéni

Ucebnice [3] je uréena pro vyuku fyziky na gymndaziu s vétsi hodinovou dotaci.
V prvnich kapitolach je zavedeno harmonické kmitani a je popsana jeho faze.



V kapitole Slozené kmitini (kap. 1.5, str. 27) jsou popsény dva nejjednodussi
priklady skldadani vinéni se stejnou frekvenci. V- CD [4], které je nedilnou soucasti
ucebnice a obsahuje rozsirujici ucivo, je popsan fazorovy diagram a zaveden pojem
fazor (kap. R1.1.). Konkrétné je zde napséno:

Napr. vychylka kmitu je symbolicky znazornéna vektorem Y, je-
hoz délka je imérna amplitudé kmitani. Smér vektoru v pravothlé
souradnicové soustaveé je urcen pocatecni fazi ¢y (obr. R1-1). Aby se
toto symbolické znazornéni velicin odlisilo od skute¢nych vektoru, je
pro né pouzit termin fazor. [4] (str. 1)

Nasledné jsou odvozeny vztahy pro fazi a amplitudu vysledného napéti vy-
plyvajici z geometrie ve fazorovém diagramu. Ucebnice vSak nijak zvlast neodi-
vodnuje, pro¢ je mozno fazory scéitat jako vektory a pro¢ je v kazdém casovém
okamziku vysledné napéti urceno vektorovym souctem fazoru skladaného vinéni.

1.1.3 Fyzika pro gymnazia — elektfina a magnetismus

Tato ucebnice [5] je pouzivana na stfednich skolach se vSeobecné vzdélavacim
programem a jinych skoldch podobného typu. V tvodu (str. 10) je napséano (po-
dobné jako v [3]), Ze je urcena predevsim pro vyuku na gymnéaziich ve vzdélavacich
programech s vétsi hodinovou dotaci predmétu fyzika. V Rdmcovém vzdélavacim
programu pro gymndzia [6] nejsou fazorové diagramy obsazeny, proto je i tato
ucebnice uvadi jako doporuéené rozsitujici uéivo (v ucebnici graficky vyznaceno
barevnou ¢arou podél textu).

V kapitole Stridavé proudy (kap. 9, str.175) je pouzito Teseni obvodu se zdro-
jem harmonického napéti pomoci fazorovych diagramu. Ucebnice (str. 178) uvadi,
ze kromé ¢asového diagramu se ke grafickému znézornéni ve stiidavych obvodech
pouziva fazorovy diagram. Ve stejné sekci také zavadi pojem fdzor, o kterém mluvi
jako o orientované tusecce v soutadnicové soustave. Nasledné pomoci obrazku
(kap. 9, obr. 9-3, str. 178) ukazuje souvislost fazorového a ¢asového diagramu.

Poznatky o obvodech sttidavého proudu s rezistanci, indukénosti a kapacitanci
jsou nejprve teoreticky odvozeny na zdkladé znamych zdkont (napt. Lenzuv)
a nasledné ovéreny pomoci namérenych casovych diagrami, které jsou vytistény
v ucebnici. Poté autor ukazuje moznost vypocteni velikosti vysledného fazoru
napéti pomoci Pythagorovy véty.

Tato ucebnice (str. 183) také v jednotné tabulce shrnuje vsechny moznosti
RLC obvodi a jejich konkrétni c¢asové a fazorové diagramy, mimo to i vztahy pro
vypocet vysledné impedance.

V ucebnici vsak chybi jakékoliv odiivodnéni faktu, Ze je mozno s nové zave-
denou grafickou interpretaci fyzikalnich veli¢in (fdzory) pracovat jako s vektory
v matematice. Neni tedy uvedeno, pro¢ je mozno je scitat stejné jako vektory
a diky tomu ziskat vysledné fazové posunuti proudu a napéti a jejich amplitudy.
S danou latkou je zde naklddano velmi intuitivné a dané souvislosti jsou zde spise
predkladany nez oduvodnovany. To je vSak dusledek toho, zZe je latka podavana
jako doporucené rozsitujici ucivo, a neni tedy potieba vse odvozovat.



1.1.4 Prehled stredoskolské fyziky

Ucebnice [7] je velmi podobna uc¢ebnici [5] ¢i [3], které byly vydany stejnym
vydavatelstvim.
Uz v kapitole Kmitdni mechanického oscilatoru (kap. 4.1, str. 216) je uvedeno:

Souvislost kmitavého pohybu s pohybem rovnomérnym po kruz-
nici je takova, ze polohovy vektor bodu N kmitajiciho po primce (to-
tozné napf. s osou y vztazné soustavy) je vlastné prumétem (sloz-
kou) polohového vektoru bodu M do osy y. Harmonické kmiténi
je pak popsdno souradnici y (popf. z) polohového vektoru r. [7]
(kap. 4.1, str. 216, obr. 4-3)

Nésledné je v podkapitole skldddni kmiti v jedné primce (str. 221) popséno sklé-
déni kmith se stejnou frekvenci, kde je vyuzivano symbolické znazornéni kmitani
pomoci polohovych vektori v souradnicové soustaveé. Autori uvadi, ze vysledné
kmitani miizeme graficky ziskat pomoci vektorového souctu polohovych vektort
reprezentujicich séitané kmity. Na zakladé této skutecnosti autori odvozuji am-
plitudu a fazi vysledného kmitdni pomoci geometrie vektor a jejich vektorového
souctu (str. 222, obr.4-7).

V kapitole Stridavy proud (kap. 5.6, str. 335-342) jsou postupné predstaveny
vztahy pro obvod s rezistorem, indukénosti a kapacitou. Dale zde mizeme nalézt
(podobné jako v [5]) tabulku s prehledem obvodu stridavého proudu, ve které
je schématické znézornéni obvodu, vztahy pro vypocet charakteristickych velicin
daného obvodu, fazorovy diagram a casové znazornéni pribéhu a proudu pro dané
schéma.

Pojem fazor je zde zaveden jako orientovana tisecka v soutradnicové soustave,
kterd reprezentuje danou veli¢inu. Stejné jako [5] uCebnice ukazuje souvislost
¢asového diagramu a fazorového diagramu (obr. 5-73, str. 337).

1.1.5 Odmaturuj z fyziky

Publikace [8] je pomocnym materidlem pro zaky stfednich Skol, ktefi se pii-
pravuji na maturitu nebo k prijimacimu fizeni na vysoké skoly.

V kapitole Stridavy proud (kap. 5.4, str.132) postupné predstavuje platné
vztahy pro obvody stridavého proudu s rezistorem, civkou a kondenzatorem.
Tomu nésleduje kapitola SloZeny obvod stridavého proudu (str. 134), ve které
je pomoci Pythagorovy véty z fazorového diagramu odvozen vztah pro celkovou
impedanci obvodu.

Ani v této publikaci autori nezdtivodnuji moznost sc¢itani fdazoru jako vektort.

1.1.6 Elektrotechnika II

Ucebnice [9] je publikace urcéena pro studenty stfednich $kol, zakam ucilist a
vsem zajemcum o elektroniku, jak je uvedeno na obélce knihy.

Tato ucebnice je oproti [5] a [7] vice zaméfena na praktickou elektroniku.
Na zacatku ucebnice je popsan stiidavy proud, vznik sinusového napéti a nasledné
i samostatnd kapitola Fazory (str. 22, kap. 1.5). V této kapitole je také analytické
odvozeni s¢itani nebo od¢itani dvou harmonickych velicin se stejnou frekvenci

7



a ddle i popis grafického sc¢itani a odcitani téchto veli¢in. Ohledné pojmu fazor se
zde pise:

Poloha rotujici tsecky v roviné urcuje tedy jednoznacné danou
sinusovou veli¢inu a nazyvame ji fazor. [9] (kap. 1.5, str. 22)

Nésleduje kapitola Jednoduché obvody se sinusovym stridavym proudem (str.
27, kap. 2), ve které jsou odvozeny vztahy pro napéti a proud v obvodu stiidavého
proudu postupné pro idealni rezistor, idealni civku a idealni kondenzator. Kromé
odvozeni zde autor také uvadi grafické znazornéni téchto veli¢in, a to Casovy
prubéh a fazorovy diagram.

Dalsi kapitola SloZené obvody se sinusovym stridavym proudem (str. 41, kap.
3) se zabyva odvozenim vztaht pro proud a napéti v obvodech se zdrojem harmo-
nického napéti, kde jsou zapojeny sériové nebo paralelné idedlni rezistor, idealni
civka ¢i idealni kondenzator.

1.1.7 Prirucka pro elektrotechnika

Cesky preklad ptivodné némecké pifrucky pro elektrotechniky [10] je rozsahlou
publikaci zpracovavajici problematiku Sirokého spektra témati elektrotechniky.

Ptirucka tam, kde je to technicky mozné, nabada ctenare k tomu, aby si véci
doma sam vyzkousel. V textu je tedy casto popsan redlny pokus, ktery ukazuje
to, co je v prirucce praveé probirano.

V kapitole Zdklady techniky stridavého proudu (kap. 7, str. 117) jsou zavedeny
zékladni potfebné pojmy (napft. perioda a amplituda; sinusové stiidavé veli¢iny
¢i fazovy posun). Podkapitola Vektorové zndzornéni sinusovijch velicin zavadi
pojem casovy vektor, ktery je dle textu také oznacovan jako fdazor. Déle je zde na
obrazku ukazana souvislost mezi grafem funkce sinus a ¢asovym vektorem. Tuto
skutecnost autori navic komentuji a pomoci kolmych primétt na osu i dokazuji.

V dalsich podkapitolach se autoti vénuji obvodim se zdrojem stiidavého na-
péti, do kterych je postupné pridavan ¢inny odpor, induktance a jalovy kapacitni
odpor.

Tato publikace pouziva pojmt Vektorovy diagram efektivnich hodnot ¢i Troji-
helnik napéti (napt. obr. 2 a 3, str. 129). Tyto pojmy jsou zde pouZity pro stejny
diagram a formalné jsou stejné jako fdzorové diagramy napriklad v [5] nebo [9].

1.1.8 Sbirka uloh z fyziky pro SOS a SOU

Sbirka tloh [11] navazuje na ucebnici Fyzika II pro stfedni skoly [1]. Slouzi k
procviceni znalosti, které zak nabyl v pritbéhu svého studia na stfedni skole pravée
pomoci této ucebnice.

Sbirka [11] v kapitole Stridavy proud (kap. 5.5., str. 211) (pr. 396. az 422.)
procvicuje Zdkovo porozuméni uéivu z ucebnice [1] z kapitoly Stridavy proud
(kap. 5, str. 101). Tyto priklady procvicuji pochopeni pojmu rezistance, kapa-
citance a induktance. Ve shirce neni ve zminéné kapitole tiloha k rozsitujicimu
ucivu z CD [2], tedy tloha na slozeny obvod stfidavého proudu.
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1.1.9 Fyzika — Sbirka tloh pro stredni skoly

Sbirka tloh [12] v kapitole Stridavy proud (kap. 5.4, str. 163-172) v tlohach
324. az 366. ruzného typu testuje zadkovo porozumeéni ucivu stiidavych proudi,
konkrétné obvodim se stiidavym napétim a zapojenymi rezistory, civkami ¢i
kondenzatory. Nejen feseni téchto tloh je soucasti prilozeného CD.

1.1.10 Fyzikalni dlohy pro stredni skoly

Sbirka uloh [13] v ¢asti Elektrina a magnetismus v kapitole Stridavé proudy
(kap. 4, str. 166-170) v ulohdch A4.2 az A4.6 testuje porozuméni vztahim odvo-
zenym pro obvody se stiidavym proudem a zapojenym kondenzatorem, civkou ¢i
kondenzdtorem. Ulohy jsou autorem hned po zaddn{ FeSeny a komentovény.

1.1.11 Sbirka resenych tloh

Internetova sbirka resenych tloh [14] postupné vytvarend nejen studenty udci-
telskych oborii se zaméfenim na fyziku v soucasné dobé nabizi vice nez 1 000
detailné komentovanych reSenych tloh. Velkou vyhodou této sbirky je moznost
yrozkliknuti® sekce napovéda ¢i feseni az v dobé, kdy se zék ¢i student sam roz-
hodne na danou sekci podivat.

V soucasné dobé sbirka v kapitole Obvody se stridavymi proudy nabizi 49
komentovanych fesenych tloh. Z toho se 23 zabyva problematikou RLC obvodi.
Jsou zde tri priklady vypoctené s vyuzitim komplexni symboliky.

Uloha Sériovy RLC obvod [15] uvadi detailni popis postupu kresleni fazorového
diagramu. Dale pak tdloha Civka s komplezni impedanci [16] ukazuje moznost
vypocteni celkové impedance pomoci komplexni symboliky, kterou v zavéru reseni
porovnava s metodou feSeni pomoci fazori, resp. fazorového diagramu. Také v
tloze Celkovd admitance v obvodu [17] uvadi pocetni dikaz ekvivalentnosti mezi
fesenim obvodu za pomoci komplexni symboliky a uzitim fazorového diagramu
pro admitance.

1.1.12 Prirucka pro ucitele fyziky na stredni skole

V prirucee [18] je soucasti kapitoly FElektrina a magnetismus (kap. 3.5) také
podkapitola s ndzvem Stridavy proud (str. 196). V ni se autor zminuje o moznosti
resit elektricky obvod se zdrojem harmonického napéti grafickou metodou, kon-
krétné pak pomoci fdzoriu proudu a napéti umisténych ve fdzorovém diagramu.
Dale text uvadi:

Z hlediska teorie elektrickych obvodi je fazor umistén v Gaussové
roviné komplexnich ¢isel, ve které ho muzeme rozlozit na redlnou a

imaginarni slozku. [18] (str. 197)

Autor pokracuje moznosti metodiky vykladu dané latky, kterou shrnuje do t¥i

vvvvvv

2. stanoveni celkové charakteristiky obvodu (rezistance, induk-
tance, kapacitance, impedance). [18] (str. 197)
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1.1.13 Matematika pro gymnazia — Goniometrie

Tato ucebnice [19] je soucésti ucelené rady ucebnic, v niz se autori zabyvaji
problematikou stfedoskolské matematiky, a je urc¢ena predevsim pro zaky studu-
jici na gymnéziich. Autor v kapitole Goniometrické funkce (kap. 2., str. 20-36)
nejprve definuje pojmy potiebné k zavedeni matematickych funkci sinus a kosinus
a postupné definuje i samotné funkce (str. 36-37).

Dalsi cast je vénovana vlastnostem a grafu funkei sinus a kosinus. V kapitole
Goniometrické vzorce (kap. 3., str. 78-99) jsou zformuloviny a dokdzany znamé
vztahy mezi témito funkcemi, véetné tzv. souctovych vzorct.

1.1.14 Matematika pro gymnazia — Komplexni cisla

Dalsi z ucelené rady ucebnic pro gymnéazia, kterou v nasi praci vyuzijeme, je
ucebnice [20]. Hned v dvodu (str. 7) autor uvadi, ze dnes jiz maji komplexni ¢isla
vyuziti i v technické praxi. V poslednim odstavci a v posledni vété této uc¢ebnice
je uvedeno néco podobného:

Dnes jsou komplexni ¢isla neodmyslitelnou soucasti matematiky
a pomdhaji Tesit i mnohé tlohy z technické praxe (elektrotechnika,
hydromechanika apod.). [20] (str. 125)

V kapitole Zavedeni komplexnich cisel (kap. 1.2, str. 14) jsou zavedeny kom-
plexni cisla. Motivaci pro toto zavedeni je snaha o nalezeni feseni kvadratické
rovnice, pro kterou v oboru realnych c¢isel feseni nenajdeme. Nasleduji kapitoly
(kap. 1.3 a 1.4., str. 15-25), které zavadéji operace s komplexnimi ¢isly, a kapitola
definujici absolutni hodnotu komplexniho ¢isla (kap. 1.5, str. 26).

Kapitola Geometrické zndzornéni komplexnich cisel (kap. 2, str. 36) uvadi
moznost znazornéni komplexnich ¢isel jako bodi v Gaussové roviné a také pred-
stavuje moznost zapsani komplexniho ¢isla v goniometrickém tvaru. V podkapi-
tole Komplexni ¢isla jako vektory v Gaussové roviné (kap. 2.5, str. 58) autor také
zavadi znazornéni komplexniho ¢isla jako vektoru. Tuto interpretaci komplexnich
¢isel odiivodnuje faktem, Ze operace s komplexnimi ¢isly spliuji stejné vlastnosti
jako operace s vektory.

V posledni kapitole Tucet netuctovich tloh na zdver (kap. 4, str. 98) au-
tori napriklad dokazuji sinovu a kosinovu vétu pomoci komplexnich ¢isel (Pri-
klad 8, str. 113) nebo Tesi tlohu prevzatou z matematické olympiady nejen s
vyuzitim komplexnich ¢isel (Priklad 12, str. 119). Jako jeden z poslednich pfi-
klada této knihy, jehoz feseni je ponechano samotnym zdktim, je tloha o dvou
hmotnych bodech (Uloha 4.4., str. 122), které konaji rovhomérny pohyb po kruz-
nici.

Tato ucebnice po celou dobu, co jsou komplexni ¢isla zakiim predstavovana,
zistava v teoretickych matematickych souvislostech, a aplikaci komplexnich ¢i-
sel z technické praxe se v prubéhu knihy prilis nevénuje. Na druhou stranu se
domnivame, ze dilezitost tohoto faktu je autorem vysoce vnimana. Vyuziti kom-
plexnich ¢isel v technické praxi totiz uvadi jak na tvod knihy, tak jako ,tresnicku
na dortu”“ v posledni vété této knihy. Pro zaka gymnézia se vsak tato informace
muze v celkovém textu ztratit a proto by, dle naseho nazoru, mohlo byt aplika-
cim komplexnich ¢isel v technické praxi vénovano v této ucebnici o trochu vice
prostoru.
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1.2 Vysokoskolské materialy

1.2.1 Elektrina a magnetismus

Publikace [21] urdéend pro posluchace vysokych Skol fyzikdlné zaméfenych
obort obsahuje v kapitole Kvazistaciondarni elektricky obvod (kap. 4.2, str. 281)
zobecnéni teorie elektrickych obvodii pro stejnosmérny proud na proud stridavy,
konkrétné kvazistacionarni. Autori zde postupné odvozuji Kirchhoffova pravidla
pro kvazistacionarni proud a nasledné tato pravidla aplikuji na obvodech se zdro-
jem harmonického napéti s rezistanci, indukcénosti a kapacitou. Mimo ustaleny
stav zde autori fesi i neustaleny stav téchto obvodii. Kapitola vrcholi odvozenim
vysledné impedance pro sériovy rezonanéni obvod (RLC obvod).

Déle se nasi problematice elektrickych obvodl se zdroji harmonického na-
péti autori vénuji v kapitole Stejnosmérné a linedrni obvody v ustdaleném stavu
(kap. 8.2, str. 504), kde jsou Ohmuv zdkon a Kirchhoffova pravidla odvozena
pomoci komplexni symboliky. Autori uzivaji pojmu dvojpdl, ktery popisuji jako
elektrickou soucastku, zapojenou do obvodu dvéma pély (napf. rezistor, konden-
zéator, civka). Fazové poméry na téchto dvojpdlech jsou znézornény ve fazovém
diagramu (kap. 8.2.2, obr. 8.4, str. 509), jenz je totozny s fazorovgmi diagramy,
které se zavadéji ve SS ucebnicich (napi. [5] nebo [9]).

Vsechny dalsi vztahy jsou zde odvozeny predevsim formalné. Autori zde ne-
vyuzivaji pojmu fazor ¢ fazorovy diagram, jako je tomu ve SS ucebnicich. Oproti
SS ucéebnicim misto fazorového diagramu uziva pojmu fdzovy diagram.

1.2.2 Vseobecna fyzika 2 — Elektrina a magnetizmus

Autor této ucebnice [22] se nasi problematice vénuje v kapitole Striedavé pridy
(kap. 6., str. 386). Na zacatku této kapitoly autor charakterizuje stiidavé proudy,
popisuje periodicitu stiidavého proudu a moznost vytvoreni periodického napéti
v siti. Zabyva se také problematikou kvazistacionarnosti déji, a nasledné omezuje
feseni téchto obvodiu na pripady kvazistaciondrni. Autor zde dokonce ovéruje
omezeni platnosti Ohmova a druhého Kirchhoffova zdkona pomoci RLC obvodu
pri velkych frekvencich stfidavého napéti v tomto obvodu. Konkrétné zminuje,
ze jsou tyto zakony v laboratornich podminkach platné pouze pro viny o vinové
délce, ktera je v tadu decimetrii.

V kapitole Harmonicky budené sériové obvody RL, RC, RLC (kap. 3.3., str.
398-406) je odvozen prubéh napéti a proudu v téchto obvodech v zévislosti na re-
zistanci, induktanci a kapacitanci zapojenych v obvodu pomoci diive odvozenych
zakontl.

Kapitola Vektorové zndzornenie striedavijch napdti a pridov. Symbolickd kom-
pleznd metdda (kap. 6.6., str. 411) uvadi moznost interpretovat napéti jako vektor
a také ukazuje princip s¢itani téchto dvou vektoru. A to jak analyticky, tak pomoci
obrazku. Autor pokracuje komplezni symbolickou metodou, navrhnutou O. Hea-
visidem, ktery se zaslouzil o rozvoj této metody. [22] (str. 412)

Autor zde vysvétluje zasady této reprezentace a zavadi pojmy jako imagi-
narni jednotka, absolutni hodnotu redlného cisla a dalsi. Pomoci Eulerovy véty
ukaze souvislost mezi komplexnim ¢islem v goniometrickém tvaru a jeho grafické
interpretaci v Gaussové komplexni rovine. Diky témto poznatkim néasledné od-
vodi (podobné jako Sedldk a Stoll v [21]) priibéh napéti a proudu v obvodech
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s rezistanci, kapacitanci a impedanci.

Vysledek rteseni obvodu se zdrojem harmonického napéti v realné roviné se
samoziejmeé shoduje s vysledky feseni téchto obvodi v roviné komplexni (Gausso-
vé). Oproti TeSeni v redlné roviné vsak autor nevidi vyrazné zjednoduseni tohoto
problému, dokud se vSak nezacneme zabyvat obvody s vétsim poctem linearnich
prvki v obvodu (tedy rezistoru, civek a kondenzatoru).

Autor uvadi, pro nasi praci klicovy, zaver:

Vsimneme si esté niektoré vlastnosti komplexnej impedancie rezo-
nancného RLC obvodu. Mo6zeme ju znézornit graficky ako stacet troch
komplexnych vektorov. [22] (kap. 6.6., obr. 6.28, str. 418-419)

Povsimnéme si jesté posledni véci na této VS ucebnici, totiz Ze stejné jako
[21] nemluvi ani o fdzorech, ani o fdazorovém diagramu. Autor ve své ucebnici
uziva pojmu komplexny casovy vektor, ktery je v piime analogii s pojmem fazor
z ucebnic pro SS (konkrétné [5] a [9]).

1.3 Shrnuti reserse

Ucebnice [3] nebo [7] uvadéji moznost reprezentace veli¢in s harmonickym
prubéhem pomoci otacejiciho se vektoru v souradnicové soustavé. Tuto myslenku
v nasi praci pouzijeme také a uvedeme jeji mozné rozsireni.

V CD [2] a uvedenych ucebnicich ([5] a [9]) pro stfedni skoly je pouzito fdzo-
rovych diagrami k Teseni RLC obvodt se zdroji harmonického napéti. Mira, do
jaké se danému tématu vénuji, odpovida ramcovym vzdélavacim programim pro
dané obory. Kuptikladu Rdmcovy vzdélavaci program pro obor vzdélani Elektro-
technika (26-41-M/01) uvadi v sekci Elektrotechnicky zdklad:

Vyjadreni fazoru komplexnim ¢islem, komplexni vyraz impedance
a admitance; [23] (str. 49)

jako ucivo, které zak ovlada. Naopak Ramcovy vzdélavaci program pro gymnézia
[6] pojem fazor vibec neuvadi.

Zajimavé vSak je, Ze ani jeden z nadmi vybranych VS materidli se o fdzoro-
vém diagramu ani o fazoru nezminuje. CD [2] a ucebnice [5] pojmu fdzor vyuziva
spise intuitivné, neni zde odivodnéno, pro¢ miizeme fazory scitat jako vektory.
Ucebnice [9] pojem fdzor definuje a je zde dokonce hojné vyuzivan také fdzorovy
diagram, jeho pouziti a moznost s¢itani fazoru jako vektoru je ¢astecné oduvod-
néno aritmetickym vypoctem (str. 23).

Ucebnice ze série Matematika pro gymndzia (konkrétné [19] a [20]) jsou zde
uvedeny spise pro zavedeni dilezitych matematickych pojmi, na které se v na-
Sem textu budeme odkazovat. V ucebnici goniometrie [19] se jedna predevsim
o zavedeni funkci sinus a kosinus. V ucebnici o komplexnich ¢islech [20] to je
potom zavedeni komplexni jednotky a mozné grafické interpretace komplexniho
¢isla. Tato ucebnice dle naseho nazoru postrada vétsi mnozstvi technickych apli-
kaci komplexnich ¢isel. Tato préace je tedy moznym doplnénim ucebnice [20] pro
yzklamané zaky“, kteri technickou aplikaci v této ucebnici postradaji stejné jako
my.
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Ani jedna z ndmi vybranych SS u¢ebnic fyziky pfimo neodtivodiiuje moznost
pracovat s fazory jako s vektory. Tuto skutecnost komentuje az Ci¢manec ve svém
textu [22], kde je pfimo tato souvislost uvedena (str. 418-419).

V této praci se tedy zamérime predevsim na to, jaka je souvislost mezi fazory
a velicinami s harmonickym pribéhem a ukazeme, proc¢ je mozno fdzory ve fdzo-
rovém diagramu scitat jako vektory. K popsani této problematiky pouzijeme také
komplexni symboliky a ukazeme tim, jak se da této symboliky vyuzit v tomhle
konkrétnim ptipadeé.
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2. Zavedeni matematickych
pojmu

Pro tcely této prace nyni zavedeme matematické pojmy, které budeme pro re-
seni obvodi s harmonickymi zdroji vyuzivat. Definice pfejimame ze soucasné pou-
zivanych ucebnic pro zéky stfednich skol ([19] a [20]). Nejprve se budeme zabyvat
definici goniometrickych funkci sinus a kosinus. Nasledné definujeme aritmeticky
a goniometricky tvar komplexniho ¢isla a nakonec definujeme pojem Gaussovské
roviny, ve které budeme také obvody s harmonickymi zdroji fesit. V definicich
tam, kde by mohla oznaceni danych pojmu zapadnout, zvyraznujeme znaceni
také tucné.

2.1 Goniometrie

V této casti postupné definujeme funkce sinus a kosinus, a to podle definic
dnes pouzivanych ve stredoskolské vyuce. Nize uvedené definice v této ¢asti jsou
pfejaty z ucebnice goniometrie [19].

Definice 1. Radidn je takovy stredovy thel, ktery prislusi na jednotkové kruznici
oblouku o délce 1.

Definice 2. Usporadand dvojice poloprimek VB, VB, se spolecnym pocdtkem V
se nazyvd orientovany ihel AVB. Tento thel oznacme AV B. Poloprimka VA
se nazyva pocatecni rameno, poloprimka VB koncové rameno orientovaného ihlu

AVB

Definice 3. Zdkladni velikost orientovaného thlu AV B je velikost whlu v
kladném smyslu, ktery opise poloprimka pri otdaceni z pocdtecniho ramene VA do
koncového ramene VB.

Definice 4. Velikosti orientovaného uhlu, jehoZ zdikladni velikost v obloukové
mire je o, se nazyvd kaZdé cislo o + k- 2w, kde k je libovolné celé cislo.

V soustavé soufadnic O,, nyni sestrojime jednotkovou kruznici k se stiedem
O. Uvazujme orientované tihly s velikosti tohoto orientovaného ihlu z € R (rad)
a zakladni velikosti x,, jejichzZ vrchol je bod O a poc¢ate¢ni rameno kladnd poloosa
x. Koncové rameno tohoto orientovaného thlu protne kruznici v jediném bodé
Lizp.yL] (viz obr. 2.1).

Definice 5. Funkci sinus se nazyvd funkce na mnozZine R, kterou je kazZdému
x prirazeno cislo yr,. Funkci kostnus se nazjvd funkce na mnoziné R, kterou je
kazZdému x prirazeno cislo xp,.
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Obrazek 2.1: K definici funkei sinus a kosinus.

2.2 Komplexni cisla

Komplexni ¢isla jsou v soucasné pouzivané uc¢ebnici matematiky pro gymnéazia
[20] zavedena nésledujicim zpusobem podle definic 6 az 10, které jsou z této
ucebnice prevzaté.

Definice 6. Komplexnim cislem nazveme vijraz ve tvaru a + bi, kde a,b € R
a 1 je ¢islo , pro néz plati i> = —1. Cislo a nazveme redlnd ¢édst, cislo b nazveme
imagindrni ¢dst a cislo © nazveme tmagindrni jednotka.

Definice 7. Komplexni ¢islo sdruzZené s cislem a+bi je cislo a—bi. Komplexni
cislo sdruzené ke komplexnimu cislu z znacime Z.

Definice 8. Absolutni hodnota komplexniho cisla z je cislo \/zZ, znacime:
|z| = V2Z.

Definice 9. Rovina komplexnich cisel neboli Gaussova rovina je rovina,
jejiz body povazujeme za obrazy komplexnich cisel.

Definice 10. Goniometricky tvar komplezniho cisla z # 0 je jeho vyjadrent
ve tvary

z =r(cos p + isin p);

cislo p je argument komplexniho cisla z, r je jeho absolutni hodnota.

Tyto definice nebudeme blize komentovat. VSechny komentate ohledné téchto
definic jsou uvedeny v ptvodnim zdroji [20].
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Vsimnéme si ovSem jisté skutecnosti. Totiz Ze s¢itani, odcitani a nasobeni
komplexnich ¢isel je definovano tak, aby tyto operace fungovaly stejné jako u dvoj-
¢lent. Vezméme si priklad:

(a+bi) = (c+di) = (a+bi) + (—c—di) = (a —c) + (b — d)i. (2.1)

Vidime, zZe se s¢ita realnd a imaginarni ¢ast (viz definice 6) zvlast.

Komplexni cislo tedy nemusime chapat pouze jako vyraz, jak je uvedeno v de-
finici 6, miZzeme na néj nahlizet i jako na usporddanou dvojici redlnych ¢isel [a,b],
kde a je redlna ¢ast a b je imaginarni cast komplexniho ¢isla. Pokud budeme
chtit dale secist (resp. odedist) takovéto usporadéané dvojice, budeme postupovat
podobné jako v prikladu 2.1:

[a,b] — [c,d] = [a,b] + [—c, — d] = [a — ¢,b—d].

Uvédomme si nyni, Ze pokud usporddané dvojici redlnych ¢isel [a,b] pritadime
bod roviny, v niz jsme uréili osy x a y protinajici se v pocatku O, hovorime
o linedrni soustavé souradnic. Pokud interpretujeme tuto usporadanou dvojici
c¢isel jako komplexni ¢islo podle definice 6, mizeme prejit k zobrazeni komplexnich
¢isel do roviny, kterou podle definice 9 nazveme Gaussovou rovinou. Vzédjemné
pritazeni komplexnich ¢isel a bodi Gaussovy roviny nam zprostifedkuje pravé
kartézska soutfadnicova soustava O, na jejiz ose x jsou zobrazena cisla redlna
a na ose y ¢isla ryze imagindrni.! [20]

Vzhledem k tomu, ze komplexni ¢isla maji podobné vlastnosti jako vektory:

e sectenim dvou komplexnich ¢isel ziskdme komplexni ¢islo;

o vynasobenim komplexniho ¢isla cislem redlnym ziskdme opét komplexni
¢islo,

muzeme libovolnému komplexnimu ¢islu priradit vektor v Gaussové roviné. Pocé-
te¢nim bodem tohoto vektoru bude pocatek O souradnicové soustavy O, a kon-
covym bodem bude obraz tohoto komplexniho ¢isla v Gaussové roviné.[20] Po-
znamenejme navic, ze vektor je uréeny smérem a velikosti. Z ¢ehoz vyplyva, ze
bez ohledu na to, kam vektor s danym smérem a velikosti v souradnicové sou-
stavé O, umistime, jedna se vzdy o tentyz vektor se souradnicemi (a,b). Z toho
vyplyva nésledujici definice.

Definice 11. Vektor o souradnicich (a,b), kde a je redlnd cist a b imagindrni
cast komplexniho cisla, umisteny v Gaussové roviné, nazveme vektorem Gaussovy
TOVINY.

2.2.1 Vybrané vlastnosti komplexnich cisel

Zde vybirame nékolik vlastnosti komplexnich ¢isel, které dale v praci budeme
vyuzivat. Tyto vlastnosti jsou kompletné popsiny a dokdzany v ucebnici [20]
(kap. 2.5, str. 61).

I Tedy &isla, ktera maji nenulovou pouze imagindrni ¢st.
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Méjme cisla z; = a + bi a zo = k, absolutni hodnota jejich souc¢inu je rovna:

|z| = |21+ 22| = |k - (a+ bi)| = |ka + kbi| =
= /(ka+ kbi)(ka — kbi) = \/k*(a + bi)(a — bi) =
= ky/(a? + b?).

Vidime, ze absolutni hodnota cisla z; je po vynasobeni ¢islem z, = k rovna:
2] = |z1][ 22| = K|zl (2.2)

Tedy po vynasobeni komplexniho ¢isla ¢islem zo = k (ryze redlnym) jsme dostali
komplexni ¢islo, jehoz absolutni hodnota je kkrat vétsi. Podivame-li se na toto
¢islo jako na vektor Gaussovy roviny, pak vidime, zZe se velikost tohoto vektoru
kkrat zvetsi.

Pripomenme jesté dalsi vlastnost komplexnich ¢isel, konkrétné imaginarni jed-
notky i. Vynasobenim libovolného komplexniho ¢isla v goniometrickém tvaru
z = r(cosy + ising) a imagindrni jednotky ¢ ziskdme (podle [19] (str. 61)):

zzr{cos (cp+g> + ¢sin (¢+72T>} . (2.3)

Podivame-li se na tato ¢isla jako na vektory Gaussovy roviny, vidime otoceni pti-
vodniho vektoru o soufadnicich (a,b)? o orientovany tihel 5- Naopak vyndsobenim
stejného cisla z ,minus“ imaginarni jednotkou, tedy ¢islem —i, ziskame:

z:r{cos <90—72T> + i sin (@—2)] . (2.4)

Po vynasobeni komplexniho ¢isla z ¢islem —¢ v interpretaci pomoci vektora Gaus-
sovy roviny ziskdme vektor otoceny o orientovany tihel —7.

Specialné pro komplexni ¢isla, jez maji komplexni ¢ast nulovou, ve tvaru z = a
ziskdme vynasobenim ,plus“ nebo ,minus“ imaginarni jednotkou ¢islo z; = az

nebo zo = —ai. Znazornime-li komplexni ¢isla z, z; a 25 jako vektory Gaussovy
%

roviny, uvidime, ze vektor z{ znézornujici ¢islo z; je otoCeny o orientovany tihel
T.1 = § a vektor ?2 znazornujici ¢islo z; o orientovany tuhel x., = —7 okolo svého

pocatku oproti vektoru Z zndzorijici &slo z (viz obr. 2.2).
Délenim komplexniho ¢isla z; komplexni jednotkou =i ziskdame komplexni
¢islo z: _
Z1 VAR

_a_m b 9.5
T T LT A (2:5)

2Soutadnice a a b ziskdme pfevedenim ¢&isla z do tvaru a + bi.
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Obrazek 2.2: Znazornéni otaceni vektortt Gaussovy roviny.

Néasobenim dvou libovolnych nenulovych komplexnich ¢isel v goniometrickém
tvaru z; = |21](cos @1 +isin;) a zo = |22|(cos pg + isin ¢y) ziskdme komplexni
¢islo z (viz [20]):

z =212 = |21]|22] [cos(p1 + @2) + isin(er + v2)] . (2.6)

Podivejme se opét na tato komplexni ¢isla jako na vektory Gaussovy roviny. Po
vynasobeni téchto dvou komplexnich ¢isel ziskdme komplexni ¢islo, jehoz abso-
lutni hodnota je rovna soucinu absolutnich hodnot ¢initeli a jehoz argument je
roven souctu argumentii ¢initeld. To znamend, Ze nasobenim komplexnich ¢isel
muzeme také vhodné operovat s vektory, konkrétné pii zvétsovani ¢i zmensovani
jejich velikosti a jejich otédceni okolo svého pocatku. Této vlastnosti komplexnich
¢isel vyuzivaji obory jak fyziky, tak i informatiky. My tuto ,krasnou“ vlastnost
komplexnich ¢isel vyuzijeme pravé pti feseni elektrickych obvodi se zdrojem har-
monického napéti, kdyz prejdeme k feseni pomoci komplexni symboliky.
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3. Elektricky obvod se zdrojem
harmonického napeéti

Elektrickym obvodem zde rozumime uzaviené vodivé spojeni elektrickych prv-
ku (rezistor, kondenzator, civka aj.) se zdrojem elektrického napéti. Nutno do-
dat, Ze se omezime pouze na obvody linedrni, tedy takové, které jsou tvorené jen
z linedrnich prvku (viz [21] kap. 8, str. 497-498)). Linearitu prvkia podrobné vy-
svetluje a dokazuje napriklad Bakalarska prace Metody reseni elektrickych obvodi
ve vguce fyziky [24] (kap. 3.1, str. 6).

Dalsi omezeni vyplyva z omezujici podminky pro platnost 2. Kirchhoffova
zékona v redlném obvodu (viz napt. [24], kap. 4.2, str. 23). V obvodu budeme
tedy uvazovat dostatecné nizké thlové frekvence, pri kterych se neuplatni vlastni
a vzajemna indukénost smycek. Toto je tizce spojeno i s rozméry obvodu (viz [22]
na str. 393!).

V textu také budeme nadale uvazovat, ze prvky jsou v obvodu zapojeny do-
statecné dlouho na to, aby nastal tzv. ustaleny stav. Ustalenym stavem myslime
stav, kdy uz v obvodu odeznély ucinky prechodového jevu, ktery nastane oka-
mzité po zapojeni civky ¢i kondenzéatoru ke zdroji st¥idavého napéti (blize napft.
[22], kap. 6.3, str. 399).

3.1 Zdroj harmonického napéti

Vzpomenme nejprve stejnosmérné napéti, které se vyznacuje tim, Ze jsme
schopni rozlisit, ktery pél zdroje je kladny a ktery zaporny. U stridavého napéti
se polarita zdroje ¢asem méni.

Harmonickym stridavym napétim nazveme takové napéti, jehoz ¢asovy pribéh
je popsan rovnici:

u(t) = Uy, sin(wt + ), (3.1)

kde u(t) je okamzitd hodnota napéti v case t, U, amplituda napéti, w thlova
frekvence a ¢ je pocateéni faze v ¢ase t = 0 s.2 Uhlovou rychlost w mizZeme uréit
podle vztahu:

w=2rf, (3.2)

kde f je frekvence stiidavého napéti. Blize se vyznamu jednotlivych velic¢in vé-
nuje napriklad ucebnice Elektrina a magnetismus [5] (kap. 8-9) nebo publikace
Stridavé proudy [25] (kap. 2).

Zdroj elektrického napéti nazveme zdrojem harmonického napéti, jestlize
v elektrickém obvodu budi napéti odpovidajici rovnici (3.1).

Harmonické napéti byva kromé maximalni hodnoty U, také charakterizovano
efektivni hodnotou Uy ([5], kap. 9.2, str. 179), kterou ukazuji méfici piistroje,
podle vztahu:

Ug =5 (3.3)

!Napiiklad pro frekvence 50 Hz je mozno pouzit 2. Kirchhoffova zédkona v el. siti do délky
asi 150 km ([22], str. 393).
2Sami si volime zac¢atek méfeni a méfime po uplynuti pfechodového jevu.
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Zde jen poznamename, ze zbytek textu se jiz bude zabyvat pouze maximalni
hodnotou. Vsechny dalsi vztahy jdou také upravit pro efektivni hodnoty podle
(3.3).

3.2 Soucet dvou harmonickych napéti
Meéjme dvé napéti uq(t) a us(t) jako funkce ¢asu s harmonickym pribéhem
se stejnou thlovou frekvenci w:
uy(t) = Urpp sin(wt + ¢1);

us(t) = Uy, sin(wt + ¢3),

kde Uy, a Usy, jsou amplitudy napéti a kde 1 a ¢y jsou faze (v case t = 0).
Ukazme, Ze sectenim téchto dvou napéti ziskame vysledné napéti také s harmo-
nickym pribéhem, s vyslednou amplitudou U, a s fazi :

u(t) = Up, sin(wt + ). (3.4)
Soucet
u(t) = uy(t) + uz(t) = Uy sin(wt + ¢1) + Usyy sin(wt + o)
rozepiseme pomoci sou¢tového vzorce pro funkei sinus:®
u(t) = Upp(sin wt cos @1 + coswt sin 1) + Uspy, (Sin wt cos g + cos wt sin pg).
Roznasobenim soucinii a vytknutim spolec¢nych ¢lent sin wt a coswt dostaneme:
u = sin wt(Uyyy, €08 @1 + Uspy, cos @3) + cos wt(Uyy, sin 1 + Uy, sings). (3.5)
Oznacime nyni konstanty (,zavorky“) u ¢lent sinwt a coswt:
Uy cos oy + Uy cos oo = a;
Ui sin g + Uspysingps = b.

Vsimnéme si, ze jsme dostali dvé rovnice pro dvé nové neznamé a a b. Po dosazeni
do (3.5) dostaneme:
u(t) = asinwt + bcos wt.

Pripomenme, Ze chceme dostat vysledné napéti podle vztahu (3.4). Jaké musi
byt tedy konstanty a a b, abychom splnili rovnost:

Up sin(wt 4+ ) = asinwt + bcos wt?
Rozepsanim levé strany rovnice s uzitim souc¢tového vzorce dostaneme:
U, cos psinwt + U, sin ¢ coswt = asinwt + b cos wt. (3.6)

Z rovnosti (3.6) bezprostfedné plyne, Ze soucet napéti uy(t) a uq(t) je v kazdém
¢asovém okamziku roven wu(t), pokud je splnéna nasledujici soustava rovnic:
Ui cos 1 + Uy cos g = Uy, 0OS @; (3.7)
Ui sin oy + Ugy, sinpy = U, sin . (3.8)
Tim jsme ukézali, Ze souctem dvou harmonickych napéti se stejnou thlovou frek-

venci w ziskdme opét harmonické napéti s touto spolecnou thlovou frekvenci,
pokud vhodnymi konstantami U, a ¢ splnime rovnice (3.7) a (3.8).

3Tedy sin(z + y) = sinx cos y + siny cos z, ditkaz viz napft. [20] (str. 87).
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3.3 Prvky elektrického obvodu

Jak je zminéno vySe, omezime se pouze na tzv. linedrni prvky, tedy rezistor,
kondenzator a civku. Sipkami napéti na prvcich ve schématech a Sipkou proudu
myslime nasledujici:

o je-li proud i(t) v dany Casovy okamzik ¢ kladny, pak ma proud smér skuteéné
ve smeéru Sipky jako na obrazku a naopalk;

o ma-li napéti u(t) v case t kladnou hodnotu, Sipka sméfuje od bodu s vyssim
potencidlem k bodu s nizs$im potencidlem a naopak (naptiklad pro zdroj je
na zacatku sipky kladny p6l zdroje a na konci Sipky zdporny pél zdroje).

3.3.1 Rezistor

Rezistor, charakterizovany konstantnim odporem R, zapojime do jednodu-
chého obvodu se zdrojem harmonického napéti podle obrazku 3.1, potom je proud
i(t) prochéazejici rezistorem v kazdém ¢asovém okamziku urcen vztahem (Ohmuv
zékon):

i(t) = u}({t) = (Zn sin(wt + @),
7 ¢ehoz ziskame:
i(t) = I sin(wt + @), (3.9)

kde R je odpor rezistoru (v obvodu se stridavym napétim nazyvan také rezistance)
a I amplituda proudu (napt. [9] kap 3.1). Rikdme, Ze napéti je s proudem ve fazi,
jelikoz pocétecni faze proudu (prochézejiciho rezistorem) a napéti na rezistoru
jsou stejné.

Je ztejmé, ze pro amplitudu proudu a napéti plati:

Un = RI,. (3.10)

u(t) l [] l ur(t)

Obrézek 3.1: Zapojeni rezistoru ke zdroji harmonického napéti.
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3.3.2 Civka

Je-li civka zapojena v elektrickém obvodu podle obréazku 3.2 a prochazi ji
proud i(t), potom je na ni indukovano napéti u;(t) podle vztahu:

di(t)
dt

¢asova derivace proudu prochézejiho civkou (viz

(3.11)

di(t)

kde L je indukcnost civky a =3;

21] (kap. 4.1.4, str. 273)).

i(t)

>

u(t)l 3 lui(t)

Obrazek 3.2: Zapojeni civky ke zdroji harmonického napéti.

Zapojime-li civku do obvodu pouze se zdrojem harmonického napéti, do civky
vstupuje proud:

i(t) = L, sin(wt + ¢). (3.12)
Na civce je potom indukovano napéti podle vztahu (3.11):
d
ui(t) = LE (L, sin(wt 4+ ¢)],
z ¢ehoz ziskame:
ui(t) = LIw cos(wt + ¢). (3.13)

Oznac¢ime U,, = LI,w jako amplitudu indukovaného napéti u,;(¢). PTepsanim
vztahu pro maximélni hodnoty proudu a napéti ziskame vztah formélné pripo-
minajici Ohmuav zakon:

— Um
A
Zavedeme tedy novou veli¢inu induktance (znacime X ), ktera charakterizuje
civku v obvodu se stfidavym proudem (naprt. [9] kap. 2.2):

I, (3.14)

X, =wlL. (3.15)
Pokud piepiseme indukované napéti u;(t) na civce nasledujicim zpiisobem:*
ws(t) = Uy sin (wt Fodt ;T) , (3.16)

vidime z rovnic (3.12) a (3.16), Ze rozdil fazi mezi napétim na civce a proudem
ji prochazejici je 7. Rikdme, Ze napéti predbiha proud.

4Vyuzijeme identity cosz = sin (ac + %)
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3.3.3 Kondenzator

Pro kondenzétor zapojeny v elektrickém obvodu podle obrazku 3.3 plati na-
sledujici zavislost mezi proudem a napétim:

, du.(t)
t)=C 3.17
it = 0™, (317
kde C' je kapacita kondenzatoru a du%p casova derivace napéti na kondenzatoru
([21] kap. 1.4.5, str. 103).
i(t)
>

u<t>l N ::l uelt)

Obrézek 3.3: Zapojeni kondenzatoru ke zdroji harmonického napéti.
Zapojime-li kondenzator ke zdroji stridavého napéti, bude na ném napéti:
ue(t) = Up sin(wt + @) (3.18)

a bude jim prochézet proud podle vztahu (3.17):

i(t) = Ci (U, sin(wt + )],

derivaci dostaneme:

i(t) = CUpw cos(wt + ¢). (3.19)
Oznacme [, = CU,,w jako amplitudu proudu. Po tpraveé do tvaru:
Un
wC

ziskame opét vztah pripominajici Ohmiv zédkon. Zavedeme tedy novou veli¢inu
kapacitance (znacime X ), kterd charakterizuje kondenzéator v obvodu se strida-
vym proudem (napt. [9] kap. 2.3):

1

Xo=—. 3.21
“T W (3:21)
Prepsanim vztahu (3.19) do tvaru:

: : 7r

i(t) = I,sin <wt + o+ 2) (3.22)
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uvidime fazovy rozdil mezi proudem, ktery jim prochazi, a napétim na konden-
zatoru roven hodnoté 7. Rikdme, Ze proud predbiha napéti.

Jenom dodame, ze na rozdil od rezistance jsou vztahy pro induktanci a ka-
pacitanci ((3.15) a (3.21)) platné pouze pro maximalni (resp. efektivni) hodnoty
proudu a napéti. Chceme-li zjistit okamzitou hodnotu napéti nebo proudu na
civee (resp. na kondenzdtoru), musime pouzit vztah (3.11) (resp. (3.17)).

3.4 RLC obvod

RLC obvodem nazveme takové zapojeni, ve kterém se vyskytuji vsechny tfi z
vyse vyjmenovanych prvki, tedy rezistor, civka a kondenzator, spolu se zdrojem
harmonického napéti. Tyto prvky mohou byt zapojeny jak sériové, tak paralelné,

vvvvvv

Vlevo na obrazku je sériové RLC zapojeni, vpravo je paralelni RLC zapojeni.

Obrazek 3.4: Sériové a paralelni RLC zapojeni.
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4. Hrajeme si s fazory

Pojem fdzor je dnes vyuzivan v nékolika SS ucebnicich (viz kap. 1.1). My se v
této kapitole budeme zabyvat definovanim pojmu fizor a fazorovy diagram a uka-
zeme souvislost fazort mezi veli¢inami s harmonickym (rozuméjte ,sinusovym*)
prubéhem.

4.1 Motivace k zavedeni fazoru

V této ¢asti motivujeme zavedeni nového, ve SS fyzice ¢asto vyuzivaného,
pojmu fazor. Nejprve se podivame na to, jak muzeme ,vykreslit® graf funkce
sinus pomoci otacejiciho se vektoru. Potom se zamérime na to, jak by se daly
»SCitat sinusovky“. A nakonec uvidime, jak toto s¢itdni vede k zavedeni pojmu
fazor.

4.1.1 Otacéime vektorem

Pti pohledu na definici funkei sinus a kosinus (viz definice 5) mizeme misto
koncového ramene orientovaného thlu umistit takovy vektor v, jehoz koncovy
bod lezi na dané jednotkové kruznici a jehoz pocateéni bod je v pocatku O sou-
radnicové soustavy O,,. Soufadnice [zp,yr] tohoto vektoru, a v tomhle pfipadé
i souradnice [zp,yr] koncového bodu tohoto vektoru, nam urcuji hodnoty funkei
sinus a kosinus podle definice 5 (viz obr. 4.1).

L yrL

o

Obrézek 4.1: Vektor urcujici goniometrické funkce sinus a kosinus.
Predstavme si nyni, ze vektor nechame otacet tthlovou rychlosti w v kladném

smyslu (proti sméru hodinovych rucicek). Jinymi slovy nechame ,souvisle® mé-
nit velikost (a tedy i zakladni velikost) orientovaného tthlu nyni ur¢eného kladnou
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poloosou x a vektorem V. V kazdém ¢asovém okamziku ndm, jak jiz bylo zmi-
néno, druhé souradnice y; vektoru K urcuje hodnotu funkce sinus v dany cas t
(viz obr. 4.2)'. Piiklad takového otdceni s pocatecni zékladni velikosti z, = T
orientovaného uhlu vidime na obrazku. V levé ¢asti obrazku 4.2 je vektor, ktery
urcuje orientovany uhel se zakladni velikosti z, = 7 a v pravé Céasti je naznacen
graf sinusovky, ktery vykresli takto rotujici vektor po otoceni o tthel 27 v kladném
smyslu. Zamérné zde neni uré¢eno meéritko c¢asové osy. To bude totiz zaviset na

zvolené tthlové rychlosti w otaceni vektoru.

1

L
/\ y = sin(wt + %)
xT, t
\O /
-1

Obrazek 4.2: Otacejici se vektor urcujici postupné graf funkce sinus.

Pokud bychom chtéli vykreslit ,sinusovku®, kterda ma maximum rovno nami
zvolené hodnoté k € R, , a tedy minimum hodnoté —k, museli bychom vektor
vynasobit pravé timto kladnym ¢islem k£ € R, . Po vynasobeni vektoru ¢islem k
bude velikost tohoto vektoru k. Pro libovolnou hodnotu ¢asu ¢ dostaneme hodnotu
funkce sinus prenasobenou pravé hodnotou k. Potom bychom pro predchozi nami
zvoleny piiklad ziskali graf funkce y(t) = ksin(wt + %) jako na obrazku 4.3.

Vzpomenme si nyni na to, Zze soutradnice vektoru nejsou zavislé na poloze
tohoto vektoru v souradnicové soustavé. Proto zamérime-li se pouze na jeho ypsi-
lonovou (chcete-li druhou) soufadnici, otacejici se vektor ndm vzdy — bez ohledu
na umisténi v souradnicové soustavé — vykresli nasi sinusovku. Viz obr. 4.4, kde
jsme pro ilustraci vybrali nékolik takovych vektori. Tato skutecnost bude pro
nas velmi podstatna, protoze se ndm bude hodit vybirat si ,,vhodné vektorové
reprezentanty “ nasi funkce sinus.

Nakonec dodejme, ze v predstavé s otdcejicim se vektorem misto koncového
ramene orientovaného thlu odpovida nami zavedend thlova rychlost w thlové
frekvenci w ze vztahu 3.1 (proto jsme zvolili stejné znaceni) a pocatecni velikost
orientovaného thlu x, pocatecni fazi ¢ v case t = 0s. Po prenasobeni vektoru
konstantou £ jsme ziskali vztah formalné odpovidajici vztahu 3.1 pro harmonické
napéti, kde se tato konstanta nazvala amplitudou napéti. Proto dale v textu bu-
deme tyto konstanty nazyvat whlova frekvence, pocatecni faze a amplituda napéti.

1V tomto a dalsich obrazcich jsou pro vétsi prehlednost v levych ¢astech obrazkt vynechany
osy x a y.
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y = ksin(wt + E)
— 4

Obrazek 4.3: Otacejici se vektor urcujici postupné graf funkce sinus pfenasobenou
hodnotou k.

. ™
y = sin(wt + Z)

al

Obrézek 4.4: Neékolik vybranych vektorti vykreslujicich stejnou funkei sinus.

4.1.2 Scitame otacejici se vektory

V kapitole 4.1.1 jsme ukéazali, Ze ypsilonova souradnice vektoru otacejiciho se
kolem svého pocatku ndam vykresli graf funkce sinus. V této kapitole se zamérime
na to, jak mizeme pomoci dvou otacejicich se vektorti secist dvé ,sinusovky“.

Jiz v kapitole 3.2 jsme zjistili, Ze soucet dvou harmonickych napéti se stejnou
thlovou frekvenci w mizeme vyjadrit jako napéti s novou amplitudou U, a po-
¢atecni fazi ¢. Jak ale najdeme takové konstanty, abychom splnili rovnice (3.7) a
(3.8)7 K urceni téchto konstant ndm pomuze pravé spojeni mezi grafem funkce
sinus a otacejicim se vektorem.
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Napéti se stejnou fazi

Zacnéme jednodussim pripadem, kdy budeme scitat napéti se stejnou poca-
teéni fazi. Bez ijmy na obecnosti? budeme pfedpokladat pocatecni fazi ¢ = 0
(vzdy totiz muzeme ¢as posunout tak, abychom splnili tuto podminku). A tedy
mame napéti o rovnicich:

uy (t) = Uy sin(wt),
Ug(t) = U2 Sin(wt).

Secteme-li tato napéti analyticky, ziskdme jednoduse:
u(t) = uq(t) + uz(t) = Uy sin(wt) + Us sin(wt).
Po vytknuti dostaneme:
u(t) = (Uy + Us) sin(wt). (4.1)

Co to ale znamena pro nase otacejici se vektory? Znézornéme napéti u(t)
vektorem i, napéti uy(t) vektorem uh a napéti u(t) vektorem . Vzhledem k
tomu, ze velikost vektoru urc¢uje amplitudu napéti, ze vztahu (4.1) zjistime, Ze
vysledné napéti u(t) je uréeno vektorem u, ktery je vektorovym souctem vektoru
u au (viz obréazek 4.5). Vlevo na tomto obrazku je naznacen vektorovy soucet
vektortt uj a uj . Uprostied pro vétsi prehlednost vektory ui a up v obrazku
nesplyvaji s prodlouzenim c¢asové osy t. Kruznice, které opisuji koncové body
vektort uj a us, jsou v obrazku znazornény prerusované.

Vektorovym souctem ziskame vysledné napéti se stejnou pocatecni fazi a s am-
plitudou rovnou souctu amplitud napéti u (t) a us(t), coz odpovida rovnici (4.1).
Vidime, ze v tomto piipadé muzeme vektorovy soucet pro vyjadieni vysledného
vektoru @ napéti u(t) opravdu vyuzt.

Obrazek 4.5: Graficky soucet pribéhii dvou napéti se stejnou fazi.

2Toto tvrzeni znamens, e si sice zvolime jeden specidlni piiklad daného problému, ale nic
to nezméni na obecnosti naseho tvrzeni.
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Napéti s opacnou fazi

Jak dopadne s¢itdni dvou napéti s opac¢nou pocatecni fazi?® Tzn. napéti o
rovnicich:

uy(t) = Ujsin(wt);
us(t) = Upsin(wt + ).
Rozepiseme si napéti uy podle souctového vzorce pro funkci sinus:
us(t) = Us[sin(wt) cos m + sin 7 cos(wt)] = —Us sin(wt).
Vysledné napéti je tedy rovno:
u(t) = uy(t) + ua(t) = Uy sin(wt) — U sin(wt).

Analogicky k prikladu séitani napéti se stejnou fazi ziskdme vysledné napéti u(t)
podle vztahu:
u(t) = (Uy — Us) sin(wt). (4.2)

Zachovame-li oznaceni, které jsme zavedli u prikladu 4.1, bude vysledné napéti
u(t) reprezentovino opét vektorovym souétem vektort ] a uj (viz obrézek 4.6).

U

"'11,1(15)

A us(t)

Obrazek 4.6: Graficky soucet pribéhu dvou napéti s opacnou fazi.

Napéti s rozdilnou fazi

Nyni nam zbyva vytesit obecny pripad, ve kterém bude rozdil fazi ¢; a
napéti u(t) a uq(t) obecné v intervalu (0,27). Mdme tedy napéti o rovnicich:

ui(t) = Ujpsin(wt + ¢1);
U2<t) = U2 Sin(wt + QOQ)
Dostali jsme se k prikladu, ktery jsme analyticky tesili uz v kapitole 3.2.

Miuzeme se pokusit hledat takové konstanty, abychom splnili rovnice (3.7) a (3.8).
Vidime, ze to nebude nejjednodussi. Pojdme to zkusit jinak.

3Pojmu opacné faze zde neni pouzito ndhodou. Znamend to, Ze vektory, jimiz znazornime
tato napéti, budou mit opa¢ny smér.
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Pro napéti se stejnou i s opacnou fazi platilo, ze jsme vysledné napéti u(t)
mohli urcit jako vektorovy soucet vektoru ui a ub, které ndm znazornovaly pri-
slusna napéti ui(t) a us(t). To jsme dokonce ovérili vypoctem. Nepijde to i v
tomto nejobecnéjsim prikladu tak, ze pouze vektorové secteme prislusné vekto-
rové interpretace napéti ui(t) a us(t)?

Podivejme se jesté jednou na obrazek 4.4, kde je zachyceno nékolik vektort
vykreslujicich stejnou funkci sinus. Vzhledem k tomu, Ze nezélezi na umisténi
vektoru, kterym interpretujeme nase napéti, mizeme si zvolit ,vhodného repre-
zentanta® obou napéti.

Vyberme reprezentanty pro nas priklad sc¢itani napéti s rozdilnou fazi nasle-
dovné. Napéti u, je zndzornéno vektorem ui a jeho pocatecni bod je v pocatku O
nasf soufadnicové soustavy. Nap&ti us je znazornéno vektorem u3, jehoz pocatecni
bod je v koncovém bodé vektoru ui (viz leva &st obrézku 4.7). Vektor u je pak
znazornén jako vektorovy soucet vektort ut a .

V kazdém casovém okamziku ¢ totiz ypsilonova soutadnice vektoru ut urcuje
okamzitou hodnotu napéti u; a ypsilonova souradnice vektoru U} zase urcuje oka-
mzitou hodnotu napéti uy. Z této ivahy jednoduse plyne, ze vektorovym souctem
téchto vektortt dostaneme pro libovolny ¢asovy okamzik ¢ vysledné napéti u.* Na
obrazku 4.8 vybirdame tfi ¢asové okamziky a znazornujeme, jak se otocili nasi
reprezentanti.

Obrazek 4.7: Graficky soucet dvou obecnych pribéht napéti.

4.2 Fazor a fazorovy diagram

V kapitole 4.1 jsme ukazali, Ze soucet pribéhu dvou napéti miizeme jednoduse
ziskat pomoci vektorového souc¢tu dvou vektort otacejicich se stejnou® tihlovou
rychlosti w. Zamérné jsme se celou kapitolu 4.1 drzeli vyjadreni otacejici se vek-
tor. Nyni ozna¢me pocatecni polohu tohoto vektoru v ¢ase t = 0's, znézornujici
¢asovy prubéh napéti u(t), jako fazor napéti. Jak je vidét uz z minulych tvah (viz

1Podle vztahu u(t) = uy(t) + usa(t).
5Znovu zdlraznéme, Ze pro nase tvahy je podminka stejnych thlovych rychlosti nutna.
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Obréazek 4.8: Otacejici se vektory zobrazené ve tfech ¢asovych okamzicich.

obr. 4.4), nezélezi na umisténi fazoru v soufadnicové soustavé. Fazor je jedno-
znacné urcen svou velikosti a orientovanym thlem, ktery svira s kladnou poloosou
x. Velikosti fazoru je zde myslena velikost otacejiciho se vektoru, ktery vykres-
luje pribéh veli¢iny s harmonickym pribéhem. Orientovanym thlem x, myslime
thel urceny kladnou poloosou z jakozto pocatecnim ramenem, a poloptrimkou s
pocatecnim bodem v pocatku O soufadnicové soustavy O,, jakozto koncovym
ramenem. Tato polopfimka mé smér tohoto otacejicitho se vektoru v poc¢atecnim
Case t = 0's (viz obrazky 2.1 a 4.1).

V nasledujici definici pojem fazor zobecnime pro libovolnou veli¢inu s harmo-
nickym pribéhem. Namisto velikosti fazoru v nasledujici definici uzijeme pojmu
amplituda dané veli¢iny a budeme ji znacit A a namisto velikosti orientovaného
thlu déle pouzijeme vyjadieni pocatecni faze a oznacime ji ¢ (viz str. 28).

Definice 12. Vektor otdcejici se uhlovou rychlosti w okolo svého pocdtecniho
bodu, umistény do souradnicové soustavy Oy, o velikosti A a s pocdtecni fazi ¢,
kterou md v case t = 0's nazveme fdzor casové zdvislé veliciny a(t):

a(t) = Asin(wt + ).

Fdzor veliciny a(t) budeme znacit A.

M4-li fazor velikost U,,, nazveme jej fAzorem napéti a oznac¢ime U. Podobné
fazor s velikosti I,,, nazveme fazorem proudu a ozna¢ime I.

Umistime-li do soufadnicové soustavy O, jeden a vice fazort, vytvorime fa-
zorovy diagram. Fazorovy diagram nejcastéji zobrazujeme v case t = 0's a zo-
hlednime tim i pocatecni fazi o, ktera pak bude viditelna jako orientovany thel,
jehoz urceni je popsano vyse. Mizeme si vSak vybrat i jiny ¢as t = ty, ve kterém
budeme fazorovy diagram zobrazovat. Otoceni fazorti okolo svého pocatecniho
bodu totiz neméni thly ani velikosti témito fazory urcené (viz obr. 4.8).

Definice 13. Souradnicovou soustavu Oy, do které umistujeme jeden a vice fd-
zort v case t = tg, nazveme fdzorovy diagram.
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Takto definované pojmy fazor napéti a fazorovy diagram nam umozni gra-
ficky zjistovat konstanty U, a ¢ soustavy rovnic (3.7) a (3.8) pro soucet napéti
s obecnou fazi (viz. podkapitola Napéti s rozdilnou fazi na str. 31).

4.3 Soucet tri a vice harmonickych napéti

Pokud budeme chtit secist tii a vice napéti s harmonickym pritbéhem podle
rovnic:
uy = Uy sin(wt + ¢1);

Ug = Ugm sin(wt + gOg),

Up, = Upm sin(wt + ¢,,),

ziskdme opét napéti u(t) s harmonickym pribéhem:
u(t) = uy(t) + uz(t) + ... + un(t) = Uy, sin(wt + ).

Stadi si uvédomit, ze seCtenim napéti u () a us(t) ziskdme napéti s harmonickym
prubéhem:
ulg(t) = U12 sin(wt + 9012)7

které budeme s¢itat s napétim us(t), ¢imz vznikne vysledné napéti:
U123 (t) = U123 Sin(wt + (,0123).

Pokud bychom pokracovali ve s¢itani danych napéti déle, ziskali bychom po (n—1)
krocich vysledné napéti u(t). Dokazete si vSak predstavit, Ze analytické zjistovani
tohoto napéti bude prinejmensim velmi zdlouhavé. Grafické zndzornéni téchto na-
péti pomoci fazort ve fazorovém diagramu nam tento problém velmi zjednodusi.

Na obrazku 4.9 je ukazan priklad fazorového diagramu, v némz jsme secetli
napéti ui(t), us(t) a us(t) s obecnou poéatecni fazi s pomoci jejich fazorové in-
terpretace 71, U, a 73

Obrazek 4.9: Fazorovy diagram a graficky soucet tfi obecnych priabéht napéti.
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5. Reseni elektrickych obvodi

V nasledujici kapitole si predvedeme, jak muzeme ziskané poznatky z kapitol
2, 3 a 4 aplikovat pri feseni obvodu se zdrojem harmonického napéti, do kterého
jsou zapojeny pouze linearni prvky. Predpokladame zde, Ze zacindme mérit do-
statecné dlouho po zapojeni prvkii do obvodu a zZe redlné rozméry obvodu spliuji
omezujici pozadavky na platnost 2. Kirchhoffova zékona (viz ivod kapitoly 3).

5.1 1. a 2. Kirchhoffuv zakon

Pri feseni elektrickych obvodi se zdrojem harmonického napéti pouzijeme 1. a
2. Kirchhoffova zakona. Jejich podrobné odvozeni uvadi naptiklad [21] (kap. 4.2,
str. 281). My vSak vyuzijeme formulace z [24] (str. 21-22), ktera vyuziva stejného
znaceni jako my na obrazcich 3.1, 3.2 a 3.3.

5.1.1 1. Kirchhoffuv zakon

Algebraicky soucet vSech proudi v uzlu elektrického obvodu se pro libovolny
¢asovy okamZik rovnd nule.! Tento zdkon mtiZeme matematicky napsat takto:

kﬁ:ik(t) =0, (5.1)

kde n je pocet vodicti, které jsou spojeny v daném uzlu.

5.1.2 2. Kirchhoffuv zakon

Algebraicky soucet vSech svorkovych napéti zdroju a vSech tubytka napéti
na spottebicich se pro libovolny casovy okamzik v uzaviené smycce rovna nule.
Matematicky zapis tohoto zdkona potom napiseme takto: 2

m

S wy(t) =0, (5.2)

=1

kde m je soucet poctu zdroji napéti a poctu linearnich prvki v uzaviené smycce.

5.2 ReSeni sériového RLC obvodu

Podivejme se nyni na feSeni seriového RLC obvodu (viz obr. 5.1). Mé&me
rezistor o odporu R, civku o indukénosti L a kondenzator o kapacité C'. V obvodu
je zapojen zdroj harmonického napéti s ithlovou frekvenci w, diky kterému vsemi
prvky prochézi stejny proud i(t):

i(t) = I, sinwt. (5.3)

Pozadujeme totiz splnéni rovnice kontinuity v kazdém dasovém okamziku (viz.
[21], kap. 4.2.1, str. 285).

2Takto vyjadfeny 2. Kirchhoffav zédkon bude odpovidat znaceni §ipek, které jsme pouzili pro
napéti jiz diive ve schématech.
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Obrazek 5.1: Sériové RLC zapojeni.

Napéti u,(t) na rezistoru je ddno vztahem (3.9), a je tedy ve fazi s proudem.
Indukované napéti na civee u; predbihd proud (viz (3.16)) o thel 7. Proud procha-
zejici kondenzéatorem naopak predbihd napéti na kondenzatoru wu.(t) také o tihel

% (viz (3.22)). Svorkové napéti zdroje u(t) urcuje hodnoty napéti na jednotlivych

prvcich. Z 2. Kirchhoffova zakona totiz dostaneme:
u(t) — up(t) — ui(t) — uc(t) = 0.
Jednoduchou tupravou pak ziskavame:
u(t) = ur(t) + wi(t) + ue(t). (5.4)

Vzhledem k tomu, ze v obvodu neni zadny uzel, 1. Kirchhofiiv zakon se neu-
platni a vSemi prvky prochdzi stejny proud. Znazornéme tento proud i(t) fazorem
1, napéti u,(t), u;(t) a u.(t) postupné fazory Ug, Ur, a Uc ve fazorovém diagramu
v ¢ase t = 0's (obr. 5.2). Velikosti téchto fazort jsou ddny amplitudami® napéti
na jednotlivych prveich, ty jsou popsany vztahy (3.10), (3.14) a (3.20). Aby bylo
vidét, Ze nezalezi na umisténi fazortt v soufadnicové soustavé O, umistili jsme
je riizné. Carkované je pak oznaden jiny zptisob ziskani vysledného napéti.

Z kapitoly 4.2 jiz vime, ze staci urcit pouze velikost U a pocatecni fazi ¢
vysledného fazoru U. Velikost tohoto fazoru ziskdme pomoci Pythagorovy véty
(viz také [9], kap. 3.4):

U=/Uj+ (U, — Uo)2 (5.5)

Dosazenim za amplitudy napéti dostaneme:

U=1/R+ (X, - Xc)2 =12, (5.6)

kde Z nazveme vyslednou impedanci ([9], kap. 3.4), charakterizujici dany sériovy

RLC obvod*:

Z =R+ (X, — Xc)*. (5.7)

3 Amplitudy pro rezistor, civku a kondenzétor postupné znadime Ug, U, a Uc.
4Vgimnéme si opét toho, Ze se snazime najit vztah podobajici se Ohmovu zdkonu U = IR.
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Pocétecni fazi ¢ vysledného napéti u(t) pak ziskdme pomoci funkce tangens:

X —Xe
R .

Po dosazeni do vztahu (5.4) ziskdme hodnotu napéti u(t) v libovolném case t:

tg ¢ = (5.8)

u(t) = Ugsinwt + Uy sin (wt + g) + Ug sin (wt — ;T) :

X — X,
u(t) = [Zsin (wt + arctg LRC> :
y
Ug
Pk "1
T | o
L I I—
U,
U
i z
o} T -

Obrazek 5.2: Fazorovy diagram sériového RLC zapojeni.

5.3 Reseni paralelniho RLC obvodu

Me¢jme opét rezistor o odporu R, civku o indukénosti L a kondenzator o ka-
pacité C' zapojené v elektrickém obvodu se zdrojem harnonického napéti podle
obrazku 5.3. Z 2. Kirchhoffova zédkona vidime, ze napéti mezi uzly A a B je ve
vsech vétvich stejné. Obvod je zde totiz vytvoren ze tfi uzavienych smycek a na
kazdé z nich je ibytek napéti na spotiebicich roven svorkovému napéti zdroje.
Necht je toto spoleéné napéti zobrazeno ve fazorovém diagramu fazorem U a
zaroven je jeho pocatecni faze je nulova.

Z 1. Kirchhoffova zdkona déle dosteneme:®

i(t) —igr(t) —ip(t) —ic(t) = 0.
Prevedenim ¢lent ig(t), i1 (t) a ic(t) na druhou stranu pak ziskdme:
i(t) =ig(t) +in(t) +ic(t). (5.9)

37



’U,AB(t)

ir(t)
>

i(t) ir(t)

u(t) l io(t)

Obrazek 5.3: Schéma zapojeni paralelntho RLC obvodu.

Proud ix(t) nyn{ zobrazme fazorem Ir o velikosti I s pocdtecni faz{ rovné
nule (na rezistoru je proud ve fazi s napétim). Proud i.(¢) zobrazme fazorem
I, o velikosti I}, s po¢atecni fazi =& (viz vztah (3.16)) a proud ic(t) zobrazme
fazorem I¢ o velikosti I s pocatecni fazi § (viz vztah (3.22)). Fazorovy diagram je
zobrazen na obrazku 5.4. Amplituda vysledného proudu [ je pak dana vyslednym
fazorem I, ktery je sou¢tem fazorii I, I a Io. Na obrazku je ¢arkované vyznacena
jind moznost sc¢itani téchto fazort.

~il

Ir

Obréazek 5.4: Fazorovy diagram pararelniho RLC zapojeni.

Z diagramu muzeme pomoci Pythagorovy véty vypocitat velikost vysledného
fazoru I (viz také [9], kap. 3.5):

I — \/1,2% +(Io — )2

5Sipky proudu jsou zdmérné voleny tak, aby proud do uzlu vstupoval pouze ze zdroje a
vystupoval do vSech tri vétvi zaroven.
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A po dosazeni ze vztaht (3.10), (3.14) a (3.20) dostaneme:

= (5) (g ) o .10
a R Xe X/ 77 ‘
kde Y nazveme vyslednou admitanci paralelniho RLC obvodu (viz [9], kap. 3.5):
1\? 1 1\?
Y = —= —_— = . 5.11
\/(R> (% %) (51)

Pocatecni fazi vysledného proudu ziskdme (podobné jako u (5.8)) pomoci funkce
tangens:

1 1

tg = Yo XL (5.12)

R

Po dosazeni do rovnice (5.9) mizeme dopocitat hodnotu proudu i(t) v libo-
volném case t:

i(t) = Igsinwt+ I sin (wt + g) + I sin (wt _ ;T) ;
11
i(t) = IYsin [wt+ arctg 2L |
R
BliZe se vyznamu téchto vztaht vénuje ucebnice fyziky pro elektrotechniky [9].

My zde jen shrneme, ze:

« sériovy RLC obvod je charakteristicky svou impedanci Z, ktera ma stejny
rozmér jako odpor;

« paralelni RLC obvod je charakteristicky svou admitanci Y, ktera ma stejny
rozmér jako prevracend hodnota odporu.

Zajimavé také je, ze po zavedeni veli¢in impedance a admitance jiz plati Ohmuv
zédkon pro maximalni (resp. efektivni) hodnoty napéti a proudu stejné jako pro
stejnosmérny proud. Tedy pro sériové zapojeni:

U=27I
a pro paralelni RLC zapojeni
I
U=-.
Y

7 ¢ehoz muzeme vidét, ze impedance paralelniho RLC zapojeni je rovna prevra-
cené hodnoté admitance:

7 =—.
Y
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6. Vyuziti komplexni symboliky

Na zacatek zduraznéme, Ze imaginarni jednotku ¢ budeme v této a
dalsich kapitolach znadit j, a to predevsim z toho divodu, aby se naim
nepletla s okamzitou hodnotou proudu, ktera je oznacena i(t).

Z predchozich kapitol jiz vime, jak otécejici se vektor vykresluje graf harmo-
nickych funkci. Zavedli jsme pojmy fdzor a fazorovy diagram a pomoci téchto
pojmil jsme jiz dokonce vyftesili sériové i pararelni RLC zapojeni se zdrojem har-
monického napéti. V této kapitole ukazeme, jak se da pri feseni RLC obvodti
vyuzit komplexni symboliky, kterou jsme zavedli v kapitole 2.2.

Nasi snahou v této kapitole bude ,zachovani“ Ohmova zakona i v komplexni
symbolice pro obvody se zdrojem harmonického napéti. Z toho divodu chceme
najit nasledujici vztah:

U=7T1T,
kde Z nazveme komplexni impedance daného zapojeni. Jak to ale udélat tak,
abychom zachovali obecnost daného postupu a zohlednili vSechny skutecnosti,
které jiz zname z drivéjsich kapitol?

6.1 Fazory v Gaussoveé roviné

Myslenku zavedeni fazort v Gaussoveé roviné jsme prevzali z tvrzeni uvedeného
v piirucee pro ucitele fyziky [18], které citujeme na strané 9. V této kapitole toto
tvrzeni rozepiseme podrobnéji a ukazeme jeho dusledky.

Podivejme se jesté jednou na definici 13, ve které jsme zavedli pojem fdzorovy
diagram tak, Ze do soufadnicové soustavy O, umistujeme fazory v daném case
t = to. Podle definice 12 je fazor vektor, ktery rotuje! okolo svého pocatku v
souradnicové soustavé O,,. Z definice 11 dale vime, Ze komplexni ¢isla mizeme
zobrazit jako vektor také do soutradnicové soustavy O, kde jsou vektory obrazy
komplexnich ¢isel ve tvaru z = a + bi.

Predstavme si nyni, ze fazory ve fazorovém diagramu jsou praveé obrazy kom-
plexnich ¢isel v této souradnicové soustave Oy, kterou umistime do Gaussovy
roviny. Do souradnicové soustavy tedy budeme umistovat fazory jakozto vektory
Gaussovy roviny. 7 toho vychézi nasledujici definice.

Definice 14. Souradnicovou soustavu O, umisténou v Gaussové rovine, do niz
zakreslujeme jeden a vice fdzori v case t = tg, nazveme fdzorovy diagram v
Gaussové roviné.

Do Gaussovy roviny muzeme podle definice 11 umistit vektory o souradnicich
(a,b). Ztotoznime-li takovyto vektor s fazorem v ndmi zvoleném case t = ¢, podle
definice 12, mizeme fazorovy diagram fesit uzitim vlastnosti komplexnich ¢isel.
Vektor Gaussovy roviny je totiz vektor se souradnicemi (a,b), kde a je redlnd a b
imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z (viz definice 6).

Pro vétsi srozumitelnost budeme i nadéle rozumét znacenim A fazor veliciny
a(t) (viz definice 12). Takovyto fazor v Gaussové roviné budeme znacit stejné,

'Rozuméjte otaci se okolo svého pocatku tihlovou rychlosti w.
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jen namisto dvojice souradnic jej budeme urcovat pravé komplexnim ¢islem z ve
smyslu definice 11.

Velikost vektoru Gaussovy roviny je ddna absolutni hodnotou |z| komplexniho
¢isla podle definice 8. Orientovany tuhel, ktery urcuje tento vektor (viz obr. 4.1) je
dan argumentem ¢ komplexniho ¢éisla? podle definice 10. To znamend, Ze pokud
urc¢ime absolutni hodnotu |z| a argument ¢ komplexniho ¢isla, urcili jsme jed-
noznacné fazor (viz strana 33). Jen dodejme, ze absolutni hodnota komplexniho
¢isla bude odpovidat amplitudé A veli¢iny s harmonickym pribéhem a argument
@ pocatecni fazi velic¢iny (viz definice 12).

6.2 Komplexni impedance RLC obvodu

V kapitolach 5.2 a 5.3 jsme jiz vytesili vyslednou impedanci sériového a para-
lelntho RLC zapojeni se zdrojem harmonického napéti. Diky zavedeni fazorového
diagramu v Gaussové roviné a znalosti vlastnosti komplexnich ¢isel miizeme nyni
zavést komplexni impedanci sériového a paralelniho RLC obvodu.

6.2.1 Komplexni impedance sérivového RLC obvodu

Nasim tkolem je opét vytesit rovnici (5.4) vyplyvajici z 2. Kirchhoffova za-
kona:
u(t) = up(t) + u;(t) + uc(t). (6.1)

Znéazornéme tato napéti a spolecny proud prochazejici vSemi prvky ve fazoro-
vém diagramu fazory I, U, Ug, U, a Ug, podobné jako jsme to udélali v kapitole
5.2. Jedinym rozdilem nyni bude to, zZe fazory budeme urcovat odpovidajicim
komplexnim ¢islem z, a tedy je umistime do Gaussovy roviny. Predstavme si, ze
umistime fazor proudu I libovolné do nasi soufadnicové soustavy.

Nejprve najdeme vztah mezi fizorem napéti na rezistoru Ug a proudem I tak,
aby byl analogii Ohmova zakona:

Un=RT, (6.2)

kde R je takové komplexni ¢islo, které tuto rovnici splni pro fazory Ug a I.% Ve-
likost napéti na rezistoru Ug je urcena Ohmovym zdkonem a napéti na tomto
rezistoru ug(t) je ve fazi s proudem i(t), ktery jim prochézi. Proto mizeme fict,
ze hleddme komplexni ¢islo, které odpovidajicim zptisobem zméni velikost fazoru
1, ale nezméni jeho fazi (viz vztahy (3.9) a (3.10)). Tuto vlastnost maji kom-
plexni ¢isla bez imaginarni slozky (viz kapitola 2.2.1 vztah (2.2)). Tim najdeme
komplexni éislo R, které splni nami pozadované vlastnosti:

R=R+j-0=R.
Podobné se pokusme najit analogii Ohmova zdkona pro civku:

Uo=X1, (6.3)

2Pro zjednoduseni uvazujme ¢ z polootevieného intervalu (0,27), a tedy zakladni velikost.
3Velikost fazorti je zde ztotoznitelnd s absolutni hodnotou komplexniho &isla, které dany
fazor urcuje.
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kde komplexni ¢islo X, splni pomér mezi absolutnimi hodnotami napéti na civce
U; a proudu I a ziroveni bude vysledny fazor napéti Uy otocen o orientovany
tthel Z oproti fazoru proudu I (viz (3.14) a (3.16)). Takové vlastnosti bude mit
komplexni ¢islo s absolutni hodnotou X a argumentem § (viz kapitola 2.2.1
vztah (2.6)):

X, =0+4jX, =jX,.

Dale bychom pro kondenzator radi ziskali vztah:
Uo=Xc1, (6.4)

kde komplexni ¢islo X¢ mé — podobné jako u rezistoru a civky — splnit tuto
rovnici pro fazory Uc a I. Z rovnic (3.20) a (3.22) vidime, Ze pomér mezi ampli-
tudami napéti Us na kondenzatoru a proudu [ jim protékajicim je roven pravé
hodnoté X a ze fazor napéti je oproti fazoru proudu otocen o orientovany tihel
—7%. Proto komplexni ¢islo X¢ musi mit tvar (viz kapitola 2.2.1 a vztah (2.6)):

Xo=0—7 -Xc=—jXc.

Ziskali jsme tak komplexni impedance jednotlivych prvki, které splni rovnice

(6.2), (6.3) a (6.4):

R R; (6.5
X, = jXp; (6.6
Xo = —jXe. (6.7)

Ptejdéme nyni k feseni sériového RLC obvodu. PfepiSeme rovnici (6.1) vyply-
vajici z 2. Kirchhoffova zakona pomoci fazort:

U=Ur+U,+Uc (6.8)

a dosadime do nf ze vztahti, které jsme ziskali vyse:?

U=RI+ X, I+XcI=RI+jXI—jXcI=IR+jX,—jXc)

Dale dostaneme
U=I(R+j(X;—Xe))=12Z. (6.9)

Vidime, ze ndm opét vysel vztah podobny Ohmovu zakonu, a mizeme proto
zavést komplexni impedanci sériového RLC obvodu Z urc¢enou vztahem:

7 =R+ (X, - Xe). (6.10)

Takto zavedend komplexni impedance v sobé ,obsahuje“ informaci nejen o po-
méru amplitud vysledného napéti U a proudu I, ale i rozdil fazi mezi napétim
u(t) a proudem i(t). Komplexni impedance sériového RLC obvodu tak v sobé nese
kromeé informace o poméru vyslednych amplitud napéti a proudu také informaci o
vzajemném otoceni prislusnych fazort proudt a napéti v souradnicové soustave.
Tady vidime nejvétsi pridanou hodnotu zavedené komplexni symboliky.

4M4me na mysli vztahy (6.2), (6.3), (6.4), (6.5), (6.6) a (6.7).
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Vyjadrime-li absolutni hodnotu vysledné impedance sériového RLC obvodu
7, ziskdme vztah (viz definice 8):

Z| = [R+j(Xe — Xo)| = [R +j(X1 — Xo)] [R — §(XL — Xo)]

a po vynasobeni mame absolutni hodnotu komplexni impedance sériového ob-
vodu:

Z] = /R + (X — Xc) (6.11)

Rozdil fazi mezi fazorem napéti a fazorem proudu (tedy argument komplexni
impedance) ziskdme pomoci funkce tangens (viz [20], kap. 2.2):

X, —Xe

5 (6.12)

tg =
V této kapitole jsme tudiz nasli komplexni impedance pro jednotlivé linearni
prvky a nasledné vyslednou komplexni impedanci Z sériového RLC obvodu:

Z=R+Xc+ X5

Vidime, ze komplexni impedance se v sériovém zapojeni pouze sec¢tou, stejné jako
je tomu u sc¢itani odport rezistort v obvodech se zdrojem stejnosmérného napéti.

Upozoriiujeme vsak, ze zde musime znaceni R, X, X a Z chapat pouze jako
komplexni ¢isla (tedy konstanty).

6.2.2 Komplexni admitance paralelniho RLC obvodu

Ozna¢me spole¢né napéti na vsech prvcich fadzorem U (viz obr. 5.3). Pro para-
lelni RLC obvod jsme jiz v kapitole 5.3 dostali z 1. Kirchhoffova zdkona podminku
pro proudy v jednotlivych vétvich (vztah (5.9)). Prepsanim pomoci fazora dosta-
neme:

I=1Ig+1I;+1c.

Analogicky ke zptisobu, ktery jsme pouzili u sériového zapojeni, po dosazeni
ze vztaht (6.5), (6.6) a (6.7) dostaneme®:

- U U —(1 1 1
I:R+—%:U<+,+, ),

Znovu jsme dostali vztah formalné shodny s Ohmovym zdkonem, veli¢inu Y tedy
nazveme komplexni admitanci:%

YE:1+j(1—:l>. (6.13)

®Necht jsou R, X1, a X¢ nenulové. V opacném piipadé bychom fesili néktery ze specialnich
pripadu zv1ast.
6Vzhledem k tomu, Ze jsme jiz v redlném oboru tuto veli¢inu oznaéili jako admitanci.
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Stejné jako drive vidime, ze:

- - U
A
7 ¢ehoz okamzité plyne vztah mezi komplexni admitanci a komplexni impedanci:
- 1
Y = = .
Z

Vyjadrenim absolutni hodnoty komplexni admitance ziskame velikost vysledné
admitance obvodu (viz definice 8):

V| = \/(]1%>2 + <;C - )(1'L>2 (6.14)

Rozdil fazi mezi proudem a napétim (tedy argument komplexni admitance) zis-
kdme pomoci funkce tangens (viz [20], kap. 2.2):

tg o = 2o AL (6.15)

R

A tak jsme ziskali vyslednou komplexni admitanci Y sériového RLC obvodu.
Predstavime-li si misto civky a kondenzatoru rezistory, vidime forméalné stejny
vztah, jako je pro sc¢itani odport rezistoru pti paralelnim zapojeni se zdrojem
stejnosmérného napéti.

Poznamenejme jesté, Ze pri uréovani argumentu komplexni impedance ¢i kom-
plexni admitance je vyhodné hledat hodnotu argumentu v otevieném intervalu
¢ € (—m,m). U komplexni impedance potom zjistime rozdil fazi pomoci oriento-
vaného thlu urceného fazorem proudu jakozto pocateénim ramenem a fazorem
napéti jakozto ramenem koncovym. Naopak u zjistovani rozdilu fazi u komplexni
admitance je orientovany uhel urcéeny fazorem napéti jakozto pocateénim rame-
nem a fazorem proudu jakozto koncovym ramenem. Pro ¢ urc¢ené na tomto in-
tervalu pak rovnou vidime, jestli proud predbiha napéti, ¢i naopak.

Pro pripad, kdy néktery z prvka neni v obvodu zapojen, musime , vynechat*
prislusnou komplexni impedanci (odpor, induktanci ¢ kapacitanci) ve vyse uvede-
nych vztazich. Fazory napéti na téchto prvcich (pfip. proudu, ktery jimi prochazi)
budou totiz nulové a v Kirchhoffovych zakonech se tedy tyto ¢leny neobjevi.

Dodejme, 7ze v naSich odvozenich jsme celou dobu uvazovali idealni civku.
Kdyby v obvodu nebyl zapojen zadny rezistor a velikost impedance civky by byla
rovna velikosti kapacitance kondenzatoru, vysledna impedance obvodu by byla
nulové. Teoreticky by tak doslo ke zkratu.” V redlnych obvodech vak vétsinou
musime s odporem civky (vinuti jejiho dratu) pocitat, protoze je nezanedbatelny.
V obvodech s redlnou civkou pak tuto civku nahrazujeme sériovym zapojenim
rezistoru s idealni civkou.

6.3 Shrnuti komplexni symboliky

Zavedenim komplexni symboliky pro feseni sériového ¢i paralelnitho RLC ob-
vodu se zdrojem harmonického napéti jsme urcenim komplexni impedance ¢i kom-
plexni admitance ziskali i jejich vzajemny rozdil fazi, to je prvni pridand hodnota

"Proud by rostl nade viechny meze.

45



tohoto pohledu na feseni obvodii. Pro realné hodnoty odporu, induktance a ka-
pacitance jsme totiz méli pouze informaci o poméru amplitud proudu a napéti.

Pro ukotveni predstavy pocitani s fazory (chcete-li komplexnimi ¢isly) jesté
jednou shrneme jejich vlastnosti:

e Sc¢itanim a odecitanim dvou a vice fazorit pomoci komplexni symboliky
neziskdme nic jiného nez séitani fazora ve fazorovém diagramu tak, jak
jsme toto sc¢itani a odcitani zavedli v kapitole 4. Toto muzeme odtvodnit
naptiklad ndhledem na komplexni ¢isla jako na usporadané dvojice, jak jsme
ukazali v prikladu (2.1).

« Néasobenim fazoru redlnym ¢islem ziskdme fazory (resp. vektory) odpovi-
dajicim zpusobem prodlouzené nebo zkrdcené (viz (2.2)). Toto ndsobeni
fazort realnym cislem se projevi zménou amplitudy veliciny, kterou dany
fazor znazornuje.

o Nasobenim nebo délenim dvou komplexnich cisel ziskavame kromé prodlu-
zovani a zkracovani fazoru také otoceni jednotlivych fazort okolo pocatku
souradnicové soustavy. Toto jsme pro specidlni pripady ukazali v rovnicich
(2.3) a (2.4). Obecné nasobeni a déleni dvou komplexnich ¢isel komentuje
napriklad [20] v kapitole 2.5. Dodejme, Ze otoceni fazorti v souradnicové
soustavé nezméni vztahy mezi nimi (viz napf. obr. 4.8).

V této kapitole jsme tedy ukazali moznost umisténi fazora do Gaussovy roviny
a jejich interpretaci pomoci komplexnich ¢isel a operace s nimi. Vidime, zZe tato
metoda nam dava shodné vysledky s jiz diive pouzitou metodou, ve které jsme se
zabyvali geometrii trojihelnikl ve fazorovém diagramu pomoci Pythagorovy véty.
Na druhou stranu se ndm miize jevit, ze je zde komplexni symbolika zavedend
pomérné umeéle a nevidime mozna jeji vétsi opodstatnéni. Je pravdou, ze pro
fazorové diagramy jednoduchych RLC obvodi, jejichz tfeseni jsme zde ukazali,
komplexni symbolika neprinasi prilis velké zvyhodnéni ¢i zjednoduseni. Na druhou
veli¢iny,® kde se vyskytuji veli¢iny s harmonickym priibéhem, miZe vést tato
metoda ke znacnému zjednoduseni problému.

P1i takto zavedenych komplexnich impedancich (viz vyse) jednotlivych lineér-
nich prvkia je mozno pracovat s obvody se zdrojem harmonického napéti stejné
jako s obvody s rezistory, které jsou pripojeny ke zdroji stejnosmérného napéti.
Tuto skutecnost ilustrujeme v poslednim teseném prikladu nasledujici kapitoly.
Zavedeni komplexni symboliky do obvodu s harmonickym napétim a linearnimi
prvky nam tak dalo velmi silny nastroj, pomoci néhoz muzeme urcovat amplitudy
proudu a napéti v obvodu (pfipadné vysledny odpor obvodu) velmi rychlym a
efektivnim zptisobem. Diky linearité prvka v obvodu je totiz mozno vyuzit stejné
metody, které mame k dispozici u rezistorii pripojenych ke zdroji stejnosmérného
napéti. Tyto metody shrnuje naptiklad jiz zminovand Bakalarska prace [24].

Nakonec poznamenejme, ze, bohuzel, zavedené znaceni pro komplexni im-
pedance jednotlivych prvki v obvodu zde neznamené, ze by to byly fazory ve
smyslu definice 12. Abychom totiz splnili ndmi pozadované vztahy, musime tyto
komplexni ¢isla povazovat za konstanty.

8A 7e téchto veliéin mame ve fyzice pomérné hodné.
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7. ReSené tlohy

V nasledujici kapitole uvedeme tii fesené tlohy. Prvni z nich je vytvorena
pro tcely této bakalarské prace. Druhou vybirdme ze sbirky tloh [12] pro stfedni
skoly, abychom porovnali feSeni uzité v knize s feSenim pomoci ndmi zavedené
komplexni symboliky. Tteti tiloha, také vytvorena pro tcely této bakalarské prace,
je zde Tesena pro ilustraci zjednoduseni feSeni jinak slozité tlohy diky pouziti
komplexni symboliky:.

7.1 Priklad 1

Méjme sériové RC zapojeni rezistoru o odporu R = 1 k2 s kondenzatorem
o kapacité C' = 100 nF se zdrojem harmonického napéti, ktery v obvodé budi
napéti o frekvenci f = 1 kHz.

1. Zakreslete fazorovy diagram pro napéti a proud tohoto zapojent;

2. vypoctéte vyslednou impedanci Z tohoto obvodu a rozdil fazi ¢ mezi po-
catecni fazi napéti a proudu tohoto obvodu za uziti fazorového diagramu z
bodu 1.;

3. vypocteéte vyslednou impedanci tohoto obvodu s vyuzitim komplexni sym-
boliky.

[] &UR(t)

Obréazek 7.1: Schéma zapojeni k prikladu 1.

1. Zakresleni fazorového diagramu

V této casti opét budeme predpokladat, ze proud a napéti na rezistoru jsou
ve fazi a jejich pocatecni faze je nulova (o = 0), proto jejich fazory zakreslime ve
sméru kladné poloosy . Necht I je fazorem proudu o velikosti I prochézejiciho
kondenzatorem a rezistorem. Déle ozna¢me Up fazor napéti na rezistoru a Ug
fazor napéti na kondenzatoru. Velikost téchto fazort pak uré¢ime z Ohmova zakona
(viz kap. 3):

U R — RI 3
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Uco = Xcl.

Abychom méli fazory Ui a Ug ve fazorovém diagramu zakreslené ve spravném
poméru, vypocteme nyni pomér jejich velikosti:

Ur RI
Ue wlcl R2wfC

Po ¢iselném dosazeni mame:

gR =1-10%-27-1-10*-100-107% = 27 - 10337279 = 27 . 107 = 0,63 .
c

Ve fazorovém diagramu nebudeme zohlednovat pomér mezi velikosti fazoru
proudu I a fazoru napéti Ug, protoze nedava smysl porovndvat dvé veli¢iny s riiz-
nymi jednotkami.! MZzeme nakreslit fazorovy diagram (obr. 7.2) podle postupu
popsaného v kapitole 5.2. Rozdil oproti obecnému feseni sériového RLC obvodu
bude v tom, Ze ze vsech vztaht ,vymizi“ napéti Uy, na civce a induktance X,
civky.

~il
8

=

Obrazek 7.2: Fazorovy diagram sériového RC zapojeni z prikladu 1.

Na obrazku 7.2 jsme zamérné nakreslili s¢itani fazori mimo pocatek sourad-
nicové soustavy, aby byl obrazek prehlednéjsi a byl vidét rozdil ¢ pocatecnich fazi
fazortt U a I. Také jsme ¢arkované znazornili druhou moznost s¢itdni vektort.?

2. Vypocet vysledné impedance a rozdilu fazi

Aniz bychom se ted museli znovu divat na vzorecky odvozené v kapitole 5.2,
muzeme ze znalosti Pythagorovy véty vypocitat vyslednou impedanci sériového

RC obvodu:
Z=\/R*+ X%.

174lezi ndm pouze na fazovém rozdilu téchto veli¢in.
2Vidime, Ze ze s¢itanych vektord vznikl rovnobéznik, proto se této metodé také iika doplnéni
na rovnobéznik.
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Dosazenim do tohoto vztahu ziskame vyslednou impedanci:

2 1 2 :

Vyslednd impedance tohoto obvodu je tedy 1,88 k(2 .
Rozdil poc¢atecnich fazi proudu a napéti ¢ uréime pomoci funkce kotangens:

3
U U
cotg p = U—i — @ = arccotg U—i = arccotg(—0,63) .

Dostaneme tedy rozdil pocatecnich fazi:
o = —H7°47" .

Vzhledem k tomu, Ze jsme uvazovali pocatecni fazi proudu jako nulovou, vidime
z fazorového diagramu, Ze napéti se zpozduje za proudem pravé o uhel ¢ = 57°47".
Rovnice pro vysledné napéti potom bude vypadat takto?:

u(t) =1,88-10% - [ -sin(2-10° - 7 -t — 57°47') .

3. Vypocet impedance a rozdilu fazi pomoci komplexni symboliky

Na zacatek zdtraznéme, ze v obvodu nemame zadnou civku, proto se ve vzta-
zich nikde neuplatni ¢len komplexni impedance civky.

Fazor napéti na rezistoru Ug je podle (6.2) ddn vztahem: Ugr = R I . Déle
pro napéti na kondenzatoru Us mame podle (6.4): Ug = X I .
Z rovnice (6.10) potom mame:

Z=R-jXc.

Ciselnym dosazenim vypocteme absolutni hodnotu tohoto komplexniho &isla (viz
definice 8), ¢imz ziskdme velikost vysledné impedance:

\Z\ =R+ X2 ==188k.

Zjisténim argumentu tohoto komplexniho ¢isla ziskame rozdil pocatecnich fazi
proudu a napéti (viz [20]):
c .

—X
tg o = 7 = —57°47" .

Vysledné napéti je tedy ddno vztahem:®
u(t) =1,88-10% I -sin(2-10° - 7 - t — 57°47") .

Vidime, zZe jsme s uzitim komplexni symboliky dosdhli stejného vysledku jako
s pomoci fazorového diagramu.

3Ypsilonova soufadnice fazoru Uc je zapornd, proto zde musime zohlednit i znaménko.
4Pro prehlednost neuvadime jednotky.
5Zde opét pro piehlednost neuvadime jednotky.
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7.2 Priklad 2

Tento priklad prebirame ze sbirky tloh pro stfedni koly [12] (kap. 5.4, str. 167,
pr. 344.). Zadéani a TeSeni trosku upravime.

Civka o induk¢énosti 50 mH, jejiz vinuti ma odpor 10 €2, je sériové spojena
s kondenzatorem o kapacité 2 uF. Obvodem prochazi stridavy proud o amplitudé
100 mA a frekvenci 0,5 kHz.

1. Urcete vyslednou impedanci obvodu a amplitudu napéti zdroje.

2. nakreslete fazorovy diagram obvodu a urcete fazovy rozdil mezi napétim na
zdroji a proudem prochézejicim prvky v obvodu.

3. urcete amplitudu napéti na realné civce.

4. vypoctéte s pouzitim komplexni symboliky vyslednou impedanci obvodu,
rozdil fazi napéti a proudu a amplitudu napéti zdroje.

1. Urceni impedance obvodu a amplitudy proudu

Redlnou civku s indukcénosti 50 mH a s odporem vinuti nahradime idealni
civkou se stejnou indukénosti, ke které sériové pripojime rezistor o odporu 10 §2.
Tim ziskdme sériové RLC zapojeni tak, jak jsme jej Tesili v kapitole 5.2. Pro
impedanci obvodu plati vztahy (5.6) a (5.7). Ze vztahu (5.6) vyjadiime amplitudu
nap¢ti (zde oznacena U,,) a do obou rovnic ¢iselné dosadime:

103\ _
Z= 102+ (50—~ ) | a=100;

™

Un=1(0,1-10) V=1V.
Vysledna impedance obvodu je 10 2 a amplituda napéti na zdroji je 1 V.

2. Nakresleni fazorového diagramu a urceni vysledného fazového roz-
dilu

Abychom mohli spravné nakreslit fazorovy diagram, potfebujeme opét znat
pomeéry velikosti fazort, jak tomu bylo v prikladu 1 v kapitole 7.1. Ze vztaht pro
Ug, Uc a Up, tedy dostavame:

Ur RI R 10
SR 064
U, X I X, 50« ’ ’

Un L R R 10
Uo  Xol Xo 1@

2

Vidime, Ze velikosti fizorti napéti na kondenzatoru a na civece (Ug a Ur) budou co
do velikosti témeér stejné. Vypoctéme nyni rozdil pocatec¢nich fazi napéti a proudu
ze vztahu (5.8):

X — X¢ 50m — 1%

-2
tgp="7% = p=arcty —— 2T = arctg o = —11°19".
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Obréazek 7.3: Fazorovy diagram sériového RLC zapojeni z prikladu 2.

Fazorovy diagram jsme znéazornili na obrazku 7.3. Pro prehlednost neni rozdil fazi
na obrazku vyznacen.

Vysledny fazovy rozdil mezi vyslednym napétim zdroje a proudem, prochéze-
jicim cfvkou a kondenzatorem, je tedy ¢ = —11°19". Rekneme, Ze proud v tomto
zapojeni predbiha napéti.

3. Urceni amplitudy napéti na realné civce

Z 2. Kirchhoffova zdkona (viz (5.4)) vidime, ze soucet ubytku napéti na civce
urr(t)® a na kondenzatoru uc(t) musi byt pro kazdy casovy okamzik roven svor-
kovému napéti zdroje u(t). Bohuzel vsak nemuzeme pro tuto civku uvazovat vztah
(5.7), nebot se jedna o civku s vnirnim odporem. Proto musime, jak uz jsme to
udélali diive, tuto civku nahradit sériovym spojenim rezistoru a civky o celkové
impedanci Zpg. Musime tedy secist pro vSechny hodnoty ¢asu ¢ napéti na této
civee a na rezistoru. To udélame nédm jiz dobfe zndmym postupem (totiz za po-
moci fazorového diagramu). V obrazku 7.3 jsme tento fazor vyznacili oranzove.
Jeho velikost Upg(t) je dana vztahem:

Urr(t) =1, - Zpp = I, -\ R2 + X3,

po dosazeni pak ziskdme vyslednou amplitudu napéti na realné civce:

Ur = (0,1,/1002 n (507r)2> V=186V,

Maximalni napéti na realné civece je 18,6 V.

Stoji za povsimnuti, ze maximalni hodnota svorkového napéti U, je asi 19krat
mensi nez maximéalni hodnota napéti na civce. Zkuste si rozmyslet, pro¢ tomu tak
je.r

6Zde se nejedna o idedln{ civku, zdmérné tedy pouzivdme znadeni urg(t).
"V dany ¢asovy okamzik je napéti na kondenzatoru zaporné a jeho soucet s napétim na civce
nam dava pravé vysledné napéti na zdroji 1 V.
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4. Vypocet charakteristickych veli¢cin obvodu s pouzitim komplexni
symboliky

Redlnou civku s vnitinim odporem nahradime sériovym spojenim rezistoru
s odporem 10 € a civkou s indukcénosti 50 mH, ¢imz dostaneme sériovy RLC
obvod. Oznac¢ime-li vyslednou impedanci civky fazorem Z;p, dostaneme pak z
rovnice (6.10):

Z=Zir+Xc=R+X,+Xc=R+j(X,—-X¢c).

Vypoétenim absolutni hodnoty tohoto komplexniho ¢isla (chcete-li fazoru) zis-
kame vyslednou impedanci obvodu:

_ 1 \2 103 2
‘Z’: R2+<wL—) =41024+ |50 —— | =10Q2.
wC 2m

Rozdil fazi napéti a proudu ziskdme uréenim argumentu komplexniho &isla Z
podle vztahu (6.12):

X, — X¢ 50m — °

—2
= arct = arct 2T = aretg — = —11°19’ .
p = arctg R arctg R arctg 10

Amplitudu napéti pak dostaneme urcenim velikosti fazoru U ze vztahu (6.9)
(Ohmuv zékon v komplexni symbolice):

U=17.
Ciselnym dosazenim jednoduse dostaneme:
Ul=1-z=1V.

Vysledna impedance tohoto obvodu je 10 €2. Rozdil fazi mezi napétim na zdroji
a proudem, prochazejicim vSemi prvky, je —11°19’. Maximalni hodnota napéti na
zdroji je 1 V.
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7.3 Priklad 3
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Obréazek 7.4: Schéma zapojeni k prikladu 3.

Pomoci komplexni symboliky obecné vyjadiete vyslednou impedanci obvodu,
ktery je zapojen podle schématu 7.4. V obvodu je zapojen rezistor o zndmém
odporu R, civky o znamych induktancich X, a X5 a kondenzatory o znamych
kapacitancich X a X¢9.8 V obrazku jsou éasove zdvislé veli¢iny zapsany malymi
pismeny.?

Reseni

Zapisme nejprve 1. Kirchhoffav zdkon (1. KZ) pro uzly tohoto obvodu. V ob-
razku vidime celkem 4 uzly. Uzly B a C bychom vsak mohli nechat splynout,
jelikoZ je mezi nimi nulovy rozdil potencidli.!? Déle je zfejmé, Ze v uzlu A budou
rovnice vypadat stejné (az na znaménko) oproti uzlu B. Stejné tak jsou z pohledu

1. KZ shodné i uzly C a D. Proto nam 1. KZ uréi dvé rovnice o dvou neznamych
(z uzlu A a C):

i = g+ i (7.2)

Podobné jako u jednoduchého paralelniho RLC obvodu na obr. 5.3 je v nasem
zapojeni ibytek potencialtit mezi uzly A a B stejny (plati také pro uzly C a D).
Z 2. Kirchhoffova zdkona (2. KZ) miZeme tedy psat nésledujici rovnici:

U = UAB + UcD-
Pro jednotlivé vétve mezi uzly A a B (respektive C a D) pak dostaneme:

Usp =UR = Uci +ULi; (7.3)

Ucp = Uz = Ucs. (7.

8Pfedpokladéme tedy znalost frekvence zdroje a jednotlivych indukénosti a kapacit.
9Pro piehlednost neuvddime ¢asovou zavislost, takZe napf. u(t) = u.
10Uzly B a C jsme zvolili takto, abychom docilili vétsi pfehlednosti ve schématu.
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Prepisme 1. KZ a 2. KZ pro maximalni hodnoty proudu a napéti, které budeme
urcovat pomoci komplexni symboliky zavedené v kapitole 6:

I= IL+1 (7.5)
I= L+1 (7.6)
U= Ui +Ucp (77)
Uap = Ur =Uc1 +Un (7.8)
Uep = UL2 = Ucs (7.9)
Z rovnice (7.8) ziskdme:
_ == — U
Uwp=RI, = T, =-22.
R
S — — U
Uss =Uci + Ui =Uar b+ Unle = T=— 5.
Toto dosadime do rovnice (7.5):
- +— ,+ _ Uap Uas — (1 1 o
I=+,=— 4 _—"2  — Upp=1|=4+—on——— )
L R X1+ X A8 (R Xer+ XL?)
Z rovnice (7.9) pak mame:
— — U
Uop=Un=0X, = L= iC;
X2
+ —  Usc
Upc =Uc2 =14 Xca = ILi=—
Xco
A dosazenim do rovnice (7.6) dostaneme:
- —,+ Uep Uecp = (1 A
I= ILL==—+=— = Up=1|=—+=—
TR TR (XCQ XL2>
Ziskali jsme tedy rovnice pro Usp a Ugp:
-1
(1 1
Up=1(=+——"] ; 7.10
B (R Xc1 + XLQ) (7.10)
-1
— (1 1
Up=1[=— + — ) 7.11
o <X02 ! XL2> (7

Dosazenim rovnice (7.10) a (7.11) do rovnice (7.7) pak ziskame:

U = Uap+Upc =

(1 1 A | 1\!
= Jl|l=4=—— + 1| = +=—
R Xo1+ Xpo Xeoo2 X2




Z rovnic pro 1. KZ a 2. KZ jsme tedy dostali vztah ve tvaru:
U=12Z,

kde Z je vysledna impedance obvodu zapojeného podle schématu na obrazku 7.4.
Vysledna impedance tohoto obvodu je tedy dana vztahem:

(1 . 1)‘1 . (1 . 1)‘1 (712)
R Xci+Xpo Xeo  Xio ' '

Timto komplikovanym postupem jsme dosli ke krasnému zavéru. Predstavime-
li si totiZz misto civek a kondenzdtorii rezistory jako na obrazku 7.5'!, vidime
na vysledné komplexni impedanci obvodu z obrazku 7.4, Ze je analogii pro vy-
sledny odpor zapojeni podle naseho ,ndhradniho® schématu. Zjednodusené mi-
zeme Tict, ze po zavedeni komplexnich impedanci jednotlivych prvka a komplexni
impedance celého zapojeni jiz funguje séitani ,,odport“!? linedrnich prvka v ob-
vodu (rezistor, civka a kondenzétor) se zdrojem harmonického napéti stejné jako
u séitani odport rezistort v obvodu se zdrojem stejnosmérného napéti. Tento
postup pak mutzeme pouzit u libovolné slozitého obvodu s linearnimi prvky a
zdrojem harmonického napéti (analogicky ke séitani odport rezistori).

7 —

1 1
S| -

Obréazek 7.5: Schéma ,nadhradniho* zapojeni k prikladu 3.

P1i porovnani postupu, ktery jsme ukazali v kapitole 4.3 pro s¢itani tii a vice
napéti s harmonickym pribéhem, vidime, Zze se problém urc¢ovani amplitudy na-
péti na zdroji velmi zjednodusi. Nemusime totiz opakované zjistovat koeficienty
soustavy rovnic (3.7) a (3.8). Dalsim zpusobem, ktery jsme v této préci jiz uké-
zali, je urcovani téchto konstant z geometrie fazori ve fazorovém diagramu — na
Jestlize pouzijeme komplexni symboliky, postac¢i nam umét pocitat s komplex-
nimi ¢isly a nésledné uréit jejich goniometricky tvar (tedy absolutni hodnotu a
argument tohoto komplexniho ¢isla). Nechdme jiz na vuli ¢tenére, kterou cestu si
vybere jako ,nejschiidnéjsi.

117de jiz nezakreslujeme §ipky proudii a napéti.
127de méme na mysli komplexni impedanci.
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Zaver

V této praci jsme v prvni kapitole provedli resersi dostupnych stredoskolskych
ucebnic a jinych materialt, které zminuji pojmy fdzor a fdazorovy diagram, jez se
dnes vyuzivaji ve sttedoskolské fyzice pii feseni obvodi se zdrojem harmonického
napéti.

Ve druhé a treti kapitole jsme vytvorili teoreticky podklad k zavedeni fazori,
fazorovych diagramt a komplexni symboliky pro tucely odvozeni feseni obvodi se
zdrojem harmonického napéti na trovni stiedni skoly s vyuzitim nékolika vyso-
koskolskych poznatki.

Vzhledem k tomu, Ze jsme v ramci reserse dostupnych ucebnic pro stredni
skolu nenasli pfimé odivodnéni moznosti s¢itani fazoru ve fazorovém diagramu
jako vektort, jsme se rozhodli toto séitani fazort postupné motivovat a nasledné
i zavést. To jsme ucinili s teoretickym podkladem prebranym z dostupnych uceb-
nic stfedoskolské matematiky a naslednym zadefinovanim pravé pojmu fazor a
tazorovy diagram. Pti tom jsme vychazeli ze zdroji, které tuto moznost odtivod-
nuji na urovni vysokoskolské matematiky. Zavedeni téchto pojmi jsme vyuzili pri
feseni sériového a paralelnitho RLC zapojeni a také odvodili jsme vztahy mezi ve-
licinami v tomto obvodu. Konkrétné jsme uvedli vztahy pro vyslednou impedanci
RLC obvodu a také pro fazové posunuti mezi proudem a napétim.

Poté jsme zavedli a ¢astecné odtvodnili pouziti komplexni symboliky ve fa-
zorovém diagramu na trovni stredni Skoly s teoretickym podkladem ucebnic pro
gymnazia. Pomoci této symboliky jsme také odvodili vztahy pro sériovy a para-
lelni RLC obvod. Déle jsme konstatovali, ze zavedeni komplexni symboliky velmi
zjednodusuje feseni elektrickych obvodi se zdrojem harmonického napéti a umoz-
nuje tyto obvody resit pomoci jiz znamych metod u obvodu s rezistory zapojenymi
ke zdroji stejnosmérného napéti.

Nakonec jsme vzorové vyresili tii tlohy, a to za pomoci vztaht, které jsme
v této préaci odvodili. Ukazujeme také aplikaci fazorovych diagrami pri feSeni
téchto 1iloh a porovnavame tuto metodu s pouzitim komplexni symboliky. Ve
tretim prikladu jsme na konkrétnim zapojeni linearnich prvkia v obvodu se zdro-
jem harmonického napéti ilustrovali zjednoduseni feseni tohoto obvodu pomoci
zavedené komplexni symboliky:.

Nejvetsi prinos této prace spatfujeme v uceleném shrnuti poznatk ohledné
pojmu fdazor a fazorovy diagram jako mozné rozsiteni poznani pro zajemce nejen
z Tad zaku stiedni skoly, kteri chtéji hloubéji porozumét témto pojmim a jejich
vyuziti. Mimo to také vidime ptinos v zavedeni komplexnich ¢isel do praktického
feseni problémi ve vyuce fyziky na drovni stfedni skoly, pficemz se celou dobu
snazime propojovat dostupné poznatky z ucebnic fyziky a matematiky.

Tato prace se také muze stat inspiraci pro ucitele, kteri hledaji motivaci k
zavedeni komplexnich ¢isel na stredni skole ve vyuce fyziky, pripadné pro ucitele
fyziky, ktefi maji zajem si své jiz dostupné poznatky o fazorech znovu shrnout.
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