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s opravou na spojitost a aproximace bez opravy. Dale jsou zde popsany intervalové
odhady a 2 test nezdvislosti v kontingenc¢nich tabulkach, ve kterych se pouziva
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Uvod

Tématem této prace je oprava na spojitost, kterd se vyuziva v situaci, kdy
rozdéleni diskrétni nahodné veli¢iny aproximujeme spojitym rozdélenim. Pro ta-
kovou aproximaci zname centralni limitni vétu, ktera vsak pro nahodnou veli¢inu
s po c¢astech konstantni distribuc¢ni funkci nedava jednoznac¢nou aproximaci.

Cilem této bakalarské prace je popsat pojem opravy na spojitost véetné situ-
aci, kdy opravu na spojitost mizeme pouzit, a kdy to naopak vhodné neni.

Nejcastéji se s opravou na spojitost setkavame v souvislosti aproximace bino-
mického rozdéleni rozdélenim normalnim, proto budeme vse v této praci ukazovat
prave na tomto rozdéleni a uvedeme, jak by se vysledky daly analogicky odvodit
pro ostatni diskrétni rozdéleni.

V prvni kapitole vysvétlime pojem opravy na spojitost, ve druhé pro binomické
rozdéleni naznac¢ime, jak byl odvozen tvar aproximace, a to jak z pozorovani, tak
analyticky. V zavéru této kapitoly pak provedeme porovnani chyby aproximace
binomického rozdéleni s opravou na spojitost a bez ni. Okomentujeme také, zda
by aproximace s opravou na spojitost byla dobra pro dalsi diskrétni rozdéleni.

V kapitole 3 nejprve popiseme tvary intervalovych odhadii s opravou na spoji-
tost a poté je budeme porovnavat s intervalovymi odhady bez opravy na spojitost.
Provedeme simulaci sledujici dilezité vlastnosti takovych intervala — jejich spo-
lehlivost a délku.

Ve ¢tvrté kapitole se zamérime na nejznaméjsi test s opravou na spojitost -
test nezavislosti v kontingencnich tabulkach. Nejprve test popiseme a predstavime
Yatesovu opravu na spojitost. Poté provedeme simulace skuteéné hladiny testi a
budeme také diskutovat silu takovych testu.

Znaceni

Ackoli je to nestandardni, budeme v této praci pouzivat pro desetinna c¢isla
teckovou notaci, tedy napriklad % = 0.5. Dtivodem tohoto znaceni je sjednoceni
znaceni desetinnych cisel u grafli, vysledki simulaci a ¢isel v samotném textu.



1. Aproximace a oprava na
spojitost

Nejjednodussim aproximac¢nim nastrojem je centralni limitni véta, pro nase
ucely bude pouzitelnd zejména jeji Lévy-Lindebergova verze. Ta nam 1ika, ze
rozdéleni souctu nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in miizeme apro-
ximovat normélnim rozdélenim. Vétu najdeme naptiklad v (Andél, |2011] str. 331),
kde je také odkaz na jeji dikaz.

Véta 1 (Lévy-Lindebergova CLV)
Bud X,,,n € N ndhodny vybér z rozdéleni s nenulovym konecnym rozptylem. Pak

plati:
?:1 Xz — nEX1 D

e o kde 2~ N(O.D)

Méjme tedy Xy, ...,X,,n € Nnadhodny vybér z néjakého rozdéleni s konecnym
rozptylem a oznacme Y,, = > | X;. Pak hodnotu Fy; distribuc¢ni funkce ndhodné
veli¢iny Y,, mizeme v kazdém bodé aproximovat pravé pomoci Lévy-Lindebergovy
CLV.

Vime totiz, ze diky nezavislosti a stejné rozdélenym ndhodnym veli¢cindm Xj;
plati:

EY,=E ZXi:ZEXZ-:n E X,
i=1 i=1
varY, = var» X; => varX; =n varX;.
i=1 i=1
Poté pro ndhodnou velicinu Y,, dle véty (1] plati:
Yn - EYn D
Vvary, n—o

Zavedeme symbol = | ktery bude predstavovat vyznamové ,aproximujeme*.
Presnéji vyuzijeme Lévy-Lindebergovu CLV, ktera rika:

Y, —EY,
Pl ———<2) — @ cR
(x/varYn _Z> n—+00 (2).2

a pouzijeme ji pro aproximaci pro konkrétni n € N:
P (Yn —EY,

vvary,

JelikoZ je nyni n pevné, z muze byt zavislé na n a symbol = bude stale da-
vat dobry smysl. Zaroven diky této skutecnosti muzeme upravovat nerovnost

Y,—EY,, < ; . . Y ¢ v
Ty S22 dostat tim i tvary aproximaci pifimo pro nahodnou veli¢inu Y,,.
Yn—EYa _ y-EY,

Ozvnacune—h Zv" = Ve A% = v
v bodé y € R mlzeme aproximovat:

Z.kde Z ~ N(0,1).

< z> ~ d(z),z e R.

pak hodnotu distribuc¢ni funkce Fy;

F =P, <y) =P <
v, () (Y, <) ( VvarY, — \/V&rYn)

=P(Z, < zy) = ®(z,), (1.1)



kde @ je distribucni funkce Z ~ N(0,1).
Pro tuto aproximaci bude dle Lévy-Lindebergovy CLV (véta [l platit, Ze ve-
likost chyby se zmensuje s rostoucim n, neboli:
P(Yn <y) —@(z)| —= 0.
Tedy pro aproximaci distribu¢ni funkce libovolné nahodné veli¢iny Y,,, ktera

je souctem konec¢né mnoha nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in, mu-
zeme vyuzit vyse odvozené a aproximovat:

Py, (y) = @(m)ay €R. (1.2)

Poznamenejme jesté, ze aproximujeme konkrétni hodnotu distribuc¢ni funkce, ne-
jedna se o odhad celé distribuc¢ni funkce.

1.1 Oprava na spojitost

Chceme se zabyvat pripadem, kdy Y,, je diskrétni nahodna velic¢ina.
Necht tedy Y, je diskrétni nahodna velic¢ina takova, ze Y,, € Ny skoro jisteé.
Pro takovou nahodnou veli¢inu pak plati:

P(Y, <k)=P(Y, < k+1),vk € N.

Protoze distribu¢ni funkce Y,, je po c¢astech konstantni a tyto ¢asti maji vzdy
délku 1, pak plati dokonce:

P(Y,<k)=P(Y,<k+a),Vae|01),Vk € Ny.

Pokud tedy Y,, je sou¢tem n € N nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych

veli¢in, ozna¢ime Z, = S/TLV_T/%I a zy = % a pii odvozeni (1.1)) dostaneme

aproximaci:

Y, —EY, —EY,
Fyn(y)=P(Yn§y>=P<Yn§y+a):P( L Yyra )

vvaryY, T 4/vary,
=P(Z, < z;) = ®(2,),a € [0,1),y € No.

Mame tedy obecnéjsi tvar aproximace:

——— r+a—EX,
F oI ) e o,1).
Xn(x) ( \/\m )a [ )

Konstantu a € (0,1) nazyvame opravou na spojitost a budeme se déle snazit
ukézat, jaka hodnota a je optimdalni a vylepsit tak odhad (1.2)). Pokud a = 0,
budeme tikat, Ze pouzivame aproximaci bez opravy na spojitost.



2. Aproximace diskrétniho
rozdéleni

Nejcastéjsi situaci, kdy chceme aproximovat diskrétni rozdéleni spojitym, je
pripad aproximace binomického rozdéleni normalnim rozdélenim. Proto se v této
kapitole budeme vice zajimat o binomické rozdéleni. Aproximaci dalSich rozdéleni
okomentujeme v ¢asti

2.1 Binomické rozdéleni

Definice 1 (Binomické rozdéleni)
Rekneme, Ze diskrétni ndhodnd velicina X,, md binomické rozdéleni s parametry
ne€Nape(0,1), pokud

P[X, = k] = (Z)pk(l — )"k, prok € {0,...n}.

Znacime X,, ~ Bi(n,p).
Uvedeme jesté nékolik vlastnosti binomického rozdéleni.

Poznamka. Jsou-li Y; ~ Alt(p), p € (0,1), nezdvislé, i = 1,...,n, n € N, pak
X, =21 Y, md binomické rozdéleni s parametry n a p.

Poznamka (vlastnosti binomického rozdéleni). Necht X, ~ Bi(n,p). Potom:
1. EX, = np,
2. varX, = np(l —p).

Tvrzeni 2
Necht X,, ~ Bi(n,p). Potom % je nestrannym a konzistentnim odhadem para-
metru p.

2.1.1 Znazornéni binomického rozdéleni v grafu

Jelikoz budeme chtit porovnavat binomické rozdéleni s rozdélenim spojitym,
potiebujeme si reprezentovat binomické rozdéleni v grafu. Korektni reprezentace
by mohla vypadat podobné jako na levé strané obrazku jelikoz dostavame
vyjadreni hustoty binomického rozdéleni vici ¢itaci mite na Z. My vsak budeme
pracovat s reprezentaci na pravé strané, kde k-ty ,sloupecek® reprezentuje prav-
dépodobnost nabyti hodnoty k. Jelikoz je sitka tohoto sloupce rovna 1 a vyska
rovna pravdépodobnosti nabyti hodnoty k, tak zaroven i plocha sloupecku je
rovna pravdépodobnosti nabyti hodnoty k.
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Obrazek 2.1: Reprezentace binomického rozdéleni v grafu

2.2 Aproximace distribuc¢ni funkce binomického
rozdéleni

Lévy-Lindebergova centralni limitni véta nam dava tvar aproximace distri-
buc¢ni funkce pro binomické rozdéleni. Jelikoz je binomické rozdéleni souctem
nezavislych stejné rozdélenych alternativnich rozdéleni, odvodili jsme tuto apro-
ximaci v kapitole [I.1]

Hodnotu Fy, (x) tedy pro z € {0,1,...,n} muzeme odhadnout:

—— r+a—EX,
FXn(.ﬁC’) = (\/m) ,a € [O,l)

2.2.1 Odhad z grafu

Budeme se snazit najit optimalni hodnotu a, nejprve si vsak situaci proa =0
vykreslime do grafu. Pouzijeme pti tom sloupeckovou reprezentaci binomického
rozdéleni (obrazek [2.1| vpravo).

Na grafu vlevo na obrazku je zakresleno binomické rozdéleni Xyq pro
p = 0.5 a hustota normalniho rozdéleni se stejnou stfedni hodnotou a rozptylem
jako Xso. A protoze plati:

r+a—EX,
vvar X,

tak se vlastné jednd o normalni rozdéleni, kterym aproximujeme.
Modrie vybarvena plocha sloupeckt na grafu vlevo je tedy odhadovana hod-

) = Fy,(z + a), kde V, ~ N(E X, varX,),

nota F'y,,(12), ¢ervené vysrafovand plocha je hodnota Fx, (12) pro a = 0.

Z obréazku je patrné, ze a = 0 zfejmé nebude optimalni hodnota, jelikoz cela
polovina 12. sloupecku zustava nepokryta. Podobné odhadneme, ze také a blizké
1 nebude optimélni, jelikoz bude prebyvat témér polovina 13. sloupecku.

Mizeme si také vsimnout, ze pro kazdy sloupecek plocha, kde se cervené
vysrafovand oblast neprekryva s modrym sloupeckem, priblizné odpovida plose,
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Znazornéni aproximace bez opravy na spojitost
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Obréazek 2.2: Znazornéni aproximace distribu¢ni funkce binomického rozdéleni
rozdélenim norméalnim bez opravy na spojitost

kde naopak modry sloupecek neni prekryt c¢ervenou oblasti. To nas vede k tuvaze,
ze plochy Fx, () a Fy, (v + 0.5) by mohly byt ptiblizné stejné.

Podobné to bude vypadat i pro p # 0.5, jak je vykresleno vpravo na ob-
razku pro p = 0.25. Vidime vsak, ze pro p vzddlend od 1/2 by mohla byt
aproximace s opravou na spojitost 0.5 horsi. Jak ukédzeme dale, bude ve vétsiné
pripadt stale lepsi, nez aproximace bez opravy na spojitost. Pouze pro extrémné
nizka p je ptrinos opravy na spojitost diskutabilni.

2.2.2 Analytické odvozeni

Analytické odvozeni aproximace binomického rozdéleni normalnim muzeme
najit v (Feller, 1968, str. 174 - 186), kde je na strané 184 dulezité tvrzeni:

Tvrzeni 3
Méjme X,, ~ Bi(n,p). Necht K,, > 0 je takové, Ze %31 — 00. Necht m je nejmensi
prirozené cislo spliujici m > EX,, a a, = P(X,, = m+ k). Pak pro kazdé ¢ > 0
najdeme ng tak, Ze pro vsechna n > ng bude platit:

Qg

1_€<h¢(k;h)

<1+¢Vke{0,... K},

kde h = \/1)(117”an a ¢(x) je hustota normovaného normdlniho rozdélent.

Tvrzeni ndm vlastné dava stejnomérnou konvergenci ay, k he(kh) pro vSechna
k, ktera nejsou prilis blizko n nebo 0. Ze symetrie Bi(n,p) a Bi(n,(1—p)) totiz do-
staneme, ze véta bude platit i pro a_g, k € {0,...,K}. Z toho plyne, Ze a;, =~ ho(kh),
tudiz pro «, 8 € Ny:
B—m B—m
Pla<Xo<f)= 3 wr S holkh)

k=a—m k=a—m

A tedy tuto pravdépodobnost aproximujeme sumou hodnot hustoty normalniho
rozdéleni, kde je kazdy ¢len nasobeny h, coz mtuzeme chapat, jako plochu obdél-
niki s sitkou h a vyskou ¢(kh).



Nyni mizeme sumu zaménit za integral dané funkce, jelikoz pokud n — oo,
pak také h — 0. Jedna se tedy vlastné o Riemanniiv integral. Takovou aproximaci
provedeme pravé tak, ze budeme integrovat od a« —m —0.5 do §—m+0.5. Divod
pro pravé tyto meze plyne z vylepseni chyby pri numerické aproximaci integralu
pfi pouzit{ metody midpoint[l| které déva chybu takové aproximace o(h?*)'. Pokud
bychom pouzili piivodni aproximaci integralem s mezemi od o — m do 8 —m
(tedy metodu left-point!), bude chyba jen o(h)!. Proto, jak odvodil Feller| (1968)),
je vhodné aproximovat:

B—m+0.5
Pla < X, < f) & /

a—m—0.5

o(th)dt = ®((8—m+0.5)h) — &((a—m —0.5)h).

7 toho uz jednoduchou tivahou, kdy dolni mez posleme do —oo dostavame
nasi myslenku:

Fx,(8) % ®((8—m+05)h).

2.2.3 Numericka ilustrace spravnosti aproximace s opra-
vou na spojitost
Nyni se pokusime numericky ukéazat, ze hodnota a = 0.5 zajistuje mnohem
lepsi aproximaci nez a = 0. Budeme tyto dva pripady nazyvat aproximace s opra-
vou na spojitost, resp. bez opravy na spojitost. Méjme tedy X,, ~ Bi(n,p). Ozna-
¢ime pro zvolené p € (0.1):

Dy (z) =

Py (2)— @ (Ha—np) | |

np(1 —p)

D,,(z) spo¢itame pro n = 10, 100, 1000, p = 0.5,0.25,0.05,0.95 a pro

T = LEX,L + s\/vaanJ, kde s = -3,-2,—-1,0,1,2, 3. (2.1)

Na téchto dvanacti grafech (obrézek, které na ose x maji koeficient s podle
tvaru a na ose y vykresluji D, (z) v logaritmickém mé¥itku, ilustrujeme roz-
dil mezi chybou pro aproximaci s opravou na spojitost (modfe) a bez opravy na
spojitost (¢erné). Logaritmické méfitko pouzivame, protoze rozdil mezi aproxi-
maci s pouzitim opravy na spojitost a aproximaci bez opravy mize dosahovat
az Ctyt Tada (napf. graf vpravo nahote), ale také muze byt velmi maly (grafy
v poslednim tadku).

Vidime, ze pro p = 0.5 je aproximace s opravou na spojitost o mnoho lepsi
pro dostatecné velké n. Pro n = 1000 dostdavame pro x z okoli stfedni hodnoty
X, dokonce rozdil ¢tytr radu, tedy tam uz je aproximace s opravou na spojitost
vyrazné lepsi, nez aproximace bez opravy na spojitost.

Pro p = 0.25 plati, Ze pro x hodné vzdéalend od E X,, bude aproximace s opra-
vou na spojitost horsi. V situaci, kdy p = 0.05 uz vidime, Ze pro mala n je
aproximace s opravou na spojitost lepsi jen priblizné v poloviné pripadi, coz se
ale se zveétsujicim n zlepsuje. Na poslednim radku vidime, ze rozdil mezi apro-
ximaci se nezhorsuje jen pro snizujici se p, ale i pro p vétsi nez 0.5. Avsak pro
takova p je aproximace s a = 0.5 porad lepsi, nez pro a = 0.

!Popis metod midpoint, left-point a odvozeni faddu chyby najdeme v (Nagel, 2012, str. 3-6).
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leni s opravou na spojitost (a = 0.5) a bez ni



Celkové mtzeme porovnanim grafii vysledovat:

« Cerné ¢ary jdou se zvysujicim n pro viechna p € (0,1) smérem k 0. To je
v souladu s centralni limitni vétou.

o Modré cary se zvysujicim se n klesaji jesté rychleji nez ¢erné, coz naznacuje,
ze pro velka n je aproximace s opravou na spojitost vyraznéji lepsi nez bez
opravy na spojitost.

e Rozdil obou aproximaci je nejvétsi pro p blizka 0.5. Pro p blizké 0 je méné
spolehliva, zejména pro velmi nizké n uz neni obecné lepsi nez aproximace
bez opravy na spojitost. Naopak pro p blizké 1 dostavame, Ze aproximace
s opravou je stale lepsi nez bez opravy na spojitost.

« Hodnota D, (z) pro aproximaci s opravou na spojitost nejevi znamky zad-
ného pravidelného chovani - pouze pro x vzdalena od E X, pravé jednu
smérodatnou odchylku (tj. s = —1,1) je chyba nizsi, nez pro z = E X,.

2.3 Aproximace ostatnich diskrétnich rozdéleni

Dosud jsme popisovali pouze aproximaci binomického rozdéleni, pii kterém se
pouziva oprava na spojitost nejcastéji. AvSsak oprava na spojitost bude fungovat
i pro dalsi diskrétni nahodné veli¢iny, které jsou souc¢tem nezavislych diskrétnich
nahodnych veli¢in.

Pokud bychom pozorovali chyby aproximace naptiklad pro Poissonovo a nega-
tivné binomické rozdéleni, ukazuje se, ze vyhoda pri aproximaci ostatnich rozdé-
leni s opravou na spojitost je mensi nez v pripadé binomického rozdéleni. Zavéry
jsou vsak stejné — pokud nemame extrémni hodnoty parametrti, bude aproximace
s opravou na spojitost lepsi nez bez ni.

Kromé binomického rozdéleni tak muzeme pouzit aproximaci hodnot distri-
bucni funkce s opravou na spojitost napriklad u Poissonova rozdéleni nebo u ne-
gativné binomického rozdéleni. Tato aproximace pak bude mit stejny tvar, jako
jsme odvodili u binomického rozdéleni, tedy

——— r+05—EX,
F =& € Np.
Xn(a:) ( \/m ),.Z‘ 0

2.4 Shrnuti aproximace distribucni funkce s op-
ravou na spojitost

V této podkapitole nejdiive rozsifime aproximaci i pro x ¢ Ny a poté shrneme
dosavadni poznatky.

2.4.1 Aproximace distribuc¢ni funkce pro x € R

Doposud jsme uvazovali aproximace distribu¢ni funkce v bodech k£ € N.
Chceme rozsitit aproximaci i pro x € R, pro kterd to dava smysl. Pro ndhod-
nou veli¢inu Y,, s hodnotami v Ny plati P(Y,, > 0) = 1, tedy i kdyz by bylo mozné
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tuto aproximaci pouzit pro vsechna x € R, budou nés zajimat pouze x > 0.
Distribu¢ni funkci v bodé x < 0 je totiz zjevné nejlepsi odhadnout 0. Pro takové
x > 0 bude platit:

P(Y, <x)=P(, < |z])

P(Y, <z)=P(Y, < [z]), (2:2)

kde |z] je dolni celd ¢ast x a [z] je horni celd ¢ast x.

2.4.2 Pocitani pravdépodobnosti s opravou na spojitost

V této kapitole jsme aproximovali hodnotu distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny
X,, kterd je realizovana na Ny a je souctem nezavislych stejné rozdélenych dis-
krétnich nahodnych velicin. Ukazali jsme, ze v pripadech, které nejsou extrémni,
je hodnota opravy na spojitost a = 0.5 vhodn4.

Pokud tedy budeme chtit pro takovou X,, pocitat pravdépodobnosti s ostrou
¢i neostrou nerovnosti pomoci aproximace normalnim rozdélenim, je vhodné pro
x,x1,Te > 0, x1 # x9 pocitat pomoci téchto pravidel:

P(X,<z)x~®

vvar X,

P(X, < 2) & o H1=05— EX") (2.4)

2] + 0.5 — EXn)

vvar X,

Plz; < X, < ~ o —® 2.5
(21 < < ) vvar X, vvar X, (2:5)
Plx; < X, < ~ o —® 2.6
(21 < ) vvar X, vvar X, (2:6)

. [29] — 0.5 —EX, [xt1] —05—EX,
Plz; < X, < ~ P —® 2.7
(215 Xo < 2) N N (2.7)

. —-05—-EX, 0.5—-—EX,
P21 < X, < 22) & ® 2] g lmlE (2.8)

vvar X, var X,

Vztahy (2.3)), (2.4) plynou jako dusledek rovnosti (2.2), vztah (2.5) byl odvozen
z vlastnosti distribuéni funkce: P(z; < X, < x9) = P(X,, < 25) — P(X,, < 11),

7 7 obdobné.

Poznamka. Povsimnéme si také, Ze pro x ¢ Ny bude platit:
P(X, <z)=PX, <),

a také tedy:

GID(L:EJ +0.5 — EXn> B q)(m —0.5— EXn)
Vvar X, B Vvar X, '



3. Vyuziti opravy na spojitost
v konstrukci intervalovych
odhadu

V této kapitole predstavime intervalové odhady s vyuzitim opravy na spo-
jitost. Nejprve popiseme odkud vychézeji a jak jsou rozdilné oproti klasickym
intervalovym odhadtm bez opravy na spojitost. V zavéru této kapitoly pak pro-
vedeme simulace, kde tyto predpoklady ovéfime pro rizné hodnoty parametri.

V celé kapitole budeme pracovat pouze s binomickym rozdélenim, ale snadno
lze analogicky odvodit prislusné intervalové odhady pro dalsi ndhodné velic¢iny,
které jsou souc¢tem nezavislych nahodnych veli¢in a maji hodnoty v N.

Budeme chtit sestavit intervalové odhady pro neznamy parametr p,, parametr
n nam bude znamy. Oznacme tedy jesté

X,

Pn=—-
n

7 tvrzeni [2| vime, Ze se jedna o nestranny a konzistentni odhad p.

3.1 Dolni intervalovy odhad

Necht X,, ~ Bi(n,p,). Pro sestaveni dolniho intervalu spolehlivosti klasic-
kou asymptotickou metodou vyjdeme standardné z tvaru, ktery nam dava cen-
tralni limitni véta, navic upraveny s pomoci Cramér-Sluckého vétyﬂ (vime, ze
dle véty o spojité transformac a tvrzeni 2| je \/(pn(1 — pp) nestranny odhad

(Pe(1 = pa)):
P( Vi, —p.)
(Pn(1 — Pn)

Do tvaru, se kterym jsme pracovali dosud, se dostaneme jednoduse tpravou:

P(ﬁ(ﬁn—m Pl —m))

y ) e
n—o0

— — <uloz> :P(p/\n<px+u1a
pn<1 _pn) n

=P (X, < npa + ta-a/npa(l = Bn) ).

V tomto tvaru muzeme pouzit navrhovanou opravu na spojitost. Pouzijeme pra-
vidlo (2.3)), coz mizeme podle pozndmky na konci kapitoly [2.4.2] protoze prava
strana nebude témér nikdy cislo z Ny. A pokud by shodou okolnosti bylo, pak
tim pravdépodobnost zvysime, tedy dodrzime predepsanou spolehlivost.

Na pravé strané tedy pridame +0.5 jako jakousi opatrnost:

P(Xn < npz + 0.5 4+ up_qy/npn(l —p’;))

MiiZzeme najit napifklad na strané 333 v (Andél, [2011)).
2Najdeme formulovanou na strané 332 v (Andél, [2011)).
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Pak stac¢i upravit a dostavame:

0.5 Ui—a\/nPn(l —Dp)
P (px Z pn - 7 - .

n

Mame tedy dolni intervalovy odhad s opravou na spojitost pro parametr p v bi-

nomickém rozdéleni:
(A 0.5  tay/npn(l—pn) 1)

Pn— — —
n

Vidime také rovnou rozdil oproti intervalovému odhadu bez opravy na spojitost:

(A ul—a\/nﬁ;(l_ﬁ;) )
Pn — 71 .

n

Z tohoto rozdilu vyplyva, 7e interval s opravou na spojitost bude delsi o %3 =

n
i nez interval bez opravy na spojitost. Diskuzi, zda méa poté i vyssi spolehlivost,

provedeme v kapitole [3.4.1]

3.2 Horni intervalovy odhad

Vyjdeme ze standardniho tvaru podobné jako v odvozeni dolniho intervalového

odhadu:
P(ﬁip"_pj) >ua> —1-o
(pn(l - pn) e

Obdobnym postupem jako u dolniho intervalového odhadu dostaneme:

P(Pm < i(Xn +0.5+U17a\/m>>'

Tedy horni intervalové odhady s opravou na spojitost a bez ni maji tvar:

( 0.5  Ui—ay/nPn(l —Pn) )

0,p, + — +
n n

n

P Ul—o \/np/\n<1 _p/\n)
(Qpn + :

3.3 Oboustranny intervalovy odhad

Zde také vyjdeme ze standardniho vysledku centralni limitni véty upraveného
pomoci Cramér-Sluckého véty:

P(UQ/Q < M < ula/2> m 1—a.
(pn(l _pn)
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Prevedeme na tvar:

P(npx - ulfa/Z \/ nﬁ’f\l(]‘ - ﬁ;) < Xn < NPy + ulfa/2 \/ np/\n<1 - ﬁ;))

A pouzijeme opravu na spojitost analogicky jako v dolnim a horni odhadu, ten-
tokrat na obou stranach:

P(npx — 0.5 — ui_q2\/1Pn(1 = Pn) < X5 <Pz + 0.5 + Ur_aj2y/nPn(1 — Dp) )

Osamostatnime p,:

05 Ui—a\/npa(l —Dp) 05
Ppn_i_ <px<pn+7+
n n n

i/ npn(1 — m)

n

Dostavame tedy oboustranné intervalové odhady s opravou na spojitost a bez
opravy:

(,\ Ul—o np/\n(l_]/jr\z) o Ul—q n@(l—pfﬁ))
Pn — + .

3.4 Porovnani spolehlivosti intervalovych odha-
dt s opravou a bez opravy na spojitost

V této kapitole budeme chtit ukazat vlastnosti intervalovych odhadt s opravou
na spojitost a bez ni. Bude nas zajimat odhad skutec¢né spolehlivosti a také délka
intervalu.

Simulaci provedeme nésledovne}

1. Zvolime parametry n, p binomického rozdéleni.
2. Zvolime B - pocet ndhodnych vybéri.
3. Prob=1,... B:

« Generujeme ndhodné X2 ~ Bi(n,p).

» Spocteme [, interval spolehlivosti bez opravy na spojitost a Ij interval
spolehlivosti s opravou na spojitost.

» Spocteme délky Dy a Dy intervalt I,,1.

4. Ziskame odhady skutecného pokryti:
1 B
=2 1L 5 pl,
Bi=

by
— > 1[I} > pl.
Bz

3Piislugny skript bude k préci piiloZen jako elektronicka piiloha.
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5. Spocteme prumeérné délky téchto intervali.

Pro nase ucely volime:

n = 10, 30, 100, 300, 1000, 3000,
p =0.5,0.25,0.05,0.95,

B =100 000,

a = 0.05.

3.4.1 Vysledky simulace

Vytvorime ttfi tabulky - pro oboustranny, horni a dolni intervalovy odhad.
V téchto tabulkach budeme ve sloupcich ménit parametr p, v tadcich pak budeme
mit pro kazdé zvolené n nejprve odhad spolehlivosti a pod nim primérnou délku
tohoto intervalu.

p=20.5 p=0.25 p =10.05 p=0.95
bez S bez S bez S bez S

n =10 0.890 0.890 0.924 0.940 0.400 0.401 0.399 0.400
0.579 0.666 0.459 0.524 0.130 0.181 0.130 0.180

n = 30 0.958 0.958 0.941 0.955 0.784 0.786 0.782 0.785
0.352 0.385 0.302 0.335 0.115 0.133 0.115 0.132

n = 100 0.944 0.964 0.946 0.946 0.878 0.958 0.877 0.959
0.195 0.205 0.169 0.179 0.081 0.090 0.082 0.090

n = 300 0.942 0.956 0.944  0.960 0.926 0.957 0.926 0.957
0.113 0.116 0.098 0.101 0.049 0.052 0.049 0.052

n = 1000 0.946 0.954 0.947 0.955 0.941 0.954 0.941 0.953
0.062 0.063 0.054 0.055 0.027 0.028 0.027 0.028

n = 3000 0.950 0.955 0.950 0.950 0.948 0.954 0.949 0.955
0.036 0.036 0.031 0.031 0.016 0.016 0.016 0.016

Tabulka 3.1: Odhad skutec¢né spolehlivosti a priumérna délka oboustranného in-
tervalového odhadu bez a s opravou na spojitost

Oboustranny interval spolehlivosti

V tabulce pro oboustranny intervalovy odhad vidime, Ze rozdil mezi po-
uzitim opravy na spojitost a jejim nepouzitim neni velky. Obecné pro vsechny
hodnoty plati, ze pravdépodobnost pokryti je vyssi u varianty se spojitosti, avsak
délka takového intervalu je vétsi. Konkrétné vidime, ze je vétsi priblizné o % =
%, coz je v souladu s oc¢ekavanim. Priblizné proto, Ze pro intervalové odhady pte-
sahujici interval (0,1) jsme prislusny interval pronikli s intervalem (0,1).

Pro hodnotu parametru p = 0.5 vidime, Ze jsou rozdily ve spolehlivosti velmi
malé. Avsak tyto rozdily pozorujeme na hranici zvolené spolehlivosti — intervalovy
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odhad s opravou na spojitost ji dodrzuje uz pro mensi n, odhad bez opravy
na spojitost se sice svou spolehlivosti prilis nelisi, jeho odhadnuté spolehlivost je
ale pod nami chténou spolehlivosti.

U intervalového odhadu bez opravy na spojitost vidime, ze az na vyjimku pro
n = 30, kterd bude zfejmé zpusobena malym n a prihodnou volbou parametri,
bude jeho spolehlivost alespon 0.95 pro n vyssi nez 1000.

Pro p = 0.25 vidime, Ze rozdily jsou jiz znatelné, s opravou castéji dodrzime
spolehlivost, avsak za cenu delsiho intervalu.

Extrémni hodnoty p = 0.05 a p = 0.95, jak plyne z poslednich dvou sloupct,
je potieba odhadovat z vybéru o rozsahu alespon 100, coz potvrzuje pravidlo, ze
aby byly intervaly pouzitelné, mélo by platit np > 5 a n(1—p) > 5. Rozdily v od-
hadované spolehlivosti jsou pak pro n > 100 znac¢né. Jelikoz rozdil délek intervali
se s zvetsujicim n snizuje, vyplati se pouzit variantu s opravou na spojitost i pro
velkd n. Tam ma vyssi spolehlivost a pritom velmi podobnou délku.

Celkoveé v tabulce vidime, ze pro opatrnost se vyplati pouzit pri sestavovani
asymptotickych intervalovych odhadi pro binomické rozdéleni vzdy intervalovy
odhad s opravou na spojitost. Dodrzuje totiz predepsanou spolehlivost uz pro
mnohem mensi n a pro n velkd zaroven neni interval vyrazné delsi.

Jednostranné intervaly spolehlivosti

Déle uvadime tabulky [3.2]a[3.3| pro horni intervalovy odhad a dolni intervalovy
odhad. Vyplyvaji z nich podobné pozorovani, pouze rozdily jsou pro jednostranny
interval zpravidla mensi. Délky takovych intervaltt by se mély lisit o priblizné
1/2n, coz odpovidd namérenym hodnotam v tabulkach.

Pro horni odhad dostavame pro p = 0.05 obé varianty se shodnou spolehlivosti.
To nastava ze dvou divodi: Protoze se jedna o extrémni hodnotu p, nemusi se
oprava na spojitost projevit a také vhodné zvolené n miize vyhodu opravy na
spojitost smazat. Podobné pak pro dolni odhad a hodnotu parametru p = 0.95.

Zaroven si také muzeme vsimnout, ze ve tietim sloupci hornitho odhadu méame
podobné hodnoty jako ve ¢tvrtém sloupci u dolniho odhadu a také naopak. To
neni ndhoda, jelikoz jsou tyto hodnoty zvoleny symetricky a také tvary jedno-
strannych intervalovych odhad maji symetricky tvar, bude skutec¢na spolehlivost
stejna.
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p=05 p =025 p = 0.05 p=0.95
bez S bez S bez S bez S

n = 10 0.946 0.946 0.944 0.944 0.401 0.401 0.988 0.999
0.745 0.792 0.455 0.505 0.117 0.167 0.999 1.000

n = 30 0.952 0.952 0.901 0.962 0.786 0.786 0.984 0.997
0.647 0.664 0.377 0.394 0.106 0.122 0.996 0.999

n = 100 0.954 0.954 0.936 0.936 0.882 0.882 0.971 0.988
0.582 0.587 0.321 0.326 0.085 0.090 0.984 0.988

n = 300 0.954 0.954 0.940 0.955 0.935 0.935 0.970 0.983
0.547 0.549 0.291 0.293 0.070 0.072 0.971 0.972

n = 1000 0.947 0.954 0.943 0.951 0.940 0.940 0.961 0.971
0.526 0.526 0.273 0.273 0.061 0.062 0.961 0.962

n = 3000 0.952 0.952 0.949 0.949 0.941 0.941 0.955 0.962
0.515 0.515 0.263 0.263 0.057 0.057 0.957 0.957

Tabulka 3.2: Odhad skutecné spolehlivosti a primérna délka horniho intervalo-
vého odhadu bez a s opravou na spojitost

p=05 p =025 p = 0.05 p=0.95
bez S bez S bez S bez S

n =10 0.945 0.945 0.980 0.980 0.989 0.999 0.402 0.402
0.744 0.791 0.942 0.966 0.999 1.000 0.118 0.168

n = 30 0.949 0.949 0.949 0.979 0.984 0.997 0.784 0.784
0.647 0.664 0.877 0.893 0.996 0.999 0.105 0.122

n = 100 0.954 0.954 0.955 0.972 0.972 0.988 0.882 0.882
0.582 0.587 0.821 0.826 0.984 0.988 0.085 0.090

n = 300 0.953 0.953 0.950 0.963 0.971 0.983 0.936 0.936
0.547 0.549 0.791 0.793 0.971 0.972 0.071 0.072

n = 1000 0.947 0.953 0.956 0.956 0.962 0.972 0.940 0.940
0.526 0.526 0.772 0.773 0.961 0.962 0.061 0.062

n = 3000 0.952 0.952 0.951 0.955 0.954 0.962 0.942 0.942
0.515 0.515 0.763 0.763 0.957 0.957 0.057 0.057

Tabulka 3.3: Odhad skutec¢né spolehlivosti a primérna délka dolniho intervalo-
vého odhadu bez a s opravou na spojitost
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4. Test nezavislosti v
kontingencnich tabulkach

V této kapitole se chceme zamérit na nejznaméjsi test s opravou na spojitost
— x? test nezavislosti v kontingenénich tabulkach. Konkrétné nas bude zajimat
nejcastéjsi situace — kontingencni tabulky 2 x 2. Variantu tohoto testu s opravou
na spojitost navrhl Yates| (1934).

V pribéhu 20. stoleti byla predmétem neshod mezi statistiky a knihy podpo-
ruji jednu ze tii moznosti: pouzivat Yatesovu opravu, kdyz je néktera z oceka-
vanych ¢etnosti mensi nez 5, mensi nez 10 anebo pouzivat Yatesovu opravu na
spojitost vzdy. Pro nami zvolené parametry budeme tuto situaci diskutovat na
konci kapitoly.

Nejdiive popiseme multinomické rozdéleni a kontingencéni tabulky véetné po-
hledi, kterymi se na né muzeme divat. Pak popiSeme test nezavislosti pro kon-
tingencni tabulky 2 X 2 bez opravy na spojitost a s opravou. V posledni ¢asti této
kapitoly vyzkousime jejich vlastnosti.

4.1 Multinomické rozdéleni

Definice 2 (Multinomické rozdéleni)

Necht K > 2 a n jsou prirozend ¢isla a p = (p1,....px)' je vektor spliujici
pe > 0,Vk € {1,..K} a XK pp = 1. Ndhodnyj vektor X = (X1,...Xxg)" md
multinomické rozdéleni Mult i (n,p) prave kdyz jeho hustota vzhledem k soucinové
&itaci mire na ZF je

n! r1, T2 Tk K _
z1lzal. k! P17 P2 - D Zk:l Tp="n,T € N(M
P[X = (x1,29,...,21) ] =

0, jinak.

Poznamka. Multinomické rozdéleni popisuje nasledujici situaci:
Mejme K prihradek a n nezdvislych pozorovani, kdy v kaZdém z techto pozorovdni
vybereme jednu prihrdidku podle pravdépodobnosti urcenych vektorem p.

4.2 Kontingencni tabulky
Méjme dvé kategorialni veliciny — X nabyvajici hodnot {1,...,J} a Z nabyvajici

hodnot {1,...,K}. Zvolme N € N a necht X , X e X je nahodny
Z1 Lo Zn
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vybér z rozdéleni < 7

X o
. Oznacime:

N
i=1

n = (nlla e 7nJK)T7

P =PIX =j.Z=4k,je{l,.... 0 ke{l,. . K}

D= (pn, cen 7PJK>T-

Néhodné veliCiny nj, nazyvame pozorovanymi cetnostmi pro kombinace kate-
gorii j a k. Ndhodny vektor n ma multinomické rozdéleni Mult ;i (N,p), protoze
vznikl klasifikaci N pozorovani do JK skupin.

Potiebujeme jesté oznacit:

K J

Njs = D Nk, Nk =Y Nk,
k=1 j=1
K J

Pj+ = ijk, Pyk = ijk:v
k=1 j=1

a muzeme sestavit kontingenc¢ni tabulku J x K:

Z=1 Z=2 ... Z=K| X

X =1 ni1 N2 K i+
X =2 N2y M99 Nok Noy
X=J nji njo nNjk njy
> 41 Ny2 ... USS:S N

o o (X . . ,
Sdruzené rozdéleni < Z> pak popisuje tabulka pravdépodobnosti:

Z=1 Z=2 ... Z=K | >

X =1 P11 D12 e D1k Pi+
X =2 P21 P22 P2k Do+
X=J P 3P cee PIK P+
> D41 Py2 .- DiK N

4.2.1 Kontingencni tabulky 2 X 2

Kontingené¢ni tabulky 2 x 2 jsou specidlnim pripadem, kdy J =2 a K = 2.

Z=1 Z2=2] %

1] nn ni | Nt
2 N2 Nag Mot

X
X —
> Ny N2 N
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Na kontingenc¢ni tabulky mizeme také nahlizet po sloupcich. Pokud si ozna-
¢ime:

P P

P+1 D+2
b D
P+ D+2
pPa) = (]91(1),292(1))T7 P2 = (pl(g),pg(g))T,

pak ndhodny vektor n(y = (ni1,n21)" (prvai sloupec) mé multinomické rozdé-
leni Multy(ny1,p1)) a ndhodny vektor n) = (n12,m22) " (druhy sloupec) m4
multinomické rozdéleni Mults(n2,p(2))-

4.3 x? test nezavislosti v kontingenénich tabul-
kach

V této kapitole popiSseme obecné x? test nezdvislosti v kontingencnich ta-
bulkach, v nasledujici kapitole se pak budeme zabyvat analyzou ptipadu 2 x 2,
nejrozsirenéjsich kontingencénich tabulek.

Néhodné veliciny X a Z jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz plati:

Pjk :pj—l—p—i—k;vj S {]-7 s 7‘]}7Vk S {17 s aK}

Formulujeme tedy x? test nezdvislosti v kontingenénich tabulkdch, neboli test
nezavislosti dvou kategoridlnich velicin X a Z.

Model: F = {n = (nn, c. ,nJK)T ~ MultJK(N,p = (plh c. ,pJK)T) roz-
déleni popisujici kontingen¢ni tabulku J x K nahodnych veli¢cin X, Z pro
N pozorovani}

Testovany parametr: nezavislost X a Z
Hypotéza a alternativa:

HO ' Djk = ijerrkavj € {17 s 7J}7Vk S {17 te 7K}

Testova statistika:

J K Lo Dotk
TN,JK = Z Z ( (R (41)

Kriticky obor}
Hy zamitneme <= Ty jx > X?J—l)(K—l)(l —a)
P-hodnota (asymptoticka):

p(@) =1 = Gu-1yx-1)(2),

kde z je napozorovana hodnota Ty jx a G(j—1)(k-1) je distribucni funkce

X(r-n (-1

1Odvozeni kritického oboru najdeme napi. v (Andél, 2011 str. 269-274).
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4.4 Yatesova oprava na spojitost

V ¢lanku, ktery vydal Frank Yates v roce 1934 navrhl vylepsSeni testové sta-
tiStiky TN’JK:

. 2
TNk =22 AT :
=1 k=1 N

I pro takto upravenou testovou statistiku Yates pouziva stejny kriticky obor, tedy:

Hy zamitneme <= T]\C,W’JK > X%J—l)(K—l)(l — ).

4.5 Porovnani hladiny a sily testii s Yatesovou
opravou na spojitost a bez ni

Budeme uvazovat variantu pro J = 2, K = 2, tedy pro kontingené¢ni tabulky
2 x 2. Testova statistika bez opravy na spojitost tedy bude:

2
2 2 (p,, — Mk
Iy = ZZ ( : nj+"+zfv ) : (4.2)
j=1k=1 N

Testova statistika s Yatesovou opravou na spojitost v tomto pripadé méa tvar:

([ — 22| 0.5)°

2 2
TN =>> : (4.3)
j=1k=1 N

Poznamka. V statistickém vipocetnim prostredi H[| se pro Yatesovu opravu po-
uzivd testovd statistika:

2 § — el 0.5:0))
Tﬁij::“; (max(’ngk nHAT;in )) .

Pouziti opravy na spojitost se u x* testu dd volit parametrem correct = TRUE.
Hodnota TRUFE je nastavena jako vychozi.

My jsme vsak testovou statistiku s opravou na spojitost pocitali pomoci tvaru
, jak jej mavrh Yates. Vzhledem k wvolbé hladiny o = 0.05 nebude mit na
vysledné zamitini v kontingencnich tabulkdch 2 x 2 tato volba témer Zadny vliv.

Ujasnime jesté, Ze oznaceni Ty a T§ budeme pouZivat také pro zminéné testy
s testovou statistikou T, resp. T, kritickym oborem a pravidlem: hypotézu
nezdvislosti zamitneme <= Ty, resp. T§ > x3(1 — ).

Nyni budeme chtit simulaci odhadnout skuteénou hladinu testt Ty a T§.
Pouzijeme pri tom sloupcovy pohled na kontingencni tabulky.

Simulaci provedeme nésledovne}

1. Zvolime parametry:
n="n41, m="nyo, P1 = P1(1), P2 = P1(2)-

Jelikoz za H, bude platit p; = ps, staci volit jen p = p; = po.

'R Core Team| (2018)
2Piislusny skript bude k préci piiloZen jako elektronicka piiloha.
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2. Zvolime B - pocet ndhodnych vybéru
3. Prob=1,... B:

o Generujeme ndhodné z Multy(n, (p,1 —p)") a Multy(m, (p,1 —p)")
a usporaddme namérené hodnoty do kontingenéni tabulky (po sloup-
cich).

« Spocteme testové statistiky Ty a 1.

4. Ziskame odhady skutecné hladiny:

5 ST 2 (1= )
5 21T = X1 - o)

Pro nase tcely volime:

n = 10, 30, 100, 300, 1000,

m = 10, 30, 100, 300, 1000, diky symetrii bude stacit vzdy jen m > n,
p = 0.5,0.25,0.05,0.95,

B = 10000,

a = 0.05.

Poznamka. Pokud pri generovani vysla ocekdvand hodnota pro néekterou kategorii
nulovd, pak bychom meli v testové statistice délit nulou. Tento pripad jsme osSetrili
nezamitnutim hypotézy Hy, protoZe nastane v situaci, kdy mdme v kontingencni
tabulce radek nulovy, coZ znamend, Ze oba parametry p1 i po budou blizko 0, nebo
1, cozZ nesvédci proti Hy.

4.5.1 Vysledky simulace hladiny testi

Vysledky vyse popsané simulace jsme zaznamenali do tabulky [4.1], ve které ve
sloupcich ménime hodnoty parametru p a v fadcich parametry n a m. Hodnoty
v tabulce jsou prumérné hladiny testt, tedy odhady skute¢nych hladin.

Vidime, Ze test T je konzervativnéjsi, nez test Ty pro viechny zvolené hod-
noty parametri. Primérna hladina je u testu 7§ pod hranici chténé hladiny
(ktera byla v tomto pripadé 0.05) ve vSech pripadech. Naopak test Ty dle od-
hadu hladiny v nékterych ptripadech hladinu prekracuje. Vidime, ze pro p = 0.5
se to stava v priblizné poloviné pripadu, pravdépodobné zde bude mit také vliv
simulace, protoze pro B = 10000 nemusi mit simulace odhadu hladiny takovou
presnost.

Pro parametr p = 0.25 jsme v nasi simulaci dostali vysledek, Ze test bez opravy
na spojitost dodrzuje hladinu v téméi viech pifpadech. Test TS je tedy zbytecné
konzervativni.

Vsimneme si, ze pro extrémni parametry p = 0.05 a p = 0.95 jsme dostali
podobna data, coz je v souladu se sloupcovym pohledem na kontingenc¢ni tabulku
— prehozeni radki totiz nezméni testovou statistiku.
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Pti volbé parametrii n = 10 a m = 10 jsme dostali primérnou hladinu témeér
nulovou, to se déje s prispénim poznamky za popisem simulaci — a sice proto, ze
pro situace, kde bychom méli délit nulou, nezamitame hypotézu.

Zajimavé vysledky dostavame pro parametry n = 10, m = 100, 300, 1000.
V tomto pripadé test bez opravy na spojitost nedodrzuje hladinu a pro dodrzeni
hladiny je vhodné pouzit test TS . Kdybychom méli diskutovat myslenku ze za-
catku této kapitoly, tak opravdu vidime, Ze pouziti testu s Yatesovou opravou
na spojitost je vhodné pro takové kontingenc¢ni tabulky, kde ocekavand hodnota
nekteré kategorie bude mensi nez 5, avsak pokud je parametr p nékde blizko
hodnoty 0.5, pak by i test bez opravy na spojitost mél dodrzovat stanovenou
hladinu.

Celkové tedy vidime, ze pokud pouzijeme test s Yatesovou opravou na spoji-
tost, nemusime mit strach, ze by nedodrzoval stanovenou hladinu. Dtvody proc
nepouzivat opravu na spojitost se pokusime ukazat nize.

p=205 p=0.25 p = 0.05 p = 0.95

bez S bez S bez S bez S
n=10 m = 10 0.046 0.014 0.034 0.010 0.001 0.000 0.000 0.000
m = 30 0.056 0.020 0.051 0.020 0.022 0.003 0.026 0.004

m = 100 0.049 0.022 0.050 0.016 0.063 0.018 0.062 0.021
m = 300 0.052 0.022 0.038 0.017 0.056 0.016 0.054 0.015
m = 1000 0.041 0.021  0.028 0.018 0.075 0.014 0.068 0.011

n = 30 m = 30 0.053 0.029 0.049 0.023 0.028 0.002 0.030 0.001
m = 100 0.049 0.031 0.047 0.025 0.040 0.012 0.038 0.014
m = 300 0.050 0.034 0.047 0.027 0.037 0.017 0.040 0.022
m = 1000 0.050 0.032 0.048 0.031 0.044 0.018 0.044 0.021

n=100 m =100 0.057 0.042 0.045 0.031 0.049 0.022 0.042 0.018
m = 300 0.053 0.041 0.050 0.036 0.046 0.025 0.045 0.026
m = 1000 0.052 0.040 0.048 0.038 0.043 0.027 0.050 0.028

n=300 m =300 0.053 0.043 0.052 0.043 0.050 0.031 0.052 0.031
m = 1000 0.047 0.039 0.049 0.040 0.053 0.036 0.048 0.033

n = 1000 m = 1000 0.052 0.047 0.048 0.043 0.049 0.039 0.050 0.038

Tabulka 4.1: Tabulka odhadi hladiny testtt Ty a TS

4.5.2 Sila testu s opravou na spojitost

Podobné jako v kapitole o intervalovych odhadech nés nezajimala pouze spo-
lehlivost, ale i délka, tak pro statistické testy nas analogicky zajima sila testu,
neboli pravdépodobnost zamitnuti neplatné hypotézy pri dané konkrétni alter-
nativé. Obecné totiz plati, Ze pokud ma test nizsi skutec¢nou hladinu, bude sila
takového testu nizsi.

V této kapitole zvolime nékolik hodnot parametri n, m a p; a vykreslime
silofunkci pro proménnou po.

Budeme sledovat dva pripady:
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Parametry n a m jsou priblizné stejné velké. Jako priklad zvolime hodnotu
n = m = 100.

Parametry n a m se vyrazné lisi. Vybrali jsme pro ndzornost hodnoty n = 30
a m = 300.

Pro tii rtizné parametry p; vykreslime jednotlivé silofunkce pro testy T a T
a budeme se snazit rozhodnout, které parametry maji na rozdil sily Ty a T
vliv.

Poznamka. V této kapitole pri vykreslovani silofunkce pouZivame odhad silo-
funkce pomoct simulacﬁ. Bereme ji jako funkci proménné ps s parametry n, m,
p1, a a je simulovdna podobné, jako v simulaci hladiny — tedy vypocitinim pri-
meérného poctu zamitnuti pro dané ps. Rozdilem je volba poctu iteraci, tentokrdat
volime B = 1000 (kvili casové ndroc¢nosti).

Na obrazcich , je vykresleny odhad silofunkce testu Ty a 7. Cer-
vené je pro vétsi prehlednost zakreslen také rozdil mezi témito funkcemi. Pravée
tento rozdil sily testl bez opravy na spojitost a s ni nas zajima.

Na téchto tfech grafech si nejprve vSimneme, Ze sila testu s opravou na spoji-
tost je vzdy nizsi, nez sila testu bez opravy. To je v souladu se zavérem simulace
skutecné hladiny, kde jsme si v§imli, ze primérnd hladina je pro vSechny mérené
parametry nizsf pro T.

Déle vidime, ze rozdil silofunkci je vzdy vyssi na pravém grafu, tedy v situaci,
kdy jsou rozdilné hodnoty n a m. Z toho vyvodime, zZe sila testu klesé pro vSechny
parametry pi, pa, pokud se n a m vyrazné lisi.

Také si muzeme vsimnout, ze rozdil sil v obrézcich postupné roste (ve smyslu
maxima), pokud se parametr p; vzdaluje od jedné poloviny. AvSak nejednd se
o tak vyrazny rozdil, jako pri porovnani levého a pravého grafu.

7 téchto grafii tedy mizeme shrnout:

o Sila testu T je vzdy nizsf nez sila Ty pro vSechny alternativy, coZ je v
souladu s tvary testovych statistik.

» Rozdil sily testt je nizsi (ve smyslu maxima) pro hodnoty parametru p;
okolo 1.
2

o Na rozdil sily test ma velky vliv pomér velikosti n a m. Tento rozdil bude
velky, pokud budou n a m hodné rozdilné.

Miizeme si v souvislosti se zavérem z kapitoly vsimnout, ze pokud pouzijeme
test s opravou na spojitost v situaci, kterou jsme doporucovali (tedy pro p blizka
0 nebo 1 a rozdilnd n a m), pak vyrazné ztrati test na sile. Tedy za dodrzeni
predepsané hladiny platime nizsi silou testu.

3Piislugny skript bude k préci piiloZen jako elektronicka piiloha.
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Obrézek 4.1: Odhadnutd silofunkce pro testy Ty a TS (p1 = 0.5)
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Z.aver

V praci jsme v prvni ¢asti vysvétlili, jak mtizeme aproximovat diskrétni roz-
déleni, které je souc¢tem diskrétnich rozdéleni s hodnotami v Ny. Ukazali jsme
také, ze diky tomu, zZe je distribuc¢ni funkce takové ndhodné veli¢iny po ¢astech
konstantni, neni takova aproximace jednoznacna.

Ve druhé kapitole jsme ukézali pro binomické rozdéleni, jak 1ze vhodnou hod-
notu opravy na spojitost odvodit. Nejprve jsme nahlédli z grafu, Ze by hodnota
0.5 mohla dévat smysl, poté jsme nastinili analytické odvozeni popsané v (Feller]
1968). V dalsi ¢asti této kapitoly jsme provedli numerické ovéfeni, Ze pouzit
opravu na spojitost pri aproximaci hodnoty distribu¢ni funkce ndhodné veliciny
s binomickym rozdélenim je vhodné pro p, ktera nejsou prilis blizka 0. Takova
aproximace dava mensi chybu, v nékterych pripadech dokonce az o 5 radt. Také
jsme okomentovali aproximaci ostatnich diskrétnich rozdéleni s pouzitim opravy
na spojitost.

Ve treti ¢asti jsme popsali tvary dolniho, horniho a oboustranného interva-
lového odhadu pro parametr p s vyuzitim opravy na spojitost a porovnali je se
standardnimi tvary téchto intervall spolehlivosti. Poté jsme provedli simulaci, ve
které jsme chtéli odhadnout spolehlivost intervalovych odhadt s opravou na spo-
jitost a bez ni. Z téchto vystupt jsme usoudili, Ze za cenu delsiho intervalu dosa-
hujeme castéji zvolenou spolehlivost pri pouziti intervalu spolehlivosti s opravou
na spojitost.

V posledni ¢asti jsme se zabyvali studiem y? testu nezdvislosti v kontingené-
nich tabulkach 2 x 2. Popsali jsme kontingen¢ni tabulky véetné sloupcového po-
hledu a také x? test. Poté jsme prezentovali opravu na spojitost pro tento test
navrzenou Frankem Yatesem v roce 1934. Na simulacich jsme ovérili vlastnosti
této opravy na spojitost — vysledkem nasich simulaci bylo, Ze test s opravou na
spojitost je konzervativnéjsi nez bez ni a je vhodné jej pouzit pouze pokud by test
bez opravy na spojitost nedodrzoval hladinu. Z nasich simulaci vyplynulo, Ze se
tak stane, pokud bude parametr p (nebo jeho odhad) blizky 0, nebo 1 a zaroven
parametry n a m se budou lisit, neboli v takové kontingenc¢ni tabulce, kterd ma
v jednotlivych bunkach velmi rozdilné hodnoty.
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