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budeme potiebovat pojmy jako Mahalanobisova vzdalenost, elipticky symetrické
rozdéleni a poloprostorova hloubka. Velkd ¢ast prace je zamérena na konstrukei
Relplotu a Bagplotu. Také budeme diskutovat, jakym zptisobem tyto metody de-
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Abstract: We will introduce three methods of extension of the classical Tukey’s
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Bagplot. To implement the methods, we will need the notions like Mahalanobis
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Uvod

lepsi predstavé, jak se néjakd data ve skutecnosti chovaji. Tim je mysleno, ze
mnohdy kvalitné zpracovany graf, konstruovany na zakladé néjakych dat, poda
lepsi informaci, néz sebevic presnych charakteristik tohoto vybéru. Vhodné zvo-
leny typ grafu nam pozadované charakteristiky vybéru ilustruje a my jsme schopni
,od oka‘ posoudit, zda jsou data symetricka, kde maji centrum, jak moc jsou roz-
ptylend a podobné.

Pokud vybér tvori nahodné veli¢iny, tedy data jsou pouze jednorozmérna cisla,
muzeme data naptiklad ilustrovat pomoci krabicového diagramu, také zndmého
jako Bozplot. Takovy graf nam da informaci o rozptyleni dat, poloze medianu a
dale detekuje odlehla pozorovani. Jeho konstrukce je velmi jednoduché, nebot si
vystacime pouze s usporadanim vybéru.

Myslenkou této prace bude rozsitit ideu Boxplotu pro pozorovani s vice sloz-
kami. Pokud opustime od predpokladu, ze data pochazi z R, nejsme jiz schopni
usporadat nas vybér. Neni tak mozné jednoznacné konstruovat median ani dalsi
prvky, které jsou pro konstrukci Boxplotu klicové.

V této praci si predstavime a porovname metody, které na tento problém byly
vytvoreny. Jednd se o Rangefinder, Relplot a Bagplot. Minimalné posledni dveé
zminéné jsou velmi zajimavé, myslenkové zcela odlisné a pomérné slozité. Shrneme
si jejich dulezité vlastnosti a popiseme si, jak se tyto zobecnéné grafy konstruuji.
K tomu si jesté zavedeme pojmy Mahalanobisova vzdalenost a poloprostorova
hloubka. Dale budeme diskutovat, pro které pripady jsou metody vhodné, a kdy
naopak jejich pouziti selhava.

Hlavnim cilem této prace je zprehlednit konstrukei jednotlivych metod a zo-
becnit je do vice dimenzi. Dale o nich formalné dokazeme néjaka tvrzeni a po-
rovname je mezi sebou.



1. Klasicky Boxplot

Klasickou techniku Boxplotu vytvoril v roce 1970 J. W. Tukey a pozdéji v
knize Tukey| (1977, str. 39) myslenku plné rozvinul. Boxplot se postupem ¢asu
stal jednou z nejpouzivanéjsich technik vizualizace dat. V této kapitole si popi-
Seme konstrukci Boxplotu nad jednorozmérnymi daty, a poté v sekci uvedeme
jednoduché rozsiieni do RY, tzv. Rangefinder.

Cilem Boxplotu je graficky ilustrovat rozdéleni dat, které je méné detailni nez
napriklad histogram. Hodi se napriklad v situaci, kdy chceme struc¢né ukazat, kde
je néjaké centrum nasich dat, a jak daleko jsou od néj nase pozorovani vzdélena.
Dalsi uzitecnou informaci, kterou lze z Boxplotu vy¢ist, je odhaleni odlehlych po-
zorovani. Vice o historii Boxplotu a jeho riiznych modifikacich si mizeme precist
v ¢lanku Wickham a Stryjewski (2011)).

Boxplot je graf, ktery se sklada z nékolika komponent. Témi jsou: medidn,
vnitini krabice (anglicky hinges), vnéjsi krabice (anglicky fences), isecky spojujici
vnitini a vnéjsi krabici (taktéz vousy z anglického whiskers) a odlehld pozorovani.
Pro konstrukci si vystacime s vybérovymi kvantily, které si nyni zavedeme.

Definice 1 (Vybérovy kvantil). Necht X = (X3,...,X,) je jednorozmérny nd-
hodny vgbér, o € [0,1]. Usporadejme viber X do tvaru Xay < Xy < ... < Xy
a oznacme X, jeho k-ty prvek. Vybérovym a kvantilem rozumime

na, je-li na € N,

) = e oo = { [na) + 1, jink

Specidlne pro a = 0,25 mluvime o 1. kvartilu, pro a = 0,5 o medianu a pro
a = 0,75 o 3. kvartilu nahodného vybéru X.

1.1 Konstrukce Boxplotu

Budme v situaci kdy X,...,X,, je ndhodny vybér, X; € R, + = 1,2,... n.
Oznac¢me M jako median dat z naseho vybéru, (), respektive (), jako 1. kvartil,
respektive 3. kvartil. Dale polozme IQR = @3 — Q.

Vnitini krabici budeme rozumét interval (@, Q3] s vyznacenym bodem M.
Podle definice [1f v tomto intervalu lezi alespon 50 % pozorovani. Vnitini krabici
pak v roviné zobrazime jako vhodné Siroky obdelnik jehoz dvé protilehlé strany
protinaji @1, Q3. M je vhodné znazornéno, jako v obrazku [I.1]

Vnéjsi krabice je definovana jako dvojice boda Vi, Vi, splnujici nasledujici
vztah

‘/1 = Inll’l{)(Z : Xz Z Ql - 1,5IQR, 1= 1,2, ce ,n},
Vo =max{X;: X; < Qs+ 1,5IQR, i=12,...n}.

V grafu jsou tyto hodnoty opét néjak vhodné zobrazeny a vétsinou je tseckou
spojeno Q1 s V7 a Q3 s V5. Témto tseckam se v anglickych textech rika whiskers.

Posledni, co nam zbyva znazornit, jsou odlehla pozorovani. Ty vizualizujeme
tak, ze do grafu vyneseme ta pozorovani z naseho vybéru, kterd splnuji

X; < Vinebo X; >V, 1=12,....n.
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Slovy jsou to ta pozorovani, ktera lezi za hranicemi vnéjsi krabice, formalné mimo
interval [V;, V4.

Dobrou otazkou je, pro¢ je v konstrukci vnéjsi krabice pouzita konstanta 1,5.
Tukey| (1977)) ji pouzil proto, aby metoda dobre fungovala pro norméalni rozdéleni.
Nyni si kratce ukdzeme, pro¢ tomu tak je. Nejprve méjme X’ ~ N(0,1). Ozna¢me

1, Q% prvni a tieti skutecny kvartil X’. Potom z tabulek je piiblizné Q) =
—0,675, Q4 = 0,675. Nyni mé&me X ~ N(u,0%). Zfejmé pro prvni a treti kvartil
X plati Q1 = p+0Q, Q3 = pu+0oQf. Spoctéme Vi, Vo, IQR = Q3 — Q1 = 1,350.
Pak Vi = pu — 270, Vo = p+ 2,70. Dostavame

Vi — X - Vo —
P(V1<X<V2):P<1 s o M)
o o o

=P (=27 < X' <2,7) =0,993.

Konstruujeme-li interval [V;,V5] pomoci prislusnych odhadt, dostavame, Ze
pravdépodobnost, ze dalsi nezavislé pozorovani X ze stejného rozdéleni padne do
tohoto intervalu, bude priblizné 0,993. Za predpokladu normality pak pro velka
n priblizné 0,7 % pozorovani lezi za hranicemi intervalu.

Tukey| (1977)) nejspis povazoval hodnotu 0,007 z odstavce vyse za dostatecné
malou a pozorovani, které se za predpokladu normality nevejdou do vnéjsi krabice
za dostatecné nepravdépodobna, a tedy odlehla. Navic se konstanta 1,5 dobte
pamatuje.

Nyni predpokladejme, ze ndhodny vybér pochézi z absolutné spojitého rozdé-
leni s hustotou fx. Ukazali jsme, ze Boxplot funguje dobre, pokud data pochazi
z normalniho rozdéleni. Obecné lze predpokladat, ze Boxplot bude rovnéz dobte
vizualizovat data, kterd jsou symetrickd kolem bodu p € R, tj. hustota spliuje

fx(p+z)=fx(p—1x), VzeR

a navic pochazi z takzvaného unimoddlniho rozdeleni. Tim myslime rozdéleni,

jehoz hustota fx nabyva lokalniho maxima pouze v jednom bodé z € R.
Zobecnénim symetrickych rozdéleni pro ndhodné vektory je tiida takzvanych

elipticky symetrickych rozdéleni, jenz si zavedeme v kapitole [2] definici [4

S
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Obrézek 1.1: Klasicky Boxplot.

Vidime, ze konstruovat klasicky jednorozmérny Boxplot je pomérné jednodu-
ché, zato efektivni metoda, jak data a jejich rozlozeni vizualizovat. Vysledek neni
tak podrobny jako naptiklad u histogramu, ale oproti tomu méa velkou vyhodou,



a sice prostorovou usporu. To znamenad, Ze na malém prostoru jsme schopni vy-
kreslit nékolik Boxploti k nékolika riznym ndhodnym vybértim a efektivné je
porovnavat.

Na obrazku je zobrazeno nékolik Boxploti v jednom grafu. Data nejsou
skutecnd, byla vygenerovana ndhodné, ale miizeme si predstavit, ze jsme mérili
venkovni teplotu v pravé poledne kazdy den od dubna az po fijen. Jednotlivé
vybéry byly vygenerovany v R pomoci funkce rnorm().
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Obrézek 1.2: Ukazka vizualizace vice Boxplotli v jednom grafu, jednotlivé vybéry
predstavuji teploty v poledne v pritbéhu mésict.
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1.2 Rangefinder, prvni rozsireni

Nyni si piedstavime patrné nejjednodussi rozsifeni Boxplotu pro data v R?.
Zkonstruujeme d Boxplotti zvlast pro projekce nasich dat do jednotlivych slozek.
Poté v R? vytvoiime vnitini a vnéjsi krabice, jejichz hranice jsou pro kazdou
slozku shodné s hranicemi prislusného Boxplotu. Za predpokladu existence hus-
toty vzhledem k Lebesgueové mife na R? je vysledkem d-rozmérny kvadr.

Tento pristup je v literature nazyvan Rangefinder, a byl predstaven v ¢lanku
Becketti a Gould (1987). Konstrukce je jednoduchd, nicméné ma své problémy.
Prvnim je, Ze pocet pozorovani uvniti vnitini krabice mtze byt o mnoho mensi



nez 50 %. Dokonce se muze blizit nule, napiiklad kdyz jsou data rovnomérné
rozprostfena na mezikruzi.

Dalsim problémem je, Zze vnitini krabice miize byt ponékud prazdné. Napti-
klad pokud data pochazi z dvourozmérného normalniho rozdéleni, kde jsou slozky
silné korelované. Potom lze ocekavat ze se data budou pohybovat v okoli jedné
uhlopricky a u zbylych vrcholi kvadru bude ,prazdno“. Nasledujici dvé metody,
které si uvedeme, jiz budou fungovat lépe.

Graf ilustruje obé zminéné nevyhody. Zde jsme v situaci, kdy jsou slozky
navzajem silné korelované a vidime Ze data se pohybuji v blizkosti jedné z thlo-
pricek Rangefinderu. To mé za dusledek zaprvé to, ze ve vnitini krabici se nachéazi
pouhych 36 pozorovani ze 100, a za druhé, ze vnéjsi krabice je prazdna u levého
horniho a pravého dolniho rohu. Navic, kdybychom do vybéru pridali pozorovani
r = (=2,1,5)T, které by zfejmé leZelo naprosto mimo ostatni data, Rangefin-
der by x nepovazoval za odlehlé, tedy x by lezelo uvnitt vnéjsi krabice. Takto
rozsiteny Boxplot tedy prilis dobfe nepopisuje nase data.
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Obréazek 1.3: Nevyhody Rangefinderu. Mensi ¢erveny Ctverec prestavuje vnitini
krabici, vétsi pak vnéjsi krabici.



2. Mahalanobisova vzdalenost

2.1 Motivace

Zavedeme pojem Mahalanobisova vzddlenost, ktery nam pomuze zjistit, jaka
data jsou odlehla, jak se da viibec mérit odlehlost ve vice dimenzich, a hlavné se
jedna klicovy pojem pro konstrukci Relplotu.

Uvazujme data, ktera nejsou vyrazné nesymetricka a pochazi z unimodalniho
rozdéleni. V jednorozmérném pripadé pak umime dobie posoudit, které ze dvou
pozorovani je vice odlehlé. Mizeme porovnat jejich absolutni vzdalenosti od né-
jakého centra nasich dat. Pokud pracujeme s daty, kterd mizeme povazovat za
normalni, jsme schopni odhalit odlehld pozorovani jako v kapitole [1} Tato tech-
nika funguje relativné dobfe i pro jind symetrickd rozdéleni. Na vse nam tedy
postaci vhodné odhady rozptylu a stfedni hodnoty, naptiklad vybérovy priamér
a vybérovy rozptyl.

Obecnéji predpokladejme, Ze se data nachézi v R%,d > 2. Potom neni jasné,
jak bychom méli porovnavat odlehlost pozorovani, nebo kdy o vybraném pozo-
rovani prohlasit, ze se jedna o odlehlé. Na pristich nékolika strandch budeme s
odlehlosti pracovat pouze intuitivné. Nasledujici priklad demonstruje, pro¢ eukli-
dovské vzdéalenost neni dobrym métritkem odlehlosti.

Piiklad 1. Bud X = (X1,Y1)7, ... (X,,Y,)T ndhodny vybér z Ny(u,X), kde

0 1 09
“‘(o)’ E_<0,95 1)'

Vygenerujeme si X v programu R o rozsahu n = 100. Dale do né¢j priddme dveé
nova pozorovani x = (1,1)T, y = (—=1,1)T. Tato pozorovani maji stejnou eukli-
dovskou vzdalenost od bodu p rovnou v/2. Vyneseme si pozorovani do grafu, viz
obrazek 2.1 Body vyznacené zelené jsou naSe pridand pozorovani. Neformdlné
muzeme prohlasit, ze bod y je vice odlehly nez bod .

Pro nase data plati, Zze 32 pozorovani se nachazi v oteviené jednotkové kouli
se stredem v x. Naopak v oteviené jednotkové kouli se stredem v y lezi pouze 2
pozorovani, z; = (—0,14,1,08)T a z, = (—0,08,0,72)T. Pro né plati ||y — 21| =
0,86, ||y — 2z2|| = 0,96. Tedy i ta lezi od y pomérné daleko. Tim padem miZzeme
prohlasit, Ze y je vice odlehlé pozorovani nez x, ale zatim nejsme schopni posoudit,
jak moc je odlehlé.
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Obrazek 2.1: Ndhodny vybér z No(i,%) s uméle pridanymi hodnotami, které jsou
zobrazeny jako zelené ktizky.

2.2 Pojem Mahalanobisova vzdalenost

Definice 2 (Mahalanobisova vzdalenost). Necht x € R%, € RY ¢ ¥ € R4
je symetrickd a pozitivné definitni matice. Potom definujeme Mahalanobisovu
vzdélenost bodu x od p, vzhledem k X jako funkéni hodnotu zobrazeni ds(-,u) :
RY — R, daného predpisem:

ds(.p) =\ (& — )" (2)7 (2 — p).

Zobrazent ds(-,u) nazgvdme Mahalanobisovo zobrazeni.

Definovali redlnou funkci d proménnych. Dokazeme o ni néjaka dilezita pozo-
rovani, ktera se ndm budou hodit pozdéji. Jesté predtim si ale zavedeme, co pro
nas bude elipsoid v R,

Definice 3 (Elipsoid). Bud u € R, ¥ € R4 symetrickd pozitivné definitni
matice a ¢ > 0. Potom mnoZinu

E = {z e RY dy(z,u) = ¢}

nazyvdme elipsoid se stiedem v .



Tvrzeni 1 (Vlastnosti Mahalanobisova zobrazeni). Necht jsou splnény pozadavky
z definice . Potom pro x € R? plati ndsledujici:

(i) Mahalanobisovo zobrazeni je dobre definovdno na R a je tam nezdporné.
Navic plati
ds (z,p) =0z = p.

(ii) ds (-, 1) je spojité zobrazeni na RY.
(iii) Pro ¢ > 0 plati {x € R : dx(x,u) = ¢} tvord elipsoid v RY,
(iv) Zobrazeni ds; (-,0) je norma na RZ.

(v) Definujeme-li zobrazeni T : RY — R? predpisem T(x) = = + p. Potom
zobrazeni dx, (T'(+), 1) je norma na RY.

(vi) Pokud plati, e ¥ = A, > 0, I jednotkovd matice a T(z) = vV Az +p |
potom dx, (T'(-), p) je klasickd euklidovskd norma na R

Dikaz.

(i) X je pozitivné definitni matice, potom i ¥~1 je pozitivné definitni a plati

V=" (7 @ —p) >0

Odtud plyne, Ze je dx (-, 1) je dobie definované zobrazen{ na celém R?. Déle
ziejmé plati dy, (u, u) = 0. Naopak opét z pozitivni definitnosti matice 3 je
Vo € R4,z # p plati ds, (x, ) > 0.

(i) Definujeme f(z) = 27X 'z a funkci g(x) = x — p. Funkce g je spojitd a
ukazeme, 7e i f je spojitd. Potom i dyx (-, ) je spojitd. Oznacime prvky
matice X1 jako a;;, 4,7 € {1,2,--- ,d}. Déle oznacme x = (x1,x9, - - - ,md)T.
Snadno vyjadiime funkéni hodnotu f v x jako:

d d
f(z) = Z Z_: Wi LT

Tedy se jedna pouze o polynomialni funkci d proménnych a ta je spojita.
(iii) Plyne z definice

(iv) Thned plyne z definice normy indukované skalarnim soucinem, nebot pro
pozitivné definitni matici X! plati, Ze kvadraticka forma v R¢ definovani
predpisem 27X~y je skaldrni soucin.

(v) Transformaci R? jsme problém pievedli na problém z minulého bodu.

(i) & (T(x)) = (VAz) 3ve = [l ]

Nyni si definujeme specidlni tiidu rozdéleni, diky kterym budeme moci praco-
vat s parametry polohy a rozptyleni. To jsou v podstaté rozsiteni stiedni hodnoty
a kovarian¢ni matice. Pro jednoduchost budeme predpokladat, Ze pro tato rozdé-
leni existuje hustota vzhledem k Lebesgueové mite. Definice je prevzata z knihy
Fang a kol.| (1990).



Definice 4 (Elipticky symetrické rozdéleni). Necht X je ndhodny vektor s hus-
totou fx vzhledem k Lebesqueové mite na RY, € RY, ¥ € R™? je pozitivné
definitni, ¢ >0 a g : [0,00) — [0,00) je funkce spliujici

0< / ¥ g(z)dr < 0.
0
Pokud ma hustota tvar

fx(@) = cg/(@— )T (%) (z—p), VeeR:

tedy hustota je funkci Mahalanobisovy vzddlenosti ds,(x,u), potom rekneme, Ze X

ma elipticky symetrické rozdéleni s parametrem polohy p a parametrem rozpty-
leni .

S eliptickymi rozdélenimi lze pracovat obecnéji, nez jak jsme si je definovali
zde. Nicméné pro potieby této prace postaci definice ] Vice o eliptickych rozdé-
lenich a jejich vlastnostech se lze do¢ist v ¢lanku Paindaveine| (2012)).

Poznamka. Neni tézké nahlédnout, ze pokud pro elipticky symetrické rozdéleni
X existuje stfedni hodnota a kovarian¢ni matice kone¢né, potom je E X = p a
var(X) = kX, kde k£ > 0 je néjakd vhodné volend konstanta.

Priklad 2. Vicerozmérné normalni rozdéleni je priklad elipticky symetrického
rozdéleni. Déle naptiklad existuje rozsiteni t-rozdéleni do vice dimenzi, které je
elipticky symetrické.

Nyni si zavedeme pojem, ktery tzce souvisi s Mahalanobisovou vzdalenosti
uvedenou v definici 2| Cilem je mérit, jak je ur¢ité pozorovani vzdaleno od roz-
déleni.

Definice 5 (Mahalanobisova vzdalenost ndhodného vektoru). Necht X je d-
rozmerny redlny ndhodny vektor se stredni hodnotou jv a pozitivné definitni kova-
riancni matici . Ddle méjme nahodny vektor X, ze stejného rozdéleni jako X.
Definujeme Mahalanobisovu vzdalenost X od rozdeéleni X jako

de(Xy) =/ (X1 — )" ()7 (X0 - ).

Zavedeny pojem je ndhodna veli¢ina. Mahalanobisova vzdalenost je dobte de-
finovana pro jakékoliv rozdéleni se stfedni hodnotou a pozitivné definitni kova-
riancni matici. Pokud navic pracujeme s elipticky symetrickym rozdélenim, tak
obecné nemusi stfedni hodnota nebo kovarianéni matice existovat, a za parame-
try pu a X lze také volit parametr polohy a rozptyleni. V této praci budeme pro
jednoduchost uvazovat pouze rozdéleni, ktera maji konec¢nou stfedni hodnotu a
pozitivné definitni kovariancéni matici.

Je dobré si uvédomit, ze takto definovana je pouze teoretickd Mahalanobisova
vzdalenost od skutecné stiedni hodnoty, pti znalosti skute¢né kovarianéni matice.
Déle je snadno vidét, ze pojem Mahalanobisova vzdalenost nezavisi na ndhodné
veli¢iné X, ale pouze na jeji stfedni hodnoté a kovarianéni matici. Ve statistice
povetsinou mame k dispozici pouze data, a je na néas posoudit, z jakého rozdéleni
pochéazi, jaka je stfedni hodnota nebo kovarianéni matice tohoto rozdéleni. Pokud
tedy ani jeden z téchto parametri neni znamy, budeme je muset nahradit odhady.
Potom uz je na nas, jaké odhady si zvolime. O tom se vice dozvime pozdéji.
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Tvrzeni 2 (Vlastnosti Mahalanobisovy vzdalenosti). Necht jsou splnény predpo-
klady z definice[5. Potom plati ndsledujici tvrzeni.

(i) Pojem Mahalanobisova vzddlenost je dobre definovand nezdpornd ndhodnd
velicina.
(ii) Ewistuje symetrickd pozitivné definitni matice V2 splhiujici $1/2%Y2 = 33,

-1
Definujeme X = (21/2) (X — ). Potom je Mahalanobisova vzddlenost
X stejnd jako euklidovska norma X, tedy plati ds(X,u) = || X||.

(iii) Necht navic X ~ Ng(u,2), potom plati d% (X, p) ~ x3.
Diikaz.
(i) Piimy disledek bodu (i) z tvrzeni[1]

(ii) Existence plyne ze spektralniho rozkladu pro symetrické a pozitivné defi-
nitni matice.

ds(Xp1) = /(X = )57 (X = ) = V(X = )T (52572) 7 (X = p)
— V(E72) (X — )" (£V2) (X — ) = /XTX, = | X,

(iii) Stejné jako v predchozim bodé upravime Mahalanobisovu vzdalenost do
tvaru

de(X 1) = (SV2)~1(X — ) ((S12)71(X — o).
Oznac¢ime si Y = (XY2)~1(X — p), potom je

d3(X.p) =Y Y72 kdeY; je i-td slozka Y.

i=1
Nyni budeme hledat rozdéleni Y. Ziejmé plati, ze X — u ~ Ny(0,3). Potom

tedy
Y = (2Y2) (X — ) ~ (Z2) 7 Nu(0.8) ~ Ny(0,y).

Z vlastnosti transformace normalniho rozdéleni pti vynasobeni matici je

Sy = ((21/2)1)T s (s2)

_ (21/2)*1 $1/2371/2 (21/2)*1 —II=1L

Takze je Y ~ Ny(0,I). To pro jednotlivé slozky znamena, ze Y; ~ N(0,1),
i=1,2,...,d. Navic jsou po dvou nekorelované, neboli cov(Y;,Y;) = 0, kde
i,j € {1,2,---,d}, i # j,a tedy protoze pochazi z normalniho rozdéleni
znamena to také, ze jsou nezdvislé. Z definice x3 plyne (iii).

]

Bod (ii) ve tvrzeni [2|slovy 1ika, ze pokud pracujeme s ndhodnym vektorem je-
hoz sttedni hodnota je 0, rozptyly slozek jsou rovny 1 a jednotlivé slozky jsou mezi
sebou nekorelované, tak je Mahalanobisova vzdalenost ekvivalentni euklidovské
vzdalenosti v R?. To dava intuitivné dobry smysl, nebot pokud mame takovato
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data, lze o kazdém pozorovani usuzovat, ze ¢im vice je vzdalené od pocatku, tim
vice jej lze povazovat za odlehlé. Protoze jsou data nekorelovana a vsechny slozky
maji rozptyl jedna, tak nezalezi, v jakém sméru je pozorovani odlehlé. Jinymi
slovy lze jeho ,mira odlehlosti® mérit euklidovskou vzdalenosti.

Z bodu (iii) plyne také dulezity poznatek. Kdybychom védéli Ze nase data
pochazeji z d-rozmérného normalniho rozdéleni se znamou stfedni hodnotou a
kovarianéni matici, tak jiz jsme schopni o jednotlivém pozorovani usuzovat na
zakladé Mahalanobisovy vzdalenosti, jak moc je odlehlé. To proto, Zze zndme
kvantily y3. Bez tohoto pfedpokladu zatim nejsme schopni posoudit, zda je n&jaké
pozorovani dostateéné extrémni, abychom jej mohli povazovat za odlehlé.

Priklad 3. Uvazujme opét pozorovani stejné jako v prikladu [} Zde zndme roz-
déleni, ze kterého vybér pochazi, a zndme i jeho parametry > a pu.

0 1 095
Xi ~ No(p,3), o= (0) = <0,95 1 ) '

Nyni uz jsme schopni posoudit, které z dat = = (1,1)T, y = (—1,1)T je vice
odlehlé, a to na zdkladé tvrzeni 2] a ne pouze intuitivné z obrazku 2.1} Spocitame
si kvadraty Mahalabisovych vzdalenosti téchto bodi.

dy(z,p) = 7% e = 1,03,
d5(y,u) = y" X7y = 40.

Podivejme se na hodnotu distribu¢ni funkce x3 rozdéleni v téchto bodech. Oznac-
me tuto distribuéni funkci F).

F,(1,03) = 0,4, F,(40) = 1.

To nam 1ik4, Ze u pozorovani z lze predpokliddat ze priblizné 40 % pozorovani
bude mit mensi Mahalanobisovu vzdalenost a priblizné 60 % vétsi. S timto po-
znatkem mizeme x povazovat za bézné pozorovani, které nijak nevycéniva z rady.
Zato témér pro 100 % pozorovani lze predpokladat, ze budou mit mensi Mahala-
nobisovu vzdalenost nez pozorovani y.

Nyni najdeme pozorovani s nejvétsi Mahalanobisovou vzdalenosti z ptivod-
nfho vybéru bez y. Dostavame pozorovani m = (—0,14,1,08)7 a kvadréat jeho
Mahalanobisovy vzdalenosti je roven 15,09. Miizeme porovnat s 0,9999 kvantilem
X5

X3,9999,2 = 18,42.

2.3 Odhad Mahalanobisovy vzdalenosti

Nyni se jiz budeme zabyvat situaci, kdy mame nahodny vybér, jehoz stredni
hodnotu ani kovarianéni matici nezname. Budeme uvazovat pouze takové odhady
kovarian¢ni matice, které jsou pozitivné definitni a symetrické. Vice o odhadech
Mahalanobisovy vzdélenosti a jejich vyuziti v\De Maesschalck a kol.| (2000)).

Definice 6 (d;). Necht X = (X1,...,X,,) je nahodny vgbér z rozdéleni Fy s konec-
nou stredni hodnotou pu € R a pozitivné definitni kovariancni matici ¥ € R4,
Meéjme 1, Y odhady stredni hodnoty a kovariancni matice. Potom definujeme

d; :\/(Xi )" (5) (X - ).

12




Symbol d; nazyvdme odhad Mahalanobisovy vzdalenosti ¢-tého pozorovani od roz-

deleni Fy.

Poznamka. Pokud nemtuze dojit k nejasnostem, budeme symbol d; nazyvat zkra-
cené Mahalanobisova vzddlenost i-tého pozorovani.

Plati obdobna tvrzeni jako pro teoretickou Mahalanobisovu vzdalenost a Ma-
halanobisovo zobrazeni, tj. tvrzeni [2 a tvrzeni [} Specidlné body se stejnou Ma-
halanobisovou vzdalenosti lezi na d-rozmérném elipsoidu. Neplati vsak, ze by
d? ~ X% a to ani v piipadé, kdy pozorovani nepatii do vybéru, z néhoz jsou
odhady konstruovany. Ukazuje se, Ze rozdéleni takto definovaného odhadu je po-
mérné obtizné najit. Presné rozdéleni lze nalézt v knize Mardia a kol. (1979,
str. 77) nebo ¢lanku |Gnanadesikan a Kettenring (1972, str. 113).

Budeme se zabyvat alespon asymptotickym rozdélenim odhadu Mahalanobi-
sovy vzdalenosti, za ur¢itych predpokladi. K tomu si zformulujeme nasledujici
tvrzeni.

Tvrzeni 3 (Asymptotické rozdéleni d?). Necht X = (Xi,...,X,) je ndhodni
vybér z Ng(u,>). Ddle necht odhady ﬂ,i jsou po radé konzistentni odhady pu,>
konstruované na zdkladé nahodného vyberu X. Méjme pozorovani X realizované
ndhodnou velicinou pochdazejici z rozdéleni Ny(p,X). Potom plati

d3(X, 1) — 3.
Diikaz. Nejprve se podivame na asymptotické rozdéleni X — ji. Vyuzijeme kon-
zistence odhadu fi.

X —jp—=Y, kde Y ~ Ny(0,%).

Y —— ), dle predpokladu na konzistenci.

I LA » 1 dle véty o spojité transformaci.

STHX —p) —2s 2y, z Cramérovy-Sluckého véty.
Opét pouzijeme vétu o spojité transformaci na funkci
g: R x R™% — R danou piedpisem g(z,4) = 27 Az, 2 € R, A € R>?,
Tato funkce je spojitd diky tvrzeni [l bod (ii). Dostédvame:
(X =) S (X —p) == YTe Y,
Nyni, budeme-li postupovat stejné jako v diukazu tvrzeni |2| v bodu (iii), do-

stavame, Ze rozdélen{ vyrazu na pravé strané neni nic jiného nez y3.

]

Dtlezité je, ze X je pevné zvoleny ndhodny vektor ze stejného rozdéleni, z
jakého pochézi nas nahodny vybér. Jeho rozdéleni se prechodem n do nekonecna
neméni. Jelikoz jsme o X neptedpokladali, aby bylo nezévislé s ndhodnym vybeé-
rem, muzeme specialné brat X = X;, pro néjaké i = 1,2,... n.

Nyni, kdyz vime, Ze rozdéleni kvadratu odhadu Mahalanobisovy vzdéalenosti
je asymptoticky 3, miZzeme opét mérit odlehlost bodii na zdkladé Mahalanobi-
sovych vzdélenost{ a kvantilii piislusného x? rozdéleni.
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Priklad 4. Uvazujme opét ndhodny vybér z prikladu [1} Za odhady parametri
[a X vezmeme vybérovy prumér a vybérovou rozptylovou matici. Odhady kon-
struujeme i z uméle pridanych pozorovani z = (1,1)7 a y = (—1,1)7. V tomto
pripadé vyslo

. (—0,03 $_ 0,86 0,81
F=1-001)" ~log1t 092/
Spocteme si kvadraty Mahalanobisovych vzdélenosti ndmi pridanych bodu z, y.

di = (JZ - ﬂ)TZ_l(‘T - ﬂ) = 1,25,

1
2 ANT$—1 AN
dy=(y—p) X (y—p)=250L

Pokud tyto hodnoty porovname s kvantily x2 rozdéleni, miZeme povazovat x
za bézné, zatimco y za velmi odlehlé. Podivejme se jesté na odhady Mahalanobi-
sovy vzdalenosti x, y a m, pokud odhady p a ¥ budeme konstruovat na zakladé

ptvodnich pozorovani, nezahrnujicich z, y.
d? = 1,25, d2 = 33,32, d? =12,31.

Vidime, ze vysledek je skoro stejny. To proto, ze nas ptuvodni vybér byl rozsahu
n = 100 a pozorovani y neni az tak daleko. Pokud by y bylo vice odlehlé, mohlo by
to vazné ovlivnit odhady Mahalanobisovy vzddalenosti. S timto problémem nam
v dalsi kapitole pomtzou robustni odhady.

Pozndamka (Srovnani Mahalanobisovych vzdélenosti). Pokusime se shrnout, jaké
pojmy o Mahalanobisové vzdalenosti mame definované, jaké jsou mezi nimi roz-
dily, a pro¢ jsme je definovali.

(i) ds (X, p), kde X je ndhodny vektor. Na dy (X, u) mizeme pohlizet jako
na nezapornou nahodnou veli¢inu, nebo jako na statistiku, kde nadhodnym
vybérem je pouze jedno pozorovani. Vime v jakém rozdéleni se nachazime,
respektive alespon zname jeho stredni hodnotu a kovarianéni matici.

(ii) d;. Tento pojem je statistikou ndhodného vybéru X. Zde mérime vzdélenost
1-tého pozorovani od odhadu stredni hodnoty i podle odhadnuté kovari-
ancni matice X. V této situaci plati, ze i i ¥ zavisi na hodnoté X;.

(iii) Poslednim definovanym pojmem je ds,(x,u). To na rozdil od prvnich dvou jiz
neni statistika, ale funkéni hodnota Mahalanobisova zobrazeni. Jsme tedy
v situaci, kdy mame néjak pevné dané p, > a zajiméd nas Mahalanobisova
vzdalenost bodu x od p podle .

Pomoci téchto pojmii jsme schopni méfit odlehlost bodit v R? v zavislosti
na danych p, . Jsme-li v situaci, kdy nezname skutecnou stfedni hodnotu a
kovarian¢éni matici, odhadneme je.

Nyni si zformulujeme a dokazeme pomocné tvrzeni. Pujde o charakterizaci
obrazu pii zobrazeni dg(z,f1).
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Tvrzeni 4. Necht ¥ € R¥™? je symetrickd, pozitivné definitni matice, ©1/? €
R4 matice spliujici: LV/2(XY%)T = X. Potom mnoZina téch x € RY, které
maji Mahalanobisovu vzddlenost od nuly rovnou ¢ > 0, je rovna obrazu afinniho
zobrazeni A : {y € R? : |ly| = 1} — R?, daného predpisem: A(y) = cX'/?y.
Neboli:

{x € R :VaTY-1g = c} = {x ERY:z =XV 2y |yl = 1}.

Diikaz. Budeme dokazovat dvé inkluze z posledni rovnosti.
'D": Cheeme ukézat, Ze pro kazdé y € R?, ||y|| = 1 m& A(y) Mahalanobisovu
vzdalenost od 0 rovnou c¢. Uvédomime si, ze pokud je matice X pozitivné definitni,

. / 7’ 7’ Vv T v 7 v / Ve
pak je ¥ také regularni, a proto rovnéz £1/2 a (El/ 2) musi byt nutné regularni.

\/<021/2y>T Y-1ex1/2y :\/C2yT (21/2)T S-1x1/2y

—eyfyr @) s () Ty
=c |yl =¢, =z predpokladu na y

Tim je dokézana prvni inkluze.

'C": Nyni méjme z € R? splitujici dx,(z,0) = c. Pokud ¢ = 0, pak tvrzeni plati
ziejmé. Necht ¢ # 0. Chceme ukézat, ze ||[A~!(z)|| = 1. Existence A~! plyne z
regularity ¢X'/2.

= () o] = (e ) e

=T (21/2 (21/2)T)_1 z

8
S
Y

L
8
Il
\

o

Il
—_

Ol =

]

Takto jsme odvodili souvislost mezi Mahalanobisovou elipsou a afinnim zob-
razenim, které urcitym zpusobem transformuje jednotkovou kruznici. Tvrzeni se
zabyva pouze pripadem, kdy ma elipsa stfed v poc¢atku souradnicového systému.
Ukazuje se ale, ze ptipad, kdy m4 elipsa stied v x4 € R? je jednoduchym diisled-
kem tvrzeni ] Pak body lezici na této elipse jsou rovny obrazu stejného afinniho
zobrazeni, slozeného s translaci T : o+ = + p, kde pu, z € R,

Diisledek. Za piedpokladii tvrzeni 4| je pro u € R?

{xERd3\/($—N)T21 (x — ) ZC} = {xERd:xqurcEl/Qy;Hy“ = 1}-
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3. Relplot

3.1 Zakladni informace

V této kapitole se budeme zabyvat rozsirenim myslenky jednorozmérného Box-
plotu do vice dimenzi. U této metody si jiz nevysta¢ime pouze s vybérovymi
kvantily jednotlivych slozek nasich dat, jak tomu byly u Rangefinderu. Zato me-
toda generuje ,krabice®, které za jistych predpokladti mnohem lépe kopiruji tvar
nasich dat.

Tato technika byla predvedena ve clanku |Goldberg a Iglewicz| (1992)). Autori
vytvorili rozsiteni Tukeyova Boxplotu do dvou dimenzi. Nazev Relplot pochézi ze
spojeni 3 slov, a to robust elliptical plot. Robustni se zde mysli pouzité odhady
polohy a rozptyleni dat. Autori pravé k sestrojeni Relplotu pouzivaji technik
z robustni statistiky, které si nebudeme formalné zavadét, nicméné se alespon
pokusime pojem robustnosti intuitivné objasnit.

Pokud mluvime o robustni statistice, myslime takovou, ktera bude odolna vici
extrémné odlehlym pozorovdnim. Uvazujme ndhodny vybér X = (Xq,...,X,),
kden > 1aVi € {1,...n} : X; € R. Déle si vezméme statistiky vybérovy
primér a vybérovy median. Pridejme nyni do vybéru X nové pozorovani X,
a znovu spocitejme zminéné statistiky. Robustnost statistiky nam zajisti, ze se
nova statistika , prilis* nelisi od puvodni. Pro median plati, ze novy median bude
od starého maximalné tak daleko, jako je vzdalenéjsi ze sousednich pozorovani
ptivodniho medianu, a to i v pripadé ze X,,,;1 bude libovolné velké. Median pova-
zujeme za robustni statistiku. Naopak zadnou takovou horni hranici pro pramér
stanovit nelze. Neni tézké si uvédomit, ze Vk > 0 muzeme zvolit X, tak, ze
novy prumér je od puvodniho vzdalen o vice nez k.

Lze rovnéz mérit kvalitu robustnosti. Intuitivné je lepsi statistika takova, ktera
ysnese vice extrémné odlehlych pozorovani. Napiiklad median je silné robustni,
nebot vybér o rozsahu n zlstava ,rozumny“ i po pridani az n — 1 novych ex-
trémnich pozorovani. K tomu, abychom vychylili novy median od ptvodniho o
libovolné k > 0, potrebujeme alespon n vhodnych nové pridanych pozorovani. Mi-
nimalni pomér piivodnich pozorovani k novym tak, ze uz statistika neni rozumna
se nazyva bod zlomu a statistiky s dostatecné velkym bodem zlomu nazyvame
rezistentni. Vice se o robustnich statistikdch doc¢teme v knize [Huber| (1981)).

Goldberg a Iglewicz (1992)) konstruuji rozsiteni Boxplotu pouze do dvou di-
menzi. My budeme postupovat zde zobecnime techniku do R?. Ve vice dimenzich
jiz sice nemusi byt mozné dobte si zobrazit data a onen Relplot, nicméné o jed-
notlivych datech jsme schopni posoudit, zda lezi uvniti Relplotu, nebo zda je lze
povazovat za odlehlé, tedy zZe lezi az za hranici vnéjsi krabice.

Poznamka (Ptredpoklady na rozdéleni). O datech, nad kterymi budeme konstru-
ovat Relplot, si stanovime néasledujici predpoklady. Rozdéleni, ze kterého data
pochdzi, je elipticky symetrické s parametrem polohy ;. € R? a parametrem roz-
ptyleni ¥ € R¥4. Déle pozadujeme aby §lo o unimodélni rozdéleni, tedy hustota
fx nabyvala lokdlnfho maxima pouze v jednom bodé € R?. Opét piedpoklé-
dame existenci sttedni hodnoty a kovariancni matice a tyto pojmy pak budeme s
parametry polohy a rozptyleni pro lepsi Citelnost textu zaménovat.
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Lemma 5. Necht ndhodny vektor X ma elipticky symetrické rozdéleni s parame-
trem polohy € R a parametrem rozptyleni ¥ € R4 a jeho hustota je tvaru

fx(x) = Cg(\/(x — w2z —p), VreRL

Dadle necht je g navic prostd funkce a k > 0 je takové, Ze M = {x € R : fx(z) =
k} je neprdzdnd mnozina. Potom M je elipsoid v R%.

Diikaz. Tvrzeni plyne piimo z definice |3 elipsoidu v R¢.
{z eR?: fx(z) =k} ={z e R 1 dg(z,u) = g (k/c)}.

g (k/c) je jednoznacné uréend nezaporna konstanta v R.
]

Ztejmé predpokladiim lemmatu [5| vyhovuje norméalni rozdéleni s pozitivné de-
finitni kovarianéni matici. Myslenkou Relplotu je tedy zabalit data do néjakého
vhodné parametrizovaného elipsoidu v R?. Je to pfirozena myslenka, nebot nor-

Problémem, kterym se tedy budeme zabyvat v této kapitole je, jak zkonstru-

ovat elipsoid, ktery obsahuje 50 % vSech pozorovani, a jakym zpisobem odhalit
odlehla data.

3.2 Konstrukce Relplotu

Goldberg a Iglewicz (1992) postupovali u konstrukce Relplotu algoritmicky
a vSechny vzorce vyjadrili pomoci jednotlivych slozek odhadnutych parametri.
Postupovali takto pro dvourozmérnd data, na které tedy potiebovali dva od-
hady parametrua stredni hodnoty jednotlivych slozek fiq, fio, dva odhady rozptyla
jednotlivych slozek 52,52 a odhad vzéjemné korelace p. Pomoci toho vyjadiili
Mahalanobisovu vzdalenost vzoreckem.

Pro zobecnéni zde nastava problém, zZe nejde nijak jednoduse spocitat inverzni
matici ¥~!. My tedy nebudeme postupovat jako autofi v ¢lanku. Na konci této
sekce si ukdzeme, ze postup autoru je ekvivalentni s nasim postupem.

Necht X je ndhodny vybér z rozdéleni Fy, jednotlivé slozky jsou d-rozmérné
nahodné vektory. Na zdkladé tohoto vybéru konstruujme odhad stiedni hodnoty
fi = (fi1, - ,iq)" a odhad kovarianén{ matice 3. Nutnym piedpokladem je, aby
byla matice )y symetricka a pozitivné definitni a aby se jednalo o konzistentni
odhady prislusnych parametri. Ozna¢me d,,eq = median{d;,i = 1,2,--- ;n}. Pro

d; _\/ (X, — )" (i)*1 (X; — ), jako v definici

Definice 7 (Vnitini elipsoid Relplotu). Méjme nahodny vijbér X = (X, ..., X,),
kde jednotliva pozorovdini jsou d-rozmerné ndhodné vektory, f], il konzistentni
odhady kovariancni matice a stredni hodnoty, )y je navic symetrickd a pozitivne
definitni. Vnitinim elipsoidem Relplotu rozumime mnozinu

BEpea = {x € R de(2,f1) = dpea}- (3.1)

Lemma 6. Za predpokladi z definice [7 obsahuje vnitrni elipsa Replotu alespori
50 % ze vsech pozorovdani Xy, ..., X,.
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Dukaz. Zavedeme si znacenti:

Iy {poéet prvka v A, je-li A kone¢nd mnozina,

00, je-li A nekoneCna mnozina.

Mnoziny E; = {z € R? : dg(z,i) < d;} jsou vnitiky soustiednych a stejné
rotovanych elipsoidt v R?. Tedy, pokud plati d; < d; pro né&jakd i,j, pak E} C E;.
Z definice [I| medidnu je #{i : di < dpea} > 2. Oznacme E/, = {x € R :
ds(x,f1) < dpeq}. Potom tedy plati, ze #{i : E; C E } > n/2, ¢imz je tvrzeni
dokézano.

(3

]

Nyni umime konstruovat vnitini elipsoid Relplotu, tedy jakousi obdobu vnitini
krabice z jednorozmérného Boxplotu. Lemma [6] nAm dava informaci, Ze zkonstru-
ovany elipsoid obsahuje skutec¢né alespon 50 % vSech pozorovani. Tento fakt je
dobry si uvédomit, protoze jak jsme vidéli v kapitole [T}, tak u metody RangeFin-
der tomu tak nutné byt nemuselo. Uz diky tomuto mtzeme Relplot povazovat za
lepsi metodu.

To, jak dobre elipsoid popisuje tvar nasich dat, zavisi na tom, zda jsou splnény
predpoklady na eliptickou symetrii a také na konkrétni volbé odhadi stredni hod-
noty a kovarianc¢ni matice. Pozdéji budeme diskutovat vyhody pouziti robustnich
odhad.

Nyni je jesté potfeba zkonstruovat vnéjsi elipsoid, pomoci kterého muizeme
odhalovat odlehla pozorovani. Stejné jako v jednorozmérném pripadé vytvorime
metodu, ktera dobre funguje pro normalni rozdéleni, a kterou pak budeme apli-
kovat i na vybéry, u kterych normalitu nepredpokladame.

Uvazujme tedy piipad, kdy nase data pochazi z Ny(u,X), jehoz parametry p
a Y nezname. Volime-li vhodné odhady téchto parametru (splnuji-li predpoklady
z tvrzeni , pak d? ma asymptoticky rozdéleni x2 a d4 se predpokladat, Ze s
rostoucim rozsahem vybéru bude d?,_; z blizké X§ 5 4, tj. 0,5 kvantilu x3
rozdéleni.

Za téchto predpokladii bude mit priblizné 50 % vSech pozorovani mensi ¢tverec
Mahalanobisovy vzdalenosti, nez X(2)75’ 4- Stejnou tdvahou bude mit pouze 1 %
pozorovani ¢tverec Mahalanobisovy vzdalenosti vétsi nez xg g9 4. Protoze pomér
mezi témito kvantily je konstanta D € R, mizeme na zakladé tohoto poméru a
vnitini elipsy konstruovat elipsu vnéjsi, a predpokladat, ze asymptoticky mimo
tuto elipsu lezi 1 % pozorovani. Tato konstanta D zavisi na dimenzi. Pro d = 2
vychézi priblizné 2,6. Formalné si tento pojem zavedeme v nasledujici definici.

Definice 8 (Vnéjsi elipsoid Relplotu). Necht jsou spinény podminky z definice @
a mame zkonstruovan vnitrni elipsoid Eeq, viz (3.1). Oznacme pomér mezi 50 %
a 99 % kvantilem x? rozdélend jako

2
X0,99, d
D: 9 )

5 > 1.
X0,5,d

2

s ed}- Potom mnozinu

Ddle oznacme dyqp = max{d; : d? < Dd
1<i<n

Emax = {LE € Rd : dﬁ)<x7ﬂ> = dmax}u

nazyvame vnéjsim elipsoidem Relplotu a pozorovdni, kterd lezi mimo nazyvdame
odlehla pozorovani detekovana Relplotem.
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Pozndmka. Jak dobre Relplot detekuje odlehla pozorovani opét zavisi na tom,
zda jsou splnény predpoklady eliptické symetrie a unimodality na rozdéleni, ze
kterého data pochazi. Zde je uz dilezity i predpoklad unimodality.

Pokud opét uvazujeme pripad, kdy nas ndhodny vybér pochézi z Ng(u,X),
tak se da rovnéz predpokladat, ze asymptoticky je vnéjsi elipsoid roven mnoziné

FEog = {z € R : d%(%ﬂ) = Xg,99,d}

a obsahuje pravé 99 % pozorovani. Pro ndhodny vybér z normalni rozdéleni tak
asymptoticky 1 % pozorovani povazujeme za odlehlé.

Pokud se tedy budeme bavit o Relplotu, budeme tim myslet nasS nahodny
vybér, detekovana odlehld pozorovani a vnitini a vnéjsi elipsoid.

3.3 Vyjadieni Relplotu v R?

Nyni si popiSeme zptisob, jakym lze parametricky vyjadiit Relplot v R2. Tento
zpusob je uveden v ¢lanku (Goldberg a Iglewicz (1992). Na konci ukdzeme, ze
vysledek je ekvivalentni s Relplotem z predchozi sekce.

Budme tedy v situaci, kdy (X1,Y1)7,...,(X,,Y,)T je ndhodny vybér. Zvolme
si néjaké konzistentni odhady stredni hodnoty a kovarian¢ni matice.

- (Tx o_( Sk Sx Sy R
=\ ) Sy Sy R sz )

Oznacime X,; = 5%, Obdobné Y. Nyni Vi € {1,2,...,n} definujeme

o \/X? +Y2 - 2R XYy
' 1— R? '
Lemma 7. Za predpokladi z této sekce plati
li = dZ = df}((XhY;)Taﬂ)
Diikaz.

- ([0

M
|
N
VR
il
N———
|
=
N———

1 e X _TX

— (X =Ty Y, —T _adi(s) [

(= T = ) i) ()
X T Yi-Ty) [ s —Sy Sy R\ (X, — Ty
B S%S2(1—R?) \—SxSyR S% Y -1y
[ n =28 2% — T (v — Tv) Sy Sy R+ (Y — Ty )2S%
_\ S%2 S2(1— R?)
_ \/Xfi‘i'ys%‘FQXsiY;iR 0
B 1— R2 -

O
Nyni jiz mizeme formulovat tvrzeni, ve kterém si ukazeme, jak zkonstruovat
parametrické vyjadieni Relplotu, respektive jeho vnitini elipsy v R2.
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Tvrzeni 8 (Parametrizace relplotu). Necht

lmea = median{l;,i = 1,2,... n},
_ [14+ R _ 1-R
1t = btmed 9 ) T2 = btmed 9 )
61(t) = r1 cos(t), 0a(t) = 7o sin(t).

Potom plati, Ze graf krivky (X (t),Y (t))", kde t € [0,27], dang predpisem
X(t) =Tx + (0:(t) + 02(t)) Sx,
Y(t) =Ty + (01(t) — 02(1)) S,

je vnitrni elipsa Relplotu jako v dgﬁnicz’@ kde za odhady stredni hodnoty a kova-
riancni matice bereme prdve [ a Y.

Diikaz. Idea dikazu je pouzit charakterizaci elipsy dané Mahalanobisovym zob-
razenim z tvrzeni . Bud E,eq z (3.1). Tvrzeni |4 nam 1ika, Ze:

Epea = {z € R*: 0 = i + dpnea™?y, |ly|| = 1},
kde £/2 je matice splinjici SY2(8Y2)T = 3. Déle je

<X(t)> _ (TX + lined (cos(t) LR 4 sin(t) %) SX)

Ty + led (cos(t) HE — sin(t) %) Sy

(T o (SVE SR (et
T\ ) T sy [izE _g, [i=E | \sin(t)

i (S0,

sin(t)
A A~ T A~
Lze snadno ovéfit, ze L1/2 (21/2) =Y. Z tvrzeni je

{(XOYR)  tel02n]} ={z eR?: 2 = i+ dneaS?y, |y|| = 1} = Epea.

]

Timto jsme ovéfili, Ze konstrukce Relplotu v R? podle nasich definic [7] a
vnitini, resp. vnéjsi elipsy, je totozna s parametrizaci, kterou uvadi |Goldberg a
lglewicz (1992)). Zaroven se jednd o ovéreni Ze touto parametrizaci dostaneme
skutecné elipsu v R?, coZ nemusi byt na prvni pohled ziejmé.

3.4 Aplikace Relplotu

Nyni se budeme zabyvat dilezitosti volby odhad stfedni hodnoty a kovari-
ancni matice. Nejjednodussi je pouzit vybérovy prumér a vybérovou rozptylovou
matici. Zkonstruujeme Relplot na datech z prikladu
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Priklad 5. Méjme nahodny vybér z prikladu |1} s uméle pridanymi pozorovanimi
r=(1,1)T ay = (—1,1)T. Odhadneme neznadmé parametry p a ¥ pomoci vybé-
rového pruméru a vybérové rozptylové matice. Dostavame hodnoty z piikladu [4]
Pro vykresleni vnéjsi a vnitini elipsy potrebujeme d,eq a dpnaz-

g = 1,13, e = 2,33.
N -
o ©%
o |
— L
o
F —
_ o
N
o 9
l ! | !

-2 —1 0 1 2

Obrazek 3.1: Replot, konstruovany pomoci priiméru a vybérové rozptylové matice.
Do zminénych odhadt byly zapocitany umeélé pozorovani x, y.

Jediné body, které jsou za hranici vnéjsi elipsy, tedy jejich Mahalanobisova
vzdélenost je v6tsi nez doq., jsou (=1, 1)T, (=0,14,1,08)T. Tyto pozorovani tedy
poklddame za odlehlé. Jedna se o nami uméle pridané pozorovani y a pozoro-
vani s nejvétsi teoretickou Mahalanobisovou vzdélenosti z ptivodniho nadhodného
vybéru.

Takto ziskané elipsy splnuji to, co bychom od nich pozadovali. Tedy pékné
kopiruji tvar naseho rozdéleni a odhalili pozorovani, ktera nevyhovuji rozdéleni
naseho vybéru. Z puvodniho vybéru je povazovano 1 % pozorovani za odlehlé,
coz je pripustné.

V minulém piikladu bychom podle |Goldberg a Iglewicz| (1992)) neméli hovotit
o Relplotu, protoze pouzité odhady nejsou robustni statistiky. V této sekci se
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pokusime naznacit, v ¢em je vyhoda pouziti robustnich odhadt. Konkrétné si
predvedeme Relplot za pouziti medidnu po soutadnicich a tzv. MVE odhadu
kovarianéni matice. [

Pfiklad 6. Mé&jme opét ndhodny vybér z Ny(y, ¥) stejny jako v pifkladu[f] Nyni
si do néj priddme 3 pozorovani, a sice x = (=3,5,2)", y = (-3,25,2,25)T a
z = (-3,2,5)T. Zkonstruujeme si opét Relplot za pouZiti vybérového priméru a
vybérové rozptylové matice s tim, ze do odhadu zahrnujeme i z, y, z.

V idealnim pripadé by elipsy Replotu mély zistat podobného tvaru jako na
obrazku [3.1] Protoze vSak nase odhady nejsou robustni, a jsou tedy silné ovliviio-
vany vzdalenymi pozorovanimi, dostavame elipsy, které jiz nekopiruji tvar nasich
dat tak pékné. Vysledny Relplot je k nahlédnuti v obrazku [3.2]

7, obrazku vidime, Ze pouze tato tfi pozorovani pomérné hodné ovlivnila
vysledny Relplot. Elipsa se ptilis ,ndtahla“ ve sméru (—1,1)7, coz vzhledem k pii-
vodnimu rozdélen{ nenf p¥ili§ vhodné. Napiiklad pozorovani M = (—0,14,1,08)7,
které bylo puvodné nejodlehlejsi, tento Relplot povazuje za bézné, a ani se neblizi
vnejsi elipse. Déle si miizeme vSimnout, ze tento Relplot povazuje za odlehlé 3
pozorovani, které v minulém prikladu za odlehlé povazovany nebyly.

S timto problémem by nam mély pomoci robustni odhady. Stejné jako v klasic-
kém Boxplotu, kde je pro jeho konstrukci pouzito vyhradné robustnich statistik,
tak i pti konstrukei Relplotu Goldberg a Iglewicz (1992) diskutuji vyhody pouziti
robustnich statistik. Za odhad centra mizeme jednoduse vzit naptiklad median
po soutadnicich. O néco slozitéjsi je to s volbou robustniho odhadu kovarianéni
matice.

Nebudeme si metody podrobné predstavovat, nebof na to neni dostatek pro-
storu. Budeme pouzivat M VE metodu, tj. metodu kterd na zakladé k-tic z nasich
dat hleda elipsoid s nejmensim obsahem, ktera tuto k-tici pokryva. Podrobné;jsi
popis metody najdeme v ¢lanku Van Aelst a Rousseeuw| (2009). V tomto ¢lanku je
uvedeno, ze pro data z normalniho rozdéleni je MVE robustni odhad parametru
rozptyleni dat, a tedy jej lze vhodné skdalovat tak, aby se jednalo o konzistentni
odhad kovarian¢ni matice. Konzistence MVE odhadu pro vhodny néasobek ko-
variancni matice plati i obecné pro elipticky symetrické rozdéleni s konecnou
kovarian¢ni matici, vice v ¢lanku He a Wang| (1996)).

Piiklad 7 (Porovnani robustniho a nerobustniho odhadu). Uvazujme opét nami
vygenerovand data z No(i,2) a k nim uméle pridand pozorovani z, y, z, jako v
prikladu @ Nyni porovname, jak se zméni Relplot, pokud jsou odhady /i, 3 kon-
struovany nejprve pouze z puvodnich dat a poté i z pridanych x, y, z. Pouzijeme
nejprve nerobustnich odhadi, tj vybérového primeéru a vybérové rozptylové ma-
tice, a srovname s pouzitim robustnich odhadi, a sice medidnu po souradnicich
a MVE odhadu kovarian¢éni matice. Robustni odhady jsou zfejmé vhodnéjsi.

!MVE - Minimum volume ellipsoid.
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Obrazek 3.2: Pouzité odhady jsou vybérovy prumeér a vybérova rozptylova matice.
Vlevo: Nezapocitavame uméla x, y, z. Vpravo: Uméla pozorovani se zapocitavaji.

Obrazek 3.3: Pouzité odhady jsou median po soutradnicich a MVE odhad kova-
rian¢ni matice. Vlevo: Nezapocitavame uméla z, y, z. Vpravo: Uméla pozorovani
se zapocitavaji.

3.5 Relplot pro asymetricka data

Relplot dobte funguje na rozdélenich podobnych normalnimu, tedy takovych,
které splnuji predpoklady eliptické symetrie a unimodality. Lze jej konstruovat i
nad daty, u kterych tyto predpoklady nemame. Nastava vSak problém, nebot se
nesymetrickd data snazime zabalit do symetrického elipsoidu. Mize se tedy stat,
ze vysledné elipsy budou v nékterych smérech ,prazdné®.

V ¢lanku |Goldberg a Iglewicz| (1992) je uvedena metoda, kterd by se s timto
problémem méla vypoiddat v R%. Jednd se o Quelplot. Namisto vnitini a vné&jsi
elipsy, jak tomu bylo u Relplotu, je pouZito tzv. Queli. Quel v R? je tvoien ze 4
riznych elips, které jsou na sebe napojeny na jejich osach tak, aby vysledek byl
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spojity.

Neni jasné, jak a zda viibec lze néjakou obdobnou metodou konstruovat Quel-
plot ve vyssich dimenzich. Navic je myslenka za konstrukci pomérné neprithledna
a neni vidét, zda by to obecné nebo alespon na néjaké konkrétni rodiné rozdéleni
mélo asymptoticky povazovat za odlehlé pouze 1 % z celkového vybéru.

Piiklad 8. Na obrazku demonstrujeme nevyhody pouziti Relplotu na asy-
metrickych datech. Méjme X ndhodny vybér o rozsahu 100 z rozdéleni, kde obé
slozky maji nezavislé exponencidlni rozdéleni se stiedni hodnotou 2.

Obrézek 3.4: Vlevo: Relplot za pouziti medianu po souradnicich a MVE odhadu.
Vpravo: Relplot za pouziti priméru a vybérové rozptylové matice.

Vidime, ze vnéjsi elipsa zasahuje i do oblasti, kde je prvni nebo druha slozka
zaporna. Tam ale nelezi ani jedno pozorovani. Naopak veliké mnozstvi pozorovani
je povazovano za odlehlé. Nelze vSak ani ocekavat, ze by data z nesymetrického
rozdéleni, méla jit dobte ,zabalit“ do symetrického objektu, konkrétné do elipsy.

Déle si muzeme vsimnout, zZe vybérova rozptylova matice 1épe odhaduje ko-
poklady na eliptickou symetrii rozdéleni.

V nésledujici kapitole se budeme zabyvat technikou rozsiteni Boxplotu do
vice dimenzi, ktera by méla 1épe fungovat na nesymetrickych datech, proto zde
jiz Quelplot nebudeme déle diskutovat.
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4. Bagplot

Budeme diskutovat posledni metodu na zobecnéni Boxplotu do vyssich di-
menzi, a tou je Bagplot. Pijde o trochu jiny pristup, nez jsme vidéli v minulé
kapitole. Zde se data budou ,zabalovat® do d—rozmérnych polygonii. To prinese
jisté vyhody oproti Relplotu. Metoda byla poprvé uvedena v c¢lanku |Rousseeuw
a kol.| (1999)) a vétsina z textu v této kapitole vychazi pravé z néj.

Prvni vyhodou je, ze Bagplot by mél lépe fungovat na asymetrickych datech.
Predpokladem, kterého se nezbavime, bude stale unimodalita naseho rozdéleni.
To nas ale nemusi tolik trapit, protoze cilem této préace je rozsitit jednorozmérny
Boxplot, ktery vyzaduje unimodalitu dat.

Budeme pracovat s pojmem poloprostorova hloubka, zkracené pouze hloubka,
ktery si formalné definujeme v nasledujici sekci. Intuitivné je hloubka bodu mé-
ritko, jak moc je tento bod obklopen daty z nahodného vybéru. Tedy chceme
néjak urcit, zda se bod nachéazi na kraji nasich dat, nebo spis uprostied.

Mé&jme soubor pozorovani X = (Xi,...,X,,) v R? a zvolme si § € R%. Pro lepsi
predstavu uvazujeme d = 2. Nyni vedme bodem 6 primku, oznac¢ime ji p. Dosté-
vame tak dvé uzaviené poloroviny Hy, Hs, jejichz prinikem je p. Spocteme-li,
kolik pozorovani se nachazi v poloroviné H; a kolik v H,, a z téchto dvou ¢isel
vybereme minimum, dostavame néjaké prirozené ¢islo typicky mezi 0 a [n/2].
Nyni vezmeme minimélni hodnotu, kterou lze s pomoci vsech primek prochézeji-
cich 6 dostat. Tuto hodnotu nazveme hloubkou bodu 6 vzhledem k X.

Myslenkou Bagplotu je tedy najit centrum nasich dat, tedy bod s nejvétsi
hloubkou a kolem néj zkonstruovat oblast, kde kazdy bod bude mit alespon
hloubku k tak, Ze tato oblast bude obsahovat ptiblizné 50 % pozorovani.

4.1 Hloubka dat

V této sekci si formalné zavedeme hloubku dat a s ni souvisejici pojmy regionu
a vrstevnice. Formulujeme a dokazeme o nich tvrzeni dilezitd pro konstrukci
Bagplotu. Vétsina tvrzeni a definic je prebrana z ¢lanku Donoho a Gasko (1992),
nebo z ¢lanku |[Rousseeuw a Ruts| (1999).

Definice 9 (Hloubka dat). NechtX = (X1,...,X,) je ndhodngj vgbér v R?, § € R?
a oznacme Ng = N U 0. Hloubkou vzhledem k X rozumime funkci

ldepth(-,X) : R — Ny,
ldepth(#,X) = H@l#{i cul Xy < w6}

Funkénd hodnotu 1depth(6,X) nazgivdme hloubka bodu 6 vzhledem k X. [[

Poznamka. Definice souhlasi s tim, co jsme diskutovali v predeslé sekci, nebof
skalarni souc¢in v definici |§I 1" je az na znaménko norma projekce vektoru # na
jednotkovy vektor u. Oznaéme podprostor V = {v € R? : vTv = 0}. Vektory
z V generuji afinni nadrovinu p = {0 + v,v € V}, kterd rozdéluje R? na dva

17Znadeni ldepth pochdzi z anglického location depth, tedy polohové hloubka.

25



uzaviené poloprostory Hy, Hs. Potom #{i : u X; < u’0} je roven poctu pozo-
rovani v jednom z poloprostortt Hy, Hy. Neni podstatné, o ktery z nich se jedna,
nebot kdyz vezmeme #{i : —u’ X; < —u’0}, dostdvame pocet bodl v opaéném
poloprostoru. Nyni kdyz vezmeme minimum z poctu pozorovani v téchto dvou
poloprostorech ptes vSechny (d — 1)-rozmérné nadroviny prochézejici bodem 6
dostavame ldepth(6,X).

Pro pozorovani z X plati, ze jejich hloubka je ¢islo mezi 1 a n. Obecné to plati
pro jakykoliv bod z konvexniho obalu naseho vybéru. Naopak pro body mimo
tento konvexni obal plati, Ze jejich hloubka je rovna nule. Zpravidla je maximalni
hloubka nejvys [n/2], vice budeme moci fict za néasledujictho predpokladu.

Definice 10 (Obecn4 pozice dat). Rekneme Ze X = (X1,...,X,,) vR%, d > 1 jew
obecné pozici, pokud Zidnd k-tice, k = 2,3, ...,d+1, pozorovdni nelezi ve stejném
k — 2 dimenziondlnim afinnim podprostoru RY.

Pozndmka. Pro n > d sta¢i podminku ovérit na vsech (d + 1)-ticich. Definice je
pak formalnim popisem toho Ze v R? Z4dn4 tii pozorovani neleZi na stejné piimece,
v R3 Z4dnd ¢tyii pozorovani nelezi na stejné roviné a tak déle.

Pokud jsou nase data v obecné pozici, zddny bod nemtize mit hloubku vétsi nez
|n/2]. Pokud rozdéleni, ze kterého pochézi ndhodny vybér, je absolutné spojité,
potom je tento vybér v obecné pozici skoro jisté.

Tvrzeni 9. Pokud je ndhodny vibér X = (X1,...,X,) 2z R4 d > 1 v obecné
pozici, potom pozorovdni, kterd leZi na hranici konvexniho obalu tohoto vybéru,
maji hloubku rovnou 1. VSechny ostatni pozorovani maji hloubku ostre vétsi.

Diikaz. Dikaz provedeme pro d = 2, nebot pro d = 1 je to zfejmé a pro vyssi
dimenze je to analogie dikazu, ktery provedeme. Oznac¢ime si K konvexni obal
nad X. Je jednoduché si uvédomit, ze kazdy vrchol konvexniho obalu je néjakym
pozorovanim z X.

Zvolme si libovolny X, z naseho vybéru takovy, ze se jednd o K. Potom
uhel sevieny u tohoto vrcholu, tedy thel mezi primkami spojujici X,, s jeho
sousednimi body na hranici K, je ostfe mensi nez 7, z predpokladu obecné pozice
X, tim padem existuje primka takova, ze prochazi bodem X,, a jeji prinik s K
je {Xm}. Tedy v jedné z uzavienych polorovin lezi pouze toto jedno pozorovani
X, Z definice [9 hloubky dat a pozndmky pod nf je Idepth(X,,,X) < 1. Zfejmé je
hloubka jakéhokoliv pozorovani alespon 1, tedy dohromady je ldepth(X,,,X) = 1.

Nyni bud X; libovolné pozorovani, které neni vrcholem K. VsSimnéme si, Ze
diky pfedpokladu obecné pozice je X; € int(K). Méjme libovolnou pfimku s,
ktera vede skrz X;. Potom diky tomu, Ze K je konvexni polygon, lezi na kazdé
poloroviné alespon jeden vrchol, tedy alespon jedno X;. Protoze to plati pro
kazdou primku, dostédvame z definice hloubky [9} Ze ldepth(X;,X) > 2.

m

Neni tézké si uvédomit, ze jakykoliv bod z K, jako v dikazu tvrzeni [, bude
mit hloubku vzhledem k X alespon 1. Pro body z int(K) je dukaz stejny jako pro
pozorovani z int(K) s tim, ze vyslednd hloubka nemusi byt ostfe vétsi nez 1. Pro
body na hranici K, které nejsou vrcholy také neni obtizné si uvédomit, ze jejich
hloubka bude prave 1.
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To vSe dobte odpovida intuici, Ze pozorovani, ktera lezi ,na kraji“ naseho
vybéru budou mit malou hloubku a ¢im vice se dostdvame do stiedu, tim se
hloubka zvétsuje. Zadefinujeme mnozinu s hloubkou alespon k.

Definice 11 (Region hloubky, vrstevnice). Necht X = (X1,...,X,,) je ndhodny
vgber v R? a bud k € Ny. Regionem hloubky k nazveme mnoZinu Dy, = {x € R :
ldepth(z,X) > k}, jeji hranici 0Dy nazgvdme vrstevnici hloubky k.

Ziejmé plati, ze Dy z definice je celé R? naopak pro prili§ velkd k je
Dy, = (). Posledni tvrzeni jisté plati pro k > [n/2], za predpokladu obecné pozice
dat, nebot takové hloubky nelze nabyt, pokud je n > 1. Ukazuje se ale, ze existuji
vybéry, kde se nemusi nabyvat ani hloubky [n/2].

Lemma 10 (Ekvivalentni definice regionu). Necht jsou spinény predpoklady defi-
nice . Definujme mnoZinu D), jako prinik vsech uzavrensjch poloprostori, jenZ
obsahuji pravé n — k + 1 pozorovdni z vijbéru X. Potom Dy, = D,.

Diikaz. Oznac¢ime si H mnozinu vSech uzavienych poloprostortt v R¢ obsahujicich
pravé n — k 4+ 1 pozorovani z X. Budeme dokazovat nepiimo dvé inkluze.

Necht y € R? takové, Ze y ¢ H, ekvivalentné existuje H € H : y ¢ H. Pak
existuje H' uzavieny poloprostor, pro ktery plati y € OH' a navic H' N H = (.
Musi tedy platit #{X; € H'} < k — 1. Tim padem ldepth(y,X) < k — 1, tedy
y ¢ Dy. Tim je dokdzand inkluzi Dy C Dj.

Obracené méjme y € R? takové, ze ldepth(y,X) = [, | < k. Potom existuje
uzavieny poloprostor H' takovy, zey € OH' a #{X; € H'} = [, tedy v dopliiku H’
lezi alesponi n — k + 1 pozorovani. MiZeme pak zvolit H € H tak, aby HNH' =)
a zaroven #{X; € H} =n —k + 1, tedy y ¢ H. Tedy plati D}, C Dj.

O

Tvrzeni 11 (Vlastnosti regiont). Za predpokladi definice (11| plati Yk € Ny, Dy
je konvexni mnoZina a Dygyq C Dy.

Diikaz. Diky lemmatu plati, ze region D, je prinikem konvexnich mnozin,
tedy je také konvexni. Dy,y C Dy, plyne ziejmé z definice [11]
O

Tvrzeni 12 (Afinni invariance). Necht jsou splnény podminky deﬁm’ce a necht
T : R? — R? je afinni zobrazend, T'(x) = Ax+0b, kde A € R je requldrni matice,
b e RY Znacime T(X) = {T(X4),...,T(X,)}. Potom plati

ldepth(7'(0),7(X)) = ldepth(6,X), V6O € R%

Diikaz. Pro 6 € R% oznaéme H uzavieny poloprostor takovy, 7e § € OH a H'
uzavieny poloprostor takovy, ze T'(8) € OH'. Pak je
#{i: X, e HY =#{i: T(X;) e T(H)}, a tedy
#mén{z X, € H} = H}}/n{z :T(X;) € H'}.
O

Tvrzeni 12| ma dulezity dusledek. Kdyz Dy je region hloubky k£ nad X a T je
afinni zobrazeni, potom je T'(Dy) region hloubky k pro T'(X).
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Nyni se budeme zabyvat tim, jak vypadaji regiony hloubky k pro data z nor-
méalniho rozdéleni. Pro jednodussi predstavu budeme diskutovat data z Ny(0,I),
I je dvourozmérna jednotkova matice. Oznacime si X ~ Ny(0,I), f(x) hustotu
nahodného vektoru X.

Z lemmatu [5| vime, Ze mnoziny M = {z € R* : f(x) = ¢}, kde ¢ > 0, jsou
kruznice se stiedem v 0. Predpokladejme, ze ¢ je dostatecné malé, aby M #
(). Zvolme si néjaky bod € na této kruzmici a skrz tento bod vedme piimku p.
Dostaneme dvé uzaviené poloroviny Hy, Hs (s hranici p).

Oznacéme P,,;, jako mensi z pravdépodobnosti, ze X padne do H;, respektive
Hs,. Snazime se nalézt primku p takovou, aby bylo P,,;, co nejmensi. Neni tézké
si rozmyslet, zZe ji bude te¢na ke kruznici M, dotykajici se v bodé . Tuto kon-
krétni primku ozna¢me p’, danou pravdépodobnost P,,;, = P’ < 1/2 a prislusnou
polorovinu H'.

Budme ted v situaci, kdy X = (Xj,...,X,) je ndhodny vybér pochazejici
z N5(0,I). Potom lze ocekavat, Ze pro rostouci hodnoty n, se bude hodnota
ldepth(6,X) blizit k & = nP’, a piimka, kterd generuje polorovinu obsahujici
pravé k pozorovani, se bude blizit primce p’. Tim myslime, Ze hel mezi témito
piimkami bude blizky 0. Odtud tedy vyplyva, ze regiony hloubky k se s rostou-
cim n budou ¢im dal vice podobat kruhu s hranici M. Kdyz si vezmeme data z
libovolného dvourozmérného norméalniho rozdéleni, tak jejich vrstevnice hloubky
k, k < |n/2], budou pro velkd n pripominat elipsy. To plyne z provedené tivahy
a tvrzeni 12

Tato tvaha se da jednoduse zobecnit pro elipticky symetrické rozdéleni ve
vyssich dimenzich. Netrivialnim krokem je dokéazat konvergenci vrstevnic k témto
elipsoidiim skoro jisté. Formalni ditkaz je uveden v ¢lanku |Donoho a Gaskol (1992,
str. 1806, lemma 2.5).

4.2 Konstrukce Bagplotu

V této sekci si popiSeme, jak se nad daty v R? konstruuje Bagplot. Myslen-
kové to neni nijak narocné, ale algoritmus, ktery Bagplot redlné spocita jiz je
pomeérné sofistikovany, a proto jej zde nebudeme popisovat. Takovy algoritmus
zkonstruovali Rousseeuw a Ruts| (1996)).

Mégjme data X = (X,...,X,,) v R% Zkonstruujme mnoziny Dy, pro k =
0,1,...,0 tak, aby D; # 0 a zaroven D;,; = ). Stfedem Bagplotu budeme myslet
poloprostorovy median vybéru X. Ten se definuje jako bod s nejvétsi hloubkou
vzhledem k X. Takovy bod zfejmé bude lezet v D;. Pokud neni jednoznacné
urcen, prirozené definujeme poloprostorovy median jako tézisté této mnoziny.
Poloprostorovy median oznacime m.

Oznaéme #Dy = #{X; € X : X; € Di}. Nyni najdeme k tak, ze #Dj1 <
|n/2] < #Dg. Mnozinou Dy, rozumime vnitrni bag, tedy obdobu vnitini kra-
bice pro vicerozmérna data. Ozna¢me vnitini bag jako B. Jisté se tedy jedna o
konvexni polygon, ktery obsahuje alesporn 50 % pozorovéani.

Nyni zbyva zkonstruovat vnéjsi krabici, neboli vnéjsi bag. Myslenkové to bude
podobné konstrukei vnéjsiho elipsoidu Relplotu, viz definice [§f Oznacme

2
X0,99, d
C = 27.
X0,5,d
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Zvétsime B c-krat vzhledem k m, tedy vytvorime mnozinu
¢m(B) = {c(x —m)+m,z € B}.

Necht X pochazi z Ng(u,2) a Dy, je region hloubky k, ktery spliiuje # Dy 1 <
|na] < #Dg, a € [0,1]. Z diskuze provedené v predchozi sekci a tvrzeni |2 se
bude Dy, pro velka n podobat mnoziné

e Mz eR: B @) <xio) o<l
“ R, a=1.

Specialné bude vnitini bag B pfiblizné mnozina Fj 5 a neni tézké nahlédnout, zZe
cn(B) = cn(Bos) = {w € R 1 dy(,p) < X3 05} = Eogo.

Diky tomu muzeme predpokladat, ze mimo mnozinu ¢,,(B) bude alespon za pred-
pokladu normality lezet priblizné 1 % pozorovani. Nakonec zkonstruujeme kon-
vexni obal nad pozorovanimi, které lezi v ¢,,(B), a dostavame vnéjsi bag. To je
rovnéz konvexni polygon a body, které nelezi ve vnéjsim bagu povazujeme za

odlehla.
Na zavér zkonstruujeme Bagplot nad daty z ptikladu [6] a prikladu [§]

Obrézek 4.1: Vlevo: Bagplot nad daty z normalniho rozdéleni se 3 umélymi po-
zorovanimi. Vpravo: Bagplot nad daty z exponencialniho rozdéleni.

Na obrazku si mizeme vsSimnout hned dvou zajimavych vlastnosti Bag-
plotu. Stejné jako Relplot za pouziti robustnich odhadi, neni Bagplot prilis ovliv-
novan vzdalenymi pozorovanimi. V ¢lanku [Donoho a Gasko| (1992) jsou formalné
diskutované robustni vlastnosti poloprostorového medianu a jednotlivych regiont

Vviev
Vvev

Vv

bude blizkd 1 se d4 pomérné snadno nékolika vhodné pridanymi pozorovanimi
vychylit o libovolnou hodnotu. Robustnost je dilezitd vlastnost, bez které dete-
kovani odlehlych pozorovani nefunguje prilis dobte.
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Druha vyhoda spoc¢iva v tom, jak Bagplot pracuje s asymetrickymi daty. Po-
kud vysledek porovname s obrazkem [3.4] ihned vidime, Ze Bagplot popisuje rozlo-
zen{ dat mnohem lépe. Zadné ¢asti neztstavaji piflis prazdné, a preci dostédvame
dobrou informaci o tom, kde ptiblizné jsou data koncentrovana. Tuto informaci
o datech z Relplotu nedostaneme. Navic v pripadé asymetrickych dat Bagplot
mnohem lépe odhali, kterd pozorovani jiz mizeme povazovat za odlehla.

Zpusob, jakym Bagplot detekuje odlehld pozorovani je takika stejny jako u
metody Relplot. Mohli bychom se ptat, zda by se dal tento zptsob zalozit pouze
na hloubce jednotlivych pozorovani. Napiiklad bychom za odlehlé povazovali ta
pozorovani, jejichz hloubka je 1. To by ale nejspis prilis dobre nefungovalo, nebot
v obou pripadech z obrazku by metoda povazovala nékteré pomérné bézné
pozorovani za odlehlé, viz tvrzeni [9] Neni tedy jasné, zda by se metoda néja-
kym takovym zptisobem dala upravit. Proto budeme pouzivat postup konstrukce
Bagplotu diskutovany v této sekci, o kterém alespon vime, ze dobfe funguje pro
normalni rozdéleni.

Vsechny tri diskutované metody rozsifeni Boxplotu do vice dimenzi jesté srov-
name na nékolika vygenerovanych datech na konci této prace v piiloze [Al
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Z.aver

V této praci jsme si popsali tfi metody rozsiteni Tukeyova Boxplotu do vice
jednorozmérném piipadé. Ackoliv pro vice nez tfi dimenze neni snadné vysledny
graf dobfe zobrazit, mizeme pomoci néj detekovat odlehla pozorovani.

Prvni uvedenou metodou byl Rangefinder, jehoz konstrukce je zalozena na
sestrojeni Boxplotl pro jednotlivé slozky zvlast, a je tak nejjednodussi. Problémy
Rangefinderu jsou nicméné natolik velké, ze se nezda byt dobrym rozsitenim kla-
sického Boxplotu. Metoda Rangefinder by se dala vylepsit tak, ze bychom data
neprojektovali do primek kanonické baze, ale napriklad do primek generovanych
hlavnimi sméry elipsoidu dané¢ho kovarianéni matici. Potom by tato metoda lépe
vizualizovala ptipadné korelace mezi slozkami. Nicméné stale jsou Relplot a Bag-
plot elegantnéjsimi metodami.

Jako druhy jsme predstavili Relplot. Data jsou zabalovana do d-rozmérnych
velmi odlehla. V pripadé, Ze nase data pochazi z elipticky symetrického rozdélent,
tato technika jiz mnohem lépe kopiruje tvar nasich dat nez predchozi Rangefinder.
Komplikace nastavaji pokud upustime od tohoto predpokladu.

Nadstavbou prace by mohla byt konstrukce Quelplotu ve vyssich dimenzich.
Potom by tato metoda méla byt robustni tak jako Relplot a navic by méla lépe
zpracovat asymetrickd data. Patrné bychom vhodnymi transformacemi vnitiniho
elipsoidu, tak aby nebyl nikde ptilis ,prazdny*, dostali lepsi vysledky.

Posledni diskutovanou technikou byl Bagplot. Zde jsou obdobou vnitini a
vneéjsi krabice konvexni polygony, takzvané bagy. Pro elipticky symetricka data
dostavame podobné vysledky jako u Relplotu a slozitost jejich konstrukei se prilis
nelisi. Navic je Bagplot mnohem lépe vyuzitelny, kdyz pracujeme s asymetrickymi
daty. To jsme mohli vidét na obrazku [3.4] ktery kdyz srovname s obrazkem [4.1]
dostavame, ze Bagplot mnohem lépe reprezentuje asymetricka data nez Relplot.

Oblasti dalsi studie, by mohlo byt rozsiteni krabicového diagramu pro praci s
nahodnymi procesy. Mohli bychom tak generovat ,oblasti cesty“ nahodného pro-
cesu a pomoci té urcit, zda se v nékterém misté proces dostal do prilis extrémnich
hodnot.
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A. Dalsi ilustracni priklady

A.1 Normalni rozdéleni s nezavislymi slozkami
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Obrazek A.1:

Nahore: Rangefinder; Relplot za pouziti priméru a vybérové rozptylové matice.
Dole: Relplot za pouziti medianu po souradnicich a MVE odhadu; Bagplot.

Vidime Ze vSechny metody odhalily jedno (stejné) odlehlé pozorovéni a vraci
velmi podobné vysledky. Jelikoz pro normalni rozdéleni ocekévame 1 % pozoro-
vani jako odlehlé, s vysledkem kazdé metody muzeme byt spokojeni. Nicméné
Rangefinder uz zde ztraci informaci o tvaru nasich dat.
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A.2 Dvourozmérné t-rozdéleni
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Obrazek A.2:

Nahote: Rangefinder; Relplot za pouziti pruméru a vybérové rozptylové matice.
Dole: Relplot za pouziti medianu po souradnicich a MVE odhadu; Bagplot.

Data predstavuji vygenerovany vybér z dvourozmérného t-rozdéleni s para-
mety v = 1, u = (0,0)7, ¥ = 0,51. Takovym rozdélenim myslime rozdéleni s
hustotou

Fxe) = D

DA G D

Nékteré z vygenerovanych pozorovani lezi velmi daleko od pocatku, naptiklad
(—20,6, —45,7)T, a tak pro lep$i ilustraci zobrazime pouze nékterd data. Zde jasné

vidime, jak moc se vychyli Relplot, pri jehoz konstrukci se nepouziva robustnich
odhadt.
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A.3 Dvourozmérné log-normalni rozdéleni

Obrazek A.3:
Nahote: Rangefinder; Relplot za pouziti pruméru a vybérové rozptylové matice.
Dole: Relplot za pouziti medianu po souradnicich a MVE odhadu; Bagplot.

V této ukézce jsou slozky dat nezavislé veli¢iny log-normalniho rozdéleni s
parametry p = 2, 0 = 1. Hustotou této ndhodné velié¢iny je

fx(z) = ! eXp{—(log(x)_W}, z €R.

2rox 202

Zde jsou vidét vyhody Bagplotu. Je hezky vidét nesymetrie vysledného grafu
a detekce odlehlych pozorovani funguje rovnéz relativné dobre. To se o zadné
dalsi metodeé Tici neda.
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