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Uvod

Prace se zabyva teorii stochastického integrovani aplikovanou ve stochastic-
kych diferencialnich rovnicich s ndhodnymi procesy, jejichz trajektorie jsou hol-
derovsky spojité. Témi jsou napriklad frakcionalni Browntv pohyb, Liouvilletiv
frakcionalni Browniv pohyb nebo Rosenblattiv proces.

Teorii stochastickych integralti vzhledem k frakcionalnimu Brownovu pohybu,
jako jsou napriiklad Wienerovy integraly, se zabyvala rada autori — napriklad
Biagini, Hu, @ksendal a Zhang| (2008), [Decreusefond a Ustiinel (1999), Feyel a
Pradelle, (1999) nebo [Lin (1995). Integraly vzhledem ke gaussovskym procesim
jsou analyzovany v ¢lancich autort |Alds, Mazet a Nualart (2001) nebo (Oksendal
(2003), ktery se podrobné vénuje integralu vzhledem k Wienerovu procesu. Roz-
sahla teorie Riemannova-Liouvilleova frakciondlniho integralu a derivace je vy-
budovéana v knize |Samko, Kilbas a Marichev| (1993), ¢ehoz vyuziva ¢lanek [Zahle
(1998)), kde je definovan frakciondlni integrél. Ten je technicky méné ndro¢ny nez
bézné stochastické integraly. Autorka v ¢lanku zaroven ukazuje zakladni vlast-
nosti integralu a vztahy k jinym integralim. Na to navazuji Nualart a Rascanu
(2002)), ktefi dokazali jednoznac¢nost feSeni rovnice typu

X'(t) =Xé+/0t<i(s,x<s))ds+§/ot o™ (s,X(s)) dBI,
te01], i=1,....d, (1)

kde B’ jsou nezavislé frakciondlni Brownovy pohyby a funkce o a ¢ spliuji jisté
podminky spojitosti a hladkosti. Stochastickymi diferencidlnimi rovnicemi s frak-
cionalnim Brownovym pohybem nebo jinymi holderovskymi procesy se zabyvaji
také Maslowski a Nualart| (2003), Maslowski a Coupek| (2017) nebo Ruzmaikina
(2000)).

Prace navazuje predevsim na vysledky praci autori Nualart a Rascanu/ (2002)
aZahle (1998). V prvni kapitole je definovan frakcionalni integral, a to v pripadé,
ze interand a integrator jsou deterministické. Nejprve se ale definuji operatory
frakciondlniho kalkulu. Ty totiz hraji dilezitou roli v definici frakcionédlniho in-
tegralu a odviji se od nich jeho vlastnosti i podminky, jez klademe na ztcastnéné
funkce.

Na teorii vybudovanou v prvni kapitole navazuje kapitola druhéa, kde se inte-
gral aplikuje ve stochastickém integrovani. Nejprve se formuluji vysledky o dife-
rencialnich rovnicich ve tvaru dokdzané v ¢lanku Nualart a Ragcanu, (2002)),
na které je v sekci 2.2 navazano vlastnimi vysledky. Jako prvni je odvozen odhad
v lemmatu [13] ktery usnadnuje technické vypocty v dalsich dikazech. Dulezi-
téjsi jsou ovsem nésledujici dvé véty. Jako prvni je dokazana véta — véta
0 spojité zavislosti Teseni na pocatecni podmince. V diikazu se nejprve ukéze
omezenost Teseni v prostoru holderovsky spojitych funkci, coz nasledné zarucuje
existenci konvergentni podposloupnosti diky tvrzeni o relativni kompaktnosti.
V dalsi technicky narocnéjsi ¢asti je identifikovana limita této podposloupnosti
pomoci limitniho prechodu na obou strandch rovnice a néasledné je ukazana kon-
vergence posloupnosti vsech feseni diikazem sporem. Nasledujici ¢ast se zabyva
situaci, ze funkce o a ( v rovnici zavisi na parametru z ur¢itého metrického



prostoru. Véta|L5|Tika, ze i zde Feseni spojité zavisi na téchto parametrech. Dikaz
se opét opird o tvrzeni o relativni kompaktnosti, limitni prechod je ovSem tech-
i v praxi. Miizeme si napriklad predstavit situaci, ze by v rovnici vystupovaly em-
piricky odhadnuté parametry (resp. odhadnuté pocateéni podminka), piipadné
konstanty zatizené chybou. Vysledky by se také daly vyuzit ke zkoumani stability
numerickych metod feseni téchto rovnic.

Posledni kapitola je vénovana procestim, které maji holderovsky spojité tra-
jektorie. Ty lze pouzit jako integratory ve stochastickém frakciondlnim integralu
Browniiv pohyb, ktery se bézné pouziva pro modelovani nejriiznéjsich prirodnich
jevil a pro modely ve finanéni matematice. Také je zde formulovana postacujici
podminka pro existenci holderovské verze procesu.



1. Riemannuv-Liouvilleuv
frakcionalni kalkulus a
frakcionalni integral

1.1 Riemannuv-Liouvilleiv integral a derivace

Operatory frakcionalniho kalkulu 1ze v jistém smyslu chapat jako zobecnéni
klasické integrace a derivace. Umoznuji definovat tyto operace i pro necelociselny
rad. Pristup je ovSem zcela odlisny a defini¢ni obory téchto operatori se také
vyrazné lisi od téch z klasického kalkulu. Indukce je téz opacnd nez v bézném
pripadé — nejprve definujeme integral a az poté derivaci jakozto inverzni operaci
na vhodném prostoru funkci. Jesté nez pristoupime k teorii, poznamenejme, ze
vSechny vyskytujici se integraly, nebude-li feceno jinak, se uvazuji ve smyslu Lebe-
sgueova integralu. V celé kapitole také budeme pracovat s funkcemi na omezeném
intervalu (a,b), kde a,b € R, a < b jsou libovolna.

Na 1vod jesté zminme, ze Lebesguetiv integral pro méritelnou funkei
f: (a,b) — C definujeme po slozkach. Tedy

/abf(x)dx: /ab%f(x)da;ﬂ/ab%f(a;)dx.

Definice 1. Pro p € [1,00| definujeme normovany linedrni prostor funkei LP(a,b)
jako prostor

LP(a,b) = {f : [a,b] = C: f je meritelnd & ||f||;, < oo},

kde normu definujeme

1f 11w = {(fa" ()P de)”, je-li p € [1,00),
inf{ceR : AN({z € (a,b) : |[f(z)] > c}) =0}, je-li p=oo.

Poznamka. Znaceni prostorti budeme zkracovat na LP, pokud bude z kontextu
ziejmé, na jakém intervalu se nachazime. Formalné prostor L” tvori tiidy ekvi-
valence definované vztahem f = g pravé tehdy, kdyz f(z) = g(x) plati pro skoro
vSechna z € [a,b]. Mnozinu funkei z LP s hodnotami v R chdpeme jako podmno-
zinu vyse definovaného prostoru.

Nyni jiz muzeme definovat Riemanniv-Liouvilletv integral.
Definice 2. Méjme funkci f € L'(a,b) a a > 0. Levostranny a pravostranny
Riemanniiv-Liouvilledv integrdl (ddle téZ R-L integral) funkce f 7ddu o definujeme
pro skoro vsechna x € (a,b) po radé predpisy

(e _ 1 v a—1
(I20)@) = gy [ =0 ), (L)
D) = [ =0 ) dy (12)

Zde
(—1) % = 'm a ['(t) = /Oo y' eV dy, t € (0,00).
0



Lze ukazat, ze integraly (1.1) a (1.2) existuji kone¢né pro skoro vsSechna
x € (a,b). Faktor (—1)~%, ktery budeme déle v textu uvazovat definovany stejné
jako vyse, byva v literature ¢asto vynechavan, prestoze v ptvodni Liouvillové de-
finici se objevuje. Riemannovy-Liouvilleovy integraly byvaji téz ¢asto nazyvany
frakcionalni integraly. My se ovSem tohoto oznaceni nebudeme drzet z divodu
kolize nazvu s integralem definovanym v ¢asti 1.2.

Pro p € [1,00] oznac¢me I, (LP(a,b)) a I3 (LP(a,b)) obrazy prostoru LP(a,b)
pri daném zobrazeni. Protoze jsou tyto tiidy funkci dilezité pro definici frakci-
onalniho integralu, uvedeme zde lemma, jez ndm da lepsi predstavu o tom, jak
vypadaji. Nejprve ale definujeme prostor holderovskych funkei.

Definice 3. Méjme d € N a X\ € (0,1]. Prostorem A-holderovskijch funkci na
omezeném intervalu I C R s hodnotami v R? (resp. C) rozumime linedrni prostor
nad télesem R (resp. C)

CMILRY) ={f: T >R fllor < 00},

resp.
CAI,C) = {f 1= C: | fllon < o}
e 17— £(5)]
— S
fller =sup £ + sup A=
resp.

7l = supl (1)) +  sup () = F(s)]

s, tel:s<t (t - S)/\
Pozndmka. Piimo z definice lze snadno oveérit, ze plati nasledujici vlastnosti.

« Dvojice (C’A(I, RY), || - ||C)\) je normovany linedrni prostor.

o Pro f € CMI,RY) existuje K € R,0 < K < oo takové, ze pro kazdou
dvojici t,s € I je ||f(t) — f(s)|| < K|t — s|*.

e Plati CMI,R?) ¢ CMI,RY) pro kazdé \ takové, 7e 0 < A < A,
e Volbou A = 1 dostaneme prostor lipschitzovskych funkeci.
Obdobn4 tvrzeni plat{ i pro (CO‘(I, C), |- ”C,\) :

Lemma 1. Méjme 1 > a > 0. Pro p € [1,00) poloZme q = 1f’ap.

1. Je-lip € (1,00) a ap < 1, potom I$ (LP) = Ig* (LP) C LA

2. Je-lip € [1,00) a ap > 1, potom
12,(17) U g (L) € C*V7 ((a,0), C)

3. Plati 12, (L®) U I (L*) € C* ((a,b),C).

Diikaz. Podrobny dikaz silnéjsich tvrzeni je k nalezeni v knize Samko, Kilbas a
Marichev] (1993)[str. 66 — 67].

OJ
Nyni mame vse pripraveno pro definici frakcionalni derivace. Tato operace se de-
finuje jen na prostorech I, (L) (resp. I* (L)), abychom dostali nekteré dilezité
vlastnosti, které pouzijeme v dalsi ¢asti.
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Definice 4. Pro o € (0,1) a f € I3 (LP(ab)) (resp. f € Iy (LP(a,b))) definu-
jeme levostrannou (resp. pravostrannou) Riemannovu-Liouvilleovu (frakciondlni)
derivact (ddle téz R-L derivaci) ve skoro vsech bodech x € (a,b) predpisem

L (@@ - )
D200 = ey (o o [T a) s

l—a)\(z—a

resp.

(Dgf)(x) = rEIl—)C;) ( (bf_(z))a vaf W@) S

Vsimnéme si, ze zatimco integral je definovan pro libovolné o > 0, u derivace
se omezujeme na pripad a € (0,1). Pro nase ucely je tato definice postacujici.
Rizna zobecnéni na vétsi mnozinu pripustnych rada « lze nalézt v obsahlé praci
Samko a kol.| (1993). Podobné jako u R-L integralu lze ukazat, ze derivace exis-
tuje konecna skoro vsSude na intervalu (a,b). Derivaci i integral chdpeme jako
prvek prostoru LP(a,b) pro néjaké p € [1,00]. K definici jesté poznamenejme, Ze
Riemannovy-Liouvilleovy derivace byvaji téz uvadény v ekvivalentni formeé

D2 06) = i aran | e (15)
resp.
D5 @) = o [ (16)

Jak jiz bylo zminéno, Riemannovy-Liouvilleovy operatory integrace a derivace
jsou na vhodnych prostorech vzajemné inverzni. Zaroven maji nékteré vlastnosti,

vvvvvv

dujici véta. Tvrzeni formulujeme pouze pro levostrannou verzi. Pro pravostrannou
plati zcela analogicky.

Véta 2. R-L integrdl a derivace splnuji nasledujict vlastnosti.

1. Operdtory D%, : I (L') — L' a I, : L' — I (L") jsou linedrni pro
kazdé o > 0 (resp. o € (0,1) v pripadé derivace).

2. Proa € (0,1), f € L' plati D2, (1. f) = f.

co

Proa € (0,1), f € I2 (L") plati I, (D2, f) = f.

=~

Necht o > 0, > 0, potom Ig‘+(]5+f) = Igfﬂf pro kazdé f € L.

R

Necht o > 0, 5 > 0 jsou takové, Ze a+ 3 < 1, potom Dg+(D§+ ) = Dgiﬁ
pro kazdé f € I&FP(LY).

6. Pro f € L' plati lim, o, I, f(x) = f(x) pro skoro vSechna x € (a,b).
Diikaz.  Linearita je zfejma. Dikazy ostatnich tvrzeni jsou provedeny v praci

Samko a kol. (1993) na strandch 44 — 51.
UJ

V této casti jesté formulujeme dvé podobna tvrzeni, jez také pripominaji dobte
znamé vzorce. Jde o takzvané véty o integraci per partes.
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Véta 3 (Prvni véta o integraci per partes). Necht a > 0 a méjme dvé funkce
feLr(ab), g€ Li(ab), kde bud p € [1,00], ¢ € [1,00] a 1/p+1/q < 1+ «, nebo
p€ (loo], g€ (1,00l al/p+1/qg=1+ a. Potom

b b
[ 1@z ) @) de = (1) [ o) D) do.

Diikaz. [Samko a kol (1993, str. 34).

Poznamka. Vyraz ,,é“ chapeme jako 0.

Véta 4 (Druha véta o integraci per partes). Necht o € (0,1) a p,q € [1, 0]
spliiuji 1/p+1/q < 1+ a. Jestlize f € I} (LP(ab)), g € 13 (L (a,b)), potom plati

b

() [ (Do) de = [ o) (D f)(a) da

a

Diikaz. Samko a kol.| (1993, str. 46, dusledek 2).

1.2 Frakcionalni integral a jeho zakladni vlast-
nosti

V nasledujici ¢asti definujeme frakciondlni integral. K tomu z velké ¢asti vy-
uzijeme teorii z predchozi sekce. Déle predstavime zakladni vlastnosti a ukazeme
nekteré odhady integralu, jez vyuzijeme v teorii stochastickych diferencialnich
rovnic. Pro ilustraci formulujeme také tvrzeni o vztahu integralu k béznému
Lebesgueovu-Stieljesovu integralu.

Jesté pred definici zavedeme znaceni, které castecné zjednodusi zapis. Bud
f: (a,b) — C. Budeme pouzivat nasledujici znaceni

flat) = lim f(z),

T—a4

f(o=) = lim f(x),

z—b_
pokud limity existuji vlastni. V tomto pripadé déle pro x € (a,b) oznac¢me
Jar (@) = (f(x) — flat)),
fo-(x) = (f(z) = f(b=)).

Definice 5. Necht p,q € [1,00] splnuji 1/p+1/q < 1. Bud o € (0,1) a necht
f,9 : (ab) — C jsou funkce takové, Ze f(a+),g(a+) a g(b—) existuji a navic
far € 12 (LP(a,b)) a gy € I,-*(L9(ab)). Frakciondlni integrdl funkce f vzhledem
k funkci g na intervalu (a,b) definujeme predpisem

b b
(F) [ f(a)dgla) = (~1)" [ (D2, fa) @) (DI ) (w) da
+ f(+) (9b-) — glat)) . (17)



Je-li g redlnd, potom funkce (—1)%(D}"%gy_) je také realnd, nebot komplexni
mocniny se pokrati. Tedy, jsou-li obé funkce f a g redlné, integrdl ma redlnou
hodnotu. Z Hoélderovy nerovnosti plyne

< (D2, for (D=0

< HDngfﬁ

Ll

D} gy

/;(Dg-i,-fa-i-)(!lf) (D;:agb_)(x) dx

Lp/ Lq/ < Cx}?

kde 0 < p' <pa0 < ¢ < qspluji 1/p' + 1/¢" = 1. Nebude-li tfeba integrél
explicitné odlisit, budeme oznaceni (F) vynechavat.

Poznamka. Frakcionalni integral je zfejmé linearni funkciondl vzhledem k inte-
grandu. Konkrétné pro a,b € C a funkce f, h, g plati

[ s+ b n) dg) = o [ ) dge) +0 [ ) dgta),

pokud vSechny integrély existuji ve smyslu definice[5] Tato vlastnost snadno plyne
z linearity R-L derivaci a Lebesgueova integralu.

Lemma 5. Jsou-li predpoklady definice @ splnény pro dvé riznd ai,as € (0,1),
potom hodnota integralu (1.7)) nezdvisi na volbé parametru, a tedy definice je ko-
rektni.

Diikaz. Dikaz vyuziva vlastnosti R-L derivace z véty [2| a je proveden v ¢lanku
Zahle (1998, str. 340, tvrzeni 2.1.).

O
Pro nékteré funkce lze vyraz (1.7) zjednodusit. Necht jsou splnény predpoklady
definice [5| a navic je p € [1,00) a ap < 1. Potom plati

[ f@ag@) = (-1 [0z, D@D @) e (19

(viz ¢lanek [Zéahle (1998, pozorovani na str. 340 — 341)).
Nésledujici dvé tvrzeni ilustruji, ze integral ma vlastnosti, jez bychom intui-
tivné ocekavali.

Véta 6. Necht a < ¢ < d < b. Je-li g € C*((a,b),C) pro néjaké X\, potom
nasledujici integraly jsou definované a splnuji rovnosti

[ Neat) dota) = 9(@) - g(0),

[ T (@) do(a) = g6-) — o),

kde g(c) je treba nahradit vjrazem g(a+), pokud c=a.

Diikaz. Dikaz je k nalezeni v praci Zahle| (1998, str. 341, tvrzeni 2.2.).



Pozndmka. Funkce I (. q ve vété znaci charakteristickou funkei (téZ identifikator)

intervalu (c,d|. Tedy
1, jelixz e (¢d],
Liea(z) = {

0, jinak.
Obdobné se definuje I(.p).
Véta 7. Nechta <z <y < z<b. Plati

1.
[0 agt) = [ e 050 dg(@),

z

[ rwage)+ [ rwyag) = [T dge) - 1) (oly) - 9=

y xT

jsou-li vsechny integrdly definovdny ve smyslu definice [J.

Diikaz. K dohledani v praci Zahle (1998| str. 345, véta 2.5.).

O
Sekci zakoncéime tvrzenim o vztahu k Lebesgueovu-Stiejtesovu integralu. Vétu
pro jednoduchost uvedeme pouze pro pripad, ze vystupujici funkce jsou realné.

Véta 8. Necht f,g jsou redlné funkce splriujici predpoklady v definici [ Necht
md navic g omezenou variaci a oznacme p (znaménkovou) miru, kterou definuje.
Je-li

L) [ 15, (1D fuel) () ) < o0,

potom
b

) [ 7l dgla) = (=) [ 7(x) dgla).

Driikaz. Obecnéjsi verze tvrzeni je dokazéana v|Zéahle (1998 str. 343, tvrzeni 2.4.).
0J

1.3 Specialni pripad realnych funkci na inter-
valu (0,7

Stochastické diferencialni rovnice typicky pracuji s procesy na intervalu [0,77,
kde 0 < T < oo. Ve zbytku prace se budeme zabyvat vyhradné timto pripa-
dem a navic pouze redlnymi funkcemi. Zvolme pevny parametr 0 < a < 1/2
a 0 < T < oo. Definujeme dva dilezité prostory funkei, se kterymi budeme pra-
covat v kapitole 2. Lze snadno ovérit, ze nasledujici prostory jsou normovanymi
linearnimi prostory.



1- . S
Definice 6. Prostorem Wy~ “°(0,T) rozumime normovany linedrni prostor

W, *®(0,T) = {g [0,T] = R: g je méritelnd & ||gll,_op0r < oo},

kde mormu || - [|,_, . definujeme predpisem
l9(t) = 9(s)| /t l9(y) — g(s)]
= su + dy | . 1.9
Hng_a’oo’T 0<5<F<T ( (t—s)t-@ s (y—s)> @ Y (1.9)

Pozndmka. Daji se ukdzat nasledujici vlastnosti.
e Pro kazdé e > 0 plati C'=+<((0,7),R) € Wy *>(0,T) € C*=((0,T),R).

o Jelig e Wy *>(0,T), potom pro kazdé ¢ € (0,T] je g0 € L=(L=(0,1)),
kde g|(04) znaci restrikci g na (0,t).

Pro g € W, ~*>(0,T) oznaéme

1
su D7) (s)].
F(l —Oé) 0<S<:llf:)<T|( t— g)( )|

Aoc(g) =

Potom ztrejmeé plati

1 1 g g
Aa(g):r(1_a)o<i‘i£’<T<r(> (t—sla / —s2a y|>

< 1 sup lg(t) / Ig dy
(1 — a)l'(@) ocs<t<r \ (t—9) 1 @
1

< ——m < 00.
= F(l —_ a)r(a> ||g||1—a,oo,T o

Definice 7. Prostor WTa’l(O,T) definujeme jako vektorovy prostor

W 0,1) = {f - [0,T] = R : f je méFitelnd & || £]|,, < oo},

spolu, s normou

Hf|]a71:/ LICI +/ / 7ts) = /)l a+1 Ny as. (1.10)

Lze ukazat, 7e je-li f € W '(0,T), potom pro kazdé t € (0,T] plati fiop €
I§ (L1(0,1)).

Diky vlastnostem téchto prostoru pro kazdou funkeci f € Wy ’1(0,T) ag e
Wy~ “%(0,T) a pro kazdé t € (0,7 integral

[ @) dgta)
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je dobfe definovan a navic lze psat ve tvaru ((1.8). Pro ¢t = 0 je pfirozené hodnotu
integralu definovat jako 0. Déle pro libovolné ¢ € [0,7] plati nasledujici odhad

[ @y dgo)] =

1
I'l—a)

1_a/\ )(D\=%g,)(s >\dx

sup |(D}="g1-)(s)| / (D, f)

F(l - Oé) 0<s<t<T

1
e Ly o] [
“I'l—ow) 0<s<£)<T - G- ‘ ’

= Aa(9) [ fllos - (1.11)

t(Ds+f><s><D§:agtf><s> A
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2. Diferencialni rovnice

Teorii vybudovanou v predchozi kapitole budeme nyni aplikovat ve stochas-
tickém integrovani a diferencialnich rovnicich. Budou-li funkce vystupujici pfi in-
tegrovani nahodné, definuje se frakcionédlni integral po trajektoriich. Celou teorii
tedy provedeme pro deterministické funkce a zobecnéni pro SDR bude relativné
primocaré.

2.1 Existence a jednoznacnost reseni

Definice 8. Méjme (2, A, P) pravdépodobnostni prostor. Bud I indexovd mnozina
a pro i € I budte (H;,H;) méritelné prostory. Necht pro i € I je X; : (2, A) —
(H;,H;) méritelné zobrazeni. Potom systém ndhodnijch velicin X = {X;,i € I}
nazveme nahodnym procesem.

My se budeme zabyvat predevsim realnymi ndhodnymi procesy — tedy pri-
padem, Ze pro kazdé i € I je (H;,H;) = (RY, B(R?)), kde d € N. Omezime se té7
na pripad, ze I = [0,7] pro néjaké T' € (0,00). Na takovyto ndhodny proces lze
nahliZet vice zpiisoby. Jednak je to funkce dvou proménnych X : [0,7] x  — R
Zvolime-li t € [0,T] pevné, je X; ndhodny vektor. Naopak pro w € 2 je zobrazeni
t — Xi(w),t € [0,T] funkce jedné redlné proménné s hodnotami v R? — tzv.
trajektorie. Posledni z pohledt bude pro konstrukei stochastického frakcionalniho
integralu zasadni. Budeme znacit X; = X (t) = X (t,w) podle toho, jakou zavislost
budeme chtit zdtraznit.

V textu budeme pouzivat nasledujici maticovou normu.

Definice 9. Pro matici A = (a*7);; € R™™ definujeme normu predpisem

IA]l =

Pozndmka. Norma matice v definici vyse skutecné splnuje vlastnosti normy a byva
nazyvana Frobeniova norma. Je-li n = 1, norma splyva s eukleidovskou normou
vektoru.

Uvazujme nésledujici soustavu stochastickych diferencidlnich rovnic (rovnici
v R%)

) . t mooet )
Xi() = Xp+ [ Cls.X(s)ds+ 3 [ o™(s.X(5) dPI(s),
0 = Jo
tel0T], i=1,....d (2.1)
kde P7, j = 1,...,d jsou nezavislé ndhodné procesy na (iplném) pravdépodob-
nostnim prostoru (€2, 4, P) ; X, je ndhodny vektor na témze prostoru s hodnotami

v R? (tzv. pocatecni podminka) a funkce

o™, ¢ (Qx [0,T] x R, A x B(0,T]) x B(RY)) — (R, B(R))
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jsou méfitelnd zobrazeni. Ozna¢me matici o = (07); ; a vektor ¢ = (¢*);. Pfedpo-
kladejme, ze o a ¢ splinuji nasledujici podminky, které plati pro P-skoro vSechna
w € ). Konstanty My, Ly, Ko a funkce (5 mohou zaviset na w.

(H,) Slozky o jsou diferencovatelné vzhledem k druhé proménné, existuji kon-
stanty § € (0,1],6 € (0,1] a pro kazdé N > 0 existuje My > 0 takové, Ze
plati

(a) Vy,z e RIVEE[0,T]: o(ty) —o(t2)ll < Molly — 2|,
(b) Yy, z € R4, ||y|| |zl < NVtel[0,T]Vie{l,... d}:

| o (ty) — eo(t.2)|| < My lly — =,
(c) Vy € R? Vt,se [O,T] Vie{l,...d}:

lo(ty) — a(s)l| + | Zo(ty) — Zolsy)| < Molt — s)°.

(H¢) Existuje redlnd funkce ¢y € L*(0,T"), kde p > 2, a pro kazdé N > 0 existuje

Ly > 0 takové, ze
(a) Vy,z € RY |ly|l, [[2]] < NVt € [0,T]:
1C(Ey) = C(t,2)ll < L [ly — =],
(b) ¥y e RIVE € [0,T]:  [ICEYI < Lo [yl + Go(t)-

o)
ox 7

o chapeme po slozkach. Oznacme

Oéozmin{ 7571+5}

Pozndmka. 7 predpokladu (H,)(a) specidlné plyne

Zde derivaci matice

VyeRIVte[0T]Vike{l,....d}y Vje{l,... m}: aIk(t,y)‘ < M.

Integral v rovnici definujeme po trajektoriich. Tedy zvolime w € Q li-
bovolné pevné a tim se integral prevede na deterministicky integral, ktery je jiz
dobte definovany. Budeme tedy pottebovat formulovat predpoklady na trajektorie
procest P/,

Necht pro kazdé j € {1,...,d} proces P’ spliiuje

Ja; € (0,00) JA€ A PA) =1Vw e A: PI(-w)e Wp ™0,T). (22)

To ndm zarucuje, ze pokud polozime a = max; o, je-li navic o™ (-, X(-)) €
W2H(0,T) skoro jisté, jsou integraly v rovnici definované s pravdépodobnosti
rovnou jedné a plati pro né odhad . Mizeme si tedy predstavit, ze jsme
zvolili w € Q) pevné, a zabyvat se deterministickou rovnici

—m0+/<”sx ds—f—Z/ Ydg’(s), te€l[0,T], i=1,....d,

(2.3)
kde ¢/ € Wp “®(0,7),Vj € {1,...,d}, funkce o a ¢ a polateéni podminka x
nezavisi na w € ().
Pro tucely zkoumani existence a jednoznacnosti feseni definujeme prostor, ve
kterém jej budeme hledat.
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Definice 10. Prostorem W, ([0,T],RY) rozumime prostor méritelngjch funkci
f:[0,T] = RY, pro které plati [ fllg00 < 00, kde

1o = s (o [ O )

Na tomto prostoru pro X\ > 0 definujme ddle ekvivalentni normu

Il = s e () + [ OSSO as).

Poznamka. Plati nasledujici tvrzeni.
o Pro kazdé e > 0 plati C*+<([0,7], R%) € W,**°([0,T], R%).

o Dvojice (Wg"([0,T],R?), || ||,00) je normovany vektorovy prostor a to
dokonce Banachtiv.

o Pro kazdé t € [0,7] plati

o (s [ =100 )
< (e + [ ”f_“”d)

<tz + [ O 0

Odtud e || ||, oo < [+ llan <
valentni.

| lg.00 » @ tedy normy jsou skuteéné ekvi-

Jak ukazeme pozdéji, v tomto prostoru bude existovat jednoznacéné urcené
feseni rovnice . K diikazu tohoto tvrzeni se vyuziva nize uvedenych odhadi,
které my dale zuzitkujeme v ditkazu spojitych zavislosti na poc¢atecni podmince
a na parametru. Abychom zjednodusili zapis, tak pro f € Wy"*([0,T],RY) zave-
deme nasledujici operatory

(FEy = [ Cas)ds, (G =3 [ f) o), te D)

kde (F¢f)", (G f)" znadi i-tou slozku pro i € {1,...,d}.

Pozndmka. M&me f € Wg"([0,T],R%). Potom [f' a1 < (Tll:a VI Nl
Vi € {1,...,d}. Odtud plyne f' € W/'(0,T),Vi € {1,...,d}. V dikazu véty
4.2 v ¢lanku |[Nualart a Ragcanu (2002, str. 65) se dokazuje a nasledné vyuziva
nasledujici implikace f € Wg"*([0,T],RY) = o*I(-,f(-)) € W;>([0,T],R),Vj €
{1,...,m}.Odtud o™ (-,f(-)) € W' (0,T), a tedy frakcionaln{ integraly v definici
vyse jsou definované a splnuji nerovnost .

Véta 9. Necht funkce ¢ splnuje predpoklady (H¢), kde navic p = 1/a. Necht
f e W,*>([0,T],RY) a A > 1. Potom Ff € C*=*([0,T],R%) a navic plati
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|#<4]

o< (14 s 1701 (2.4
cime t€[0,T]

2)
”FCfHO“A < ;11—22a (1 + ”f”a)\) ; (2.5)

kde d9 i = 1,2 jsou kladné konstanty zdvisejici pouze na o, T, Ly a 1Coll /e -

Diikaz. Viz Nualart a Ragcanul (2002, str. 67, tvrzeni 4.4).
O

Véta 10. Necht f € W,">°([0,T],R?) a A > 1. Potom G°f € C*=%([0,T],R%) C
Wy“*([0,T],R?Y) a navic plati

1.
1G7 Fllor-e < Aa(@)CP (14 11Fllan) (2.6)
2. A ( )0(3)
o (o4 g
167 Fllas < =555 (1 1F 1) - (2.7)

kde CW i = 2.3 jsou kladné konstanty zdvisejici pouze na T, d, m, My, o, B a kon-
stanté ||o(0,0)] .

Diikaz. Viz Nualart a Ragcanu (2002, str. 64, tvrzeni 4.2).
U

vvvvvv

— veétu o existenci a jednoznacnosti feseni. Pro ilustraci ukédzeme ideu dikazu,
ktery je proveden i s technickymi detaily v ¢lanku autora dikazu. Diikaz je zalozen
na obecnéjsi verzi Banachovy véty o kontrakci, jez je také k dohledani ve zminéné
praci.

Véta 11 (Existence a jednoznacnost teseni). Méjme deterministickou rovnici
ve tvaru ([2.3), kde ¢ a o spliuji predpoklady (He) a (H,) s p = 1/a. Potom
tato rovnice md reseni x € W, ™°([0,T],R%), které je v tomto prostoru urceno
jednoznacné. Navic plati x € C1=([0,T], R?).

Diikaz. Ukazeme naznak dikazu. Detailni provedeni je v ¢lanku |[Nualart a Rag-
canu| (2002, str. 69, véta 5.1).

Hélderovskost: Jelikoz pro kazdé Yeseni z € Wy ([0,T], R?) plati x = zq+ Fx+
Gz, holderovskost plyne snadno z odhadu (2.4)) a (2.6]).

FExistence: Definujme operator
R: W>([0,7),R) — C'7*([0,7],R) € W5 ([0,T],R"),

Y — x0+F.Cy+Gf’y.
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(a) Z trojuhelnikové nerovnosti a odhadu (2.5)) a (2.7)) plyne

| Ryl < llzoll + [ Py, + 167yl

pe) Aa(g)C®
< foll + y5ga (14 19llan) + =550 (L4 1¥llas) -

Pro Ao dostatecné velké je tedy || Ry, ,, < l[zoll+1/2(1+lyll,.,)- Po-
tom, je-li [ly[l,,, < 2(1+ [lzol]), tak [[Ryll, \, < 2(1+[[zol|). Oznacme
By = {y € Wg"*([0.T],R?) = |lyll, 5, < 2(1 + [lzol})}. Potom plati
R(By) C By.

(b) Podobnymi odhady jako (2.5) a lze ukazat, Ze pro dostatecné
velké A > 1 a pro kazdé x,y € R(By) je

1
Rz — Ryl 5 < 5 17— yllox

a tedy operdtor R se chova jako kontrakce vzhledem k normé |- || 5.
Dle obecnéjsi verze Banachovy véty (viz Nualart a Rascanu, 2002,
str. 75, lemma 7.2) dostaneme existenci feSeni jakozto pevného bodu
zobrazeni R.

Jednoznacnost: Méjme x,2 € Wy >°([0,T],R?) dvé Tesen{ rovnice (2.3)). Potom
plati
| =&, < |[Flo - F2

o e = a7l .

Podobné jako v (b) lze ukézat, 7e pro dostatetné velké X > 1 je

. 1 .
&= #llas < 5 2 = #lla5

Odtud ||z — 2|5 =0, a tedy z = 7.

Odtud plyne tvrzeni.

2.2 Hlavni vysledky

Nyni predstavime hlavni vysledky této prace — véty o spojité zavislosti na po-
catecni podminkce a parametru. K dikaztim budeme vyuzivat nékterych tvrzeni
z predchozi sekce. Nejprve formulujeme vétu, jez hraje zasadni roli v dikazech,
a také dokazeme odhad, ktery zjednodusi nékteré technické vypocty.

Véta 12 (O relativni kompaktnosti). Necht v > « a méjme K > 0. Potom
mnozina

M = {f e Wo™ ([0, T, RY) : || fllow < K}
je relativné kompaktni v prostoru W," ™.
Diikaz. Pro funkce s hodnotami v obecném Hilbertové prostoru je tvrzeni dokéa-

zéno v praci Maslowski a Nualart| (2003, str. 295, lemma 4.5.).
O
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Lemma 13. Necht N > 0 a x1, 22,73, 24 € R spliui ||z1||, |22 , [|23]] , |74l <
N. Necht ddle ty,ty € [0,T]. Potom plati

[0 (t1,01) — 0 (ta,22) — 0 (t1,23) + 0™ (ta,24)]
< dMy||zy — 39 — T3 + 74|

+ 2dMy |lan = wol| ([l1 = s’ + 12 = 2all’)
+ dMo ng — SC4H ‘tl — tz’ﬁ

Dikaz. Ztrejmé plati

0% (t1,21) — 0™ (ta,x0) — 0™ (t1,23) + 0™ (ta,24))|
< o™ (tran) — o (t,an) — o (tas) + 0™ (t,a4))|
[0 (1) — 0 (to,m0) — 0™ (t1,24) + 0 (to,34)].

Definujme funkci
f) =% (ty, ey + (1 — Nag) — o™ (t, o3 + (1 — N)ay), A€ [0,1].
Potom miizeme psat
o (ty,x1) — 0 (ty,m0) — 0 (ty,03) + 0™ (t1,24) = f(1) — f(0)
a dle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté existuje £ € (0,1) takové, ze

) - 50) = e

Tedy plati

ww@xg_ammxg—awmw@+ammxnvmﬂn—fm>—tﬁgﬂ
d do 2,
-3 Gt e+ (1 o)t — )
d i
—E:?fuh&y+u—omx%—x®
k=1
4. 9ot k k k k
= Ok (t1, 6w + (1 — &) (2y — 25 — 25 + 21)
k=1
d 7 i
#3 (Gor e + (1= ) = o+ (1= ) (2 = o
k=1
4|00 k k k k
<> O (t1,€xs + (1 = §)za)| |2} — 23 — @5 + 4]
k=1
4 9ot Ot

——(t1, &x5 + (1 — )zy)| |2} — 5]

+
> ot

< dMp |21 — 3 — 33 + 24| + dMy [l21 — 22| |E(21 — 23) + (1 — €) (22 — 24)|° -

Ok (t1, €x1 + (1 = §z2) —
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Pro posledni ¢len plati nasledujici odhad

dMy |21 — 2| |§(21 — 23) + (1 = ) (w2 — )|’
< dMy ||z — o] (1€(z1 — @) | + |1 = &) (w2 — za) )’
< dMy ||z1 — @a| (|21 — 2| + [z — z4]])°
< dMy |21 — @af| 2°max { |1 — 23|, [z — 24|}

< 2dMy |1 = wall (lar = 5" + 2 — ")
Nyni odhadneme druhy ¢len. Podobné jako vyse definujme funkci
h(z) = o™ (t;, oy + (1 — N)ay) — 0™ (ty, ze + (1 — N)1yg), Ae0,1].
Potom
o (ty,m9) — 0™ (tg,my) — 0™ (t1,m4) + 0™ (ta,24) = h(1) — h(0).
Dle véty o stfedni hodnoté existuje v € (0,1) takové, zZe

dh

h(1) = h(0) = -+ (7).

Dostaneme

|0 (t1,22) — 0% (ta,22) — 0" (t1,24) + 0™ (ta,24))|
~ (0 — o) = | L5 >\

4 (9g™i o™i
= < (t1,yxe + (1 —y)zy) — pa — (L yre + (1 =) )) (x5 — xf)
k=1
4 |00® do™I
<3 g (e + (L= y)aa) = 5o (tym + (L= y)aa) |2 — 2
k=1
< dM, ||172—$4|||t1 — 1"

7 téchto odhadii plyne tvrzeni.
OJ

Véta 14 (Spojita zavislost na pocatecni podmince). Necht jsou splnény predpo-
klady véty . Necht {y,}.o-, C Ry € R? jsou pocdtecni podminky takové, Ze
lim, oo Y =y @ necht {x,},~, C W™ & € W, jsou k nim prislusnd jedno-
znacné urcend resent rovnic v = y, + FCx+G%x resp. ¥ = y+ F x4+ Gx. Potom
plati

i [l = 2] 00 = 0.

Diikaz. Pro feSeni x,,n € N pouzitim (2.5 a (2.7) dostaneme

[2ullan < lgall + |Foza] | +1G72allan

d® 1
<yl + 3575 (L I2allas) + 573080 (9)CP (14 l2al )
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Polozme A = X, kde X je dostatecné velké, aby

d® 1
5\17204 5\17204

DO | —

Ag (g)c(g) <

Potom ||z |, 5 < [lyall + : (1 + ||xn||a;\> . Upravou dostaneme

[znllox < 2llynll + 1,

a tedy ~
|Znlla0 < € (21lyall +1) -
Déle ozna¢me Ky = sup {||y,|| : n € N}. Je K; < oo, nebot {y,} je konvergentni.

Z nerovnosti (2.4) a (2.6 plyne

lnllore < il + || ]

o G

<supllnl +® (14 sup len(]]) + 2ale)C (14 0],
neN te(0,7)
<Ky +dY (14 [2allyn) + Aalg)CP (14 |70l 00)
< Ky +dY (14 @yl + 1) €) + Aa(9)CP (14 (2 lyall +1) M)
= K1+ (d + Au(9)C?) (14 (2K, +1) 7).
Definujme mnozinu
B={fe W™ |florw <K+ (d+ Aa(g)C?) (14 2K + 1) )},

kterd je z véty 12| relativné kompaktni v prostoru Wy, nebot ziejmé 1 —a > a.
Protoze {z,} -, C B, existuje vybrana posloupnost {z,, },-, aZ € Wy takové,
ze limy o0 || Tn, — 2|, o, = 0. UkdZeme, Ze & je Fesenim rovnice (2.3 s poCatecni
podminkou y, a tedy z jednoznacnosti feseni je £ = x. Plati

||xnk - f”a,oo
_ s o [ 1) = 2(0) = (@ () = ()
= s {lon o) - 0]+ | s asf.

Zvolme t € [0,T],i € {1,...,d},j € {1,...,m} libovolnd pevna. Diky (I.11)

a linearité dostaneme
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S vywzitim lemmatu |13 pro N = (2K, + 1) e*” a predpokladii (H,) je
‘Ui,j (-, (-) — 0 (.@(.))Ha = /OT |UZ’J(37$nk(3)la— o™ (s,2(s))|
|0 (t i, (1) — 0™ (1,2(t)) — (0™ (8,20, (5)) — 0 (5,2(5)))|
+/ / e dsdt
< / g Ime (s ) —2(s)ll 4,

+//me — 2, (s) = 30+ 2

ds

(t—s)a—i—l
+A Az%MNWm »—%é?gﬁﬁw_@@mih&
+ /T /t Q(SdMN Hfﬂnk(t) - xn’Ef?‘L‘)‘fj’f(s> _ @(S)H(; s
+/ /dM [0, (s) t—_ i)ill(t—s) o
M,T'—

<

sup ||z, (t) — z(t
P S e (0) =200

+ (dMoT) |y, — 2|, o,
A )
+ (T2dMy wn |l n0) sUD [, (1) = 2(1)]

te[0,T
A 5
+ (T2°dMy ||z, |l o) sUD [, (£) = 2(2)]]
t€[0,T]
Tl—a—f—,@
+ | dM sup ||z, () — 2(t)|] .
< 0(5_04)(1_04+5>>te[0,%]” (1) =20

Diky tomu, Ze pro kazdé k € N je ||z, [, . < (2K; +1) e | dostaneme, Ze pravé
strana jde k 0 pro k — oco. A tedy plati

/Ot 0" (8,2, (5)) dg’(s) — /Ot o (s,3(s)) dg’(s)| = 0.

lim
k—o0

Déle plati pro kazdé t € [0,T] ai € {1,...,d}
t o
‘/ C*(s,2(s) ds—/ C"(s,xn,(s))ds
0
¢'(5:2n, () ds
</ C'(s,2(s)) — '(s, xnk(s))‘ ds

<LN/Hx — 0, (s ds
< TLy |z, — 2|

a,00 °

Tedy

lim
k—o00

/Clsx ds—/gzsaﬁn,c ))ds| = 0.
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Protoze pro kazdé k € N plati

) . t oot .
% — o {2 2, J
7)<+ [ Cloon () ds 3 [0 (s, (5)) dg' (o),
tel0,T], i=1,...4d,

dostaneme limitnim prechodem pro k — oo na obou stranach, ze

)=y [ o) ds+ 3 [ 0(s2() dg(s),
tel0,T], i=1,...4d,

a tedy £ = = diky jednoznacnosti feseni pro pocatecni podminku y. Ukazeme, ze
lim,, o || 0 — 33||%C>O = 0. Pfedpokladejme pro spor, ze lim, . ||z, — :17||a7OO £ 0.
Potom existuje vybranda posloupnost {xnj}:; a A > 0 takové, ze Hxn] — xHa,oo >
A pro kazdé j € N. Potom ale zopakovanim postupu vyse dostaneme podpo-
sloupnost {:cnjl }Zl takovou, ze lim;_, Hxnjl - = 0, coz je spor. Tedy plati

,00

T}L)HO]O ||xn - x”a,oo - O’

coz je nase tvrzeni.

O

Véta 15 (Spojita zavislost na parametru). Necht (X, p) je metricky prostor.
Necht pro kazdé v € X funkce 0, (, spliuji predpoklady (H,), (H¢) s konstantams
My, 58,0, Ln, VN € N a funkci (o nezdvisejicimi na v a p > 1/a. Necht navic
existuje K > 0 takové, ZeVv € X : ||0,(0,0)|| < K. Predpokladejme navic spojitou
zavislost na parametrech v. Konkrétné necht plati

vt € [0,T] VzeR?:
T flov, (10) = (0| =0 & Jim G, (60) = G(62) | =0,
kdykoliv v € X, {v,},—, C X spliwji lim,_ o p(vp,v) = 0. Méjme v € X,
{vn}or, C X wyhovujici této podmince. Predpoklidejme ddle, Ze pro n € N jsou
Tn,x € W™ jednoznacné urcend reSeni rovnic x = xq + Flng + Gong a x =
zo + F&a + Govx. Potom plat{
=0.

a,00

lim ||z, — x|
n—oo
Dikaz. Protoze Vv € X : [|o(0,0)|| < K a konstanty z predpokladu (H,) a (H¢)
nezavisi na v, nerovnosti ([2.4)), (2.5)), a jsou splnény pro kazdé v a na-
vic konstanty dV,d®, C®? a C®) muzeme volit nezavisle na na v. Tedy zcela
analogicky jako v dikazu véty [14] Ize ukdzat, Ze vSechna feSeni x,,n € N spliuji
2] 00 < (2|20l + 1) a lezi v kouli

B={f e W& [Fllgrn < laoll + (dV + Aa(@)C®) (1 + 2 2ol + 1) 7)}.

kde X je dostatecné velké, jez je relativné kompaktni v prostoru Wy, Tedy
existuje podposloupnost {z,, },-, a £ € Wy, pro néz plati
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lmyg—seo |0, — 2|, o, = 0. UkdZeme, Ze & Fesf rovnici z = zg + F*z 4+ G x. Pro

tel0,17],ie{l,...,d},aje{l,...,m} plati diky odhadu (1.11])

[ ot s (s dg’(5) = [ i s.3(5)) g’ 5)
- \/0 757 (00,(5)) = 01 (5:3()) dg’(5)

< Aalg) o () = ol (20|

a,l )

Daéle

Tty (G, (1)) —Uu’](tyx(t)) — (017 (5,20,(5)) = 01 (5.3(5)))|
o

(t — s)ott

o, (o () = 0,7 ( ds

|03 (5,2, (5)) — 037 (5,2(5))]
=1

SO{

dsdt.

Z predpokladi (H,) na funkci o plyne, zZe

7 (039 (.20, (5)) — 02 (5,2(5))]

lim sup ds
k—oo Y0 §%
T |obI (8,25, (8)) — ol (s5,2(s
iy [P — ol (53]
k—oo JO s
T ’0-12/773 (S?j:<8)) - Uﬁj(suf(s)”
+ lim sup E ds
k—00 0 s«
T -
S hm Sup M() ||xnk (S> .ZU(S)“ dS
k—o0 0 s«
T (0l (5,5(s)) — ol (s3(5))
+ lim sup ds
k—o00 0 s«
M, Tlfa
< timsup ( s fln, 1)~ 200 1)
k—oo  \t€[0,T] l—-a
T o] (s,(s)) — 037 (5,2(5))]
+ lim sup k ds
0 k—o0 s
=0.

V posledni nerovnosti jsme vyuzili Lebesgueovu vétu o konvergentni majoranté.
Konkrétné integral
T 1
/ —ds
0 s¢

je zfejmé konvergentni, nebot a < 1 a funkce |0%7 (s,7(s)) — af;j(s,ir(s))’ je ome-

Vny,
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zend nasledujici konstantou

;( #(s)) - < #(s))| <
ol (5,8(s)) = 0 (s,0)]
+ 057 (5,7 (s)) — aiﬂs,o)‘ +
< My ||Z(s)]| + Mys” +

oid (s3(s))| + |0t (5,5(5))]

5 (s,0) = ol (0,0)| + [0l (0,0)
0t (5,0) = 017 (0,0)| +|037(0,0)|
oid (0,0)] + My [|#(s)|| + Mos” +

o7 (0,0)|
< 2My sup ||Z(t)| +2MoT” + K + ai’j((),o)’ < 00.
t€[0,T
Podobné
|oy? (tan, (1) — 037 (EE() — 077 (5,20, (s)) + 037 (5,2(s))]
/ / ds dt
(t _ S)a—i—l
o’ txn —ob (t,z(t 8,0, (8)) + 0% (s,7(s
<//| (1) — oyl (GE() — 0yl (8.n,(s)) + 07 ( ())Idsdt
(t _ S)aJrl
oy ) —obi(t,2(t)) — ob (s,2(s)) + 04 (s, (s
+//Ink (t2(t) — oy (5.3(s)) ( ())Idsdt'
(t — s)o+l
Polozme N =

(2 |lzo|| + 1) €. Z lemmatu [13] dostaneme

/T/tW%Jt%%ﬁn-—ﬂiﬁnﬂﬂ)—aﬂgswmkﬁ)+0“(&i@ﬂl

(t=s)er = ds dt
A R e e
+ /0 T /Ot o8 1Emet) = a:ngt(s_)‘i)"fflk (t) — 20| o
+ /T /t o8 1 1Emet) = xnft(s—)H |)|fj§<5) —EI°

[ [ gl ;x(m&—@(h&

_ S)a—l—l
< (dMoT) [|@n,, — |4 o0

~ 6
+ (T2°dMy n, [0 ) SUD [, (8) = (1)
te[0,7)

~ )
+ (T2dMy 2n )l o) SUD [, (1) = Z(D)]
te(0,7)

T1 a+f
+ | dM, sup ||zn, (t) — z(t)]| -
(a0 ) s ) 300
Odtud plyne

. tlop? (tan, (t) —oy! (t3(1) — oy (s.24,(s)) + 0y (5,3(s))]
hm/ /

Jim (t = s)o+! dsdt
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nebot pro kazdé k € N je [z, |, o < e T (2||mo|| + 1) . Déle pro libovolna ¢ €
0,7),ie{l,...,d},j€{1,...,m} je

. tloyl (8E(t) — o) (82(1) — 0y (5,3(s)) + 0,7 (5,2(s))]
hgl_)s(}ip/ / = S)O‘H dsdt

b9 (L3 (1)) — ol (L (L) — o (5:3(5)) + 0t (,3(5))
_/ / hin_}sogp (1= )t dsdt
) / [ty PO B UHON 0200 oS0,

Predpoklady Lebesgueovy véty pouzité v prvnim kroku jsou splnény diky odhadu

jov? (£.2(1) — 037 (£.2(1) — 077 (5,3(s)) + 037 (5,2(5)))|

_ joy? (6,2(1) — 0] (£3(s))] + |oy? (£,3(s)) — 077 (5.2(s))|
- (t — s)otl

+ |O-1Z/’](t7‘%(t)) - 0-11/7]<t7'%(8))| + |O-IZ/’](t)i‘(S)) - Ull;’j(svj(s))’

(t — s)otl
|2(t) — 2(s)|| + (t — 5)°
< Mo (t — s)otl
|12(t) — 2(s)[| + (t — s)"
+ Mo (t — s)ot!

To je konvergentni majoranta, nebot

//< (2 <>||+<t—s> +Monaz-o»—:zz<s>||+<zf—s>ﬁ> s

— )a+1 (t_s)a—H
o [ [ o SLIETELW
Tl a4+
S 2]\40 <T||57||a,oo + (6 _ a)(l _ Oé—{-ﬁ)) < 00.

Celkem tedy

lim
k—o0

[ 012, (00 (50) g7 (5) — [ 02 (53(5)) A ()
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Déle plati

lim sup
k—o0

t
< lim sup /
k—o0 0

[ s anas - [, (s () as
G (5,8(5)) = G (5,7, (5))] ds

"k

T, ,
<limsup | [G(s,5(5)) = G, (5,70, (5))] ds
k—oo "
T, . .
<limsup [ |¢} (5,8(s)) = ¢, (5,7n,(5))| ds
k—o0 0 "k "k
T .
+limsup | [G(s.5(5) = €, (5,5(5))] ds
k—oco JO "

T
<timsup [ Ly fon,(s) = 3(5)] ds

k—o00

Gols.2(5)) = G, (5,2(s)] ds

T
+ lim sup
0 "

k—o0

< timsup (7L sup [ (1)~ 500

k—00 te[0,T)

Gols,(s)) = €, (5.3 (s))| ds

T
+ lim sup
0 k—o0
=0.
Lebesgueova véta ve ¢tvrtém kroku lze opét pouzit diky odhadu

G(s,(5) = €, (5,(5)| < [¢Us.2(s))| +
Dale

l/nk

[ 280 J5) 1+ 260(s) ds < 22T sup [3(s)]+2 | " Go(s) ds < oo,

tel0,T

a tedy 2Lg ||Z(s)]| + 2¢o(s) je konvergentni majoranta. Tudiz

lim =0.
k—o00

[ Glsateas — [G (s (o) s

Nyni limitnim prechodem pfi k& — oo na obou stranach rovnosti

O =+ [ (s ds+ 3 [ ot (s00,(5)) dg’5),
j=1

tel0,T], i=1,...

dostaneme

P = b+ [ Glsa)ds + 3 [ ot (57 A (9),

tel0T], i=1,...
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Tedy z jednoznacnosti feSeni plyne rovnost & = « a limy_,e0 || %0, — [, ., = 0.
Pokud by lim,, e ||y — 2|, o, # 0, dostali bychom stejné jako v ditkazu véty
spor. Tedy musi platit

=0.

a,00

A, =l

OJ
Vyse formulované véty uvedeme ve stochastické verzi. Dlikazy nejsou potieba, ne-
bot jsou to primé dusledky téchto tvrzeni aplikovanych na jednotlivé trajektorie.

Véta 16. UvazZujme stochastickou diferencidlni rovnict . Plati-li navic pro
konstantu p z predpokladu (H¢), Ze p > 1/a, potom existuje proces X na pro-
storu (2, A, P), jehoZ P-skoro viechny trajektorie leZi v prostorech Wy™>(0,T)
a C'2([0,T],RY). Navic, je-li Y jiné takové resent, potom plati X =Y skoro
Jiste.

Diikaz. Existence a jednoznacnost plyne z deterministické verze véty aplikované
na jednotlivé trajektorie. Méfitelnost X jakozto nahodného procesu plyne z di-
kazu existence (viz Nualart a Rascanu, [2002).

O

Véta 17. Nechl Y,,Y jsou ndhodné vektory na prostoru (2, A,P) s hodnotami
v R? takové, Ze Y, — Y skoro jisté. Za predpokladi véty budte X, (resp. X)
reseni z této véty rovnice s pocdtecni podminkou Y, (resp. Y ). Potom plati
[ Xn — X400 = 0 skoro jisté.

Véta 18. Necht (A, p) je metricky prostor. Necht pro kazdé v € A jsou splnény
predpoklady véty pro stochastickou diferencidlni rovnici s funkcemi oy, (,,
kde funkce o, C, spliuji predpoklady (H,),(H¢) s konstantami My, 5,0, L, VN €
N a funkei (o nezdvisejicimi na v a p > 1/a. Necht navic ezistuje K > 0 takové,
zeVv e A: |0,(0,0)| < K skoro jiste. Predpokladejme navic spojitou zdvislost
na parametrech v. Konkrétné necht plati nasledugjici podminka

3B € A, P(B) =1Vw € BVt [0,T] Vo € R?:

nhjglo ||0Vn (w,t,x) - O-V(W’tvr)n =0 & nlLHOlo ||CVn (w7t7m) - CV(thax)H =0,

kdykolivv € A, {v,}.>, C A spliugilim, o p(vn,v) = 0. Méjme v € A a posloup-
nost {v,}.—, C A wvyhovujici této podmince. Predpoklidejme ddle, Ze pro n € N
jsou X,,, X € W, tesent prislusnyjch rovnic s koeficienty o,,,¢,, a 0,,(,. Po-
tom plati

lim || X, — XH(mo =0

n—oo

skoro jiste.

2.3 Nahodné procesy a stochastické diferenci-
alni rovnice

Na zévér se budeme vénovat ndhodnym procestim. Jak bylo vySe zminéno,
k tomu, aby byl integral dobie definovany, pottebujeme procesy, jejichz trajektorie
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spadaji do prostoru Wj} ~4%9(0,T) skoro jisté. Uvedeme zde postacujici podminku
tohoto predpokladu a konkrétni priklady procesii. Jak je uvedeno v poznamece za
definici [6] staci ukédzat, Ze existuje € > 0 takové, Ze proces méa P-skoro vSechny
trajektorie (1 — o + €) - holderovské.

Definice 11. Necht X = {X;,t € [0,T]} je ndhodny proces s hodnotami v R.

1. Stredni hodnotou procesu X v case t € [0,T] rozmime u(t) = EX;, pokud
existuje.

2. Kovariancéni funkci K : [0,T] x [0,T] = R procesu X definujeme predpisem
K(t,s) = cov(Xy,Xs), pokud existuje.

3. Rekneme, Ze X je gaussovsky, pokud pro kazdé n € N a libovolnou n-tici
t1,. .t € [0,T] md ndhodny vektor (Xy,, ..., X)) normdini rozdélens.

Definice 12. Necht X = {X;,t € [0,T]},Y = {Y,,t € [0,T]} jsou ndhodné pro-

cesy na stejném pravdépodobnostnim prostoru (0, A,P) s hodnotami v R. Rek-
neme, Ze Y je (stochastickou) verzi X, pokud plati

Vte[0,7] 3A € A, P(A) =1 Vw € A: Xi(w) = Yi(w).

Poznamka. Je-1i'Y verzi X, potom se zpravidla tyto procesy chapou jako totozné,
prestoze mohou mit odlisné trajektorie.

Nyni jiz mizeme formulovat postacujici podminku pro existenci holderovské
verze nahodného procesu.

Véta 19. Necht X = {X;,t € [0,T]} je ndhodny proces s hodnotami v R a necht
existuji K > 0,m > 0,¢ > 0 takové, Ze pro kaZdé t,s € [0,T] plati

E|X, — X,|" < K|t — s|'*?.

Potom existuje nahodny proces Y = {Y;,t € [0,T|}, ktery je verzi X, takovy, Ze
jeho trajektorie jsou skoro jisté B-holderovské pro kaZdé [ < %
Uvedeme priklady ndhodnych procest, které vyhovuji nasim predpokladiim.

stochastickych diferencidlnich rovnicich napriklad ve finan¢éni matematice nebo
k modelovani riiznych prirodnich jevi.

Definice 13. Necht H € (0,1). Frakciondlni Browniv pohyb Bf = {BF t €
[0, T} je spojity gaussovsky proces takovy, Ze

e Vt € [0,T]: pu(t) =0,

e Vt,s€[0,T]: K(t,s)=1 (S2H + 27 — |t — s|2H> :

Parametru H se rikd Hurstuv index. Ve specidlnim ptipadé, ze H = 1/2, se
proces nazyva Browntv pohyb nebo téz Wieneriv proces. Frakcionalni Brownuv
pohyb mizeme tedy chapat jako zobecnéni Wienerova procesu. Lze ukazat, ze
existuje verze frakcionalniho Brownova pohybu takova, Ze jeji trajektorie jsou -
holderovské pro kazdé A < H (viz Biagini a kol., 2008, str. 11, véta 1.6.1.). Tedy
pokud H > 1/2, potom staci volit « > 1 — H, aby P-skoro vsechny trajektorie
lezely v prostoru C'=ete ¢ WA ~*>°(0,T) pro né&jaké € > 0 dostateéné malé.
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Definice 14. Necht H € (0,1). Liouvilletiv frakciondlni Browniv pohyb LBH =
{LBH t € [0,T]} je spojity gaussovsky proces takovy, Ze

e YVt €[0,T]: pu(t)=0,

e Vt,s€[0,T]:
min{t,s}
K(t,s) = / A(s,r)R(tr) dr,

0

kde R(t,r) = = t =) 200y (r), t,r e[0T,

1
eyl

Tento proces méa stejné jako frakcionalni Browniv pohyb verzi se skoro jisté
holderovskymi trajektoriemi s exponentem A pro kazdé A € (0,H).

Na zavér zminime Rosenblattuv proces s indexem H € (%,1), pro ktery existuje
stochasticka verze se skoro jisté A-holderovskymi trajektoriemi pro kazdé \ €
(0,H). Tento proces narozdil od predchozich neni gaussovsky a k jeho definici je
potieba zavést integral nahodné funkce vzhledem k Wienerovu procesu.
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Z.aver

V préaci jsem se zabyval frakciondlnim integralem a jeho pouzitim ve stochas-
tickych diferencialnich rovnicich. Nejprve byla popsana konstrukce integralu pro
deterministické funkce a jeho zakladni vlastnosti. Tyto vysledky se nasledné apli-
kovaly ve stochastickém integrovani a teorii diferencidlnich rovnic. Na kompilacni
c¢ast, kde byly formulovany jiz znamé vysledky z této oblasti, bylo navazano vlast-
nimi vysledky. Témi jsou kromé technického lemmatu dvé tvrzeni o spojitych
zavislostech na pocateéni podmince a parametru vystupujicim v koeficientech
rovnice. V posledni ¢asti prace jsem se zabyval nahodnymi procesy, které vy-
hovuji pozadavktm, jez klademe na integratory ve stochastickém frakcionalnim

vvvvvv

rada autort a ktery se bézné pouziva ve stochastickych diferencidlnich rovnicich.
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Seznam pouzitého znaceni

Ciselné obory, matice a vektory

C Mnozina komplexnich ¢isel

R Mnozina realnych c¢isel

R Prostor realnych matic typu m x n
N Mnozina prirozenych cisel

i Realna ¢ast komplexniho cisla

3 Imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla
A= (a");; Matice A s prvky a®’

AT Matice A transponovana

a** k-ty sloupec matice A = (a*7); ;
b= (b); Vektor b se slozkami b* chadpany jako sloupcovy
b* Vektor b transponovany

0 Nulovy vektor

16| Eukleidovska norma vektoru b

Pravdépodobnost a teorie miry

(HH) Métitelny prostor se o-algebrou
B(R?) Borelovskéd o-algebra na RY

A Lebesgueova mira

(Q,AP) Pravdépodobnostni prostor

EX Stredni hodnota ndhodné veliciny X
cov(X,Y) Kovariance ndhodnych veli¢in X a Y
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