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v obecném případě s neomezenou variací. Toho se s výhodou využije v teorii sto-
chastických diferenciálních rovnic, kde některé náhodné procesy nemají omezenou
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Úvod
Práce se zabývá teorií stochastického integrování aplikovanou ve stochastic-

kých diferenciálních rovnicích s náhodnými procesy, jejichž trajektorie jsou höl-
derovsky spojité. Těmi jsou například frakcionální Brownův pohyb, Liouvilleův
frakcionální Brownův pohyb nebo Rosenblattův proces.

Teorií stochastických integrálů vzhledem k frakcionálnímu Brownovu pohybu,
jako jsou například Wienerovy integrály, se zabývala řada autorů — například
Biagini, Hu, Øksendal a Zhang (2008), Decreusefond a Üstünel (1999), Feyel a
Pradelle (1999) nebo Lin (1995). Integrály vzhledem ke gaussovským procesům
jsou analyzovány v článcích autorů Alós, Mazet a Nualart (2001) nebo Øksendal
(2003), který se podrobně věnuje integrálu vzhledem k Wienerovu procesu. Roz-
sáhlá teorie Riemannova-Liouvilleova frakcionálního integrálu a derivace je vy-
budována v knize Samko, Kilbas a Marichev (1993), čehož využívá článek Zähle
(1998), kde je definován frakcionální integrál. Ten je technicky méně náročný než
běžné stochastické integrály. Autorka v článku zároveň ukazuje základní vlast-
nosti integrálu a vztahy k jiným integrálům. Na to navazují Nualart a Răşcanu
(2002), kteří dokázali jednoznačnost řešení rovnice typu

𝑋 𝑖(𝑡) = 𝑋 𝑖
0 +

∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖(𝑠,𝑋(𝑠)) d𝑠+

𝑚∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗(𝑠,𝑋(𝑠)) d𝐵𝑗

𝑠 ,

𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑖 = 1, . . . ,𝑑, (1)

kde 𝐵𝑗 jsou nezávislé frakcionální Brownovy pohyby a funkce 𝜎 a 𝜁 splňují jisté
podmínky spojitosti a hladkosti. Stochastickými diferenciálními rovnicemi s frak-
cionálním Brownovým pohybem nebo jinými hölderovskými procesy se zabývají
také Maslowski a Nualart (2003), Maslowski a Čoupek (2017) nebo Ruzmaikina
(2000).

Práce navazuje především na výsledky prací autorů Nualart a Răşcanu (2002)
a Zähle (1998). V první kapitole je definován frakcionální integrál, a to v případě,
že interand a integrátor jsou deterministické. Nejprve se ale definují operátory
frakcionálního kalkulu. Ty totiž hrají důležitou roli v definici frakcionálního in-
tegrálu a odvíjí se od nich jeho vlastnosti i podmínky, jež klademe na zúčastněné
funkce.

Na teorii vybudovanou v první kapitole navazuje kapitola druhá, kde se inte-
grál aplikuje ve stochastickém integrování. Nejprve se formulují výsledky o dife-
renciálních rovnicích ve tvaru (1) dokázané v článku Nualart a Răşcanu (2002),
na které je v sekci 2.2 navázáno vlastními výsledky. Jako první je odvozen odhad
v lemmatu 13, který usnadňuje technické výpočty v dalších důkazech. Důleži-
tější jsou ovšem následující dvě věty. Jako první je dokázána věta 14 — věta
o spojité závislosti řešení na počáteční podmínce. V důkazu se nejprve ukáže
omezenost řešení v prostoru hölderovsky spojitých funkcí, což následně zaručuje
existenci konvergentní podposloupnosti díky tvrzení o relativní kompaktnosti.
V další technicky náročnější části je identifikována limita této podposloupnosti
pomocí limitního přechodu na obou stranách rovnice a následně je ukázána kon-
vergence posloupnosti všech řešení důkazem sporem. Následující část se zabývá
situací, že funkce 𝜎 a 𝜁 v rovnici (1) závisí na parametru z určitého metrického
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prostoru. Věta 15 říká, že i zde řešení spojitě závisí na těchto parametrech. Důkaz
se opět opírá o tvrzení o relativní kompaktnosti, limitní přechod je ovšem tech-
nicky náročnější. Výsledky jsou teoretického charakteru, ale jsou aplikovatelné
i v praxi. Můžeme si například představit situaci, že by v rovnici vystupovaly em-
piricky odhadnuté parametry (resp. odhadnutá počáteční podmínka), případně
konstanty zatížené chybou. Výsledky by se také daly využít ke zkoumání stability
numerických metod řešení těchto rovnic.

Poslední kapitola je věnována procesům, které mají hölderovsky spojité tra-
jektorie. Ty lze použít jako integrátory ve stochastickém frakcionálním integrálu
a vztahují se na ně výsledky z kapitoly 2. Nejdůležitějším z nich je frakcionální
Brownův pohyb, který se běžně používá pro modelování nejrůznějších přírodních
jevů a pro modely ve finanční matematice. Také je zde formulována postačující
podmínka pro existenci hölderovské verze procesu.
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1. Riemannův-Liouvilleův
frakcionální kalkulus a
frakcionální integrál
1.1 Riemannův-Liouvilleův integrál a derivace

Operátory frakcionálního kalkulu lze v jistém smyslu chápat jako zobecnění
klasické integrace a derivace. Umožňují definovat tyto operace i pro neceločíselný
řád. Přístup je ovšem zcela odlišný a definiční obory těchto operátorů se také
výrazně liší od těch z klasického kalkulu. Indukce je též opačná než v běžném
případě — nejprve definujeme integrál a až poté derivaci jakožto inverzní operaci
na vhodném prostoru funkcí. Ještě než přistoupíme k teorii, poznamenejme, že
všechny vyskytující se integrály, nebude-li řečeno jinak, se uvažují ve smyslu Lebe-
sgueova integrálu. V celé kapitole také budeme pracovat s funkcemi na omezeném
intervalu (𝑎,𝑏), kde 𝑎,𝑏 ∈ ℝ, 𝑎 < 𝑏 jsou libovolná.

Na úvod ještě zmiňme, že Lebesgueův integrál pro měřitelnou funkci
𝑓 : (𝑎,𝑏) → ℂ definujeme po složkách. Tedy∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎
ℜ𝑓(𝑥) d𝑥+ 𝑖

∫︁ 𝑏

𝑎
ℑ𝑓(𝑥) d𝑥.

Definice 1. Pro 𝑝 ∈ [1,∞] definujeme normovaný lineární prostor funkcí 𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
jako prostor

𝐿𝑝(𝑎,𝑏) = {𝑓 : [𝑎,𝑏] → ℂ : f je měřitelná & ‖𝑓‖𝐿𝑝 < ∞} ,

kde normu definujeme

‖𝑓‖𝐿𝑝 =
⎧⎨⎩
(︁∫︀ 𝑏

𝑎 |𝑓(𝑥)|𝑝 d𝑥
)︁ 1
𝑝 , je-li 𝑝 ∈ [1,∞),

inf {𝑐 ∈ ℝ : 𝜆({𝑥 ∈ (𝑎,𝑏) : |𝑓(𝑥)| > 𝑐}) = 0} , je-li 𝑝 = ∞.

Poznámka. Značení prostorů budeme zkracovat na 𝐿𝑝, pokud bude z kontextu
zřejmé, na jakém intervalu se nacházíme. Formálně prostor 𝐿𝑝 tvoří třídy ekvi-
valence definované vztahem 𝑓 ≡ 𝑔 právě tehdy, když 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) platí pro skoro
všechna 𝑥 ∈ [𝑎,𝑏]. Množinu funkcí z 𝐿𝑝 s hodnotami v ℝ chápeme jako podmno-
žinu výše definovaného prostoru.

Nyní již mužeme definovat Riemannův-Liouvilleův integrál.
Definice 2. Mějme funkci 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑎,𝑏) a 𝛼 > 0. Levostranný a pravostranný
Riemannův-Liouvilleův integrál (dále též R-L integrál) funkce 𝑓 řádu 𝛼 definujeme
pro skoro všechna 𝑥 ∈ (𝑎,𝑏) po řadě předpisy

(𝐼𝛼
𝑎+𝑓)(𝑥) = 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥

𝑎
(𝑥− 𝑦)𝛼−1𝑓(𝑦) d𝑦, (1.1)

(𝐼𝛼
𝑏−𝑓)(𝑥) = (−1)−𝛼

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑏

𝑥
(𝑥− 𝑦)𝛼−1𝑓(𝑦) d𝑦. (1.2)

Zde

(−1)−𝛼 = 𝑒−𝑖𝜋𝛼 a Γ(𝑡) =
∫︁ ∞

0
𝑦𝑡−1𝑒−𝑦 d𝑦, 𝑡 ∈ (0,∞).
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Lze ukázat, že integrály (1.1) a (1.2) existují konečné pro skoro všechna
𝑥 ∈ (𝑎,𝑏). Faktor (−1)−𝛼, který budeme dále v textu uvažovat definovaný stejně
jako výše, bývá v literatuře často vynecháván, přestože v původní Liouvillově de-
finici se objevuje. Riemannovy-Liouvilleovy integrály bývají též částo nazývány
frakcionální integrály. My se ovšem tohoto označení nebudeme držet z důvodu
kolize názvu s integrálem definovaným v části 1.2.

Pro 𝑝 ∈ [1,∞] označme 𝐼𝛼
𝑎+(𝐿𝑝(𝑎,𝑏)) a 𝐼𝛼

𝑏−(𝐿𝑝(𝑎,𝑏)) obrazy prostoru 𝐿𝑝(𝑎,𝑏)
při daném zobrazení. Protože jsou tyto třídy funkcí důležité pro definici frakci-
onálního integrálu, uvedeme zde lemma, jež nám dá lepší představu o tom, jak
vypadají. Nejprve ale definujeme prostor hölderovských funkcí.

Definice 3. Mějme 𝑑 ∈ ℕ a 𝜆 ∈ (0,1]. Prostorem 𝜆-hölderovských funkcí na
omezeném intervalu 𝐼 ⊂ ℝ s hodnotami v ℝ𝑑 (resp. ℂ) rozumíme lineární prostor
nad tělesem ℝ (resp. ℂ)

𝐶𝜆(𝐼,ℝ𝑑) =
{︁
𝑓 : 𝐼 → ℝ𝑑 : ‖𝑓‖𝐶𝜆 < ∞

}︁
,

resp.
𝐶𝜆(𝐼,ℂ) = {𝑓 : 𝐼 → ℂ : ‖𝑓‖𝐶𝜆 < ∞} ,

kde
‖𝑓‖𝐶𝜆 = sup

𝑡∈𝐼
‖𝑓(𝑡)‖ + sup

𝑠, 𝑡∈𝐼: 𝑠<𝑡

‖𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)‖
(𝑡− 𝑠)𝜆

,

resp.
‖𝑓‖𝐶𝜆 = sup

𝑡∈𝐼
|𝑓(𝑡)| + sup

𝑠, 𝑡∈𝐼: 𝑠<𝑡

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)|
(𝑡− 𝑠)𝜆

.

Poznámka. Přímo z definice lze snadno ověřit, že platí následující vlastnosti.

• Dvojice
(︁
𝐶𝜆(𝐼,ℝ𝑑), ‖ · ‖𝐶𝜆

)︁
je normovaný lineární prostor.

• Pro 𝑓 ∈ 𝐶𝜆(𝐼,ℝ𝑑) existuje 𝐾 ∈ ℝ, 0 < 𝐾 < ∞ takové, že pro každou
dvojici 𝑡, 𝑠 ∈ 𝐼 je ‖𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)‖ ≤ 𝐾|𝑡− 𝑠|𝜆.

• Platí 𝐶𝜆(𝐼,ℝ𝑑) ⊂ 𝐶 𝜆̂(𝐼,ℝ𝑑) pro každé 𝜆̂ takové, že 0 < 𝜆̂ ≤ 𝜆.

• Volbou 𝜆 = 1 dostaneme prostor lipschitzovských funkcí.

Obdobná tvrzení platí i pro
(︁
𝐶𝜆(𝐼,ℂ), ‖ · ‖𝐶𝜆

)︁
.

Lemma 1. Mějme 1 > 𝛼 > 0. Pro 𝑝 ∈ [1,∞) položme 𝑞 = 𝑝
1−𝛼𝑝

.

1. Je-li 𝑝 ∈ (1,∞) a 𝛼𝑝 < 1, potom 𝐼𝛼
𝑎+(𝐿𝑝) = 𝐼𝛼

𝑏−(𝐿𝑝) ⊂ 𝐿𝑞.

2. Je-li 𝑝 ∈ [1,∞) a 𝛼𝑝 > 1, potom
𝐼𝛼

𝑎+(𝐿𝑝) ∪ 𝐼𝛼
𝑏−(𝐿𝑝) ⊂ 𝐶𝛼−1/𝑝 ((𝑎,𝑏),ℂ) .

3. Platí 𝐼𝛼
𝑎+(𝐿∞) ∪ 𝐼𝛼

𝑏−(𝐿∞) ⊂ 𝐶𝛼 ((𝑎,𝑏),ℂ) .

Důkaz. Podrobný důkaz silnějších tvrzení je k nalezení v knize Samko, Kilbas a
Marichev (1993)[str. 66 – 67].

□
Nyní máme vše připraveno pro definici frakcionální derivace. Tato operace se de-
finuje jen na prostorech 𝐼𝛼

𝑎+(𝐿𝑝) (resp. 𝐼𝛼
𝑏−(𝐿𝑝)), abychom dostali některé důležité

vlastnosti, které použijeme v další části.
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Definice 4. Pro 𝛼 ∈ (0,1) a 𝑓 ∈ 𝐼𝛼
𝑎+(𝐿𝑝(𝑎,𝑏)) (resp. 𝑓 ∈ 𝐼𝛼

𝑏−(𝐿𝑝(𝑎,𝑏))) definu-
jeme levostrannou (resp. pravostrannou) Riemannovu-Liouvilleovu (frakcionální)
derivaci (dále též R-L derivaci) ve skoro všech bodech 𝑥 ∈ (𝑎,𝑏) předpisem

(𝐷𝛼
𝑎+𝑓)(𝑥) = 1

Γ(1 − 𝛼)

(︃
𝑓(𝑥)

(𝑥− 𝑎)𝛼
+ 𝛼

∫︁ 𝑥

𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)
(𝑥− 𝑦)𝛼+1 𝑑𝑦

)︃
, (1.3)

resp.

(𝐷𝛼
𝑏−𝑓)(𝑥) = (−1)𝛼

Γ(1 − 𝛼)

(︃
𝑓(𝑥)

(𝑏− 𝑥)𝛼
+ 𝛼

∫︁ 𝑏

𝑥

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)
(𝑦 − 𝑥)𝛼+1 𝑑𝑦

)︃
. (1.4)

Všimněme si, že zatímco integrál je definován pro libovolné 𝛼 > 0, u derivace
se omezujeme na případ 𝛼 ∈ (0,1). Pro naše účely je tato definice postačující.
Různá zobecnění na větší množinu přípustných řádů 𝛼 lze nalézt v obsáhlé práci
Samko a kol. (1993). Podobně jako u R-L integrálu lze ukázat, že derivace exis-
tuje konečná skoro všude na intervalu (𝑎,𝑏). Derivaci i integrál chápeme jako
prvek prostoru 𝐿𝑝(𝑎,𝑏) pro nějaké 𝑝 ∈ [1,∞]. K definici ještě poznamenejme, že
Riemannovy-Liouvilleovy derivace bývají též uváděny v ekvivalentní formě

(𝐷𝛼
𝑎+𝑓)(𝑥) = 1

Γ(1 − 𝛼)
d
d𝑥

∫︁ 𝑥

𝑎

𝑓(𝑦)
(𝑥− 𝑦)𝛼

d𝑦, (1.5)

resp.

(𝐷𝛼
𝑏−𝑓)(𝑥) = (−1)𝛼+1

Γ(1 − 𝛼)
d
d𝑥

∫︁ 𝑏

𝑥

𝑓(𝑦)
(𝑦 − 𝑥)𝛼

d𝑦. (1.6)

Jak již bylo zmíněno, Riemannovy-Liouvilleovy operátory integrace a derivace
jsou na vhodných prostorech vzájemně inverzní. Zároveň mají některé vlastnosti,
na které jsme zvyklí z klasického kalkulu. Nejdůležitější poznatky shrnuje násle-
dující věta. Tvrzení formulujeme pouze pro levostrannou verzi. Pro pravostrannou
platí zcela analogicky.

Věta 2. R-L integrál a derivace splňují následující vlastnosti.

1. Operátory 𝐷𝛼
𝑎+ : 𝐼𝛼

𝑎+(𝐿1) → 𝐿1 a 𝐼𝛼
𝑎+ : 𝐿1 → 𝐼𝛼

𝑎+(𝐿1) jsou lineární pro
každé 𝛼 > 0 (resp. 𝛼 ∈ (0,1) v případě derivace).

2. Pro 𝛼 ∈ (0,1), 𝑓 ∈ 𝐿1 platí 𝐷𝛼
𝑎+(𝐼𝛼

𝑎+𝑓) = 𝑓 .

3. Pro 𝛼 ∈ (0,1), 𝑓 ∈ 𝐼𝛼
𝑎+(𝐿1) platí 𝐼𝛼

𝑎+(𝐷𝛼
𝑎+𝑓) = 𝑓 .

4. Nechť 𝛼 > 0, 𝛽 > 0, potom 𝐼𝛼
𝑎+(𝐼𝛽

𝑎+𝑓) = 𝐼𝛼+𝛽
𝑎+ 𝑓 pro každé 𝑓 ∈ 𝐿1.

5. Nechť 𝛼 > 0, 𝛽 > 0 jsou takové, že 𝛼+ 𝛽 < 1, potom 𝐷𝛼
𝑎+(𝐷𝛽

𝑎+𝑓) = 𝐷𝛼+𝛽
𝑎+ 𝑓

pro každé 𝑓 ∈ 𝐼𝛼+𝛽
𝑎+ (𝐿1).

6. Pro 𝑓 ∈ 𝐿1 platí lim𝛼→0+ 𝐼
𝛼
𝑎+𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) pro skoro všechna 𝑥 ∈ (𝑎,𝑏).

Důkaz. Linearita je zřejmá. Důkazy ostatních tvrzení jsou provedeny v práci
Samko a kol. (1993) na stranách 44 – 51.

□
V této části ještě formulujeme dvě podobná tvrzení, jež také připomínají dobře
známé vzorce. Jde o takzvané věty o integraci per partes.
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Věta 3 (První věta o integraci per partes). Nechť 𝛼 > 0 a mějme dvě funkce
𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑎,𝑏), 𝑔 ∈ 𝐿𝑞(𝑎,𝑏), kde buď 𝑝 ∈ [1,∞], 𝑞 ∈ [1,∞] a 1/𝑝+ 1/𝑞 < 1 + 𝛼, nebo
𝑝 ∈ (1,∞], 𝑔 ∈ (1,∞] a 1/𝑝+ 1/𝑞 = 1 + 𝛼. Potom∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)(𝐼𝛼

𝑎+𝑔)(𝑥) d𝑥 = (−1)𝛼
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)(𝐼𝛼

𝑏−𝑓)(𝑥) d𝑥.

Důkaz. Samko a kol. (1993, str. 34).
□

Poznámka. Výraz „ 1
∞ “ chápeme jako 0.

Věta 4 (Druhá věta o integraci per partes). Nechť 𝛼 ∈ (0,1) a 𝑝, 𝑞 ∈ [1,∞]
splňují 1/𝑝+1/𝑞 ≤ 1+𝛼. Jestliže 𝑓 ∈ 𝐼𝛼

𝑏−(𝐿𝑝(𝑎,𝑏)), 𝑔 ∈ 𝐼𝛼
𝑎+(𝐿𝑞(𝑎,𝑏)), potom platí

(−1)𝛼
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)(𝐷𝛼

𝑎+𝑔)(𝑥) d𝑥 =
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)(𝐷𝛼

𝑏−𝑓)(𝑥) d𝑥.

Důkaz. Samko a kol. (1993, str. 46, důsledek 2).
□

1.2 Frakcionální integrál a jeho základní vlast-
nosti

V následující části definujeme frakcionální integrál. K tomu z velké části vy-
užijeme teorii z předchozí sekce. Dále představíme základní vlastnosti a ukážeme
některé odhady integrálu, jež využijeme v teorii stochastických diferenciálních
rovnic. Pro ilustraci formulujeme také tvrzení o vztahu integrálu k běžnému
Lebesgueovu-Stieljesovu integrálu.

Ještě před definicí zavedeme značení, které částečně zjednoduší zápis. Buď
𝑓 : (𝑎,𝑏) → ℂ. Budeme používat následující značení

𝑓(𝑎+) = lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥),

𝑓(𝑏−) = lim
𝑥→𝑏−

𝑓(𝑥),

pokud limity existují vlastní. V tomto případě dále pro 𝑥 ∈ (𝑎,𝑏) označme

𝑓𝑎+(𝑥) = (𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎+)),
𝑓𝑏−(𝑥) = (𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑏−)).

Definice 5. Nechť 𝑝, 𝑞 ∈ [1,∞] splňují 1/𝑝 + 1/𝑞 ≤ 1. Buď 𝛼 ∈ (0,1) a nechť
𝑓, 𝑔 : (𝑎,𝑏) → ℂ jsou funkce takové, že 𝑓(𝑎+), 𝑔(𝑎+) a 𝑔(𝑏−) existují a navíc
𝑓𝑎+ ∈ 𝐼𝛼

𝑎+(𝐿𝑝(𝑎,𝑏)) a 𝑔𝑏− ∈ 𝐼1−𝛼
𝑏− (𝐿𝑞(𝑎,𝑏)). Frakcionální integrál funkce 𝑓 vzhledem

k funkci 𝑔 na intervalu (𝑎,𝑏) definujeme předpisem

(F)
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑔(𝑥) = (−1)𝛼

∫︁ 𝑏

𝑎
(𝐷𝛼

𝑎+𝑓𝑎+)(𝑥)(𝐷1−𝛼
𝑏− 𝑔𝑏−)(𝑥) d𝑥

+ 𝑓(𝑎+) (𝑔(𝑏−) − 𝑔(𝑎+)) . (1.7)
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Je-li 𝑔 reálná, potom funkce (−1)𝛼(𝐷1−𝛼
𝑏− 𝑔𝑏−) je také reálná, neboť komplexní

mocniny se pokrátí. Tedy, jsou-li obě funkce 𝑓 a 𝑔 reálné, integrál má reálnou
hodnotu. Z Hölderovy nerovnosti plyne⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑏

𝑎
(𝐷𝛼

𝑎+𝑓𝑎+)(𝑥)(𝐷1−𝛼
𝑏− 𝑔𝑏−)(𝑥) d𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

⃦⃦⃦
(𝐷𝛼

𝑎+𝑓𝑎+)(𝐷1−𝛼
𝑏− 𝑔𝑏−)

⃦⃦⃦
𝐿1

≤
⃦⃦⃦
𝐷𝛼

𝑎+𝑓𝑎+

⃦⃦⃦
𝐿𝑝′

⃦⃦⃦
𝐷1−𝛼

𝑏− 𝑔𝑏−

⃦⃦⃦
𝐿𝑞′ < ∞,

kde 0 < 𝑝′ ≤ 𝑝 a 0 < 𝑞′ ≤ 𝑞 splňují 1/𝑝′ + 1/𝑞′ = 1. Nebude-li třeba integrál
explicitně odlišit, budeme označení (F) vynechávat.
Poznámka. Frakcionální integrál je zřejmě lineární funkcionál vzhledem k inte-
grandu. Konkrétně pro 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ a funkce 𝑓, ℎ, 𝑔 platí∫︁ 𝑏

𝑎
𝑎 · 𝑓(𝑥) + 𝑏 · ℎ(𝑥) d𝑔(𝑥) = 𝑎

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑔(𝑥) + 𝑏

∫︁ 𝑏

𝑎
ℎ(𝑥) d𝑔(𝑥),

pokud všechny integrály existují ve smyslu definice 5. Tato vlastnost snadno plyne
z linearity R-L derivací a Lebesgueova integrálu.

Lemma 5. Jsou-li předpoklady definice 5 splněny pro dvě různá 𝛼1, 𝛼2 ∈ (0,1),
potom hodnota integrálu (1.7) nezávisí na volbě parametru, a tedy definice je ko-
rektní.

Důkaz. Důkaz využívá vlastností R-L derivace z věty 2 a je proveden v článku
Zähle (1998, str. 340, tvrzení 2.1.).

□
Pro některé funkce lze výraz (1.7) zjednodušit. Nechť jsou splněny předpoklady
definice 5 a navíc je 𝑝 ∈ [1,∞) a 𝛼𝑝 < 1. Potom platí∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑔(𝑥) = (−1)𝛼

∫︁ 𝑏

𝑎
(𝐷𝛼

𝑎+𝑓)(𝑥)(𝐷1−𝛼
𝑏− 𝑔𝑏−)(𝑥) d𝑥 (1.8)

(viz článek Zähle (1998, pozorování na str. 340 – 341)).
Následující dvě tvrzení ilustrují, že integrál má vlastnosti, jež bychom intui-

tivně očekávali.

Věta 6. Nechť 𝑎 ≤ 𝑐 < 𝑑 < 𝑏. Je-li 𝑔 ∈ 𝐶𝜆 ((𝑎,𝑏),ℂ) pro nějaké 𝜆, potom
následující integrály jsou definované a splňují rovnosti∫︁ 𝑏

𝑎
I(𝑐,𝑑](𝑥) d𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑑) − 𝑔(𝑐),

a ∫︁ 𝑏

𝑎
I(𝑐,𝑏)(𝑥) d𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑏−) − 𝑔(𝑐),

kde 𝑔(𝑐) je třeba nahradit výrazem 𝑔(𝑎+), pokud c=a.

Důkaz. Důkaz je k nalezení v práci Zähle (1998, str. 341, tvrzení 2.2.).
□
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Poznámka. Funkce I(𝑐,𝑑] ve větě značí charakteristickou funkci (též identifikátor)
intervalu (𝑐,𝑑]. Tedy

I(𝑐,𝑑](𝑥) =
⎧⎨⎩1, je-li 𝑥 ∈ (𝑐,𝑑],

0, jinak.

Obdobně se definuje I(𝑐,𝑏).

Věta 7. Nechť 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑦 < 𝑧 ≤ 𝑏. Platí

1. ∫︁ 𝑦

𝑥
𝑓(𝑡) d𝑔(𝑡) =

∫︁ 𝑏

𝑎
I(𝑥,𝑦)(𝑡)𝑓(𝑡) d𝑔(𝑡),

2. ∫︁ 𝑦

𝑥
𝑓(𝑡) d𝑔(𝑡) +

∫︁ 𝑧

𝑦
𝑓(𝑡) d𝑔(𝑡) =

∫︁ 𝑧

𝑥
𝑓(𝑡) d𝑔(𝑡) − 𝑓(𝑦) (𝑔(𝑦+) − 𝑔(𝑦−)) ,

jsou-li všechny integrály definovány ve smyslu definice 5.

Důkaz. K dohledání v práci Zähle (1998, str. 345, věta 2.5.).
□

Sekci zakončíme tvrzením o vztahu k Lebesgueovu-Stiejtesovu integrálu. Větu
pro jednoduchost uvedeme pouze pro případ, že vystupující funkce jsou reálné.

Věta 8. Nechť 𝑓, 𝑔 jsou reálné funkce splňující předpoklady v definici 5. Nechť
má navíc 𝑔 omezenou variaci a označme 𝜇 (znaménkovou) míru, kterou definuje.
Je-li

(L)
∫︁ 𝑏

𝑎
𝐼𝛼

𝑎+

(︁
|𝐷𝛼

𝑎+𝑓𝑎+|
)︁

(𝑥) d𝜇(𝑥) < ∞,

potom
(F)

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑔(𝑥) = (L − S)

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑔(𝑥).

Důkaz. Obecnější verze tvrzení je dokázána v Zähle (1998, str. 343, tvrzení 2.4.).
□

1.3 Speciální případ reálných funkcí na inter-
valu [0,𝑇 ]

Stochastické diferenciální rovnice typicky pracují s procesy na intervalu [0,𝑇 ],
kde 0 < 𝑇 < ∞. Ve zbytku práce se budeme zabývat výhradně tímto přípa-
dem a navíc pouze reálnými funkcemi. Zvolme pevný parametr 0 < 𝛼 < 1/2
a 0 < 𝑇 < ∞. Definujeme dva důležité prostory funkcí, se kterými budeme pra-
covat v kapitole 2. Lze snadno ověřit, že následující prostory jsou normovanými
lineárními prostory.
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Definice 6. Prostorem 𝑊 1−𝛼,∞
𝑇 (0,𝑇 ) rozumíme normovaný lineární prostor

𝑊 1−𝛼,∞
𝑇 (0,𝑇 ) =

{︁
𝑔 : [0,𝑇 ] → ℝ : g je měřitelná & ‖𝑔‖1−𝛼,∞,𝑇 < ∞

}︁
,

kde normu ‖ · ‖1−𝛼,∞,𝑇 definujeme předpisem

‖𝑔‖1−𝛼,∞,𝑇 = sup
0<𝑠<𝑡<𝑇

(︃
|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑠)|
(𝑡− 𝑠)1−𝛼

+
∫︁ 𝑡

𝑠

|𝑔(𝑦) − 𝑔(𝑠)|
(𝑦 − 𝑠)2−𝛼

d𝑦
)︃
. (1.9)

Poznámka. Dají se ukázat následující vlastnosti.

• Pro každé 𝜖 > 0 platí 𝐶1−𝛼+𝜖((0,𝑇 ),ℝ) ⊂ W 1−𝛼,∞
𝑇 (0,𝑇 ) ⊂ 𝐶1−𝛼((0,𝑇 ),ℝ).

• Je-li 𝑔 ∈ W 1−𝛼,∞
𝑇 (0,𝑇 ), potom pro každé 𝑡 ∈ (0,𝑇 ] je 𝑔|(0,𝑡) ∈ 𝐼1−𝛼

𝑡− (𝐿∞(0,𝑡)),
kde 𝑔|(0,𝑡) značí restrikci 𝑔 na (0,𝑡).

Pro 𝑔 ∈ W 1−𝛼,∞
𝑇 (0,𝑇 ) označme

Λ𝛼(𝑔) = 1
Γ(1 − 𝛼) sup

0<𝑠<𝑡<𝑇
|(𝐷1−𝛼

𝑡− 𝑔)(𝑠)|.

Potom zřejmě platí

Λ𝛼(𝑔) = 1
Γ(1 − 𝛼) sup

0<𝑠<𝑡<𝑇

(︃
1

Γ(𝛼)

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑠)

(𝑡− 𝑠)1−𝛼
+ 𝛼

∫︁ 𝑡

𝑠

𝑔(𝑠) − 𝑔(𝑦)
(𝑦 − 𝑠)2−𝛼

d𝑦
⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

≤ 1
Γ(1 − 𝛼)Γ(𝛼) sup

0<𝑠<𝑡<𝑇

(︃
|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑠)|
(𝑡− 𝑠)1−𝛼

+
∫︁ 𝑡

𝑠

|𝑔(𝑠) − 𝑔(𝑦)|
(𝑦 − 𝑠)2−𝛼

d𝑦
)︃

≤ 1
Γ(1 − 𝛼)Γ(𝛼) ‖𝑔‖1−𝛼,∞,𝑇 < ∞.

Definice 7. Prostor 𝑊 𝛼,1
𝑇 (0,𝑇 ) definujeme jako vektorový prostor

𝑊 𝛼,1
𝑇 (0,𝑇 ) =

{︁
𝑓 : [0,𝑇 ] → ℝ : f je měřitelná & ‖𝑓‖𝛼,1 < ∞

}︁
,

spolu s normou

‖𝑓‖𝛼,1 =
∫︁ 𝑇

0

|𝑓(𝑠)|
𝑠𝛼

d𝑠+
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑠

0

|𝑓(𝑠) − 𝑓(𝑦)|
(𝑠− 𝑦)𝛼+1 d𝑦 d𝑠. (1.10)

Lze ukázat, že je-li 𝑓 ∈ W 𝛼,1
𝑇 (0,𝑇 ), potom pro každé 𝑡 ∈ (0,𝑇 ] platí 𝑓|(0,𝑡) ∈

𝐼𝛼
0+(𝐿1(0,𝑡)).

Díky vlastnostem těchto prostorů pro každou funkci 𝑓 ∈ W 𝛼,1
𝑇 (0,𝑇 ) a 𝑔 ∈

W 1−𝛼,∞
𝑇 (0,𝑇 ) a pro každé 𝑡 ∈ (0,𝑇 ] integrál∫︁ 𝑡

0
𝑓(𝑥) d𝑔(𝑥)
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je dobře definován a navíc lze psát ve tvaru (1.8). Pro 𝑡 = 0 je přirozené hodnotu
integrálu definovat jako 0. Dále pro libovolné 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] platí následující odhad⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝑓(𝑥) d𝑔(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
= 1

Γ(1 − 𝛼)

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
(𝐷𝛼

0+𝑓)(𝑠)(𝐷1−𝛼
𝑡− 𝑔𝑡−)(𝑠) d𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0

⃒⃒⃒
(𝐷𝛼

0+𝑓)(𝑠)(𝐷1−𝛼
𝑡− 𝑔𝑡−)(𝑠)

⃒⃒⃒
d𝑥

≤ 1
Γ(1 − 𝛼) sup

0<𝑠<𝑡<𝑇

⃒⃒⃒
(𝐷1−𝛼

𝑡− 𝑔𝑡−)(𝑠)
⃒⃒⃒ ∫︁ 𝑡

0

⃒⃒⃒
(𝐷𝛼

0+𝑓)(𝑠)
⃒⃒⃒

d𝑥

≤ 1
Γ(1 − 𝛼) sup

0<𝑠<𝑡<𝑇

⃒⃒⃒
(𝐷1−𝛼

𝑡− 𝑔𝑡−)(𝑠)
⃒⃒⃒ ∫︁ 𝑇

0

⃒⃒⃒
(𝐷𝛼

0+𝑓)(𝑠)
⃒⃒⃒

d𝑥

= Λ𝛼(𝑔) ‖𝑓‖𝛼,1 . (1.11)
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2. Diferenciální rovnice
Teorii vybudovanou v předchozí kapitole budeme nyní aplikovat ve stochas-

tickém integrování a diferenciálních rovnicích. Budou-li funkce vystupující při in-
tegrování náhodné, definuje se frakcionální integrál po trajektoriích. Celou teorii
tedy provedeme pro deterministické funkce a zobecnění pro SDR bude relativně
přímočaré.

2.1 Existence a jednoznačnost řešení
Definice 8. Mějme (Ω,𝒜,ℙ) pravděpodobnostní prostor. Buď 𝐼 indexová množina
a pro 𝑖 ∈ 𝐼 buďte (𝐻𝑖,ℋ𝑖) měřitelné prostory. Nechť pro 𝑖 ∈ 𝐼 je 𝑋𝑖 : (Ω,𝒜) →
(𝐻𝑖,ℋ𝑖) měřitelné zobrazení. Potom systém náhodných veličin 𝑋 = {𝑋𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼}
nazveme náhodným procesem.

My se budeme zabývat především reálnými náhodnými procesy — tedy pří-
padem, že pro každé 𝑖 ∈ 𝐼 je (𝐻𝑖,ℋ𝑖) = (ℝ𝑑,ℬ(ℝ𝑑)), kde 𝑑 ∈ ℕ. Omezíme se též
na případ, že 𝐼 = [0,𝑇 ] pro nějaké 𝑇 ∈ (0,∞). Na takovýto náhodný proces lze
nahlížet více způsoby. Jednak je to funkce dvou proměnných 𝑋 : [0,𝑇 ] × Ω → ℝ𝑑.
Zvolíme-li 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] pevné, je 𝑋𝑡 náhodný vektor. Naopak pro 𝜔 ∈ Ω je zobrazení
𝑡 ↦−→ 𝑋𝑡(𝜔), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] funkce jedné reálné proměnné s hodnotami v ℝ𝑑 — tzv.
trajektorie. Poslední z pohledů bude pro konstrukci stochastického frakcionálního
integrálu zásadní. Budeme značit 𝑋𝑡 = 𝑋(𝑡) = 𝑋(𝑡,𝜔) podle toho, jakou závislost
budeme chtít zdůraznit.

V textu budeme používat následující maticovou normu.

Definice 9. Pro matici 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗)𝑖,𝑗 ∈ ℝ𝑚×𝑛 definujeme normu předpisem

‖𝐴‖ =
⎯⎸⎸⎷ 𝑚∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑖,𝑗|2.

Poznámka. Norma matice v definici výše skutečně splňuje vlastnosti normy a bývá
nazývána Frobeniova norma. Je-li 𝑛 = 1, norma splývá s eukleidovskou normou
vektoru.

Uvažujme následující soustavu stochastických diferenciálních rovnic (rovnici
v ℝ𝑑)

𝑋 𝑖(𝑡) = 𝑋 𝑖
0 +

∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖(𝑠,𝑋(𝑠)) d𝑠+

𝑚∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗(𝑠,𝑋(𝑠)) d𝑃 𝑗(𝑠),

𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑖 = 1, . . . ,𝑑, (2.1)

kde 𝑃 𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑑 jsou nezávislé náhodné procesy na (úplném) pravděpodob-
nostním prostoru (Ω,𝒜,ℙ) , 𝑋0 je náhodný vektor na témže prostoru s hodnotami
v ℝ𝑑 (tzv. počáteční podmínka) a funkce

𝜎𝑖,𝑗, 𝜁 𝑖 :
(︁
Ω × [0,𝑇 ] × ℝ𝑑,𝒜 × ℬ([0,𝑇 ]) × ℬ(ℝ𝑑)

)︁
→ (ℝ,ℬ(ℝ))

12



jsou měřitelná zobrazení. Označme matici 𝜎 = (𝜎𝑖,𝑗)𝑖,𝑗 a vektor 𝜁 = (𝜁 𝑖)𝑖. Předpo-
kládejme, že 𝜎 a 𝜁 splňují následující podmínky, které platí pro ℙ-skoro všechna
𝜔 ∈ Ω. Konstanty 𝑀𝑁 , 𝐿𝑁 , 𝐾0 a funkce 𝜁0 mohou záviset na 𝜔.

(𝐻𝜎) Složky 𝜎 jsou diferencovatelné vzhledem k druhé proměnné, existují kon-
stanty 𝛽 ∈ (0,1], 𝛿 ∈ (0,1] a pro každé 𝑁 ≥ 0 existuje 𝑀𝑁 > 0 takové, že
platí

(a) ∀ 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ𝑑 ∀ 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] : ‖𝜎(𝑡,𝑦) − 𝜎(𝑡,𝑧)‖ ≤ 𝑀0 ‖𝑦 − 𝑧‖ ,
(b) ∀𝑦, 𝑧 ∈ ℝ𝑑, ‖𝑦‖ , ‖𝑧‖ ≤ 𝑁 ∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ] ∀𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑑} :⃦⃦⃦

𝜕
𝜕𝑥𝑖
𝜎(𝑡,𝑦) − 𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜎(𝑡,𝑧)

⃦⃦⃦
≤ 𝑀𝑁 ‖𝑦 − 𝑧‖𝛿 ,

(c) ∀𝑦 ∈ ℝ𝑑 ∀𝑡,𝑠 ∈ [0,𝑇 ] ∀𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑑} :
‖𝜎(𝑡,𝑦) − 𝜎(𝑠,𝑦)‖ +

⃦⃦⃦
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜎(𝑡,𝑦) − 𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝜎(𝑠,𝑦)

⃦⃦⃦
≤ 𝑀0|𝑡− 𝑠|𝛽.

(𝐻𝜁) Existuje reálná funkce 𝜁0 ∈ 𝐿𝜌(0,𝑇 ), kde 𝜌 ≥ 2, a pro každé 𝑁 ≥ 0 existuje
𝐿𝑁 > 0 takové, že

(a) ∀𝑦, 𝑧 ∈ ℝ𝑑, ‖𝑦‖ , ‖𝑧‖ ≤ 𝑁 ∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ] :
‖𝜁(𝑡,𝑦) − 𝜁(𝑡,𝑧)‖ ≤ 𝐿𝑁 ‖𝑦 − 𝑧‖ ,

(b) ∀𝑦 ∈ ℝ𝑑 ∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ] : ‖𝜁(𝑡,𝑦)‖ ≤ 𝐿0 ‖𝑦‖ + 𝜁0(𝑡).

Zde derivaci matice 𝜕
𝜕𝑥𝑖
𝜎 chápeme po složkách. Označme

𝛼0 = min
{︃

1
2 , 𝛽,

𝛿

1 + 𝛿

}︃
.

Poznámka. Z předpokladu (𝐻𝜎)(a) speciálně plyne

∀ 𝑦 ∈ ℝ𝑑 ∀ 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] ∀𝑖, 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑑} ∀𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚} :
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝜎𝑖,𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑡,𝑦)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑀0.

Integrál v rovnici (2.1) definujeme po trajektoriích. Tedy zvolíme 𝜔 ∈ Ω li-
bovolné pevné a tím se integrál převede na deterministický integrál, který je již
dobře definovaný. Budeme tedy potřebovat formulovat předpoklady na trajektorie
procesů 𝑃 𝑗.

Nechť pro každé 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑑} proces 𝑃 𝑗 splňuje

∃𝛼𝑗 ∈ (0,𝛼0) ∃𝐴 ∈ 𝒜,ℙ(𝐴) = 1 ∀𝜔 ∈ 𝐴 : 𝑃 𝑗( · ,𝜔) ∈ W 1−𝛼𝑗 ,∞
𝑇 (0,𝑇 ). (2.2)

To nám zaručuje, že pokud položíme 𝛼 = max𝑗 𝛼𝑗, je-li navíc 𝜎𝑖,𝑗( · ,𝑋( · )) ∈
W 𝛼,1

𝑇 (0,𝑇 ) skoro jistě, jsou integrály v rovnici (2.1) definované s pravděpodobností
rovnou jedné a platí pro ně odhad (1.11). Můžeme si tedy představit, že jsme
zvolili 𝜔 ∈ Ω pevné, a zabývat se deterministickou rovnicí

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖
0 +

∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖(𝑠,𝑥(𝑠)) d𝑠+

𝑚∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗(𝑠,𝑥(𝑠)) d𝑔𝑗(𝑠), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑖 = 1, . . . ,𝑑,

(2.3)
kde 𝑔𝑗 ∈ W 1−𝛼,∞

𝑇 (0,𝑇 ), ∀𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑑} , funkce 𝜎 a 𝜁 a počáteční podmínka 𝑥0
nezávisí na 𝜔 ∈ Ω.

Pro účely zkoumání existence a jednoznačnosti řešení definujeme prostor, ve
kterém jej budeme hledat.
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Definice 10. Prostorem 𝑊 𝛼,∞
0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑) rozumíme prostor měřitelných funkcí

𝑓 : [0,𝑇 ] → ℝ𝑑, pro které platí ‖𝑓‖𝛼,∞ < ∞, kde

‖𝑓‖𝛼,∞ = sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

(︃
‖𝑓(𝑡)‖ +

∫︁ 𝑡

0

‖𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)‖
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠

)︃
.

Na tomto prostoru pro 𝜆 ≥ 0 definujme dále ekvivalentní normu

‖𝑓‖𝛼,𝜆 = sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

𝑒−𝜆𝑡

(︃
‖𝑓(𝑡)‖ +

∫︁ 𝑡

0

‖𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)‖
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠

)︃
.

Poznámka. Platí následující tvrzení.

• Pro každé 𝜖 > 0 platí 𝐶𝛼+𝜖([0,𝑇 ],ℝ𝑑) ⊂ 𝑊 𝛼,∞
0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑).

• Dvojice (W 𝛼,∞
0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑), ‖ · ‖𝛼,∞) je normovaný vektorový prostor a to

dokonce Banachův.

• Pro každé 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] platí

𝑒−𝜆𝑇

(︃
‖𝑓(𝑡)‖ +

∫︁ 𝑡

0

‖𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)‖
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠

)︃

≤ 𝑒−𝜆𝑡

(︃
‖𝑓(𝑡)‖ +

∫︁ 𝑡

0

‖𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)‖
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠

)︃

≤ ‖𝑓(𝑡)‖ +
∫︁ 𝑡

0

‖𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)‖
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠.

Odtud 𝑒−𝜆𝑇 ‖ · ‖𝛼,∞ ≤ ‖ · ‖𝛼,𝜆 ≤ ‖ · ‖𝛼,∞ , a tedy normy jsou skutečně ekvi-
valentní.

Jak ukážeme později, v tomto prostoru bude existovat jednoznačně určené
řešení rovnice (2.3). K důkazu tohoto tvrzení se využívá níže uvedených odhadů,
které my dále zužitkujeme v důkazu spojitých závislostí na počáteční podmínce
a na parametru. Abychom zjednodušili zápis, tak pro 𝑓 ∈ W 𝛼,∞

0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑) zave-
deme následující operátory

(𝐹 𝜁
𝑡 𝑓)𝑖 =

∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖(𝑠,𝑓(𝑠)) d𝑠, (𝐺𝜎

𝑡 𝑓)𝑖 =
𝑚∑︁

𝑗=1

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗(𝑠,𝑓(𝑠)) d𝑔𝑗(𝑠), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ],

kde (𝐹 𝜁
· 𝑓)𝑖, (𝐺𝜎

· 𝑓)𝑖 značí 𝑖-tou složku pro 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑑} .
Poznámka. Mějme 𝑓 ∈ W 𝛼,∞

0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑). Potom ‖𝑓 𝑖‖𝛼,1 ≤ (𝑇 1−𝛼

1−𝛼
+ 𝑇 ) ‖𝑓‖𝛼,∞ ,

∀𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑑} . Odtud plyne 𝑓 𝑖 ∈ W 𝛼,1
𝑇 (0,𝑇 ),∀𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑑} . V důkazu věty

4.2 v článku Nualart a Răşcanu (2002, str. 65) se dokazuje a následně využívá
následující implikace 𝑓 ∈ W 𝛼,∞

0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑) ⇒ 𝜎*,𝑗(·,𝑓(·)) ∈ W 𝛼,∞
0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑),∀𝑗 ∈

{1, . . . ,𝑚} .Odtud 𝜎𝑖,𝑗(·,𝑓(·)) ∈ W 𝛼,1
𝑇 (0,𝑇 ), a tedy frakcionální integrály v definici

výše jsou definované a splňují nerovnost (1.11).

Věta 9. Nechť funkce 𝜁 splňuje předpoklady (𝐻𝜁), kde navíc 𝜌 = 1/𝛼. Nechť
𝑓 ∈ 𝑊 𝛼,∞

0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑) a 𝜆 ≥ 1. Potom 𝐹 𝜁
· 𝑓 ∈ 𝐶1−𝛼([0,𝑇 ],ℝ𝑑) a navíc platí
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1. ⃦⃦⃦
𝐹 𝜁

· 𝑓
⃦⃦⃦

𝐶1−𝛼
≤ 𝑑(1)

(︃
1 + sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖𝑓(𝑡)‖

)︃
, (2.4)

2. ⃦⃦⃦
𝐹 𝜁

· 𝑓
⃦⃦⃦

𝛼,𝜆
≤ 𝑑(2)

𝜆1−2𝛼

(︁
1 + ‖𝑓‖𝛼,𝜆

)︁
, (2.5)

kde 𝑑(𝑖), 𝑖 = 1,2 jsou kladné konstanty závisející pouze na 𝛼, 𝑇, 𝐿0 a ‖𝜁0‖𝐿1/𝛼 .

Důkaz. Viz Nualart a Răşcanu (2002, str. 67, tvrzení 4.4).
□

Věta 10. Nechť 𝑓 ∈ 𝑊 𝛼,∞
0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑) a 𝜆 ≥ 1. Potom 𝐺𝜎

· 𝑓 ∈ 𝐶1−𝛼([0,𝑇 ],ℝ𝑑) ⊂
𝑊 𝛼,∞

0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑) a navíc platí

1.
‖𝐺𝜎

· 𝑓‖𝐶1−𝛼 ≤ Λ𝛼(𝑔)𝐶(2)
(︁
1 + ‖𝑓‖𝛼,∞

)︁
, (2.6)

2.
‖𝐺𝜎

· 𝑓‖𝛼,𝜆 ≤ Λ𝛼(𝑔)𝐶(3)

𝜆1−2𝛼

(︁
1 + ‖𝑓‖𝛼,𝜆

)︁
, (2.7)

kde 𝐶(𝑖), 𝑖 = 2,3 jsou kladné konstanty závisející pouze na 𝑇, 𝑑,𝑚,𝑀0, 𝛼, 𝛽 a kon-
stantě ‖𝜎(0,𝑜)‖ .

Důkaz. Viz Nualart a Răşcanu (2002, str. 64, tvrzení 4.2).
□

Než představíme vlastní výsledky, zformulujeme nejdůležitější tvrzení této sekce
— větu o existenci a jednoznačnosti řešení. Pro ilustraci ukážeme ideu důkazu,
který je proveden i s technickými detaily v článku autora důkazu. Důkaz je založen
na obecnější verzi Banachovy věty o kontrakci, jež je také k dohledání ve zmíněné
práci.

Věta 11 (Existence a jednoznačnost řešení). Mějme deterministickou rovnici
ve tvaru (2.3), kde 𝜁 a 𝜎 splňují předpoklady (𝐻𝜁) a (𝐻𝜎) s 𝜌 = 1/𝛼. Potom
tato rovnice má řešení 𝑥 ∈ 𝑊 𝛼,∞

0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑), které je v tomto prostoru určeno
jednoznačně. Navíc platí 𝑥 ∈ 𝐶1−𝛼([0,𝑇 ],ℝ𝑑).

Důkaz. Ukážeme náznak důkazu. Detailní provedení je v článku Nualart a Răş-
canu (2002, str. 69, věta 5.1).

Hölderovskost: Jelikož pro každé řešení 𝑥 ∈ W 𝛼,∞
0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑) platí 𝑥 = 𝑥0 +𝐹 𝜁

· 𝑥+
𝐺𝜎

· 𝑥, hölderovskost plyne snadno z odhadů (2.4) a (2.6).

Existence: Definujme operátor

𝑅 : W 𝛼,∞
0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑) → 𝐶1−𝛼([0,𝑇 ],ℝ𝑑) ⊂ W 𝛼,∞

0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑),

𝑦 ↦−→ 𝑥0 + 𝐹 𝜁
· 𝑦 +𝐺𝜎

· 𝑦.
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(a) Z trojúhelníkové nerovnosti a odhadů (2.5) a (2.7) plyne

‖𝑅𝑦‖𝛼,𝜆 ≤ ‖𝑥0‖ +
⃦⃦⃦
𝐹 𝜁

· 𝑦
⃦⃦⃦

𝛼,𝜆
+ ‖𝐺𝜎

· 𝑦‖𝛼,𝜆

≤ ‖𝑥0‖ + 𝑑(2)

𝜆1−2𝛼

(︁
1 + ‖𝑦‖𝛼,𝜆

)︁
+ Λ𝛼(𝑔)𝐶(3)

𝜆1−2𝛼

(︁
1 + ‖𝑦‖𝛼,𝜆

)︁
.

Pro 𝜆0 dostatečně velké je tedy ‖𝑅𝑦‖𝛼,𝜆0
≤ ‖𝑥0‖+1/2(1+‖𝑦‖𝛼,𝜆0

). Po-
tom, je-li ‖𝑦‖𝛼,𝜆0

≤ 2(1 + ‖𝑥0‖), tak ‖𝑅𝑦‖𝛼,𝜆0
≤ 2(1 + ‖𝑥0‖). Označme

𝐵0 = {𝑦 ∈ W 𝛼,∞
0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑) : ‖𝑦‖𝛼,𝜆0

≤ 2(1 + ‖𝑥0‖)}. Potom platí
𝑅(𝐵0) ⊂ 𝐵0.

(b) Podobnými odhady jako (2.5) a (2.7) lze ukázat, že pro dostatečně
velké 𝜆̃ ≥ 1 a pro každé 𝑥,𝑦 ∈ 𝑅(𝐵0) je

‖𝑅𝑥−𝑅𝑦‖𝛼,𝜆̃ ≤ 1
2 ‖𝑥− 𝑦‖𝛼,𝜆̃ ,

a tedy operátor 𝑅 se chová jako kontrakce vzhledem k normě ‖ · ‖𝛼,𝜆̃.
Dle obecnější verze Banachovy věty (viz Nualart a Răşcanu, 2002,
str. 75, lemma 7.2) dostaneme existenci řešení jakožto pevného bodu
zobrazení 𝑅.

Jednoznačnost: Mějme 𝑥, 𝑥̂ ∈ W 𝛼,∞
0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑) dvě řešení rovnice (2.3). Potom

platí
‖𝑥− 𝑥̂‖𝛼,𝜆 ≤

⃦⃦⃦
𝐹 𝜁

· 𝑥− 𝐹 𝜁
· 𝑥̂
⃦⃦⃦

𝛼,𝜆
+ ‖𝐺𝜎

· 𝑥−𝐺𝜎
· 𝑥̂‖𝛼,𝜆 .

Podobně jako v (b) lze ukázat, že pro dostatečně velké 𝜆̃ ≥ 1 je

‖𝑥− 𝑥̂‖𝛼,𝜆̃ ≤ 1
2 ‖𝑥− 𝑥̂‖𝛼,𝜆̃ .

Odtud ‖𝑥− 𝑥̂‖𝛼,𝜆̃ = 0, a tedy 𝑥 = 𝑥̂.

Odtud plyne tvrzení.
□

2.2 Hlavní výsledky
Nyní představíme hlavní výsledky této práce — věty o spojité závislosti na po-

čáteční podmínkce a parametru. K důkazům budeme využívat některých tvrzení
z předchozí sekce. Nejprve formulujeme větu, jež hraje zásadní roli v důkazech,
a také dokážeme odhad, který zjednoduší některé technické výpočty.

Věta 12 (O relativní kompaktnosti). Nechť 𝜓 > 𝛼 a mějme 𝐾 > 0. Potom
množina

𝑀 =
{︁
𝑓 ∈ 𝑊 𝛼,∞

0 ([0,𝑇 ],ℝ𝑑) : ‖𝑓‖𝐶𝜓 ≤ 𝐾
}︁

je relativně kompaktní v prostoru 𝑊 𝛼,∞
0 .

Důkaz. Pro funkce s hodnotami v obecném Hilbertově prostoru je tvrzení doká-
záno v práci Maslowski a Nualart (2003, str. 295, lemma 4.5.).

□
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Lemma 13. Nechť 𝑁 > 0 a 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ∈ ℝ𝑑 splňují ‖𝑥1‖ , ‖𝑥2‖ , ‖𝑥3‖ , ‖𝑥4‖ ≤
𝑁 . Nechť dále 𝑡1,𝑡2 ∈ [0,𝑇 ]. Potom platí

|𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥1) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡2,𝑥2) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥3) + 𝜎𝑖,𝑗(𝑡2,𝑥4)|
≤ 𝑑𝑀0 ‖𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4‖

+ 2𝛿𝑑𝑀𝑁 ‖𝑥1 − 𝑥2‖
(︁
‖𝑥1 − 𝑥3‖𝛿 + ‖𝑥2 − 𝑥4‖𝛿

)︁
+ 𝑑𝑀0 ‖𝑥2 − 𝑥4‖ |𝑡1 − 𝑡2|𝛽.

Důkaz. Zřejmě platí

|𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥1) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡2,𝑥2) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥3) + 𝜎𝑖,𝑗(𝑡2,𝑥4)|
≤ |𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥1) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥2) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥3) + 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥4)|

+ |𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥2) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡2,𝑥2) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥4) + 𝜎𝑖,𝑗(𝑡2,𝑥4)|.

Definujme funkci

𝑓(𝜆) = 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝜆𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥2) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝜆𝑥3 + (1 − 𝜆)𝑥4), 𝜆 ∈ [0,1] .

Potom můžeme psát

𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥1) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥2) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥3) + 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥4) = 𝑓(1) − 𝑓(0)

a dle Lagrangeovy věty o střední hodnotě existuje 𝜉 ∈ (0,1) takové, že

𝑓(1) − 𝑓(0) = d𝑓
d𝜆(𝜉).

Tedy platí

|𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥1) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥2) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥3) + 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥4)| = |𝑓(1) − 𝑓(0)| =
⃒⃒⃒⃒
⃒d𝑓d𝜆(𝜉)

⃒⃒⃒⃒
⃒

=
⃒⃒⃒⃒ 𝑑∑︁

𝑘=1

𝜕𝜎𝑖,𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑡1, 𝜉𝑥1 + (1 − 𝜉)𝑥2)(𝑥𝑘

1 − 𝑥𝑘
2)

−
𝑑∑︁

𝑘=1

𝜕𝜎𝑖,𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑡1, 𝜉𝑥3 + (1 − 𝜉)𝑥4)(𝑥𝑘

3 − 𝑥𝑘
4)
⃒⃒⃒⃒

=
⃒⃒⃒⃒ 𝑑∑︁

𝑘=1

𝜕𝜎𝑖,𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑡1, 𝜉𝑥3 + (1 − 𝜉)𝑥4)(𝑥𝑘

1 − 𝑥𝑘
2 − 𝑥𝑘

3 + 𝑥𝑘
4)

+
𝑑∑︁

𝑘=1

(︃
𝜕𝜎𝑖,𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑡1, 𝜉𝑥1 + (1 − 𝜉)𝑥2) − 𝜕𝜎𝑖,𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑡1, 𝜉𝑥3 + (1 − 𝜉)𝑥4)

)︃
(𝑥𝑘

1 − 𝑥𝑘
2)
⃒⃒⃒⃒

≤
𝑑∑︁

𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝜎𝑖,𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑡1, 𝜉𝑥3 + (1 − 𝜉)𝑥4)

⃒⃒⃒⃒
⃒ |𝑥𝑘

1 − 𝑥𝑘
2 − 𝑥𝑘

3 + 𝑥𝑘
4|

+
𝑑∑︁

𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝜎𝑖,𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑡1, 𝜉𝑥1 + (1 − 𝜉)𝑥2) − 𝜕𝜎𝑖,𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑡1, 𝜉𝑥3 + (1 − 𝜉)𝑥4)

⃒⃒⃒⃒
⃒ |𝑥𝑘

1 − 𝑥𝑘
2|

≤ 𝑑𝑀0 ‖𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4‖ + 𝑑𝑀𝑁 ‖𝑥1 − 𝑥2‖ ‖𝜉(𝑥1 − 𝑥3) + (1 − 𝜉)(𝑥2 − 𝑥4)‖𝛿 .
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Pro poslední člen platí následující odhad

𝑑𝑀𝑁 ‖𝑥1 − 𝑥2‖ ‖𝜉(𝑥1 − 𝑥3) + (1 − 𝜉)(𝑥2 − 𝑥4)‖𝛿

≤ 𝑑𝑀𝑁 ‖𝑥1 − 𝑥2‖ (‖𝜉(𝑥1 − 𝑥3)‖ + ‖(1 − 𝜉)(𝑥2 − 𝑥4)‖)𝛿

≤ 𝑑𝑀𝑁 ‖𝑥1 − 𝑥2‖ (‖𝑥1 − 𝑥3‖ + ‖𝑥2 − 𝑥4‖)𝛿

≤ 𝑑𝑀𝑁 ‖𝑥1 − 𝑥2‖ 2𝛿max {‖𝑥1 − 𝑥3‖ , ‖𝑥2 − 𝑥4‖}𝛿

≤ 2𝛿𝑑𝑀𝑁 ‖𝑥1 − 𝑥2‖
(︁
‖𝑥1 − 𝑥3‖𝛿 + ‖𝑥2 − 𝑥4‖𝛿

)︁
.

Nyní odhadneme druhý člen. Podobně jako výše definujme funkci

ℎ(𝑥) = 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝜆𝑥2 + (1 − 𝜆)𝑥4) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡2,𝜆𝑥2 + (1 − 𝜆)𝑥4), 𝜆 ∈ [0,1] .

Potom

𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥2) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡2,𝑥2) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥4) + 𝜎𝑖,𝑗(𝑡2,𝑥4) = ℎ(1) − ℎ(0).

Dle věty o střední hodnotě existuje 𝛾 ∈ (0,1) takové, že

ℎ(1) − ℎ(0) = dℎ
d𝜆(𝛾).

Dostaneme

|𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥2) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡2,𝑥2) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡1,𝑥4) + 𝜎𝑖,𝑗(𝑡2,𝑥4)|

= |ℎ(1) − ℎ(0)| =
⃒⃒⃒⃒
⃒dℎd𝜆(𝛾)

⃒⃒⃒⃒
⃒

=
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑑∑︁
𝑘=1

(︃
𝜕𝜎𝑖,𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑡1,𝛾𝑥2 + (1 − 𝛾)𝑥4) − 𝜕𝜎𝑖,𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑡2,𝛾𝑥2 + (1 − 𝛾)𝑥4)

)︃
(𝑥𝑘

2 − 𝑥𝑘
4)
⃒⃒⃒⃒
⃒

≤
𝑑∑︁

𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝜎𝑖,𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑡1,𝛾𝑥2 + (1 − 𝛾)𝑥4) − 𝜕𝜎𝑖,𝑗

𝜕𝑥𝑘
(𝑡2,𝛾𝑥2 + (1 − 𝛾)𝑥4)

⃒⃒⃒⃒
⃒|𝑥𝑘

2 − 𝑥𝑘
4|

≤ 𝑑𝑀0 ‖𝑥2 − 𝑥4‖|𝑡1 − 𝑡2|𝛽.

Z těchto odhadů plyne tvrzení.
□

Věta 14 (Spojitá závislost na počáteční podmínce). Nechť jsou splněny předpo-
klady věty 11. Nechť {𝑦𝑛}∞

𝑛=1 ⊂ ℝ𝑑, 𝑦 ∈ ℝ𝑑 jsou počáteční podmínky takové, že
lim𝑛→∞ 𝑦𝑛 = 𝑦 a nechť {𝑥𝑛}∞

𝑛=1 ⊂ 𝑊 𝛼,∞
0 , 𝑥 ∈ 𝑊 𝛼,∞

0 jsou k nim příslušná jedno-
značně určená řešení rovnic 𝑥 = 𝑦𝑛 +𝐹 𝜁

· 𝑥+𝐺𝜎
· 𝑥 resp. 𝑥 = 𝑦+𝐹 𝜁

· 𝑥+𝐺𝜎
· 𝑥. Potom

platí
lim

𝑛→∞
‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝛼,∞ = 0.

Důkaz. Pro řešení 𝑥𝑛, 𝑛 ∈ ℕ použitím (2.5) a (2.7) dostaneme

‖𝑥𝑛‖𝛼,𝜆 ≤ ‖𝑦𝑛‖ +
⃦⃦⃦
𝐹 𝜁

· 𝑥𝑛

⃦⃦⃦
𝛼,𝜆

+ ‖𝐺𝜎
· 𝑥𝑛‖𝛼,𝜆

≤ ‖𝑦𝑛‖ + 𝑑(2)

𝜆1−2𝛼

(︁
1 + ‖𝑥𝑛‖𝛼,𝜆

)︁
+ 1
𝜆1−2𝛼

Λ𝛼(𝑔)𝐶(3)
(︁
1 + ‖𝑥𝑛‖𝛼,𝜆

)︁
.
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Položme 𝜆 = 𝜆̃, kde 𝜆̃ je dostatečně velké, aby

𝑑(2)

𝜆̃1−2𝛼
+ 1
𝜆̃1−2𝛼

Λ𝛼(𝑔)𝐶(3) ≤ 1
2 .

Potom ‖𝑥𝑛‖𝛼,𝜆̃ ≤ ‖𝑦𝑛‖ + 1
2

(︁
1 + ‖𝑥𝑛‖𝛼,𝜆̃

)︁
. Úpravou dostaneme

‖𝑥𝑛‖𝛼,𝜆̃ ≤ 2 ‖𝑦𝑛‖ + 1,

a tedy
‖𝑥𝑛‖𝛼,∞ ≤ 𝑒𝜆̃𝑇 (2 ‖𝑦𝑛‖ + 1) .

Dále označme 𝐾1 = sup {‖𝑦𝑛‖ : 𝑛 ∈ ℕ} . Je 𝐾1 < ∞, neboť {𝑦𝑛} je konvergentní.
Z nerovností (2.4) a (2.6) plyne

‖𝑥𝑛‖𝐶1−𝛼 ≤ ‖𝑦𝑛‖ +
⃦⃦⃦
𝐹 𝜁

· 𝑥𝑛

⃦⃦⃦
𝐶1−𝛼

+ ‖𝐺𝜎
· 𝑥𝑛‖𝐶1−𝛼

≤ sup
𝑛∈ℕ

‖𝑦𝑛‖ + 𝑑(1)
(︃

1 + sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑥𝑛(𝑡)‖
)︃

+ Λ𝛼(𝑔)𝐶(2)
(︁
1 + ‖𝑥𝑛‖𝛼,∞

)︁
≤ 𝐾1 + 𝑑(1)

(︁
1 + ‖𝑥𝑛‖𝛼,∞

)︁
+ Λ𝛼(𝑔)𝐶(2)

(︁
1 + ‖𝑥𝑛‖𝛼,∞

)︁
≤ 𝐾1 + 𝑑(1)

(︁
1 + (2 ‖𝑦𝑛‖ + 1) 𝑒𝜆̃𝑇

)︁
+ Λ𝛼(𝑔)𝐶(2)

(︁
1 + (2 ‖𝑦𝑛‖ + 1) 𝑒𝜆̃𝑇

)︁
= 𝐾1 +

(︁
𝑑(1) + Λ𝛼(𝑔)𝐶(2)

)︁ (︁
1 + (2𝐾1 + 1) 𝑒𝜆̃𝑇

)︁
.

Definujme množinu

𝐵 =
{︁
𝑓 ∈ W 𝛼,∞

0 : ‖𝑓‖𝐶1−𝛼 ≤ 𝐾1 +
(︁
𝑑(1) + Λ𝛼(𝑔)𝐶(2)

)︁ (︁
1 + (2𝐾1 + 1) 𝑒𝜆̃𝑇

)︁}︁
,

která je z věty 12 relativně kompaktní v prostoru W 𝛼,∞
0 , neboť zřejmě 1−𝛼 > 𝛼.

Protože {𝑥𝑛}∞
𝑛=1 ⊂ 𝐵, existuje vybraná posloupnost {𝑥𝑛𝑘}

∞
𝑘=1 a 𝑥̂ ∈ W 𝛼,∞

0 takové,
že lim𝑘→∞ ‖𝑥𝑛𝑘 − 𝑥̂‖𝛼,∞ = 0. Ukážeme, že 𝑥̂ je řešením rovnice (2.3) s počáteční
podmínkou 𝑦, a tedy z jednoznačnosti řešení je 𝑥̂ = 𝑥. Platí

‖𝑥𝑛𝑘 − 𝑥̂‖𝛼,∞

= sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

{︃
‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥̂(𝑡)‖ +

∫︁ 𝑡

0

‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥̂(𝑡) − (𝑥𝑛𝑘(𝑠) − 𝑥̂(𝑠))‖
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠

}︃
.

Zvolme 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑑} , 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚} libovolná pevná. Díky (1.11)
a linearitě dostaneme⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) d𝑔𝑗(𝑠) −

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗(𝑠,𝑥̂(𝑠)) d𝑔𝑗(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑠,𝑥̂(𝑠)) d𝑔𝑗(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
≤ Λ𝛼(𝑔𝑗)

⃦⃦⃦
𝜎𝑖,𝑗 (·,𝑥𝑛𝑘(·)) − 𝜎𝑖,𝑗 (·,𝑥̂(·))

⃦⃦⃦
𝛼,1
.

19



S využitím lemmatu 13 pro 𝑁 = (2𝐾1 + 1) 𝑒𝜆̃𝑇 a předpokladů (𝐻𝜎) je⃦⃦⃦
𝜎𝑖,𝑗 (·,𝑥𝑛𝑘(·)) − 𝜎𝑖,𝑗 (·,𝑥̂(·))

⃦⃦⃦
𝛼,1

=
∫︁ 𝑇

0

|𝜎𝑖,𝑗(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑠,𝑥̂(𝑠))|
𝑠𝛼

d𝑠

+
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0

|𝜎𝑖,𝑗(𝑡,𝑥𝑛𝑘(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑡,𝑥̂(𝑡)) − (𝜎𝑖,𝑗(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗(𝑠,𝑥̂(𝑠)))|
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

≤
∫︁ 𝑇

0
𝑀0

‖𝑥𝑛𝑘(𝑠) − 𝑥̂(𝑠)‖
𝑠𝛼

d𝑠

+
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝑀0

‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥𝑛𝑘(𝑠) − 𝑥̂(𝑡) + 𝑥̂(𝑠)‖
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

+
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0
2𝛿𝑑𝑀𝑁

‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥𝑛𝑘(𝑠)‖ ‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥̂(𝑡)‖𝛿

(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

+
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0
2𝛿𝑑𝑀𝑁

‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥𝑛𝑘(𝑠)‖ ‖𝑥𝑛𝑘(𝑠) − 𝑥̂(𝑠)‖𝛿

(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

+
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝑀0

‖𝑥𝑛𝑘(𝑠) − 𝑥̂(𝑠)‖ (𝑡− 𝑠)𝛽

(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

≤ 𝑀0𝑇
1−𝛼

1 − 𝛼
sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥̂(𝑡)‖

+ (𝑑𝑀0𝑇 ) ‖𝑥𝑛𝑘 − 𝑥̂‖𝛼,∞

+
(︁
𝑇2𝛿𝑑𝑀𝑁 ‖𝑥𝑛𝑘‖𝛼,∞

)︁
sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥̂(𝑡)‖𝛿

+
(︁
𝑇2𝛿𝑑𝑀𝑁 ‖𝑥𝑛𝑘‖𝛼,∞

)︁
sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥̂(𝑡)‖𝛿

+
(︃
𝑑𝑀0

𝑇 1−𝛼+𝛽

(𝛽 − 𝛼)(1 − 𝛼 + 𝛽)

)︃
sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥̂(𝑡)‖ .

Díky tomu, že pro každé 𝑘 ∈ ℕ je ‖𝑥𝑛𝑘‖𝛼,∞ ≤ (2𝐾1 + 1) 𝑒𝜆̃𝑇 , dostaneme, že pravá
strana jde k 0 pro 𝑘 → ∞. A tedy platí

lim
𝑘→∞

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) d𝑔𝑗(𝑠) −

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗(𝑠,𝑥̂(𝑠)) d𝑔𝑗(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
= 0.

Dále platí pro každé 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] a 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑑}⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖(𝑠,𝑥̂(𝑠)) d𝑠−

∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) d𝑠

⃒⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖(𝑠,𝑥̂(𝑠)) − 𝜁 𝑖(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) d𝑠

⃒⃒⃒⃒
≤
∫︁ 𝑡

0

⃒⃒⃒
𝜁 𝑖(𝑠,𝑥̂(𝑠)) − 𝜁 𝑖(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠))

⃒⃒⃒
d𝑠

≤ 𝐿𝑁

∫︁ 𝑡

0
‖𝑥̂(𝑠) − 𝑥𝑛𝑘(𝑠)‖ d𝑠

≤ 𝑇𝐿𝑁 ‖𝑥𝑛𝑘 − 𝑥̂‖𝛼,∞ .

Tedy

lim
𝑘→∞

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖(𝑠,𝑥̂(𝑠)) d𝑠−

∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) d𝑠

⃒⃒⃒⃒
= 0.
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Protože pro každé 𝑘 ∈ ℕ platí

𝑥𝑖
𝑛𝑘

(𝑡) = 𝑦𝑖
𝑛𝑘

+
∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) d𝑠+

𝑚∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) d𝑔𝑗(𝑠),

𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑖 = 1, . . . ,𝑑 ,

dostaneme limitním přechodem pro 𝑘 → ∞ na obou stranách, že

𝑥̂𝑖(𝑡) = 𝑦𝑖 +
∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖(𝑠,𝑥̂(𝑠)) d𝑠+

𝑚∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗(𝑠,𝑥̂(𝑠)) d𝑔𝑗(𝑠),

𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑖 = 1, . . . ,𝑑 ,

a tedy 𝑥̂ = 𝑥 díky jednoznačnosti řešení pro počáteční podmínku 𝑦. Ukážeme, že
lim𝑛→∞ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝛼,∞ = 0. Předpokládejme pro spor, že lim𝑛→∞ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝛼,∞ ̸= 0.
Potom existuje vybraná posloupnost

{︁
𝑥𝑛𝑗

}︁∞

𝑗=1
a Δ > 0 takové, že

⃦⃦⃦
𝑥𝑛𝑗 − 𝑥

⃦⃦⃦
𝛼,∞

>

Δ pro každé 𝑗 ∈ ℕ. Potom ale zopakováním postupu výše dostaneme podpo-
sloupnost

{︁
𝑥𝑛𝑗𝑙

}︁∞

𝑙=1
takovou, že lim𝑙→∞

⃦⃦⃦
𝑥𝑛𝑗𝑙

− 𝑥
⃦⃦⃦

𝛼,∞
= 0, což je spor. Tedy platí

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝛼,∞ = 0,

což je naše tvrzení.
□

Věta 15 (Spojitá závislost na parametru). Nechť (𝑋, 𝜌) je metrický prostor.
Nechť pro každé 𝜈 ∈ 𝑋 funkce 𝜎𝜈 , 𝜁𝜈 splňují předpoklady (𝐻𝜎), (𝐻𝜁) s konstantami
𝑀𝑁 , 𝛽, 𝛿, 𝐿𝑁 , ∀𝑁 ∈ ℕ a funkcí 𝜁0 nezávisejícími na 𝜈 a 𝜌 ≥ 1/𝛼. Nechť navíc
existuje 𝐾 > 0 takové, že ∀𝜈 ∈ 𝑋 : ‖𝜎𝜈(0,𝑜)‖ ≤ 𝐾. Předpokládejme navíc spojitou
závislost na parametrech 𝜈. Konkrétně nechť platí

∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ] ∀𝑥 ∈ ℝ𝑑 :
lim

𝑛→∞
‖𝜎𝜈𝑛(𝑡,𝑥) − 𝜎𝜈(𝑡,𝑥)‖ = 0 & lim

𝑛→∞
‖𝜁𝜈𝑛(𝑡,𝑥) − 𝜁𝜈(𝑡,𝑥)‖ = 0,

kdykoliv 𝜈 ∈ 𝑋, {𝜈𝑛}∞
𝑛=1 ⊂ 𝑋 splňují lim𝑛→∞ 𝜌(𝜈𝑛,𝜈) = 0. Mějme 𝜈 ∈ 𝑋,

{𝜈𝑛}∞
𝑛=1 ⊂ 𝑋 vyhovující této podmínce. Předpokládejme dále, že pro 𝑛 ∈ ℕ jsou

𝑥𝑛, 𝑥 ∈ 𝑊 𝛼,∞
0 jednoznačně určená řešení rovnic 𝑥 = 𝑥0 + 𝐹 𝜁𝜈𝑛· 𝑥 + 𝐺𝜎𝜈𝑛· 𝑥 𝑎 𝑥 =

𝑥0 + 𝐹 𝜁𝜈
· 𝑥+𝐺𝜎𝜈

· 𝑥. Potom platí

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝛼,∞ = 0.

Důkaz. Protože ∀𝜈 ∈ 𝑋 : ‖𝜎(0,𝑜)‖ ≤ 𝐾 a konstanty z předpokladů (𝐻𝜎) a (𝐻𝜁)
nezávisí na 𝜈, nerovnosti (2.4), (2.5), (2.6) a (2.7) jsou splněny pro každé 𝜈 a na-
víc konstanty 𝑑(1), 𝑑(2), 𝐶(2) a 𝐶(3) můžeme volit nezávisle na na 𝜈. Tedy zcela
analogicky jako v důkazu věty 14 lze ukázat, že všechna řešení 𝑥𝑛, 𝑛 ∈ ℕ splňují
‖𝑥𝑛‖𝛼,∞ ≤ (2 ‖𝑥0‖ + 1)𝑒𝜆̃𝑇 a leží v kouli

𝐵 =
{︁
𝑓 ∈ W 𝛼,∞

0 : ‖𝑓‖𝐶1−𝛼 ≤ ‖𝑥0‖ +
(︁
𝑑(1) + Λ𝛼(𝑔)𝐶(2)

)︁ (︁
1 + (2 ‖𝑥0‖ + 1) 𝑒𝜆̃𝑇

)︁}︁
,

kde 𝜆̃ je dostatečně velké, jež je relativně kompaktní v prostoru W 𝛼,∞
0 . Tedy

existuje podposloupnost {𝑥𝑛𝑘}
∞
𝑘=1 a 𝑥̃ ∈ W 𝛼,∞

0 , pro něž platí
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lim𝑘→∞ ‖𝑥𝑛𝑘 − 𝑥̃‖𝛼,∞ = 0. Ukážeme, že 𝑥̃ řeší rovnici 𝑥 = 𝑥0 + 𝐹 𝜁𝜈
· 𝑥+𝐺𝜎𝜈

· 𝑥. Pro
𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑑} , a 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚} platí díky odhadu (1.11)⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) d𝑔𝑗(𝑠) −

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠)) d𝑔𝑗(𝑠)
⃒⃒⃒⃒

=
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠)) d𝑔𝑗(𝑠)
⃒⃒⃒⃒

≤ Λ𝛼(𝑔𝑗)
⃦⃦⃦
𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(·,𝑥𝑛𝑘(·)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (·,𝑥̃(·))
⃦⃦⃦

𝛼,1
.

Dále

⃦⃦⃦
𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(·,𝑥𝑛𝑘(·)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (·,𝑥̃(·))
⃦⃦⃦

𝛼,1
=
∫︁ 𝑇

0

|𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠))|

𝑠𝛼
d𝑠

+
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0

|𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑡,𝑥𝑛𝑘(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈 (𝑡,𝑥̃(𝑡)) −

(︁
𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠))
)︁
|

(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡.

Z předpokladů (𝐻𝜎) na funkci 𝜎 plyne, že

lim sup
𝑘→∞

∫︁ 𝑇

0

|𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠))|

𝑠𝛼
d𝑠

≤ lim sup
𝑘→∞

∫︁ 𝑇

0

|𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥̃(𝑠))|
𝑠𝛼

d𝑠

+ lim sup
𝑘→∞

∫︁ 𝑇

0

|𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥̃(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠))|

𝑠𝛼
d𝑠

≤ lim sup
𝑘→∞

𝑀0

∫︁ 𝑇

0

‖𝑥𝑛𝑘(𝑠) − 𝑥̃(𝑠)‖
𝑠𝛼

d𝑠

+ lim sup
𝑘→∞

∫︁ 𝑇

0

|𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥̃(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠))|

𝑠𝛼
d𝑠

≤ lim sup
𝑘→∞

(︃
sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥̃(𝑡)‖ 𝑀0𝑇

1−𝛼

1 − 𝛼

)︃

+
∫︁ 𝑇

0
lim sup

𝑘→∞

|𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥̃(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠))|

𝑠𝛼
d𝑠

= 0.

V poslední nerovnosti jsme využili Lebesgueovu větu o konvergentní majorantě.
Konkrétně integrál ∫︁ 𝑇

0

1
𝑠𝛼

d𝑠

je zřejmě konvergentní, neboť 𝛼 < 1 a funkce
⃒⃒⃒
𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥̃(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠))
⃒⃒⃒

je ome-
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zená následující konstantou⃒⃒⃒
𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥̃(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠))
⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒
𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥̃(𝑠))

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠))
⃒⃒⃒

≤
⃒⃒⃒
𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥̃(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑜)

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑜) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(0,𝑜)

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(0,𝑜)

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈 (𝑠,𝑜)

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑜) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈 (0,𝑜)

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (0,𝑜)
⃒⃒⃒

≤ 𝑀0 ‖𝑥̃(𝑠)‖ +𝑀0𝑠
𝛽 +

⃒⃒⃒
𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(0,𝑜)

⃒⃒⃒
+𝑀0 ‖𝑥̃(𝑠)‖ +𝑀0𝑠

𝛽 +
⃒⃒⃒
𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (0,𝑜)
⃒⃒⃒

≤ 2𝑀0 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑥̃(𝑡)‖ + 2𝑀0𝑇
𝛽 +𝐾 +

⃒⃒⃒
𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (0,𝑜)
⃒⃒⃒
< ∞.

Podobně
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0

|𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑡,𝑥𝑛𝑘(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈 (𝑡,𝑥̃(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) + 𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠))|
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

≤
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0

|𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑡,𝑥𝑛𝑘(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑡,𝑥̃(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) + 𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥̃(𝑠))|
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

+
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0

|𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑡,𝑥̃(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈 (𝑡,𝑥̃(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥̃(𝑠)) + 𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠))|
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡.

Položme 𝑁 = (2 ‖𝑥0‖ + 1) 𝑒𝜆̃𝑇 . Z lemmatu 13 dostaneme

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0

|𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑡,𝑥𝑛𝑘(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑡,𝑥̃(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) + 𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥̃(𝑠))|
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

≤
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝑀0

‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥𝑛𝑘(𝑠) − 𝑥̃(𝑡) + 𝑥̃(𝑠)‖
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

+
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0
2𝛿𝑑𝑀𝑁

‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥𝑛𝑘(𝑠)‖ ‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥̃(𝑡)‖𝛿

(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

+
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0
2𝛿𝑑𝑀𝑁

‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥𝑛𝑘(𝑠)‖ ‖𝑥𝑛𝑘(𝑠) − 𝑥̃(𝑠)‖𝛿

(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

+
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝑀0

‖𝑥𝑛𝑘(𝑠) − 𝑥̃(𝑠)‖ (𝑡− 𝑠)𝛽

(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

≤ (𝑑𝑀0𝑇 ) ‖𝑥𝑛𝑘 − 𝑥̃‖𝛼,∞

+
(︁
𝑇2𝛿𝑑𝑀𝑁 ‖𝑥𝑛𝑘‖𝛼,∞

)︁
sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥̃(𝑡)‖𝛿

+
(︁
𝑇2𝛿𝑑𝑀𝑁 ‖𝑥𝑛𝑘‖𝛼,∞

)︁
sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥̃(𝑡)‖𝛿

+
(︃
𝑑𝑀0

𝑇 1−𝛼+𝛽

(𝛽 − 𝛼)(1 − 𝛼 + 𝛽)

)︃
sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥̃(𝑡)‖ .

Odtud plyne

lim
𝑘→∞

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0

|𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑡,𝑥𝑛𝑘(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑡,𝑥̃(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) + 𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥̃(𝑠))|
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

= 0,
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neboť pro každé 𝑘 ∈ ℕ je ‖𝑥𝑛𝑘‖𝛼,∞ ≤ 𝑒𝜆̃𝑇 (2 ‖𝑥0‖ + 1) . Dále pro libovolná 𝑡 ∈
[0,𝑇 ], 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑑} , 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚} je

lim sup
𝑘→∞

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0

|𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑡,𝑥̃(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈 (𝑡,𝑥̃(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥̃(𝑠)) + 𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠))|
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

=
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0
lim sup

𝑘→∞

|𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑡,𝑥̃(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈 (𝑡,𝑥̃(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥̃(𝑠)) + 𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠))|
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

≤
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0
lim sup

𝑘→∞

|𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑡,𝑥̃(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈 (𝑡,𝑥̃(𝑡))| + |𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥̃(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠))|
(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

= 0.

Předpoklady Lebesgueovy věty použité v prvním kroku jsou splněny díky odhadu

|𝜎𝑖,𝑗
𝜈𝑛𝑘

(𝑡,𝑥̃(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗
𝜈 (𝑡,𝑥̃(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥̃(𝑠)) + 𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠))|
(𝑡− 𝑠)𝛼+1

≤
|𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑡,𝑥̃(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑡,𝑥̃(𝑠))| + |𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑡,𝑥̃(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥̃(𝑠))|

(𝑡− 𝑠)𝛼+1

+ |𝜎𝑖,𝑗
𝜈 (𝑡,𝑥̃(𝑡)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑡,𝑥̃(𝑠))| + |𝜎𝑖,𝑗
𝜈 (𝑡,𝑥̃(𝑠)) − 𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠))|
(𝑡− 𝑠)𝛼+1

≤ 𝑀0
‖𝑥̃(𝑡) − 𝑥̃(𝑠)‖ + (𝑡− 𝑠)𝛽

(𝑡− 𝑠)𝛼+1

+𝑀0
‖𝑥̃(𝑡) − 𝑥̃(𝑠)‖ + (𝑡− 𝑠)𝛽

(𝑡− 𝑠)𝛼+1 .

To je konvergentní majoranta, neboť
∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0

(︃
𝑀0

‖𝑥̃(𝑡) − 𝑥̃(𝑠)‖ + (𝑡− 𝑠)𝛽

(𝑡− 𝑠)𝛼+1 +𝑀0
‖𝑥̃(𝑡) − 𝑥̃(𝑠)‖ + (𝑡− 𝑠)𝛽

(𝑡− 𝑠)𝛼+1

)︃
d𝑠 d𝑡

= 2𝑀0

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0

‖𝑥̃(𝑡) − 𝑥̃(𝑠)‖ + (𝑡− 𝑠)𝛽

(𝑡− 𝑠)𝛼+1 d𝑠 d𝑡

≤ 2𝑀0

(︃
𝑇 ‖𝑥̃‖𝛼,∞ + 𝑇 1−𝛼+𝛽

(𝛽 − 𝛼)(1 − 𝛼 + 𝛽)

)︃
< ∞.

Celkem tedy

lim
𝑘→∞

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) d𝑔𝑗(𝑠) −

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠)) d𝑔𝑗(𝑠)
⃒⃒⃒⃒
= 0.
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Dále platí

lim sup
𝑘→∞

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖

𝜈(𝑠,𝑥̃(𝑠)) d𝑠−
∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) d𝑠

⃒⃒⃒⃒
≤ lim sup

𝑘→∞

∫︁ 𝑡

0

⃒⃒⃒
𝜁 𝑖

𝜈(𝑠,𝑥̃(𝑠)) − 𝜁 𝑖
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠))
⃒⃒⃒

d𝑠

≤ lim sup
𝑘→∞

∫︁ 𝑇

0

⃒⃒⃒
𝜁 𝑖

𝜈(𝑠,𝑥̃(𝑠)) − 𝜁 𝑖
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠))
⃒⃒⃒

d𝑠

≤ lim sup
𝑘→∞

∫︁ 𝑇

0

⃒⃒⃒
𝜁 𝑖

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥̃(𝑠)) − 𝜁 𝑖

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠))

⃒⃒⃒
d𝑠

+ lim sup
𝑘→∞

∫︁ 𝑇

0

⃒⃒⃒
𝜁 𝑖

𝜈(𝑠,𝑥̃(𝑠)) − 𝜁 𝑖
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥̃(𝑠))
⃒⃒⃒

d𝑠

≤ lim sup
𝑘→∞

∫︁ 𝑇

0
𝐿𝑁 ‖𝑥𝑛𝑘(𝑠) − 𝑥̃(𝑠)‖ d𝑠

+
∫︁ 𝑇

0
lim sup

𝑘→∞

⃒⃒⃒
𝜁 𝑖

𝜈(𝑠,𝑥̃(𝑠)) − 𝜁 𝑖
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥̃(𝑠))
⃒⃒⃒

d𝑠

≤ lim sup
𝑘→∞

(︃
𝑇𝐿𝑁 sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖𝑥𝑛𝑘(𝑡) − 𝑥̃(𝑡)‖

)︃

+
∫︁ 𝑇

0
lim sup

𝑘→∞

⃒⃒⃒
𝜁 𝑖

𝜈(𝑠,𝑥̃(𝑠)) − 𝜁 𝑖
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥̃(𝑠))
⃒⃒⃒

d𝑠

= 0.

Lebesgueova věta ve čtvrtém kroku lze opět použít díky odhadu⃒⃒⃒
𝜁 𝑖

𝜈(𝑠,𝑥̃(𝑠)) − 𝜁 𝑖
𝜈𝑛𝑘

(𝑠,𝑥̃(𝑠))
⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒
𝜁 𝑖

𝜈(𝑠,𝑥̃(𝑠))
⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝜁 𝑖

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥̃(𝑠))

⃒⃒⃒
≤ 2𝐿0 ‖𝑥̃(𝑠)‖ + 2𝜁0(𝑠).

Dále ∫︁ 𝑇

0
2𝐿0 ‖𝑥̃(𝑠)‖ + 2𝜁0(𝑠) d𝑠 ≤ 2𝐿0𝑇 sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖𝑥̃(𝑠)‖ + 2

∫︁ 𝑇

0
𝜁0(𝑠) d𝑠 < ∞,

a tedy 2𝐿0 ‖𝑥̃(𝑠)‖ + 2𝜁0(𝑠) je konvergentní majoranta. Tudíž

lim
𝑘→∞

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖

𝜈(𝑠,𝑥̃(𝑠)) d𝑠−
∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) d𝑠

⃒⃒⃒⃒
= 0.

Nyní limitním přechodem při 𝑘 → ∞ na obou stranách rovnosti

𝑥𝑖
𝑛𝑘

(𝑡) = 𝑥𝑖
0 +

∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) d𝑠+

𝑚∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗

𝜈𝑛𝑘
(𝑠,𝑥𝑛𝑘(𝑠)) d𝑔𝑗(𝑠),

𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑖 = 1, . . . ,𝑑

dostaneme

𝑥̃𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖
0 +

∫︁ 𝑡

0
𝜁 𝑖

𝜈(𝑠,𝑥̃(𝑠)) d𝑠+
𝑚∑︁

𝑗=1

∫︁ 𝑡

0
𝜎𝑖,𝑗

𝜈 (𝑠,𝑥̃(𝑠)) d𝑔𝑗(𝑠),

𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑖 = 1, . . . ,𝑑.
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Tedy z jednoznačnosti řešení plyne rovnost 𝑥̃ = 𝑥 a lim𝑘→∞ ‖𝑥𝑛𝑘 − 𝑥‖𝛼,∞ = 0.
Pokud by lim𝑛→∞ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝛼,∞ ̸= 0, dostali bychom stejně jako v důkazu věty 14
spor. Tedy musí platit

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝛼,∞ = 0.

□
Výše formulované věty uvedeme ve stochastické verzi. Důkazy nejsou potřeba, ne-
boť jsou to přímé důsledky těchto tvrzení aplikovaných na jednotlivé trajektorie.

Věta 16. Uvažujme stochastickou diferenciální rovnici (2.1). Platí-li navíc pro
konstantu 𝜌 z předpokladu (𝐻𝜁), že 𝜌 ≥ 1/𝛼, potom existuje proces 𝑋 na pro-
storu (Ω,𝒜,ℙ) , jehož ℙ-skoro všechny trajektorie leží v prostorech 𝑊 𝛼,∞

0 (0,𝑇 )
a 𝐶1−𝛼([0,𝑇 ],ℝ𝑑). Navíc, je-li 𝑌 jiné takové řešení, potom platí 𝑋 = 𝑌 skoro
jistě.

Důkaz. Existence a jednoznačnost plyne z deterministické verze věty aplikované
na jednotlivé trajektorie. Měřitelnost 𝑋 jakožto náhodného procesu plyne z dů-
kazu existence (viz Nualart a Răşcanu, 2002).

□

Věta 17. Nechť 𝑌𝑛, 𝑌 jsou náhodné vektory na prostoru (Ω,𝒜,ℙ) s hodnotami
v ℝ𝑑 takové, že 𝑌𝑛 → 𝑌 skoro jistě. Za předpokladů věty 16 buďte 𝑋𝑛 (resp. 𝑋)
řešení z této věty rovnice (2.1) s počáteční podmínkou 𝑌𝑛 (resp. 𝑌 ). Potom platí
‖𝑋𝑛 −𝑋‖𝛼,∞ → 0 skoro jistě.

Věta 18. Nechť (𝐴, 𝜌) je metrický prostor. Nechť pro každé 𝜈 ∈ 𝐴 jsou splněny
předpoklady věty 16 pro stochastickou diferenciální rovnici (2.1) s funkcemi 𝜎𝜈 , 𝜁𝜈,
kde funkce 𝜎𝜈 , 𝜁𝜈 splňují předpoklady (𝐻𝜎),(𝐻𝜁) s konstantami 𝑀𝑁 , 𝛽, 𝛿, 𝐿𝑁 , ∀𝑁 ∈
ℕ a funkcí 𝜁0 nezávisejícími na 𝜈 a 𝜌 ≥ 1/𝛼. Nechť navíc existuje 𝐾 > 0 takové,
že ∀𝜈 ∈ 𝐴 : ‖𝜎𝜈(0,𝑜)‖ ≤ 𝐾 skoro jistě. Předpokládejme navíc spojitou závislost
na parametrech 𝜈. Konkrétně nechť platí následující podmínka

∃𝐵 ∈ 𝒜,ℙ(𝐵) = 1 ∀𝜔 ∈ 𝐵 ∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ] ∀𝑥 ∈ ℝ𝑑 :
lim

𝑛→∞
‖𝜎𝜈𝑛(𝜔,𝑡,𝑥) − 𝜎𝜈(𝜔,𝑡,𝑥)‖ = 0 & lim

𝑛→∞
‖𝜁𝜈𝑛(𝜔,𝑡,𝑥) − 𝜁𝜈(𝜔,𝑡,𝑥)‖ = 0,

kdykoliv 𝜈 ∈ 𝐴, {𝜈𝑛}∞
𝑛=1 ⊂ 𝐴 splňují lim𝑛→∞ 𝜌(𝜈𝑛,𝜈) = 0. Mějme 𝜈 ∈ 𝐴 a posloup-

nost {𝜈𝑛}∞
𝑛=1 ⊂ 𝐴 vyhovující této podmínce. Předpokládejme dále, že pro 𝑛 ∈ ℕ

jsou 𝑋𝑛, 𝑋 ∈ 𝑊 𝛼,∞
0 řešení příslušných rovnic s koeficienty 𝜎𝜈𝑛 , 𝜁𝜈𝑛 a 𝜎𝜈 , 𝜁𝜈 . Po-

tom platí
lim

𝑛→∞
‖𝑋𝑛 −𝑋‖𝛼,∞ = 0

skoro jistě.

2.3 Náhodné procesy a stochastické diferenci-
ální rovnice

Na závěr se budeme věnovat náhodným procesům. Jak bylo výše zmíněno,
k tomu, aby byl integrál dobře definovaný, potřebujeme procesy, jejichž trajektorie
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spadají do prostoru W 1−𝛼,∞
𝑇 (0,𝑇 ) skoro jistě. Uvedeme zde postačující podmínku

tohoto předpokladu a konkrétní příklady procesů. Jak je uvedeno v poznámce za
definicí 6, stačí ukázat, že existuje 𝜖 > 0 takové, že proces má ℙ-skoro všechny
trajektorie (1 − 𝛼 + 𝜖) - hölderovské.

Definice 11. Nechť 𝑋 = {𝑋𝑡, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]} je náhodný proces s hodnotami v ℝ.

1. Střední hodnotou procesu 𝑋 v čase 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] rozmíme 𝜇(𝑡) = 𝔼𝑋𝑡, pokud
existuje.

2. Kovarianční funkci 𝐾 : [0,𝑇 ] × [0,𝑇 ] → ℝ procesu 𝑋 definujeme předpisem
𝐾(𝑡,𝑠) = cov(𝑋𝑡,𝑋𝑠), pokud existuje.

3. Řekneme, že X je gaussovský, pokud pro každé 𝑛 ∈ ℕ a libovolnou 𝑛-tici
𝑡1, . . . ,𝑡𝑛 ∈ [0,𝑇 ] má náhodný vektor (𝑋𝑡1 , . . . ,𝑋𝑡𝑛)T normální rozdělení.

Definice 12. Nechť 𝑋 = {𝑋𝑡, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]} , 𝑌 = {𝑌𝑡, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]} jsou náhodné pro-
cesy na stejném pravděpodobnostním prostoru (Ω,𝒜,ℙ) s hodnotami v ℝ. Řek-
neme, že Y je (stochastickou) verzí X, pokud platí

∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ] ∃𝐴 ∈ 𝒜,ℙ(𝐴) = 1 ∀𝜔 ∈ 𝐴 : 𝑋𝑡(𝜔) = 𝑌𝑡(𝜔).

Poznámka. Je-li 𝑌 verzí 𝑋, potom se zpravidla tyto procesy chápou jako totožné,
přestože mohou mít odlišné trajektorie.

Nyní již můžeme formulovat postačující podmínku pro existenci hölderovské
verze náhodného procesu.

Věta 19. Nechť 𝑋 = {𝑋𝑡, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]} je náhodný proces s hodnotami v ℝ a nechť
existují 𝐾 > 0,𝑚 > 0, 𝜑 > 0 takové, že pro každé 𝑡,𝑠 ∈ [0,𝑇 ] platí

𝔼|𝑋𝑡 −𝑋𝑠|𝑚 ≤ 𝐾|𝑡− 𝑠|1+𝜑.

Potom existuje náhodný proces 𝑌 = {𝑌𝑡, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]}, který je verzí 𝑋, takový, že
jeho trajektorie jsou skoro jistě 𝛽-hölderovské pro každé 𝛽 < 𝜑

𝑚
.

Uvedeme příklady náhodných procesů, které vyhovují našim předpokladům.
Nejdůležitějším z nich je frakcionální Brownův pohyb. Ten ze běžně používá ve
stochastických diferenciálních rovnicích například ve finanční matematice nebo
k modelování různých přírodních jevů.

Definice 13. Nechť 𝐻 ∈ (0,1). Frakcionální Brownův pohyb 𝐵𝐻 = {𝐵𝐻
𝑡 , 𝑡 ∈

[0,𝑇 ]} je spojitý gaussovský proces takový, že

• ∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ] : 𝜇(𝑡) = 0,

• ∀𝑡,𝑠 ∈ [0,𝑇 ] : 𝐾(𝑡,𝑠) = 1
2

(︁
𝑠2𝐻 + 𝑡2𝐻 − |𝑡− 𝑠|2𝐻

)︁
.

Parametru 𝐻 se říká Hurstův index. Ve speciálním případě, že 𝐻 = 1/2, se
proces nazývá Brownův pohyb nebo též Wienerův proces. Frakcionální Brownův
pohyb můžeme tedy chápat jako zobecnění Wienerova procesu. Lze ukázat, že
existuje verze frakcionálního Brownova pohybu taková, že její trajektorie jsou 𝜆-
hölderovské pro každé 𝜆 < 𝐻 (viz Biagini a kol., 2008, str. 11, věta 1.6.1.). Tedy
pokud 𝐻 > 1/2, potom stačí volit 𝛼 > 1 − 𝐻, aby ℙ-skoro všechny trajektorie
ležely v prostoru 𝐶1−𝛼+𝜖 ⊂ W 1−𝛼,∞

𝑇 (0,𝑇 ) pro nějaké 𝜖 > 0 dostatečně malé.
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Definice 14. Nechť 𝐻 ∈ (0,1). Liouvilleův frakcionální Brownův pohyb 𝐿𝐵𝐻 =
{𝐿𝐵𝐻

𝑡 , 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]} je spojitý gaussovský proces takový, že

• ∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ] : 𝜇(𝑡) = 0,

• ∀𝑡,𝑠 ∈ [0,𝑇 ] :
𝐾(𝑡,𝑠) =

∫︁ min{𝑡,𝑠}

0
K(𝑠,𝑟)K(𝑡,𝑟) d𝑟,

kde K(𝑡,𝑟) = 1
Γ(𝐻+1/2)(𝑡− 𝑟)𝐻−1/2 I(0,𝑡](𝑟), 𝑡, 𝑟 ∈ [0,𝑇 ].

Tento proces má stejně jako frakcionální Brownův pohyb verzi se skoro jistě
hölderovskými trajektoriemi s exponentem 𝜆 pro každé 𝜆 ∈ (0,𝐻).

Na závěr zmíníme Rosenblattův proces s indexem𝐻 ∈ (1
2 ,1), pro který existuje

stochastická verze se skoro jistě 𝜆-hölderovskými trajektoriemi pro každé 𝜆 ∈
(0,𝐻). Tento proces narozdíl od předchozích není gaussovský a k jeho definici je
potřeba zavést integrál náhodné funkce vzhledem k Wienerovu procesu.
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Závěr
V práci jsem se zabýval frakcionálním integrálem a jeho použitím ve stochas-

tických diferenciálních rovnicích. Nejprve byla popsána konstrukce integrálu pro
deterministické funkce a jeho základní vlastnosti. Tyto výsledky se následně apli-
kovaly ve stochastickém integrování a teorii diferenciálních rovnic. Na kompilační
část, kde byly formulovány již známé výsledky z této oblasti, bylo navázáno vlast-
ními výsledky. Těmi jsou kromě technického lemmatu dvě tvrzení o spojitých
závislostech na počáteční podmínce a parametru vystupujícím v koeficientech
rovnice. V poslední části práce jsem se zabýval náhodnými procesy, které vy-
hovují požadavkům, jež klademe na integrátory ve stochastickém frakcionálním
integrálu. Nejdůležitějším z nich je frakcionální Brownův pohyb, jímž se zabývala
řada autorů a který se běžně používá ve stochastických diferenciálních rovnicích.
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Seznam použitého značení
Číselné obory, matice a vektory

ℂ
ℝ
ℝ𝑚×𝑛

ℕ
ℜ
ℑ
𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗)𝑖,𝑗

𝐴𝑇

𝑎*,𝑘

𝑏 = (𝑏𝑖)𝑖

𝑏T

𝑜

‖𝑏‖

Množina komplexních čísel
Množina reálných čísel
Prostor reálných matic typu 𝑚× 𝑛

Množina přirozených čísel
Reálná část komplexního čísla
Imaginární část komplexního čísla
Matice 𝐴 s prvky 𝑎𝑖,𝑗

Matice 𝐴 transponovaná
𝑘-tý sloupec matice 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑗)𝑖,𝑗

Vektor 𝑏 se složkami 𝑏𝑖 chápaný jako sloupcový
Vektor 𝑏 transponovaný
Nulový vektor
Eukleidovská norma vektoru 𝑏

Pravděpodobnost a teorie míry

(𝐻,ℋ)
ℬ(ℝ𝑑)
𝜆

(Ω,𝒜,ℙ)
𝔼𝑋
cov(𝑋,𝑌 )

Měřitelný prostor se 𝜎-algebrou
Borelovská 𝜎-algebra na ℝ𝑑

Lebesgueova míra
Pravděpodobnostní prostor
Střední hodnota náhodné veličiny 𝑋
Kovariance náhodných veličin 𝑋 a 𝑌
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